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Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand der Vorlesung sind inverse Probleme bei gewéhnlichen und par-

tiellen Differentialgleichungen. Wéhrend beim direkten Problem die Losung

aus der gegebenen Differentialgleichung zu berechnen ist, versucht man beim

inversen Problem die Differentialgleichung aus Informationen tiber ihre Losung
zu bestimmen. Wir erlautern dies an Hand einiger Beispiele.

1. Das inverse Streuproblem der Akustik

Beim direkten Streuproblem sucht man eine Losung ugs der Differentialglei-

chung
Aug + k*ug = qug . q=q(v) gegeben,
der Form '
ug(x) = ehml 4 ve(x)

wobei vy der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung

0 .

a—vg(:p) — thkvg(z) — 0, |z =r — o0

”

(in geeignetem Sinne) geniigt. Dabei beschreibt das “Potential” ¢ die akusti-
schen Eigenschaften eines beschrankten Objekts. Auflerhalb des Objekts sei
g = 0. Wird dieses Objekt aus der Richtung § mit der Frequenz k beschallt,

so entsteht die gestreute Welle vy.

Beim inversen Problem méchte man ¢ innerhalb des Objekts aus den Werten
von vy fiir alle Richtungen § aulerhalb des Objektes bestimmen. Dies ist z.B.
das mathematische Problem der Ultraschall-Tomographie.
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2. Impedanz-Tomographie
Ein beschranktes Objekt Q besitze die Leitfahigkeit o. Dann gilt fiir das

Potential u einer stationaren Stromverteilung in
div(cVu) =0 in Q. (0.1)
Beim direkten Problem berechnet man w (bis auf eine additive Konstante)

Jj= O'g—u auf 0. (0.2)
v

Man hat also eine Neumannsche Randwertaufgabe zu 16sen.

aus den Randwerten

Beim inversen Problem nimmt man an, man kenne fiir jedes 7 auf 92 das Po-
tential u, welches (0.1), (0.2) geniigt, auf 9. Mit anderen Worten, man kennt
die Neumann-zu-Dirichlet-Abbildung A, , welche folgendermafen erklart ist:

Schritt 1 : Lose (0.1), (0.2) fiir vorgegebenes j
Schritt 2 Asj = ulag

Technisch wird das so gemacht: Man appliziert mit Hilfe von Elektroden auf
0 alle moglichen Stromdichten j auf 99 und mifit die zugehorigen Span-
nungen A,j. Aus A, ist dann o zu berechnen.

3. Inverse Probleme bei chemischen Reaktionen

In einem Geféfl der Lange L seien zwei Substanzen mit den Konzentrationen
u(x,t), v(x,t) an der Stelle z € [0, L] und der Zeit ¢ enthalten, welche gemaf

2
8u_ %—kuv ov

5 = Poz , a:—kuv, 0<z< L
x

L t>0  (0.3)

miteinander reagieren. Dabei bedeutet D den Diffusionskoeffizienten, & die
Reaktionsgeschwindigkeit. Das Gefafl sei bei @ = L fiir die erste Substanz
undurchdringlich, bei & = 0 sei die erste Substanz nicht vorhanden, also

w(0,0)=0 g—z(u):o, 1>0. (0.4)

Zur Zeit t = 0 seien beide Konzentrationen 1, also

u(z,0)=1, ov(z,0)=1, 0<a<l. (0.5)
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Das direkte Problem besteht darin, bei bekanntem D, k das (nichtlineare,
parabolische) Anfangsrandwertproblem (0.3 - 0.5) zu 16sen. Beim inversen
Problem bestimmt man aus Information iiber u, v, z.B. der Gesamtmasse
von u, also

L
h(t) = /u(:z;,t)d:z; ,
0
die Parameter k, D.

4. Ein inverses Eigenwertproblem der Seismologie

Wir betrachten die Erde als Kugel vom Radius R und nehmen an, daf ih-
re Dichte p und Steifigkeit (rigidity) ¢ im Mantel r = |z| > R, nur von r
abhéngen. Dann geniigen die Eigenschwingungen der Erde der Differential-
gleichung

(L+2)(0—1)

4 4
> ripuuw =Arpu, R.<r<R, (0.6)

_ (T4MU/)/ T
”
u(R.)=u(R)=0.
Hierist £ =0,1,....

Man kann (unter geeigneten Voraussetzungen an y, p) zeigen, dafl dieses
Problem nur fiir diskrete Werte Ay;, 7 = 0,1,... Losungen u hat, die nicht
identisch verschwinden. A;; heifien Eigenwerte von (0.6), und /Ay /27 sind

die Frequenzen der Eigenschwingungen.

Das direkte Problem besteht darin, bei bekannten p, p die Ay; zu berechnen.
Praktisch interessanter ist das inverse Problem: Aus den Figenfrequenzen
\/Agj /2, die man bei jedem Erdbeben messen kann, die Funktionen p, p zu

berechnen.

5. Das inverse Streuproblem der Quantenmechanik
Die Schrédinger-Gleichung fiir das Potential V' lautet
— A+ Vi = Eyp. (0.7)

Unter gewissen Voraussetzungen an V kann man zeigen, daf} es fiir jede
Richtung 6 und jede Frequenz k mit k* = E eine Losung ¢y(k, x) gibt mit

] ] 2|

ullar) = 004 S 40 ()



A ist das Fernfeld, das bei Einstrahlung einer Welle aus Richtung 6 mit
Frequenz k entsteht. Das direkte Problem besteht in der Berechnung von A
aus V. Beim inversen Problem mochte man V' aus A berechnen.

6. Das inverse kinematische Problem

Sei  ein Objekt mit dem Brechungsindex n. Fiir xq, 21 € 0 sei T(xo, x1)
die Zeit, die ein Signal von z¢ nach x; bendtigt. Dieses Signal 1auft entlang
der Geodatischen , ,,(xg,x1) bezliglich der Metrik

3
ds =n\| > (dx;)?;
=1

diese ist Losung des Systems

Das direkte Problem besteht darin, fiir vorgegebenes n die Laufzeit

T($0,$1):/ n i(daji)Z

Fn(l’Oyl’l) =1

fiir jedes Paar xg, 1 € 9 zu berechnen. Das inverse Problem verlangt die
Berechnung von n aus der Funktion T'(xq, x1).

Die Aufgaben des Mathematikers sind die folgenden:
1) Man beweise, daBl das inverse Problem eindeutig 16sbar ist.
2) Man untersuche, wie die Losung von den Daten abhdngt (Stabilitat).

3) Man entwickle numerische Verfahren.

Die Geschichte der inversen Probleme beginnt mit der Losung des inver-
sen kinematischen Problems fiir die Erde durch Herglotz und Wiechert in
den Jahren 1905-07. Der Aufbau der mathematischen Theorie beginnt mit
der Arbeit von Borg zum inversen Sturm-Liouville-Problem 1946. Ab 1950
bemiihten sich vor allem russische Mathematiker (I.M. Gelfand, B.M. Le-

vitan, V.A. Marchenko) um eine Losung des quantenmechanischen inversen
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Streuproblems. Etwa ab 1970 setzten weltweit intensive Bemiithungen zum
mathematischen Verstédndnis, aber auch zur numerischen Losung inverser
Probleme ein. Treibende Kraft waren dabei die Anforderungen aus der Pra-
xis, insbesondere aus Medizin, Materialpriifung, Seismologie, Fernerkundung,

Exploration.



Kapitel 2

Die Gelfand-Levitan-Theorie

2.1 Hyperbolische Differentialgleichungen in
einer rdumlichen Variablen

Wir betrachten das Anfangswertproblem

*u  0%*u

A TR RS N th1

u(z,0) = f(x), wlz,0)=g(x) , zeR". (1.2)
Dabei seien ¢, f, g zunichst Funktionen aus C5°(R').

Satz 2.1.1 Das Problem (1.1)-(1.2) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung
u € CHR x [0,00)) N C*(R x (0,00)).

Beweis: Jede Losung der genannten Art kann mit Hilfe der Kirchhoffschen
Formel (siehe PDE, Kap. 4.5) in der Form
_l_

r—

¢ ahi-
/ / T)dydr
0 —(t—

8

[\Dl»—\

u(x,t) = ;(f(:zj—l—t)—l—f r—1))

o~

(1.3)

[\Dl»—\



geschrieben werden. Sei X der Banachraum C(R x [0,%o]) mit ¢, > 0 und der
Norm des maximalen Betrags, und sei T': X — X der Operator

(To)at) = S0+ S =0+ [ oy
%/ / T)dydT .

Fir u, v € X gilt dann

|(Tv— Tu)(

[\Dl»—\

1=3)

1
170 = Tull < Qllv —ull. @ = 3 t5 max|q(z)| .

z+t—T7
[ lawlloy.m) = uly, 7)ldydr
t—7)

z—(t—

also

Ist ¢ty so klein, dafl @) < 1 gilt, so ist T" also kontrahierend. u = T'u besitzt
dann eine eindeutig bestimmte Losung in X. Dieses u 16st dann (1.3) und
ist die Losung der behaupteten Art zunidchst in dem Streifen 0 < ¢ < .
Entsprechend schlieft man in den anschlielenden Streifen.

a

Wir interessieren uns fiir Anfangswerte, welche einen Impuls darstellen, also
z.B. f = 0 und ¢ =  mit der Dirac-Funktion ¢. Dies ist eine Funktion mit
den Eigenschaften 6(x) > 0, é(x) =0 fiir « # 0, und

/5(:1;)d:1; =1.
Rl
Dies widerspricht natiirlich dem iiblichen Begriff der Funktion. Man kann &

aber im Rahmen der Theorie der Distribution befriedigend definieren. Wir
wollen diese Theorie weitgehend vermeiden und definieren § durch einen

GrenzprozeB. Sei §; € CZ°(R'), &;(z) >0, §;(x) = 0 fiir x ¢ [~1,+1] und

/51(:1;)d:1; =1.



Firn = 1,2,... setzen wir é,(z) = nd(nx). Dann ist d,(x) > 0, §,(x) =0
fir « ¢ [—1/n,1/n], und

/5n(:1;)d:1; =1.
Rl
Fiir jede stetige Funktion f gilt nun

lim [ d,(2)f(z)dx = f(0) .

n—0oo

Rl

Hierfiir schreiben wir

setzen also formal & = lim,, §,, und vertauschen Limesbildung und Integration.
0 erscheint hier also nicht als Funktion, sondern als lineares Funktional auf
dem linearen Raum der stetigen Funktionen.

Nach Satz 1 ist die Losung w, von (1.1) mit Anfangswerten w,(z,0) = 0,
%Lf(l', 0) = é,(x) eindeutig bestimmt.

Satz 2.1.2 Flir |x| # t konvergiert u, gegen eine Losung w von (1.1), und
zwar gleichmdfig auf jedem Kompaktum. FEs ist w = 0 fir |z| > ¢ und
u(lz|,|z] 4+ 0) = 1/2 fir« #0.

Beweis: Nach (1.3) erfiillt u,

1x—l—t 17: o4 (t—7)
wle ) =5 [y +5 [ [ ey, ndydr . (1)
r—t 0 z—(t—7)

Seinun K = {(x,1):0 <t <|z] —¢, t <to, || <1}, > 0. Fiir hinreichend

grofles n ist dann
r+t

/ S(y)dy=0 , (z,t)e K.

r—1
Sei weiter tg so klein, dal @) (siehe Beweis zu Satz 1) < 1. Sei X = C(K). Mit
der Norm in X gilt dann ||u,|| < @||u,]], also u, = 0 in K. Wie im Beweis zu
Satz 1 muf auch diese Argumentation fiir die “Streifen” mit ¢ > ¢ wiederholt
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werden. In jedem Kompaktum in ¢ < |z| gilt also von einem gewissen n an
u, = 0. Also haben wir u,, = 0 in ¢ < |2| mit gleichmé&Biger Konvergenz auf
kompakten Teilmengen.

Setzen wir hingegen K = {(x,t) : to >t > |z| + ¢}, ¢ > 0, so gilt fiir
hinreichend grofles n

r+t
/ du(y)dy =1, (x,t) € K .

r—t

Damit ist fiir hinreichend grofie n in K

t
*2
Sei nun wieder to so klein, dal ) < 1. Dann folgt aus (1.4), dal die Folge

u, in X = C(R' x [0,%]) beschrénkt ist. Nach Arzela-Ascoli enthilt der
Integraltermin (1.5) eine in K konvergente Teilfolge. Wie {iblich schliefit man,

Unp,

_I_
/ Y)un(y, 7)dydr . (1.5)
(t—

[\Dl»—\
[\Dl»—\

r—

dafB} die gesamte Folge in K gleichméafig konvergieren muf}. Die Grenzfunktion
u erfillt in K natiirlich ebenfalls (1.5). Also ist « Losung von (1.1). Die
Beziehung u(|z|,|z| + 0) = £ ergibt sich aus u = 0 fiir |z| > ¢.

O
Definition: Die Funktion u aus Satz 2 nennen wir die Losung der An-
fangswertaufgabe
Pu  Ou
52 = 9.2 +q(z)u, xeR', t>0
(1.6)
Ju

u(z,0)=0, a(m,()) =4(z), zeR".

Mit Satz 2 ist das direkte Problem (1.6) erledigt: Zu vorgegebenem ¢ gibt es
eine wohlbestimmte Losung u von (1.6).

Die Losung aus Satz 2 ist in ¢ > |z| nichts anderes als die Losung der charak-
teristischen Anfangswertaufgabe, vgl. PDE, Kap. 4.6, mit den Anfangswer-
ten u = 1/2 auf den Charakteristiken ¢ = |z|. u 1a8t sich auch als schwache
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Losung von (1.1) in ¢ > 0 auffassen. Damit meint man folgendes. Sei L ein
linearer Differentialoperator in einem Gebiet 2 C R", z.B.

a n
Lu—zawaa Z

2,7=1 =1 Ly
Sei L* der zu L adjungierte Operator, also

= Z 8:1; 0 (i Z::

0

bu)—l—cu

Dann ist fiir ¢ € C5°(9)

/c,oLud:L' = /(L*c,o)udx ,
)

)
vgl. PDE Kap. 4.6. Ist also u € C*(Q) eine Losung von Lu = f in Q, so gilt
/(L*c,o)udx = /c,ofd:z; ) Voo eC5P(Q). (1.7)
) )

Diese Beziehung macht Sinn fiir v € L;,.(92), die Menge der in € lokal inte-
grierbaren Funktionen. Wir nennen daher ein « € L;,.(Q) mit (1.7) schwache
Losung von Lu = f.

Satz 2.1.3 Die Liosung v aus Satz 2 ist schwache Ldsung von (1.1) in
t>0.

Beweis:  Sei a;; = aj; in ) konstant und

92
Lu = Z a”a au + c(2)u .

7,75=1

Ju 0
/(Lu co —ulp)dr = / (6_1/ af) do

Q o0

Dann ist
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n
mit der (verallgemeinerten) Normalen v; = 3 a;;n;, wo n die &uflere Normale
j=1

auf 00 ist. Wir wenden dies an auf Lu = uy — tpp — g(2)u und Q@ = {(x, 1) :
t> |2} (21 =2, 22 = 1), Es ist auf 0Q = {(x, 1) : t = |z|}

= ()

Ist u die Losung aus Satz 2, so ist Lu = 0 in Q und « = 1/2 auf 99; auBerhalb
Qist u = 0. Also ist fiir p € C5°(t > 0)

ERC e el
/ / ulpdzdt = /uLc,od:cht = /Lu - pdz
0 =—oo Q Q

I

V) / ((sgn(@)ue + ue)p — u(sgn(z)pr + ¢1)) (x, |2])da

2
__/ Ou 92\,
N 87’99 u@r 7
219

wo 7 einen Tangenteneinheitsvektor auf €} bedeutet. Wegen Lu = 0 in Q
verschwindet das Integral tiber 2. Wegen u = 1/2 auf 9Q und ¢ € C5°(Q)
verschwindet auch das Integral iiber 0€). w ist also in der Tat schwache Losung
von Lu =01int > 0.
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2.2 Das inverse Problem einer hyperbolischen
Gleichung in einer rdumlichen Variablen

Das inverse Problem zu (1.6) lautet nun: Gegeben sei g(¢) = u(0,¢), ¢t > 0.
Man bestimme g¢.

In den Anwendungen wird das inverse Problem gewéhnlich fiir den Viertel-
raum 0 < z < 00, 0 <t < oo formuliert:

Uy = Ugy + q(T)U , x,t>0
uy(0,1) =0, t>0,
u(z,0) =0, ulx,0)=46(x), z>0.

Man bestimme ¢ aus g(t) = u(0,t), ¢ > 0. Wir fithren dieses Problem auf
unseres zuriick, indem wir ¢ gerade auf R' fortsetzen.

Satz 2.2.1 (Nichtlineare Gelfand-Levitan-Gleichung): Sei
1 S ! ! !
Glst) =5 [(olt+5) +g(t = ))ds'.

0

Dabei sei g als ungerade Funktion auf R' fortgesetzt. Dann gill

S

/u(:z;,s)u(:z;,t)d:z; = G(s,t) .

—5

Wegen u(x,t) =0 fiir @ > ¢ genligt es im Falle ¢ < s bereits, von —t bis ¢ zu
integrieren.

Beweis:  Wir setzen Lu = u,, + q(x)u. Fiir o, ¢1 € C&(R") kénnen wir
die Lésung von

uy = Lu in R* | w(2,0)=wo, ulz,0)=¢; in R
fiir —oco <t < oo in der Form
u(t) = Eo(t)po + Li(t)er
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schreiben. Dabei ist Fy gerade und F; ungerade in t. Sei fiir o, ¢ € C&°(R')

w(s, 1) = (Eo(s)¢, Eo(t)e)

mit dem inneren Produkt von Ly(R'"), und sei v(s) = Eo(s)i, u(t) = Eo(t)e.

Dann ist

wss(s,t) = /vss(x,s)u(x,t)dx

_ [(Lv)(x,s)u(x,t)dx
_ [v(x,s)(Lu)(x,t)dx
_ [U(x,s)utt(x,t)dx
= it

AufBlerdem ist
d
0(6.0) = (Eals1i . 2 Elt)el.)) =0
Nach der Kirchhoffschen Formel gilt also
1
w(s,t) = §(w(3 —4,0)+w(s +1,0)).

Da FEy gerade ist, ist auch w(s,0) gerade, nach der letzten Formel also
w(s,t) =w(t,s). Fir s =0 ergibt dies

(¢, Eo(t)p) = (Eo(1)¢,¢) -

Ey ist also ein symmetrischer Operator, und das gleiche gilt fiir F.

Wir zeigen weiter, da £ E;(t)p = Eo(t)p fiir ¢ € C5°(R"), wofiir wir kurz
E} = Fq schreiben. Dazu setzen wir u = F4(t)¢ und v = u;. Dann ist

Vit = Ugp + q(2)0
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v(:z;,()) = ut(xvo) = c,o(:z;),
vi(2,0) = up(2,0) = wuge(x,0)+ ¢(x)u(z,0)=0,

weil v = 0 fiir £ = 0. Diese drei Beziehungen sagen aber gerade v = Fyp.

Als weitere Eigenschaft der F; haben wir die Halbgruppeneigenschaft
u(t 4 s) = Fo(s)u(t) + Er(s)udt)

fiir jede Losung u von uy; = Lu. Dies ergibt sich einfach aus der Zeitinvarianz
der Differentialgleichung.

Seien nun ¢, ¢ € C(R') und u(t) = F;(t)p. Dann gilt
(V,u(t+s)) = (&, Eo(s)u(l) + Er(s)u(l))
= (Bo(s)¥, u(l)) + (Er(s),ui(l))
= (Eo(s), Ex(t)) + (Ea(s), Ei(t)g) -
Weil FEy gerade und FE; ungerade ist, folgt
(¥, u(t = s)) = (Eo(s), Ex(t)e) — (Ev(s)y, Ei(t)e)

Addition der letzten beiden Beziehungen ergibt

%((@b,u(t +5)) + (u(t — 5))) = (Eols)ib, Er(t)e) .

also, wegen Fy(s) = [y Fo(s")ds,

5 (s ut ) + (0 ult = $)ds = (Ey()e Ba(1))

Mit ¢ = 4, ¥ =6, und u,, = E1d, lautet dies

s Hoo + oo

5 / / Yun(z,t + 8"+ up (2, — §'))deds’ = / U (2, 8 )ty (2, ) .

— 00
Lassen wir hier erst n — oo, dann m — oo streben, so erhalten wir

+ oo

%/(u((),t—l—s’)—|—u(0,t—3'))d5': [l s)ute,t)ds

— 00
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mit der Losung w von (1.6). Wegen u(x,t) = 0 fiir |¢| > t ist dies die be-
hauptete Gleichung.

a

Satz 2.2.2 (Lineare  Gelfand-Levitan-Gleichung):  Fs  gibt  eine in
[t| < @ stetig differenzierbare Funktion w(x,t) mit g(x) = 4%10(:1;,:1;) und

xr

[ ot = spwte,s)ds = Slolt =)+ g+ @), <,

—T

Dabei ist wie diblich g als ungerade Funktion auf R fortgesetzt.
Beweis:  Wir nehmen §,, gerade an und setzen

gult) = [ bult = s)g(s)ds .

Weiter definieren wir

un(x,t) = /5n(t — s)u(x, s)ds .

Dabei ist u wie tiblich als ungerade Funktion auf —oco < t < oo fortge-
setzt. Die Funktion w, erfiillt die Differentialgleichung und die Anfangs- und

Randbedingungen
wun(2,0) = /5n(—5)u(:1;,5)d5:() (2.1)
un(0,1) = /5n(t—3)g(s)d3:gn(t) (2.2)
Qnio4y = 0. (2.3)

ox

Wir zeigen nun: Es gibt eine Funktion v, so daf}

un(x,t) = /g(t — s)v,(x, s)ds . (2.4)



Wir definieren v,, als Losung von

v, 0%,

oz Ox?

+ g(z)v, in R?

Jv,,
v,(0,1) = 6,(1) O

v, ist also die (als gerade Funktion in x fortgesetzte) Losung der Cauchy-

0,t)=0, teR'.

schen Anfangswertaufgabe, wobei als Anfangsmannigfaltigkeit jetzt die ¢-
Achse auftritt. Bei dieser Wahl von v, erfiillt offenbar u,, die Bedingungen
(2.1) - (2.3), welche u,, als Losung der Differentialgleichung eindeutig festle-
gen.

Ein Blick auf die Charakteristiken zeigt, dafl
(ed) = 0. <] 2
Un T, = ) T — —,
n
1
va(x,t) = 0, |t > e+ —.
n

Also folgt aus (2.4) fiir > 0

z+1/n
/ gt —s)v,(a,8)ds =0, |t|<ax—1/n.

—z—1/n

Fiir v, ergibt sich aus der Kirchhoffschen Formel

on(2,1) = %(5n(t+x)+5n(t—x))—wn(x,t)

wy(x,t) = 2// Vo (2!, t)dz'dt"

wobei nun A(z,t) das Dreieck ist, das von den Charakteristiken durch (x,1)
und der t-Achse gebildet wird. Damit bekommen wir schliellich

z+1/n z+1/n

/ g(t—s)wy(x, s)ds = % / g(t—3)(0n(sta)+0,(s—a))ds, |t| < —1/n.

—z—1/n —z—1/n
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Fir n — oo ergibt sich daraus die behauptete Integralgleichung. Fiir die
rechte Seite ist dies klar. Fir die linke schreiben wir w,, in der Form

wy(x,t) = // Nw, (2!, ¢ )d'dt"

ro(,t) = 4// Su(t! + &) + 8u(t — 2))dadt .

Die §,-Funktionen verschwinden auflerhalb von Streifen der Breite 2/n um
die Charakteristiken. Diese treffen den Rand von A(x,t) fir || < a bei
(x +1)/2 bzw. (x —t)/2. Also gilt

| (=0 (e1)/2
li_>m ro(x,t) = 1 / q(z')dz" + / q(z)dz" | =r(x,t)
0 0

gleichméBig in |t| < z. Es folgt, dafl w, fiir |¢| # a gegen eine Funktion w kon-
vergiert, und zwar gleichméfig auf kompakten Teilmengen. Diese Funktion

erfiillt
w(x,t) = // (', ¢")da'dt" .
Wegen w(x,t) = 0 fiir |t| > « folgt w(:z;,:z;) =r(x,x), also %w(m,x) = 4q(x).
O

Die Integralgleichung aus Satz 2 ist von erster Art. Man kann eine Gleichung
zweiter Art erhalten, indem man nach ¢ differenziert und dabei beachtet, dafl
g(+0) = L, g(—0) = —1 ist. Bezeichnen wir mit ¢’ die gerade Fortsetzung
von ¢ auf R', so entsteht

w(x, ) —I—_/ gt —s)w(z,s)ds = %(g'(t —z)+d(t+x), jt|<a.
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2.3 Ein Beispiel aus der
Reflektions - Seismologie

Sei t die Zeit und z die Tiefe in der Erde, die wir uns als isotropes elastisches
Medium mit Dichte p(z) und Lame’-Parametern A(z), p(z) vorstellen. Sei
w(z,t) die z-Komponente der Teilchengeschwindigkeit und p(z,t) der Druck.
Dann gilt

pwi+p. =0 , pr+ (A4 2u)w, =0. (3.1)

Wir nehmen A, g und p als stetig differenzierbar an.

Wir wollen das System (3.1) in eine Gleichung zweiter Ordnung verwandeln.
Dazu differenzieren wir die zweite Gleichung nach ¢, die erste nach z und
eliminieren wy,. Es entsteht

P = C Pzz — Pz 9 c = .
p p

¢ ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen in der Erde. Wir wollen
diese auf 1 normieren und fithren dazu die neue unabhéngige Tiefen-Variable

rody 1 C, 1
T = / —~, also  p.=-pr, P =—=prt SPu
) e(2") c c c

ein. Es entsteht
Pit = Pz — (Cz + %C) Pz -

Um hier eine rechte Seite der Form w,, 4+ qu zu erhalten, setzen wir p = Au.

Es entsteht

Uy = Ugy 1 C, p c| u, 1 C, p c 1 U

Wir wahlen nun A so, daf} der Koeffizient von w, verschwindet, also
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oder

also

A= (pe)? .
Dann lautet die Differentialgleichung

U = Uger +qU,
1= (C+pC)A (A)x C(A)

Aus ¢ kann man also hochstens die Funktion A bestimmen, nicht p, A, p
separat.

Wir nehmen nun an, dal man fiir den Impuls
U(Q?,O) =0 ’ ut(l',()) = (S(l‘)

die Funktion ¢(¢) = u(0,?) messen kann. Dann ist ¢ nach den Methoden von
§2 zu bestimmen.
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2.4 N&aherungslésung fiir kleine ¢

Ist ¢ klein, so kann man leicht eine N&dherungslésung fiir das inverse Problem
angeben. Die Integralgleichung fiir v koénnen wir mit Hilfe der Heaviside-

Funktion
1, t>0,
() = { 0 , sonst

1
u(x,t) = 5 H(t — |z|) 2 // (2, t")da'dt’ (4.1)

als

schreiben. Es folgt
1
(1) = LH( ~ []) + Og).

Dies setzen wir nun auf der rechten Seite von (4.1) ein. Es folgt
1
u(a, ) = SH(t |z / / ' )de'dt' + O(g?) .

Fir £ = 0 bekommen wir also bis auf O( 2)

t t—|z|
_ 1 1 1 1y
gt) = 3+ 7 / / — J!|)dd
_ 1_|_1 72 (/ t 2| /|d/
= 5+73 q(a")(t —2|2'|)dx
—/2

Durch Differenzieren bekommt man naherungsweise
t/2
J0) = 5 [ ahir
—1/2
0 = < (a) +al-5) = 74(5)
falls ¢ gerade ist.

Fiir kleine ¢ bekommt man ¢ also aus ¢ durch zweimalige Differentiation.
Differentiation ist ein instabiler Prozefl. Zum ersten Mal sehen wir an dieser
Stelle, da} die Losung inverser Probleme zu Instabilitdaten neigt.
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2.5 Diskrete inverse Evolutionsprobleme

Sei T' Tridiagonalmatrix

ag  bo
Co
T = , a;, b, c; € R
bn—l
Ch—1 dn
. ¢ n+l - .
und seien u* € R eine Losung von

uttt = Tt . (5.1)

Wir stellen das inverse Problem: Gegeben u° und ¢* = uf, / = 0,1,2,....
Man bestimme 7!

Wir werden in diesem Abschnitt verschiedene Aufgaben dieser Art mit Hilfe
eines diskreten Analogons der nichtlinearen Gelfand-Levitan-Gleichung l6sen.

1. Fokussierter Anfangszustand u® = € = (1,0,...,0)".

Wir fithren die Vektoren
oL =Tht 1=0,1,... v? = €’ (5.2)
ein und haben dann

gé-l—k _ eOtuZ-l—k _ eOtTZ—I—keo _ (Tﬁeo)t(Tkeo)

= o'tk

Mit den (n + 1,n + 1)-Matrizen

lautet dies

G=V'U. (5.3)

U, V sind obere Dreiecksmatrizen, weil T' tridiagonal ist.
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Wir betrachten nun verschiedene Spezialfille, je nachdem welche Information
iiber T" vorhanden ist.

(a) ¢ =b>0,1=0,....,n—1, dh. T ist symmetrisch. Dann ist U =V,
und die Diagonale ist positiv. Also ist U durch (5.2) eindeutig bestimmt und
durch eine Cholesky-Zerlegung berechenbar.

Ist U bestimmt, so berechnen wir T" aus Gleichung ¢, £ + 1 von (5.1):

41 L L
Uy = o1 Up_q t+ agiy

. , , (=0,....n—1, (5.4)
Uppy = Gy

WO C_y — 1/_1 = 0 gesetzt wurde. Da uﬁ # 0 ist, sind dadurch ¢, = by und «a,
fir £ =0,...,n—1 bestimmt. T" ist also bestimmt bis auf das (n,n)-Element
Q.

(b) «¢,i=0,...,n—1 bekannt, ¢;, b; # 0. U und V sind nach wie vor
rechte Dreiecksmatrizen, und die Diagonale (1, ¢, coct, ..., ¢co -+ ¢ue1) von U
ist bekannt und enthéalt keine Null. (5.3) ist jetzt eine L R-Zerlegung von G.
Diese ist eindeutig bestimmt, weil die Diagonale von U bekannt ist und keine
Nullen enthélt. Ist V' bestimmt, so berechnen wir T aus den Zeilen ¢ und

¢+ 1 von (5.2), also

41 £ 14
vy = bi_1v,_y + amvy
. , , (=0,...,n—1 (5.5)

Wegen b, # 0 sind alle vf = bg---bi—y # 0, also sind by, ...,b,_; durch die
zweite Gleichung eindeutig bestimmt. Danach bestimmt man die a, bis auf
a, aus der ersten Gleichung.

(¢) ¢,b;#0,1=0,....,n— 1. Jetzt sind die Diagonalen von U und V
nach wie vor frei von Nullen, sind aber beide unbekannt. Sei D die Diagonale
von V. (5.3) lautet

G=(D'V)'DU .
DV ist eine linke Dreiecksmatrix mit Diagonale 1. Also ist die rechte Drei-

ecksmatrix W = DU eindeutig als rechter Faktor einer L R-Zerlegung von G
bestimmt. Sei W = (w°, ..., w"). Dann lautet (5.1)

wtt = DTD 't (=0,....n—1. (5.6)
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Da die w® bekannt und die AuBerdiagonalelemente der Tridiagonalmatrix
DT D™" ungleich 0 sind, kann man hieraus DT'D~! wie oben bis auf das
(n,n)-Element berechnen. Damit sind a, . .., @,—1 bestimmt. Uber b;, ¢; kann
man nichts sagen.

2.  Nicht-fokussierter Anfangszustand

Sei u® = e und e ein Vektor mit von Null verschiedenen Komponenten. (5.3)
gilt nach wie vor, aber U ist keine rechte Dreiecksmatrix mehr. Also machen
wir eine L R-Zerlegung von U, U = LR (falls es diese gibt). L wéahlen wir so,
daf} die Diagonale gerade die von V™! ist (moglich, falls die b; # 0). Dann
ist

G=(V'L)R

ein L R-Zerlegung von G, deren linker Faktor die Diagonale 1 hat. R ist da-
durch eindeutig festgelegt und durch eine L R-Zerlegung von G zu berechnen.
Aus (5.1) folgt fiir die Spalten r* von R

rt=5rt . S=L7'TL.

Aus der ersten Beziehung folgt, dafl S eine rechte Hessenberg-Matrix ist (d.h.
s;, = 0,0 > j+1), aus der zweiten, dafl S auch eine linke Hessenberg-Matrix
ist (d.h. sg; =0, 5 > ¢+ 1). Damit ist S wie T' eine Tridiagonalmatrix. Wie
oben sieht man, dafl S durch R bis auf das (n,n)-Element bestimmt ist.

Wir nehmen nun an, die Auflerdiagonalelemente b;, ¢;, 1 = 0,...,n — 1 seien
bekannt, ebenso der Vektor e. Seien /; die Zeilen von L. Wegen e = Lr°
sind dann die Elemente in der Position 0 der /; bekannt. Insbesondere ist £,

bekannt. LS = T'L lautet durch die ¢; ausgedriickt (/_; = (41 = 0)
0;S =cjylioy +ail; +bili4,, J=0,....n. (5.7)
Hieraus lassen sich die a; rekursiv bestimmen: Fiir j = 0 ist
oS = aply + bl .

ly ist bekannt, also (fiir n > 0) auch £,S. Die Komponente 1 von ¢; kann
also bestimmt werden. ag ergibt sich dann aus der Komponente 0 dieser
Gleichung. Somit sind ag, fy, {; bekannt. Nehmen wir an, es seien bereits
agy ..y aj—1, Lo, ..., 0 fiir ein 7 < n bekannt. Dann bestimmen wir aus (5.7)
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zundchst einmal die Komponente j + 1 von £;44. Dies ist moglich, weil £;.5
(trotz des fehlenden (n,n)-Elements von S) berechnet werden kann und b,
bekannt und # 0 ist. Dann bestimmen wir aus der Komponenten 0 dieser
Gleichung a;. Dies ist méglich, weil die ¢; bekannt und die Komponente 0 der
ljo bekannt und # 0 sind. Damit sind «ao,...,a;,%,...,{j+1 bekannt. Also
lassen sich ag,...,a,_; bestimmen.

Wenden wir uns nun Evolutionsgleichungen zweiter Ordnung zu. Im Hinblick
auf die Anwendungen beschranken wir uns auf Gleichungen der Form

w4 ut = T (=0,1,... . (5.8)

Dabei seien nun die Anfangszustinde u®, u™' = 0 gegeben. Wie oben wollen
wir T" aus den Zahlen

bestimmen.

Lemma 2.5.1 Seien die (n + 1,n + 1)-Matrizen T, bestimmt durch die Re-
kursion

Toos + Ty =TT, , (=0,1,... (5.9)
To=1, T,=0.
Dann gilt fiir die Vektoren aus (5.8)
utt = Tt — Th_qutt k,0=0,1,...

Insbesondere ist also u* = Thu®.

Beweis:  Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Fiir & = 0,1 ist
die Behauptung richtig. Sei die Behauptung richtig bis zu einem k£ > 1. Dann

ist nach (5.8)
WL k=

und nach Induktionsannahme
w4 (Tk_lué — Tk_zué_l) = T(Tkué — Tk_lué_l)

oder

u(—|—k-|—1 _ (TTk . Tk—l)ué _ (TTk—l — Tk—?)ué—l .
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Wegen (5.9) ist dies die Behauptung fiir & + 1.

O
Wir betrachten nun den fokussierten Anfangszustand
u’ =¢eo=(1,0,...,0)" | ul=0.
Dann haben wir
F = Ot = O Tl — Ty ulY)
= (T — (T )
= pFtyt — =ty (5.10)
WO Wir
P =T}e

gesetzt haben. Die v* sind Lésung von

oML Lt = TRk =0,1,. ..

w?=¢", v =0.

Dies folgt aus dem Lemma mit 7% an Stelle von 7. Aus (5.10) folgt durch
Addition fiir v < Min (k, )

BHC L ght=2 L e e

v u( . U(k—l/—l)tu((—u—l) )

g

Fiir ¢ > k wihlen wir v = k und erhalten wegen v=! =0
S o BTN C

Entsprechend erhalten wir fiir £ < k und v = £ wegen u™' =0
G g g Rt = Ryt

Definieren wir also die (n + 1,n + 1)-Matrix G = (g ) durch

gék:gk-|—é_|_gk—|—é—2_|_..._|_g|’f—f|7 Lk=0,....n
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und U = (u®,...,u"), V = (v°...,v"), so haben wir
G=VU. (5.11)

V', U sind wieder rechte Dreiecksmatrizen. Wir kénnen also wie im Falle von
Evolutionsgleichungen 1. Ordnung verfahren.

(a) Seien b; = ¢, > 0,7 =0,...,n — 1. Dann ist T = T" und damit
U = V mit positiver Diagonale. U kann also durch Cholesky-Zerlegung von G
bestimmt werden. Die Beziehungen (5.4) gelten nach wie vor und bestimmen
die b;, ¢;, a; mit Ausnahmen von «a,,.

(b) ¢, b; # 0 und ¢; bekannt, ¢ =0,...,n — 1. Dann ist die Diagonale von
U bekannt und enthélt keine Nullen, so dal U, V aus G durch LR-Zerlegung
eindeutig berechnet werden kénnen. Es gilt nach wie vor (5.5), woraus die b;,
a; mit Ausnahme von a,, berechnet werden konnen.

(¢) b, ¢; £ 0, aber sonst unbekannt, 1 = 0,...,n— 1. Wieder argumentiert
man wie im Falle der Evolution erster Ordnung. Die Beziehung (5.6) lautet
jetzt

w4 w™ = DTD Wt | (=0,....n—1,

erfiillt aber den gleichen Zweck und bestimmt DT D~! bis auf das (n,n)-
Element. Damit sind die a; bis auf «,, bestimmt.
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Kapitel 3

Naherungen fiir das inverse
Problem der Wellengleichung

Sei ) ein Gebiet in R", und sei ¢ = ¢(x) die lokale Schallgeschwindigkeit
eines Mediums in . Sei s € 92 eine Quelle und r € 98 ein receiver. Zum
Zeitpunkt ¢ = 0 werde an der Stelle s ein Impuls mit dem Zeitverlauf f(¢)
gegeben. An der Stelle r werde die Funktion ¢(¢) gemessen. Zu bestimmen ist
¢ aus den Messungen von ¢(t) fiir viele Paare r, s. Eine wichtige Anwendung
ist die Seismologie. Hier ist 2 der Halbraum (Erde) {(x1, x9,23) : @5 > 0},
wo x3 die Tiefe bedeutet. Die Menge der gemessenen Funktionen ¢ heifit
Seismogramm. Fiir die Wahl von r, s gibt es verschiedene Méglichkeiten:

1. Zero-offset. Es ist r = s, und beide laufen gemeinsam iiber die Erd-
oberfliche z3 = 0. Meistens sind sie auf eine Gerade, z.B. =, = 0,
beschrénkt.

2. Fized source. Hier ist s fest, z.B. (0,0,0), und r lauft tiber die Oberflache

oder nur iiber eine Gerade, z.B. x5 = 23 = 0.

Wir werden in diesem Kapitel eine Reihe von Néherungslésungen zunehmen-
der Raffinesse kennenlernen. In der Seismologie spricht man von Migration.
Am FEnde geben wir eine einheitliche Darstellung dieser Techniken durch die
Born-Approximation.

29



3.1 Klassische Migration (Hagedorn 1954)

Die hierzu zu besprechenden Migrationstechniken machen keinen Gebrauch
von der Wellengleichung. Sie beruhen auf einfachen Laufzeitiiberlegungen
und kénnen nur auf sehr einfache Erdmodelle angewendet werden. Betrachten
wir etwa ein zweidimensionales Erdmodell, bei dem ¢ oberhalb einer Kurve
, den konstanten Wert ¢y, unterhalb den Wert ¢; # ¢y hat. Wir stellen uns
vor, daf , aus Reflektoren unterschiedlicher Starke aufgebaut ist. Sei g(x1,1)
das zero-offset Seismogramm, also die Zeitreihe des Seismometers an dem
gemeinsamen Ort x; von Quelle und receiver. Ist , die Gerade x5 = z € R,
so peaked g(xq,t) fiir t = 22/¢o, und der Funktionswert im peak ist ein Maf
fiir die Stéarke des Reflektors. Bei allgemeinen Kurven peaked g(x1,t) entlang
einer gewissen, , dhnlichen Kurve , .

Aufgabe der Migration ist es, aus ,’ die urspriingliche Kurve , wiederzuge-
winnen. Wir 16sen dieses Problem durch drei Techniken. In jedem Fall kon-
vertieren wir im Seismogramm die Zeitangaben in Tiefenangaben, so daf} also
die Zeit t der Tiefe 2t entspricht. Ebensogut kénnen wir ¢g = 2 annehmen.

1.  Geometrische Migration. Sei a ein Reflektor in der Frde. Die von ithm
erzeugten peaks im Seismogramm sind auf der Kurve R, = {(x1,1) : ¢t =

% (z1 —a1)? + a3} (vgl. Abb. 3.1) zu finden. Dies ist eine Hyperbel, deren
Scheitel direkt iiber « liegt. , ' ist nun gerade die Einhiillende all dieser Kur-
ven, wenn a , durchlduft. Dies sieht man wie folgt ein. Um die Einhiillende
der Kurvenschar R, : @ € , zu berechnen, stellt man , als Kurve a = a(})
mit dem Parameter A dar. Die Einhiillende bekommt man dann dadurch,
daBl man die Gleichung von R, nach A differenziert, nach A auflést und in
die Gleichung fiir R, einsetzt. Differentiation der Gleichung nach A bedeutet
aber, |r — a| fiir @ € , zu minimieren. Fiir das minimierende a ergibt sich

aus der Gleichung fiir R, aber gerade ein Punkt auf , ’!

" zu gewinnen, berechnet man fiir jeden Punkt von ,’ die

Um nun , aus ,
berithrende Hyperbel R, und addiert den Funktionswert von ¢ in den Scheitel

von R,. Dies ergibt das migrierte Seismogramm.

2. Wave front migration. Fiir jeden Punkt (xy,t) im Seismogramm sei

I, + die Kurve {a = (a1,aq) : t = %\/(:1;1 —a1)?+d3} (vel. Abb. 3.1) der

30



Abbildung 3.1: Darstellung von Seismogramm und Schallgeschwindigkeit im
Boden. Die Unstetigkeit von ¢(2) im Boden zeigt sich als Kurve im Seismo-
gramm.

Reflektoren, die zu einem Signal bei (x1,t) beitragen kénnen. Man ordnet
den Punkten dieser Kurve den Wert g(x,t) zu. Um , aus ,’
mittelt man fiir jeden Punkt a iiber alle I, +, welche durch a gehen.

zZu gewinnen,

3.  Mazimal convexity migration. Fir jeden Punkt « in der Erde betrach-
tet man die Kurve R, im Seismogramm. Jeder Punkt (xy,t) dieser Kurve
entspricht einem receiver, der von einem Reflektor in @ ein Signal bekommt.
Man mittelt den Wert g(x4,1) tiber alle diese Punkt und weist diese Mittel
dem migrierten Seismogramm im Punkt a zu.
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Das migrierte Seismogramm ist also im letzten Fall

| st

(1’1 ,t)ERa

/ g(x,t) .

a€l(z 1)

im zweiten Fall

Hier wird offenbar iiber die gleichen Mengen integriert. Die beiden Methoden
liefern also das gleiche Resultat.

Die letzten beiden Methoden kénnen weitgehend verallgemeinert werden. Sei
7(x,y) die Laufzeit eines Signals von @ nach y. Sei d = (r, s,t) ein Punkt im
Seismogramm und ¢(d) der zugehorige Funktionswert. Sei

R, = {d=(rs,t):7(s,a)+1(a,r) =1},
Ii = Ha:7(s,a)+7(a,r)=1t}.

R, heifit Fliche maximaler Konvexitat (mazimal convezxity curve, reflection-
time surface), Iy die isochrone Flache (mazimal convexity surface). Die mi-
grierten Seismogramme sind dann
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3.2 Migration durch die Wellengleichung

Wir betrachten wieder den zweidimensionalen Fall (x2 = 0) mit zero-offset-
Daten, welche von einer reflektierenden Kurve , herriihren, oberhalb derer
die Schallgeschwindigkeit ¢ konstant ist. Im exploding reflector model nimmt
man an, die Quellen seien entlang , verteilt, und man halbiert alle Laufzeiten.
Dann hat man ndherungsweise folgendes Modell: Es ist

uy = AAu c=co € Ry (2.1)
zwischen Erdoberfliche und , . An der Erdoberflache x3 = 0 ist
u(x1,0,t) = g(a1,1) (2.2)
gegeben, und fiir £ = 0 hat man
u(xy, x3,0) = dp(aq, x3) . (2.3)

Dabei ist dp eine Funktion, deren Trager in etwa mit , iibereinstimmt. Man
versucht nun, ér (und damit , ) aus g zu bestimmen. Selbst durch diese gro-
ben Vereinfachungen ist noch kein verniinftiges inverses Problem entstanden.
Wir werden aber trotzdem so eine Art Losung angeben. Dazu bemerken wir
zunichst, daB fiir jedes f € C? die Funktion

u(wy, ws,t) = f(wt + Gy + E3as) (2.4)

die Wellengleichung erfiillt, wenn nur die Dispersionsrelation

w2

S _grg (25)
erfiillt ist. Diese hat die beiden Losungen w = 4c\/&F + £2. w ist entlang
wt + &1 + E313 = const. konstant. Man nennt u daher eine ebene Welle
und die Ebenen & a1 4+ &322 = const. ihre Wellenfronten. Haben w und &3 das
gleiche Vorzeichen, so 1auft die Welle mit wachsendem ¢ in Richtung fallender
x3-Werte, also nach oben, andernfalls nach unten. Da im exploding reflector
model die Quellen in der Erde sitzen, sind wir nur an aufsteigenden Wellen

interessiert, wéhlen also
w=c&\/1+ /G . (2.6)
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Spezielle ebene Wellen sind

ei(wt-l-fll’l-l-fsl’s) ]

Linearkombinationen von Loésungen der Wellengleichung sind wieder Lésun-
gen. Also ist auch

u(x17x37t) ://A(fb53)€i(wt+£1901+531’3)d§1d&))

eine Losung. Wir wollen A so bestimmen, daf} « die Lésung unseres Problems
wird. Dazu mufl zundchst einmal die Bedingung an der Oberfliche, also

o— [ [ ety

erfiillt sein. Wir werden von jetzt an von der Fourier-Transformation Ge-
brauch machen (siehe §3). Danach ist

1

glant) = o // ot g (e o)d duo | (2.8)

g(1,w) = % //e_i(glwrm)g(xl,t)dxldt.
Mit w aus (2.6) ergibt sich
dw _ &5 c
&~ Jara yirag

und damit aus (2.8) nach der Transformationsformel

gl t :—// A ((T) e derdes (2.9)

V14 &6

Vergleich von (2.7), (2.9) fiihrt zu

A(§17§3) = mg (fl,C&g\/l + f%/fg) .

Aus (2.3) bekommt man jetzt

Srlanas) = [ [ A6 &)@ g de,
= 2mA(xq,23) .
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Da , im wesentlichen der Triger von dr ist, ist , damit ndherungsweise
bestimmt.

Wir wollen nachweisen, dafl die Methoden fiir lineares , , also = - § = s,
6 = (01,0,05), 67 + 63 = 1 das exakte Resultat liefert. Die Daten sind in
diesem Fall g(x1,1) = 6(t + 2101 — s) fiir ¢ = 1. Fiir 65 > 0 sind dies die Werte
der aufsteigenden Welle 6(¢ + x - § — s) an der Oberfliche. Damit wird mit
Hilfe von I11.3.4

1 .
9(&,w) = g//e_l(élxﬁm)é(t—l—m& — s)dzdl

1 .

— _/e—z(flxl—w(xlﬁl—s))dxl
27

= e_ws(S(fl — w@l) .

Also ist

1 1 A 2 /¢2
A(&1,83) = mﬂ <§17§3\/1+§1/§3)

1
= —e Y 8(& — 5391\/) .
Vv
Inverse Fouriertransformation ergibt
1 1 _. :
A(x17x3) = %// 76—2553\/5(61 _ 5301\/—)el(l’1£1+l’3£3)d§1d§3 )

An Stelle von & fiithren wir die neue Variable

y=2E& — 5391\/

ein. Man berechnet

Fiir y = 0 ist fiir 83 > 0



Damit erhalt man mittels 111.3.4

A(l’l, 1’3)

// —2553\/_5 )2x1£1+l’3£3 dyd§3
27T |d |

1 .
i(—s¢3/03+518301/03+23¢83)
27'['03 /e d§3
035(03( s+ x161 + x363))
Sax-0—3s).
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3.3 Fourier-Transformation und
Distributionen

Fir f € Li(R") definieren wir die Fourier-Transformation
fie) = 2m)2 [ = f(a)da

Offenbar ist f stetig und beschrankt,

Il < @m0 e = Jim ((f lf|pdl’)l/p

Die inverse Fourier-Transformation ist

fle) = (27r)—”/2/e”'5f(x)dx .

Satz 3.3.1 Sei f € Li(R")NCYR"™) und g = f. Dann existiert § im Sinne
von

gla) = Jim (2m) [ etg(ede
l&51<k

und es gilt g = f.

Beweils: [Es ist

gla) = Jim@n) 2 [t [ e py)yde

k— 00
|£]|<k
= Jim [JwenT [ etedgdy
—+00
1€51<k

= lim /f(y)5k($ —y)dy ,

k—oc0

Su(e) = (2m)" / e e . (3.1)

|€51<k
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Firn =1 ist " ‘
dp(x) = —sinc(kx) , sinc(x) = P

T
Man berechnet leicht

T
/5k(:1;)d:1; =1.
Damit wird fiir f € CYR") N L;(R")

[ F@)sterde = [(f(e) = F(0)(e)dz + 1(0)
= %/7]6(:1;) ;f(()) sin kx dz + f(0) .

Mit k — oo geht das Integral gegen 0. Also gilt

lim / Fl@)8u(x)de = F(0) .

k—oc0

Fiir n > 1 ist §x das Produkt der eindimensionalen §;-Funktion. Es folgt

() = f(=).

Die Funktion & aus (3.1) ist also eine approximative §- Funktion. Ist

1

Xk(f):(%r)_”/?{ L 16l <k

sonst ’

so gilt xx = d; und Sk = k. Wir schreiben deshalb
(2m))~ =6 | §=(2r)"?%.

Als Beispiel berechnen wir das (im klassischen Sinn nicht existierende) Inte-
gral

_ 1 1z twt —twt df
u(x,t)——Q(QW)BR/Se E(eivt ¢ e (3.2)
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wo w die Dispersionsrelation w = ¢|¢| erfiillt. Wir fithren fiir ¢ Polarkoordi-
naten p, ¢, ¥ um x ein, so dafy also || = p, - & = rpcos ¢ mit r = |a| wird.
Es wird dann

2

umt) = _%;P!!

1 7. . 7 .
- _ /(echt o e—cht) / P Siﬂ ¢ ezrpcoswd¢dp
0 0

/ P sin 77Z)eir’pcosdj(eicpt o e_iCpt)d¢d@dp
0

0

_ 1ept —cht —irp_ irp

= 7 / (e e )dp
0

1 —icpt icpt\ irp
= 2 [O (e7io0t — eiovt)ciregy
_ Zhlr—r(é(r—ct)—é(r—l—ct)). (3.3)

Damit haben wir Kugelwellen als Linearkombination von ebenen Wellen dar-
gestellt.

Sei ¢ € CH(Q) und sei , = {x € Q: ¢(x) = 0}. Sei [Vo| # 0 entlang Q. Wir

zeigen
| F@)s(o(e))da = / e (3.4

Dazu nehmen wir an, dafl ¢(x) = z nach einem x;, etwa x; auflosbar ist. Dies
ist zumindest lokal moglich. Dann ist mit @’ = (2q,...,2,)

[ r@isands = [ [ o)) dends
= /1w <Nﬁﬁn

dx!
= [Iwioaa)
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x1 = (0,2") ist eine Darstellung von , . Das Oberflichenelement auf , ist

do(x) = (1 +§ (g;i)?) " dz' .

Wegen ¢(1(0,2'),2') = 0 entlang , ist

96 9 06 _
6:1;1 6:1;2 6:1;2 N

0, 1=2,...,n.

Also folgt
1

do(x) = @ |Vo|da'
81’1

und damit (3.4).

Durch eine dhnliche Rechnung bestitigt man
d(ra) =r""0(x)

fiir die n-dimensionale §-Funktion und r > 0.

Die Fourier-Transformation hat folgende Eigenschaften:
1. Sei f(x) = f(rz), r > 0. Dann ist f.(&) = r=" f(¢/r).
2. Sei f,(x) = f(x +y),y € R". Dann ist f,(£) = €9 f(€).
3. Ist f, 2L € Ly(R"), so ist (7)"(6) = i&; [(£).
4. Sei fxg(x) = [ f(x—y)g(y)dy, f, g € Li(R"). Dann ist f+g € Li(R"),
und
(f*9)"=(2m)"fg.
Sei ¢ € L1(R"). ¢ definiert einen Filter gemif
f—=df .  Jeli(r).
Nach Eigenschaft 4 ist hierzu dquivalent
f=@m)T 2o f .
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Einer Faltung im Orts- (oder Zeit-) raum entspricht also einer Multiplikation
im Fourier-Raum. Ein Filter ¢ mit der Eigenschaft ¢(&) = 0, [£] > O heifit
Tiefpassfilter, €2 seine Bandbreite. Wichtigstes Beispiel ist der ideale Tiefpass

, sonst .

Fiir diesen ist (vgl. Aufgabe 16)

Inja(2])

z) = (2m)~n2qQr R Y

¢« [ ist eine geglittete Version von f, bei der Details < 7/ gegléttet wurden.
Ein Filter ¢ mit ¢ (&) = 0 fiir |{] < Q heifit Hochpass. Der ideale Hochpass

£l = Q

sonst

M):{é’

Y

ist zwar nicht in ;. Man kann seine Wirkung aber beschreiben durch

= f=daxf=vx*f.

Er hat folgende Eigenschaft: Fiir eine beliebig offene Menge U C R"™ ist
f € C=(U) genau dann, wenn ¢ x f € C°(U). Sucht man also nur die
Stellen von f, wo f nicht €™ ist (der singuldre Trager ssup(f)), so kann
man genausogut ¥ x f wie f studieren.
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3.4 Asymptotische L6sung der
Wellengleichung

Wieder betrachten wir die Wellengleichung

mit einer Funktion ¢(x) > 0, und wir suchen Lésungen der Form

u(z,t) = e (),

2

w
Av—l—gv:(). (4.1)

Wir nehmen nun an, daff w grof ist, und suchen eine Losung von (4.1) in der

0
U _ w)(b Z

Setzen wir dies in (4.1) ein, so entsteht

Form
(x

)J

~—

(4.2)

v, Vo, Av;
(iwA¢ — W |Vo|*) Z ] —|—2sz¢ Z d Z d

iy 2 i)

w2

— - =0.
+ c? ]Z:;) (1w)?
Diese Beziehung soll fiir alle w gelten. Vergleichen wir die Faktoren der Po-

tenzen w?, w, 1, w™t, ..., so entsteht der Reihe nach

Yj

S Ve =t
w : 2Vo-Vug+ vgAp =0

1 @ 2Vep- Vo +viAo+ Avg =0

w™l 0 2V¢ - Vo, + vAd + Avy =0

usw. Die erste Gleichung ist die uns wohlbekannte Eikonal-Gleichung. Wir
schreiben sie in der Form

Fla.p,d) = |p| - % ~0. (4.3)
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Die weiteren Gleichungen sind sogenannte Transportgleichungen. Diese Glei-
chungen werden nun sukzessive nach ¢, vy, ..., v; aufgelést und dadurch eine
Funktion v bestimmt, welche (4.1) bis auf Terme der Ordnung w7 erfiillt.

7.B. wird (4.1) fiir j = 0 bis auf den Term Av, erfiillt.

Betrachten wir zunachst die Funktion
v(x) = cwt(@)
wobei ¢ die Eikonal-Gleichung erfiillt. Sie fithrt zu der Naherung
u(x,t) = 1?1

fiir die Wellengleichung. Sie erfiillt (4.1) bis auf O(w). u beschreibt eine Welle,
deren Phase in allen Punkten der Flache ¢(x) = ¢ die gleiche ist. Diese
Flache heifit daher Wellenfront. Fiir konstantes ¢ > 0 ist z.B. ¢(x) = p -«
mit [p| = L eine Losung der Eikonal-Gleichung, die Wellenfront also die
Ebene p - & = t. Diese bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¢. Ein anderes
Beispiel ist ¢(x) = 1|z|. Die Wellenfront hat jetzt die Gleichung |#| = ¢t und
stellt ebenfalls eine sich mit der Geschwindigkeit ¢ fortbewegende Flache
dar. Dies stimmt auch fiir nicht konstantes ¢. Ist ndmlich x(¢) ein Punkt

einer Wellenfront, der sich senkrecht zu ihr fortbewegt, so gilt

elz(t)) =1,  @(t)=al)Ve(x(l))

mit einem Skalar «(t). Differenzieren der ersten Beziehung nach t ergibt
zusammen mit der zweiten

a(t)|V((x(t))] =1

und damit wegen der Eikonal-Gleichung

aft) = cx(t),  [#(0)] = (@)IVe(a(t)] = e(x(t)) .

Also bewegt sich unser Punkt x(¢) mit der Geschwindigkeit ¢(2(¢)) und damit
die ganze Wellenfront in jedem ihrer Punkte  mit der Geschwindigkeit ¢(x)
senkrecht zu sich selbst.

Das charakteristische System der Eikonal-Gleichung ist nach PDE 1

i= L p=v(), b= (4.4)



Wir wollen zeigen, daf die Losungen x(t) von (4.4), also die Kurven, welche
charakteristische Streifen tragen, gerade die Kurven sind, entlang denen sich
Signale in dem Geschwindigkeitsfeld ¢(x) ausbreiten. Nach dem Fermat’schen
Prinzip erfolgt diese Ausbreitung ndmlich so, daf} die Laufzeit zwischen zwei
Punkten minimal ist. Mit anderen Worten: Ist K eine beliebige Kurve, welche
die Punkte z¢, x; verbindet, so lduft ein Signal, das bei xg startet und bei
x1 beobachtet wird entlang der Kurve K™, fiir welche

d
/ T;) , s = Bogenlange (4.5)

K
moglichst klein ist.

Wir brauchen nun folgendes Hilfsmittel aus der Variationsrechnung.

Satz 3.4.1 Sei L € CY(R*"), und sei zo, x; € R". Unter allen Kurven z,
welche xg mit x1 verbinden, sei x* so, dafs

1 1
/L(:z;*,:i;*)dt < /L(:z;,:i;)dt .
0 0

Ist x* € C?[0,1], so gelten die Euler’schen Gleichungen

i@_L( * '*)_aL
dt oe. ) T Ba,

(z*,2") =0, i=1,....n.

Wenden wir dies nun an auf das Problem, (4.5) zu minimieren. Hier haben
wir

Lz, i) = % .

Die Euler’schen Gleichungen lauten
d @ 1
el v,
i don NV

Diese Gleichungen sind invariant gegeniiber Parametertransformationen. Al-
so konnen wir z.B. die Bogenldnge als Parameter verwenden. Dann ist || = 1,
und wir erhalten I |
T
— ——=V—:.
dt ¢(x) e(x)

44



Mit p = &/c(x), also |p| = ¢(x), wird hieraus gerade (4.4).

Damit steht fest: Die (Trager der) Charakteristiken der Eikonal-Gleichung
geniigen dem Fermatschen Prinzip (und werden daher als “Strahlen” ange-
sehen).
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3.5 Die Bornsche Niherung

Wir nehmen an, die gesuchte Schallgeschwindigkeit ¢ unterscheide sich nur
in einem Gebiet €} von der Hintergrundschallgeschwindigkeit ¢o:

61_2 = 32(1 +f), supp(f) C Q. (5.1)

&3]

Die Quellen s und die receiver r liegen aulerhalb von €. Zur Zeit t = 0 werde
an der Stelle s ein Impuls gegeben, dessen Zeitverlauf durch das wavelet w(t)
mit w(t) = 0, t < 0 beschrieben wird. Typische wavelets sind

w(t) =68(t), w(t)=e“"x(t), x €5 (0,00).
Wir beschreiben das Experiment durch

0%

o - cz(Au —§(x — s)w(t)) in R®> x R',

(5.2)
v = 0 firt<0.

Sei u® die Losung fiir ¢ = ¢o. Wir setzen u = u® + v und finden fiir v

2 2
Z—t;) = ciAv— % in R> x R',

v = 0 fur t<0.

Die Born-Approximation besteht nun darin, daB man hier u durch u° ersetzt:

0*v 0*u®

o7 = chv—fat2 in R’ x R!

(5.3)
v = 0 fur t<0.

Wir fithren die weiteren Rechnungen zunéchst fiir den Fall einer konstanten
Hintergrundschallgeschwindigkeit ¢y durch.

Wir benutzen die Kirchhoffsche Losung

('t — |x — 2'|/eco)

4 2 4
Trco|1’—1”|§c0t |x v |

v(a,t) =

dz’ (5.4)
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der Anfangswertaufgabe
0%
ot?

Mit h = — fu?, erhalten wir

U(l‘,t) - _ 1 / f(l'/) utt(xlvt — |l‘ — $/|/CO) dz' .

2 —
47Tco|x—x'|§c0t |lo — 2|

—COAU—I—h(:L' ), v=v,=0 bei t=0.

Da u°(z,t) = 0 fiir ¢ < 0 konnen wir die Einschrankung des Integrations-
bereiches weglassen und dann die zweite Ableitung bei u® vor das Integral
ziehen. Da f auflerhalb 2 verschwindet, erhalten wir

o2t — |z — 2’| /co)

1 !
oot = 3o W /f PR de'.  (5.5)

Ebenfalls aus der Kirchoffschen Formel (5.4) erhalten wir

1 dx’'
WOz t) = —— / §(a — s)w(t — o — 2’| /co) —=
A |lo — 2|
|z—az!|<cot
L w(t—|e—s|/co)
A |z — 3|
Setzen wir dies in (5.5) ein, so entsteht schliellich
I wlt = (e — '] + [ = s])/eo)
t da'" . 5.6
vl 1) = 1672c3 atz/f |o — 2'||2" — s ! (56)

Dies ist die Losung des direkten Problems in der Bornschen Né&herung. Sie
wird zur Losung des inversen Problems in folgender Weise benutzt. Sei g(r, s, 1)
die Daten-Funktion, also g(r,s,t) = v(r,t), mit der Losung v = u° + v von

(5.3). Dann lautet (5.6)

I w(t = (I — |+ |z = s)/eo)
t d
gr,s,t) = 1672c3 8t2 /f |r — 2|z — s| !
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Dies ist eine lineare Integralgleichung fiir f. Fiir w = § lautet sie (vgl. (3.4))

o 1 6_2 i do(z)
g(r,s,1) 1672¢, OF2 I{f( ) [r —2[(s —2) + |s — 2|(r — 2)|

(5.7)

mit der Isochronen Iy ={x € Q:cot = |r — x|+ |z —s|}, d = (r,s,1) aus §1.

Die Born-Approximation reduziert also inverse Streuprobleme auf die Be-
stimmung von f aus Integralen iiber Mannigfaltigkeiten niedriger Dimension.
Dies ist das Problem der Integralgeometrie, das wir in Kap. IV behandeln
werden.

An Stelle der wavelets w kann man auch die zeitharmonische Einstrahlung
mit w(t) = e~ bei fester Frequenz w verwenden. Dann kann man u(z,t) =
e~*“!y(x) annehmen und hat dann an Stelle von (5.3)

2

Au—l—t—Qu:(S(:p—s) in R®
oder, mit k = w/co
Au+Eu=—kfu+d(z—s) in R>. (5.8)
Aus PDE T wissen wir, daB
Au+Eu=h

zusammen mit der Ausstrahlungsbedingung

1 Ju ] 1
“:O(ﬂv 5?”“—0(5)

mit r = |z| fiir h € C}(R?) eindeutig 16sbar ist, und zwar ist

uw) = [ 4z = y)h(y)dy

mit der Fundamentallésung
€2k|1’|

- A7z

() : (5.9)
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Die zugehérige Losung
eiw(lzl/co—t)
A7z
entspricht dann einer Welle, deren Wellenfronten || = t¢g + const. sich

mit wachsender Zeit ausbreitenden Kugeloberflichen entsprechen. Das eben
besagt das Wort “Ausstrahlungsbedingung”.

Wir suchen wieder Losungen in der Form u® +v, wo u® die Lésung mit ¢ = ¢
darstellt und alle Funktionen die Ausstrahlungsbedingung erfiillen. Offenbar
ist

Aus (5.9) folgt dann

v(x) = —kz/’y(:p — ") f(z")u(z")dz" .

Wieder erhalten wir die Born-Approximation, indem wir hier u durch «°
ersetzen:

o(@) = =k [ 5(a = ) e = )’
)
Mit der Daten-Funktion ¢(r, s,w) = v(r) erhalten wir

dx (5.10)

|r — 2|z — s| '

12 eik(|r—x|—|—|1’—s|)
glrys,w) = /

1672
Q

Hier machen wir eine weitere Approximation. Wir nehmen an, daf} r und s
auf einer groflen Kugel vom Radius R liegen und lassen R — oo streben. Mit

r= Ra, s = RB, a, 3 € 5? ist dann
Ir—x = R—a-2 + O
ls—x| = R-—0-2 + O

)
)

und damit bis auf O (#5), d.h. bis auf einen relativen Fehler von O (4)

Tl= 3=

R
L2¢ikR ks
g(r,s,w) = Loz /f(:z;)e FatB)x ]
Q
L2¢ikR X
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ka !

Abbildung 3.2: Ewald-Sphére fiir eine feste receiver-Position a. Der gestri-
chelte Anteil entspricht dem backscatter, der durchgezogene der Transmissi-
onsmessung.

Fiir eine feste Quelle s liefert ¢ also die Werte der Fourier-Transformation auf
einer Sphare um k3 mit Radius k. Man nennt diese Sphiren Ewald-Sphéren.
Entsprechendes gilt fiir eine feste receiver-Position.

Mifit man nur den backscatter (d.h. o - 8 > 0), so kann man f(f) nur fiir
€| > kv/2 bestimmen. Dies bedeutet, daB man nur eine hochpassgefilterte
Version von [ bestimmen kann. Dies reicht aus, um z.B. Unstetigkeiten von
f bestimmen zu kénnen. Macht man hingegen nur Transmissionsmessungen
(a- 8 <0), so kann man f(f) nur fiir |¢| < v/2k bestimmen. Dadurch wird

die rAumliche Auflésung beschréankt.

Zur Giltigkeit der Born-Approximation wollen wir noch eine heuristische
Bedingung angeben. Dazu beschrénken wir uns auf eine konstante Stérung
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fin [—p, p]. Die ungestorte Helmholtz-Gleichung lautet dann
ug + kug=0 ,
die gestorte
u’ + k2(1 + fHlu=0.

Die Losungen sind

— e:l:zkac

7 u(:z;) — e:l:ik 1+ fz ]

uo ()

Die Born-Approximation verlangt u ~ ug. Dazu ist (hochgradig) notwendig,
dafl die Phasen sich um deutlich weniger als m unterscheiden, d.h.

B/ 1+ f—k[2p < 7.

Fiir kleines f bedeutet dies
E|flp < m.

Ist D der Durchmesser eines Objekts mit konstantem f, so erhalten wir

27

D
<
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3.6 Die “distorted” Born-Approximation

Ist der Hintegrund nicht konstant, so kann man nicht mehr die Fundamen-
tallosung (5.9) benutzen. Statt dessen nehmen wir die in §4 abgeleitete Néhe-

rung
u(z) = A(:L')eim (6.1)
1
IVr| = ——, 2Vr VA+ AAT=0. (6.2)
co()

Sei s eine Quelle auflerhalb supp (f) und , ; eine kleine Kugelsphare um s.
Dann legen wir A, 7 durch die Anfangsbedingungen

e — s 1

T(l‘) - CO(S) A(l‘)

fest. Die Anfangswertaufgaben (6.2), (6.3) sind - zumindest in einer Um-

(6.3)

- A|z — 8|

gebung von , ; - eindeutig 16sbar. Dazu erinnern wir an die Theorie der
quasilinearen Differentialgleichung F'(x,u,p) = 0 mit p = Vu in R". Die
Anfangswertaufgabe lautet: Sei eine Streifenmannigfaltigkeit

S:x:gp(t), u:X(t)v p:p(t)v tE]Rn_l
dy dy .
A A A
dt] p at] .] 2 7n 2

F(e(t), x (1), p(1)) = 0
gegeben. Gesucht ist eine Losung u der Differentialgleichung, welche S enthélt,

u(e(t)) = x(1),
Vu(e(t)) = p(t).
Nach II.5 aus PDE T ist u eindeutig bestimmt, wenn S nicht charakteristisch

ist, d.h.
9p ¢
oty o,y

Wir wenden dies an auf |V7| = 1/¢y mit der Anfangsbedingung 7 = ¢/¢o(y)
fiir |z — y| = . Wir ergénzen die Anfangsmannigfaltigkeit zu einer Streifen-

also

Itg (VpF :

mannigfaltigkeit

() =s+e0(t), x(1)= wm P p(t),
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wobei 0(t) eine Parametrisierung von S”~! ist und p die Streifenbedingung

X e .
at] p at]7 .] b 7n

und [p(t)] = 1/co(p(t)) erfiillt. Die Rangbedingung lautet

Rg(ﬁ 6_4,9 a(p):n
|p| ’ 8t1’ ’8tn_1

und ist offenbar erfiillt.

Fiir die Differentialgleichung 2V 7 -V A4+ AAT = 0 lautet die Rangbedingung

Do do \
Ry (QVT, a—tl,...,atn_l) =n.

Wegen V7 = p ist auch diese Bedingung erfiillt.

Die Losungen von (6.2), (6.3) bezeichnen wir auch mit 7(x, s), A(x, s). (5.10)
nimmt dann die Form

g(r,s,w) = —wz/ f(z) A(r,:z;)A(:z;,S)GiW(T(T’$)+T($’S))d:1; (6.4)

o co()

an. Dies ist eine Naherung fiir grofles w.

Um eine entsprechende Approximation im Zeitbereich zu bekommen, also fiir
das Problem (5.1), (5.3) mit w(¢) = 6(¢) nehmen wir an, dafl (6.4) auch fiir
kleine w n&herungsweise gilt. Fourier-Transformation von (6.4) beziiglich w
ergibt dann

g(rys,t) = /f(:z;)A(r,:z:)A(:I;,3)(2%)_1/2/w2e_w(t_T(r’x)_T(x’s))dwdx
Q

= (2#)1/2 / f(2)A(r,z) Az, $)8"(t — 7(r,z) — 7(x, s))dx

= g—;/f(x)A(r,x,s)(S(t—T(r,x,s))d:li,

Alryx,s) = (27‘[‘)1/214(7“71')14(1},8) , T(rya,s)=71(rx)+7(x,s).
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Nach (3.4) erhalten wir schliellich als Analogon zu (5.7)

do(x)
g(r,s,t) 8t2 /f (rya,s) o) N or (. 2.9)| (6.5)

mit der Isochronen Iy = {x :t = 7(r,2,s)} und d = (r,s,t). Die GroBlen A,
7 sind durch das bekannte ¢y bestimmt.

In Kap. IV werden wir integralgeometrische Aufgaben dieser Art durch In-
versionsformeln 16sen.

54



Kapitel 4

Integral-Geometrie

4.1 Die Radon-Transformation
Prototyp der integralgeometrischen Transformationen ist die Radon-Transformation

Rf(0,s) = / f(x)do(z), 6eS™', seR.

r-0=s

Dies hat Sinn z.B. fiir f € Co(R'). Andere Schreibweisen sind

(RA0,5) = [ 150+ y)dy

yebt

. [f@w@—xﬂmx

Satz 4.1.1 (Projektionssatz):  Sei f € Co(R"). Dann ist
(RF(0,) (o) = (27)" D2 f(0) .

Dabei steht links die Fourier-Transformation in R, rechts in R™.

Beweils: [Es ist

(RO o) = @m) [ e (RF)(6,5)ds

Rl
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= (27r)_1/2/e_i50/f(s@—l—y)dyds.
!

gL
Mit x = sf + y lautet dies
(RO o) = @m) 2 [ e f(a)da
o

— (2m)" " f(ob).

Fiir eine Funktion g € C'(S"! x R') definieren wir
(R*g)(z) = / g0,z - 0)do(0) .
Sn—1

Betrachten wir R als Operator von Ly(R") in Ly(S™* x R'), so ist B* gerade
der adjungierte zu R:

(Bf.9) = [ [(RD0.5)5(0,)dsdor(0)

Sn—1 Rl

= / //f(s@—l—y)dyﬁ(@,s)da(@)ds

Sn—1 Rl gL

= [f@) [ glb,0-0)do(6)da

n—1

= (f,Rg).

Satz 4.1.2 Fir f € Co(R") gilt

RRf =|5"2 || % f.

Beweils: [Es ist

(RRf)@) = [ (B)(0.2-0)do(0)

Sn—1
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= [ [ 1 0)0 + y)dydo(0)

Sn—1 gl

_ / / Fle + y)dydo(9) .

Ssn—1 gl

Nun benutzen wir die Formel

[ Fdyda(0) = 15721 [ lyl " fly)dy -

Sn—1 gl

welche etwa fiir f € Co(R") richtig ist. Damit erhalten wir

(BRP)(w) = 1572 [ lol ™ F o + )y

R”

= 1572 [ Iy = 2l Fly)dy

R”

Satz 4.1.3 (Radonsche Inversionsformel): Sei f € Co(R") und g = Rf.
Dann st

f=R'Kgqg ,

(Kg(0.)(0) = elo ~"i(0.0) . e = F(2m)""

Beweils: [Es ist

fle) = (2m)? [ et fea

Bn
= (2%)_”/2/|0|”_1 / 7" f(o0)do(0)do
0 S

n—1

_ (2#)_”/2(27T)(1_n)/2/|a|n_1 / 7050, o )do (0)do .
0 S

n—1
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Ersetzen wir § durch —0 und o durch —o, so &ndert sich das Integral nicht.

Also kénnen wir das so verdnderte Integral addieren und die Summe durch

2 dividieren:

fe) = am) 2 em) 0 R

Sn—

= %(2#) /2 (o) (1= w2 L / / Kg)"(0,0)e" " dodo(x)

Sn—1
— (RKg)e).
O
Wir betrachten zunéchst den Fall n = 3. In diesem Fall ist
(Kg)"(0) = coy(o) = —c(g")"(0) ,
also Kg = —cg”. Damit nimmt die Radonsche Inversionsformel die Gestalt

mit dem Laplaceschen Operator A schreiben.

Der Fall n = 2 ist nicht so einfach. Es ist jetzt

1

(Kg)'(0) = o

1

g(o)

= —isen(o)(¢) (o).

s
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In Aufgabe 14 haben wir gesehen, dafl die Fourier-Transformation von % im
Sinne des Hauptwertes existiert und —i(Z)"/?sgn(c) ist. Formal ergibt also
der Faltungssatz

1 A 1

(g xg)" = (QW)I/Z(E)AQ

= —imsgn(o)g

oder, mit der Hilbert-Transformation

1 1 g(t)
H = — dt
(Hg)(s) e
(Hg)" (o) = —isgn(o)g(o)
Damit erhalten wir |
[,7 A - H INA
(Kg) 1 ()
oder K = ——H d . Es folgt
1 7
(o) = =g [0.2-0)io(0

Dies ist die von Radon 1917 angegebene Formel.

59



4.2 Rekonstruktion einer Funktion
aus sphéarischen Mitteln

Als néchstes Beispiel eines integralgeometrischen Problems betrachten wir die
Rekonstruktion einer Funktion f in R™ aus ihren Integralen tiber Sphéren,
deren Mittelpunkte auf einer Hyperebene liegen. Diese Hyperebene nehmen
wir als , = 0 an und haben dann die Integraltransformation

(Rf) (' r) =r'7" / f (( 5 ) —I-y) do(y), 2 € R r>0. (2.1)

ly|=r

Offenbar ist Rf = 0 fiir in z,, ungerade Funktionen f. Wir setzen daher f
als gerade in x, voraus. Uberdies nehmen wir f € Cy(R") an, um technische
Schwierigkeiten zu vermeiden. Eine dquivalente Darstellung von R ist

d !
(BAE ) =2 [ fa g m/T=lyP) =
ly'|<1 1 - |y |

Wir machen eine (n — 1)-dimensionale Fourier-Transformation beziiglich «:

(RPN ) = (2m) 002 [ e (), r)da’

Rn—l
WY dy/
oo [ [ gy T ) Yy
(2m) € fla"+ry'r |y|)m T
Rn—l |y/|<1

Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge und fithren fiir 2’ die neue Va-
riable 2z’ = 2’ 4+ ry’ ein. Dies ergibt

N ot oy d !
(BANE) = 22m)000 [ [/t =P
1 —|y|2

ly'[<1
o dy’
_ / e (€ /1 — ) e
/1 1|2
|y/|<1 1 |y|

mit der (n — 1)-dimensionalen Fourier-Transformation f von f beziiglich der
Variablen z’. Hier fithren wir fiir 3y’ Polarkoordinaten 3’ = s0, § € S™2 ein.
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Dann wird

L n—2
Ve = 20/ hf(g’,rH - 52)512 e dods . (2.2)
Dies ist fiir jedes ¢ € R™™! eine eindimensionale Integralgleichung fiir (¢, -).
Die Fourier-Transformation hat also das n-dimensionale Problem auf eine

(n — 1)-dimensionale Familie eindimensionaler Probleme reduziert.

Wir machen nun Gebrauch von der Hankel-Transformation H,. Diese ist
erklart als die Fourier-Transformation einer radialsymmetrischen Funktion

f(]z]) in R™:

(D) = o) [ f(a)da

Rn
— (2m)"/? / =1 f () / e~ dr
0 gn—1

o0

= [ Ol e (e

0

mit der Bessel-Funktion .J;. Diese Formel haben wir fiir n = 2 in Aufgabe 15
bewiesen. Es folgt

o0

(Haf)p) = p' = [ () F (1)

0

Fiir die inverse Fourier-Transformation hatten wir das gleiche Resultat er-

halten. Also ist H ' = H,,.

Satz 4.2.1 Sei f € Co(R"™) gerade in x,. Dann gilt

22m) V2 f (¢ [p2 — |gr|2) 2 /
(Hn(Rf)A)(ﬁ’,p):{ ()D€t~ ) s 2> 1€

0 , sonst.

Dabei ist (Rf)" die (n — 1)-dimensionale Fourier-Transformation von Rf

beziiglich des ersten Arquments, und H, wirkt auf das zweite Argument.
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Beweis: Wir beschranken uns auf n > 3.

Mit Hilfe der Formel

/ o () = (2m)" P (r[€])' T2 Tazz (r]€])

Sn—1

(vgl. Aufgabe 15) lautet (2.2)

L n—2

(P r) = 2020) 0 [ el FE /T ) sl )70 2 (5[ s

0

Die n-dimensionale Hankel-Transformation beziiglich r ergibt

(H, <Rf>A>(£’ p) = 2(2m)n /2 p1on2

/ P2 g, Q(Tp)Jn 3(T5|§ )

V1 — 52
(rs|€'[)' D2 F(E eV = $?)drds
(n=1)/2 1=n/2) ) (3=) 2 (n=)f2 3/2
= 2(2m)"" 2B r % I nzz (rp)Jnzs (rs|€'])
V1 — 82 /

f(&,rv1— 82)d7“d8 .
Wir substituieren fiir r die Variable { = rv/1 — s2:

n—1)/2

(@M(ﬂ—sﬂ

\8

1
(
S
_ 2(27T)(n—1)/2p1—n/2|§/|(3 n/2/
‘/ 2
0

st]é’| )V dtds

o0

V
= 22m) 0 O [ PR, |

0

1

! 1¢

L(t, p, [€]) = /8(”_1)/2(1 = ") T e ('07) Jns ( il
0
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In 7, substituieren wir fiir s die Variable z = \/%, also

1 x dx
2 1= - - = (1= 2\—3/2 .

Das ergibt

o0

(n—1)/2
X
L(tp. €)= / _r 2 L) s (pl/T + 22
ok = (o) e T

Jozs (2t€)(1 + %) da

_ /x(n—l)/Q(xQ i 1)2_T"J,12;2(,ot\/1—|—7x2)1]n2;3($t|§/|)d$ :

0

Dies ist ein Sonine-Gegenbauer-Integral. In: Magnus-Oberkettenger-Soni: For-
mulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics,
Springer 1966, S. 104, findet man die Formel (v > p > —1)

/JM(b:Jc)Jl,(a(:Jc2 + 22)1/2)(:1;2 + 22)_”/2x“+1d:1;
0

0, a<b,
) bramr (@ = 05, (2(a? = 0D)E) . a > b

Setzen wir hier z =1, v = %, = ”2;3, so ergibt sich
/Jg;s(bx)JnT—fz(avx? + 1)an_1(\/x2 + 1)2_Tnd:1;
0

B 0, a<b
= b(”_3)/2a(2_”)/2(a2 _ bz)—1/4j_1/2((a2 _ 62)1/2) . a> b

Y

0, a<b
= \/Zb(n—:a)/za(z—n)/z(az . bz)—l/z COS((G2 . 62)1/2) L a>bh,

2
J_1)2(2) =4/ — cosz
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benutzt haben. Mit a = pt, b = t|¢'| folgt

o |E]) = { &' >p
b \flf’ A 2pREm 2 (g2 — |2 TR cos(t(p? — [€1])12), 1€ < p .

Damit erhalten wir schliefilich

- cos((p? — |¢/1*)/)
(Ha(RF)Y)(Ep) = 2(2m) f /ff ! |§,| el

fir [¢] < p und 0 sonst. Da f und damit f im letzten Argument gerade
sind, ist das Integral bis auf den Faktor %(2#)1/2 die Fourier-Transformation

von f beziiglich des letzten Argumentes, also f Dieses ergibt die Formel des
Satzes.
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4.3 Lo6sung integralgeometrischer Aufgaben
mit Symmetrien

Sei (& eine abelsche Gruppe, z.B. G = R", G = R4, ¢ = R mod 27 (Torus-
Gruppe). Eine Abbildung v : G — C\{0} mit y(s)x(t) = x(st) heifit Cha-
rakter. Mit yy, x2 ist auch x;y2 ein Charakter. Die Charaktere von i bilden
wieder eine abelsche Gruppe, die Charaktergruppe oder den Dual G.

Beispiele:
1) G=R", xe(zr)=e®, G=R"
2) G=Ry, yela)=2z2', G
3) G=Rmod2r, yo)=e™, G=17.

Ein Maf g auf G heifit invariant, wenn u(sH) = p(H) fir s € G, H C G.

I
=
+

Beispiele:
1) G=R", u = Lebesguesche Maf.
2) G=Ry, dp(z)=1% .

xr

3) G = R mod 27, u = Restriktion des Lebesgueschen Mafles auf [0, 27).

Die Fourier-Transformation einer Funktion f auf ¢ ist nun erklart als Funk-
tion f auf G, und zwar ist

00 = [ () (s)du(s)
mit dem geeignet normierten invarianten Maf} auf G.

Beispiele:
) G=R", f(&)=2m)"2 fx)e e de.

Dies ist die iibliche Fourier-Transformation.

A

2 G=Ry . f(O)=] f@pa's .

Dies ist die Mellin-Transformation.
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A 2m )
3) G = R mod 27 , f(ﬁ) — i i f(go)e—lﬁpdgo ‘
0
Dies sind die Fourier-Koeffizienten.

Sei nun Rf = g ein n-dimensionales integralgeometrisches Problem. Dieses
sei invariant gegeniiber einer Gruppe (G von Transformationen. Es gilt fol-
gende Regel: Ist G abelsch und von der Dimension d, so kann man Rf = ¢
auf eine d-parametrische Familie (n — d)-dimensionaler Probleme reduzieren.
Im Falle d = n bedeutet dies eine Inversionsformel f = R™1g.

Beispiele:

1) Sei R die Radon-Transformation in R". Mit f,(z) = f(« + @) hat man

dann
(Rf.)(0,8)=(Rf)(0,s+a-0).
Wir haben also Invarianz beziiglich der n-dimensionalen abelschen Gruppe

R” der Translationen * — = + a. Wir erwarten also eine Inversionsformel. In
der Tat gilt nach Satz 1.1

§(0,0) = (2m)" V2 f(00)

und dies fithrt iiber die Fouriersche Inversionsformel direkt zur Radonschen
Inversionsformel, vgl. Satz 1.2.

2)  Die Radon-Transformation besitzt noch weitere Invarianzen. Ist U €

SO(n) und fuy(z) = f(Ux), so ist

(Rfo)(0.s) = [ JWa)do(a) = [ fy)doly)

z-0=s y-Ub=s
= (B)(UY,s) .
Setzt man fiir t € Ry fi(x) = f(tx), so ist

(RI)(0.5) = [ fltw)do(a)

r-0=s

= 1 [ Jw)do(y)

y-0=ts

= t'""™(R[f)(0,1s) .
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Wir haben also das direkte Produkt von SO(n) und R4 als Invarianzgruppe.
Fiir n = 2 ist diese Gruppe abelsch und fithrt mittels Fourier-Reihe und
Mellin-Transformation zur Cormackschen Inversionsformel (Aufgabe 30).

3) Sei
(CH@ = [ Fydoly).

ly—a|=|z|

Dieses Problem hat die gleiche Invarianzgruppe wie die Radon-Transformation:

(Clo)e) = [ JUydo(y) = (CHUz), U € SOm)
ly—z|=lz|

(Cf)) = [ Jde(y) = (O ()
ly—z|=]z|

Fiir n = 2 muf also eine Entwicklung in eine Fourier-Reihe, gefolgt von der
Mellin-Transformation, zu einer Inversionsformel fithren. Sei

) = S S ez(c‘w), >0,
¥

sin ¢
Je(r) = %/f(r@)e‘iwdcp.

o [ cosy )
Mity =r(f +w), w= ( sin ) ) haben wir

2

(R0 = [ (0 +w))de

B i cosp + cost
o /f(r(sincp + sine ))d¢
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Da der Integrand in ¢ die Periode 27 hat, konnen wir anstatt iiber [0, 27]

ebensogut iiber [¢ — 7, + 7] integrieren. Dann ist cos % > 0 im Innern

des Integrationsintervalls, und wir kénnen die Fourier-Reihe von f benutzen:

p+m

e W I e
0,0, 2
— (24%) [ E/ —il'[2 701
= %:eé_éfg(ZrcosQ)e EV 2 o)y
— ilep [ El / /
= %:26 ¢ O/fg(Zr cos ) cos(p' [2)dwp

9 2r S ds
_ Zez&p;/fé(g) cos(ﬁarCCOS(Q—))

n r 1_(1)2'

Ist also

(CF)(r.0) =3 ge(r)e

£

die Fourier-Reihe von C'f, so hat man

2r

ds

ge(r) = %/fz(s) Cos(ﬁarccos(%)) \/ﬁ )

Dies ist fiir jedes ¢ eine Integralgleichung, die man durch die Mellin-Transformation
16sen kann.
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4.4 Naherungsweise Inversion verallgemei-
nerter Radon-Transformation

Die Radonsche Inversionsformel fiir n = 3 ist der Prototyp integralgeometri-
scher Inversionsformeln. Sie lautet

1 0?

f:—@ﬁ)g ) gzwﬁ’f

vgl. IV.4.1. Diese Inversionsformel wollen wir naherungsweise auf (II1.6.5)
tibertragen. R* entspricht dabei einer Integration tiber alle d mit x € I, und
der Ableitung nach s entspricht die nach ¢. Also kommt man zu

flz) = /g(r,s,t)da(r,s,t),

Ry

wo R, = {(r,s,t) : 7(r,z) + 7(x,s)) =t} die Fliche maximierender Konve-
xitat (vgl. §1) und o ein geeignetes Maf} auf R, ist.
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Kapitel 5

Numerische Methoden

5.1 Das Kaczmarz-Verfahren

Sei A eine (komplexe) n x m-Matrix. Wir interessieren uns fiir die Losung
von Af = ¢g. Wir nehmen an, es gdbe eine Losung, die aber nicht eindeutig
bestimmt zu sein braucht.

Wir spalten Af = ¢ auf in p Systeme

A]‘f:g]‘ 5 jzl,...,p (11)
mit den (¢, m)-Matrizen A; und g; € C? Es sei n = pq. Die Verallgemei-
nerung des Verfahrens auf Matrizen A; mit unterschiedlicher Anzahl ¢; von
Zeilen ist trivial. Sei P; die Orthogonalprojektion von C™ auf den affinen
Unterraum A; f = ¢;.

Satz 5.1.1 A; habe den Rang q. Dann ist

Pif =f4+ A5 g — Aif)  Sj=AjAT.
Beweis: P, f ist charakterisiert durch
AiPif=g;  Bif—f L ker(4;).
Die letzte Bedingung bedeutet wegen C™ = ker(A;) & range (A7)
Pif=f+ Ach
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mit A € C7. Damit ergibt die erste Bedingung
Ai(f + ATh) =g .

Auflésen nach h ergibt die behauptete Formel.

Sei nun P;(w) = (1 —w)l +wkF;, also P;(1) = P;. Nach Satz 5.1 ist
Piw)f = (I—w)f+w(f+ A58 (g — Aif))

= [HwAST (g — Ajf) .

(1.2)

Das Kaczmarz-Verfahren ist ein [terationsverfahren. Wir erklaren den Schritt
YT
fo = f°
fj = P](w)fj—l ) ]:1,,}? (13)
fl = fp .

Fiir w = 1 bedeutet dies also die sukzessive orthogonale Projektion auf A; f =
g;:

fo=f°
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Die Berechnung von S; ist sehr zeitaufwendig. Wir werden das Verfahren (1.3)
daher mit vereinfachten Matrizen S; ausfithren, die also nicht notwendig mit
A; A% dibereinstimmen.

Satz 5.1.2 Sei S; positiv definit und S; > A;A%. A; habe den Rang q. Ist
(1.1) losbar und erfillt die Ausgangsniherung

1° € range (AY) @ -+ B range (A7),

so konvergiert (1.3) gegen die Lésung von (1.1) mit kleinster Norm.

Beweis: Die Iteration lautet explizit
fi = fisi +wATST gy — Ajfio) -
f; ist also von der Form
fi=fo+ Ajug +--- 4+ Al (1.4)

mit u; € C?. Damit lautet die Rekursion
J Jj—1
fo+ D Ajuy, = fo+ Y, Ajuy
k=1 k=1
j—1
+ wAIST! (gj —Aifo—>" AJ‘AZuk)

k=1

oder, vereinfacht,
j-1
Ajuy = wAST (gj —Aifo=>" AJ‘AZW) :
k=1

Da A; vollen Rang hat, ist A% injektiv, und man kann den Faktor A7 kiirzen.
Nachfolgende Multiplikation mit S; ergibt

j-1
Siuj = w (gj — Ajfo— Z AjA};uk) . (1.5)
k=1
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Al 51 g1 Uy
A= , S= ’ ,y g=1: ,  u=|

Ap Sp 9p Up
haben wir

AA" = (AjA) k=1, =L+ L7+ D,

wobel L, D aus den ¢ x ¢-Blocken A; A} bestehen und L die linke Hélfte, L*
die rechte Halfte und D die Diagonale von AA* bedeutet. (1.5) lautet damit

Su=w(g— Afo— Lu) .
Aufldsen nach u ergibt
u=w(S+wl)™g—Afo) .
Aus (1.4) mit j = p entnehmen wir
ff=1r+ A,

Erfiillt f© die Bedingung des Satzes, so ist f© = A*u® und damit f! = A*u!
mit

' =ul +u=u"+ w(S + wL)_l(g — AA*uO) )

Dies ist von der Form

ut = C(w)uo + c(w) ,
Clw) = IT—w(S+ wL)_lAA* , (1.6)
clw) = w(S+ wL)_lg )

Wir zeigen nun, dafl die Eigenwerte von C' entweder 1 oder aber betragsméfig
< 1 sind, falls die 5; die Voraussetzung des Satzes erfiillen. Sei A ein Eigen-
wert mit Eigenvektor u von C(w), d.h.

(I —w(S+ wL)_lAA*)u = \u
oder, nach Multiplikation mit S 4+ wl,

(S+wl —wAA ) u = A(S +wl)u
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Mit AA* = D + L + L* lautet dies
(S—wD —wlu=ANS+wl)u.

Wir normieren u so, daff (v, Du) = 1 und setzen (Lu,u) = o +1i83, v =
(Su,u), wobei «, 3, v € R. Skalare Multiplikation der letzten Gleichung mit
u ergibt dann

yow-wle—if) = My twlatip))

y—w—w(a—1if)

A Py

Wegen AA* > 0 ist
1
o = Sl(a+if)+(a—iB)
= (L) + ()

- %((AA*u,U) — (Du,u))

AV
|
|

und wegen S; > A; A% ist
3= (Suu) > (Dugu) = 1.

Fir o = =2 ist A = 1. Fiir @ > —1 ist |[y —w — wa| < |y 4+ wa|, wenn nur
0 < w < 27, also erst recht fiir 0 < w < 2. Also ist |A] < 1 fiir & > —1 und
0 < w < 2. In der Tat hat also C'(w) fiir 0 < w < 1 nur Eigenwerte 1 oder
vom Betrage < 1.

Kehren wir nun zuriick zu (1.6). Wir zerlegen C* = Hy + Hy, wo Hy der
invariante Unterraum zu den Eigenwerten A mit |[A| < 1 und H; derjenige
zu A = 1 ist. Wir zeigen, dal Hy C ker (A*). Ist vy € H; Eigenvektor von
C(w), so ist

(C(w) — DNuy = —w(S +wL) P AA*u; =0
und damit A*u; = 0. Ist uy € Hy Hauptvektor der Stufe 2 von C'(w), so gibt
es einen Hauptvektor der Stufe 1, also einen Eigenvektor u; mit

(C(w) — DNuy = —w(S +wL) P AA uy = uy .
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Anwendung von A* ergibt
—wA*(S + wL)_lAA*uz =0.

Da A* injektiv ist, folgt A*uy = 0. Ebenso zeigt man A*u = 0 fiir Hauptvek-
toren hoherer Stufe und damit Hy C ker (A*).

Der Spektralradius von C'(w) in Hy ist < 1. Die Anteile von u* in Hy sind
also konvergent. Wegen H; C ker (A*) konvergieren damit die f* = A*u”.
Der Grenzwert f erfiillt natiirlich alle Gleichungen A;f = ¢; und liegt in
range (A*). Also ist f Losung kleinster Norm.

Wir wollen nun das Kaczmarz-Verfahren auf das nichtlineare Problem

Ri(f)=g;, J=1....p

anwenden. Dabei ist FF; ein stetig differenzierbarer Operator von einem Hil-
bertraum F'in einen Hilbertraum . Damit ist die Fréchet-Ableitung R'(f)
ein linearer Operator von F' nach G, und wir kénnen seine Adjungierte bilden.
Als Verallgemeinerung von (1.3) bietet sich dann an:

fi= fist +wR(fi—1)*S7 g5 — Ri(fi—1)) -

Dabei ist S ein linearer Operator, von dem man
Si = Ri(fi-1) Ry (fi-1)

verlangen wird. Dies werden wir im nédchsten Abschnitt auf ein inverses Pro-
blem anwenden.
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5.2 Das Kaczmarz-Verfahren in der
Impedanz-Tomographie

Sei § € R" ein Normalgebiet und o € C1() sei positiv und o = 1 auf 99.
Seien f;, g; € C(09), j =1,...,p, gegeben. Wir betrachten die Aufgabe

ou

0'8—1/:

div(cVu)=0 in Q, fi auf 09. (2.1)

Dabei sei v die duflere Normale auf 0€). Die Lésung u; ist eindeutig bestimmt
durch die Forderung, daf} ihr Mittelwert iiber {2 verschwinden soll. Wir wollen
o nédherungsweise aus

u; =g; auf 0Q, g=1,...,p

bestimmen.

Dazu definieren wir den nichtlinearen Operator R; : Ly(Q2) — Lo(9€2) durch

Ri(o) = uj|

ey

und haben dann das System

Ri(o)=g¢; , j=1,....p

zu 16sen. Zunéchst berechnen wir die Fréchet-Ableitung R’(o). Dazu berech-
nen wir fiir ein A € C3(Q) den Wert R;(a + h). Die zugehérige Losung von
(2.1) sei u; + w;. Es ist also

div((c+h)V(uj+w;)) = 0 in Q

5 u; + w;)

5 = s; auf 00.

Vernachlassigen wir die Terme mit hw;, so lautet dies

div(cVw;) = —div(hVu;) in Q,
(2.2)
0'% = 0 auf 09.
dv
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Wieder erzwingen wir FEindeutigkeit von w; durch die Forderung, daf} der

Mittelwert verschwindet. Es ist nun

R;(U)h = w]|aﬂ .

Wir betrachten R'(c) als Operator von Ly(Q2) in Ly(9S2). Dann ist R)(o)* :
Lo(0Q) — Ly(Q). Zu seiner Berechnung gehen wir aus von der 2. Greenschen

Formel in der Form

/(diV(UVw)Z —w div(eVz))dx

Sei nun z die Losung mit Mittelwert 0 von
div(eVz) = 0 in Q,

0z

5, = 9 auf 0f) .

Mit diesem z und mit w = w; lautet (2.3)
—/div(hVuj)zd:L‘ = /wjgds
Q a0

oder, da hjsq = 0,
/hVuj -Vzdr = /wjgds .
Q 99

Dies bedeutet aber
(h,Vu; - VZ)L2(Q) = (R;(U)h7g)L2(39)

und damit

Ri(0)g=Vu; -Vz.
Das Kaczmarz-Verfahren mit S; = v/ lautet damit:

Firyg=1,...,p:
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1) Bereitstellung von R;(o;_1) durch Losen von

8uj
8—1/ = f] ELUf aQ .

div(o;-1Vu;) =0 in Q,
Es ist dann Rj(0j-1) = ujl,,-

2) Anwendung des Adjungierten auf R;(o;_1) — ¢g; durch Losen von

%—uj—gj auf 00 .

div(o;-1Vz;) =0 in Q, 5, =

3) Update
0; =051 + EVu] . VZ]‘ .
v
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5.3 Layer - Stripping

Sei f die bei einem inversen Problem gesuchte Funktion. Mit Layer - Strip-
ping bezeichnet man ein Verfahren, bei dem f zunéchst in der Nédhe des
Randes von supp (f) rekonstruiert wird. Sind die randnahen Teile von f be-
kannt, rekonstruiert man eine etwas weiter im Innern von supp (f) gelegene
Schicht. So fahrt man fort, bis das ganze f rekonstruiert ist.

Wir geben drei Beispiele.

1. Radon - Transformation

Seisupp (f) C {z € R?: |z| < p}, und sei ¢ = Rf die Radon-Transformation,
vgl. 4.1. Wir machen Gebrauch von der Cormackschen Inversionsformel aus

Aufgabe 30. Sei

9(0,5) = waww,e:(cw¢)

7 sin ¢

f(ro) = ng(r)eiw.

£

Satz 5.3.1 Fir( € R gilt
17 B 3
filr) = = [ (2 = )72 T C)gils)ds (3.1)

Da hier nur iiber s > r integriert wird, kann man f(x) fir |x| > r aus ¢(8, s)
fir s > r berechnen. Dies ist also ein besonders einfacher Fall von Layer-
Stripping. Die randnahen Teile von f werden zur Bestimmung der tieferge-
legenen Schichten gar nicht bendtigt. Wir kénnen hier aber eine mégliche
Gefahr des Layer - Stripping erkennen, namlich Instabilitat. Es gilt ndmlich
firu>1und £ >0

e( arccoshu

Te(u) = cosh(farccosu) >

[N

AV

1
§(u+ Vuz_l)év
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so daB also Ty(u) fiir v > 1 mit £ — oo sehr schnell anwéchst. Dies zeigt, daf
die Auswertung von (3.1) hochgradig instabil ist.

2. Impedanz - Tomographie

Wir betrachten wieder - wie schon in 5.1 und 1.1 - das Problem, die Funktion
o aus

div(cVu) = 0 in O
(3.2)
Ju

0'_

dv

bei Kenntnis “vieler” Paare f, g zu bestimmen. Wir nehmen jetzt Q = {x €
R? : |z| < 1}. “Viele” Paare bedeutet, daB die Neumann-zu-Dirichlet - Ab-

bildung S : Ly(092) — L2(09Q), g = Sf bestimmt ist. Dies ist z.B. der Fall,
wenn die g, = Sf, fir ein vollstandiges Orthonormalsystem {f,} bekannt

sind, etwa f,(0) = ¢ fiir = ( cosp ), n € 7.

= [, u=g auf 90

sin ¢

Beim Layer - Stripping wird (3.2) in eine Schar von Aufgaben in den Gebieten
|z] < p, 0 <p <1 eingebettet:

div(eVu,) = 0 in |z|<p
(3.3)
aup

iy
Hier ist v (wie oben) die &uflere Normale. In Polarkoordinaten (r, ) ist also
d/0v = d/dr. Wir betrachten jetzt die Funktionen f, ¢g als Funktionen auf

St Die Neuman-zu-Dirichlet - Abbildung S(p) wird dann zu einer Abbildung
in LQ(Sl)

Das Hilfsmittel zum Layer - Stripping ist eine Differentialgleichung fiir S(p).

— f,uy=g auf o] =p.

Wir leiten sie her, ohne auf mathematische Exaktheit zu achten.

Satz 5.3.2 Der Operator S'(p) = limu—o(S(p+h)—S(p))/h erfillt die Ric-
cati - Differentialgleichung

S10) = -1+ 2500+ 225005 o750 -
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Dabei ist 0,(0) = o(ph), 6 = ( cosp ) und I die Identitit auf S*.

sin

Beweis: Es ist
(S(P)F)(0) = u,(pf)
mit der Lésung u, von (3.3). Wir berechnen zunéchst die Ableitung u/(z) =

a%up(:z;). Sei 0 < pg < p;. Dann ist
diV(UV(upl - up2)) =0 in |$| < P2,
und fiir |z| = py ist bis auf O ((p2 — p1)?)

(UW) (o) = (a%) (p20) — f(0)

weil u,, wie u,, die Randbedingung aus (3.3) erfiillt. Fiir p; — p; = p folgt

div(eVu,) = 0 in |z|<p,

a 7
als 0 (U_aup) auf |z|=p.
or

Die Differentialgleichung in (3.3) lautet in Polarkoordinaten

0 (oo 1Ly
or Uar +r8r+r2 0699 I

Damit gilt auf |z| = p

(3.4)

7 v or

ou,  o,0u, 1 0 ou,
”@“—?E*ﬁ?@@a
)



(3.4) bedeutet nun nichts anderes als

, 1 L0 0
= 25017+ 25500 (oS0 (35)
Aus
(S(P)F)0) = u,(pd)

bekommen wir durch Differentiation

(S"(p))0) = %up(/f@)

= o0+ —1(0)

Zusammen mit (3.5) ist dies die behauptete Differentialgleichung.

a

Wir illustrieren Satz 2 an dem Beispiel o = 1. Fiir f(#) = "¢, 0 = ( ;);:2 )

kann man (3.3) leicht 16sen, und zwar ist fiir @ = r6
wir) =2y, s,
Fiir r = p erhalten wir

S(,O)eiW = Beiw )
n

Man berechnet sofort
S( )a¢(006¢5(p))6 Y =—c @7

und die behauptete Differentialgleichung fiir S ist offenbar erfiillt.

Der Layer - Stripping - Algorithmus arbeitet nun wie folgt. Wir schreiben
F(p,S) fir die rechte Seite der Differentialgleichung aus Satz 2, also

1 0 0
Fp,S) = —I+ S+ S S
(b, 5) o P D (00999 )
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Abbildung 5.1: Skizze zur Bestimmung von ;1 aus o;

so daf} die Differentialgleichung einfach

S = F(p,5)
lautet. S(1) ist bekannt. Wir setzen py=1—hl, { =0,....,p—1, h = ]l), und
ersetzen die Differentialgleichung durch das Fuler - Verfahren
Sey1 = Se—=hF(pe,S), £=0,1,...,p—1,
(3.6)

Wir benédtigen noch eine Formel zur Berechnung von o4(8) = o(p¢f). Seien
o, S¢ bekannt. Dann kénnen wir zunéchst Spyq nach (3.6) berechnen und
danach o4 in folgender Weise. Sei V = {(r,¢) : pi—1 <1 < pe, | — o] < e}
mit beliebigem g, vel. Abb. 5.1. Sei g € Ly(S') beliebig. Sei u, = u,, die

83



Lésung von (3.3) mit u(pef) = g(0), also f = S;'g = 6,0u,/dr. Dann ist
nach dem Gauflschen Integralsatz

/U%ds =0. (3.7)

Auf |2| = peyy ist bis auf Terme der Ordnung h?

0
u(peyrt) = we(ped) — h%(m@)
(3.8)
h
= ¢g(0) — 0) .
90) = gy /1)

Damit ist auf |z| = pyy1, ebenfalls bis auf O(h?)

Ju _ h
Uz+1a—lj = Sz+11(9 - U_zf) : (3.9)

Sei nun , ; der Teil von dV mit |x| = py, , + derjenige mit p = g £ &. Da
aufl | o 0/0v = £29/0¢ gilt, lautet (3.7) wegen (3.9)

/fds— / Sii(g— ds+/f@ds—/f@d3_o
! - r de r de
£ 441 .|.

Die Integrale iiber , . approximieren wir durch die Trapezregel und benutzen

(3.9). Das ergibt schlieilich

[ s = [ s ids+ 52 oo =) — o +2)

r, | %) 2 pe
h o ( ho, ho, )
== - — +e)—(9g—— —&)) .
2 peet (9 Uéf) (990 ) (9 Uéf) (990 )

Wendet man dies auf geeignete Funktionen g an, kann man oy1; bestimmen.
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