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1. (Aus Evans, PDEs) Sei u eine glatte Lösung von ut −∆u = 0 auf (0,∞)×Rn.

(a) Zeigen Sie, dass uλ(t, x) := u(λ2t, λx) für λ ∈ R ebenfalls die Wärmeleitungsgleichung löst. (0,5 pt)

(b) Nutzen Sie dies um zu zeigen, dass v(t, x) := x · ∇u(t, x) + 2tut(t, x) ebenfalls die Wärmeleitungsgleichung
löst. (1 pt)

Nehmen Sie nun n = 1 sowie u(t, x) = v( x√
t
) an.

(a) Zeigen Sie
ut = uxx ⇔ v′′(z) + z

2v
′(z) = 0 .

Zeigen Sie, dass eine allgemeine Lösung gegeben ist durch v(z) = c
∫ z

0
e−s

2/4 ds+ d. (1 pt)

(b) Differenzieren Sie u(t, x) = v( x√
t
) bzgl. x und wählen Sie die Konstante c passend, um die Fundamen-

tallösung Φ zu erhalten. Warum ergibt dieses Vorgehen die Fundamentallösung? (Hinweis: Was ist die
Anfangsbedingung für u?) (2 pt)

2. (Aus Evans, PDEs) Geben Sie einen direkten Beweis, dass für beschränktes Ω und u ∈ C1((0, T ];C2(Ω;R)) ∩
C(ΩT ) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung gilt

max
ΩT

u = max
ΓT

u .

(Hinweis: Definieren Sie uε := u− εt für ε > 0, und zeigen Sie, dass uε kein Maximum auf ΩT annehmen kann.)
(2,5 pt)

3. Betrachten Sie für Ω = [0,∞) das parabolische Problem
ut −∆u = f in (0,∞)× Ω

u = h auf ∂Ω

u = g für t = 0 .

(1)

(a) Geben Sie die Fundamentallösung Φ der 1D Wärmeleitungsgleichung an. (0,5 pt)

(b) Rechnen Sie explizit nach, dass die Greensche Funktion

G(s,y)(t, x) = Φ(s− t, x− y)− Φ(s− t, x+ y)

für s, y > 0 auf (0, s)× Ω die Differentialgleichung −∂tG(s,y) −∆G(s,y) = 0 erfüllt. (1 pt)

(c) Schreiben Sie mit Hilfe der Greenschen Darstellungsformel die Lösung von (1) hin für f = 0, h = 0,

g(x) =

{
1 x < 2

0 x ≥ 2 .

(0,5 pt)

(d) In der Vorlesung hatten wir den Fall h = 0 betrachtet. Wie sieht die Greensche Darstellungsformel für
h 6= 0 aus? Geben Sie die Lösung an für f und g wie oben,

h(t) =

{
1 t < 3

0 t ≥ 3 .

(2 pt)

(e) Nehmen Sie nun ∂νu = h auf ∂Ω statt u = h an. Wie sieht die Greensche Darstellungsformel aus? (2 pt)

(f) Leiten Sie eine Greensche Darstellungsformel her für das obige Problem, nur dass ut − ∆u ersetzt wird
durch ut − ∆u + u. Wie sieht das von der Greenschen Funktion zu lösende Problem aus? (Hinweis: Sie
brauchen die Greensche Funktion bzw. die Fundamentallösung nicht explizit zu finden.) (2 pt)


