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Beispiel 1. ug, +u., = 1 hat allgemeine Lisung u = 3"'5“ + F(xy — xg) fiir

beliebiges F : R — R. PR
- Uz Fur,=1 i )
u=0 aeuf '={z1=—=z2} ~ \ A 74
impliziert F'(2z1) = 0Vay, deher F =0 (eindeutige Lisung) Prai L (,.)
v = Z5(1) Vjajm1 @a¥® = aqoiVs +apyv; = +ve = V2 # O,\‘-,“‘ ’
d. h. I ist nicht-charakteristisch il /,{ i S
FEN x
. { letﬂz-z:l } .-_-,II ‘-,.\ ?
u=0 auf '={zi1=z2} [, e [ . A i
impliziert x1 + F(0) = 0Va,, daher unlisbar (keine Losung) -~ { \f' Vg (,.)

v= \%(_11)’ Plal=1 %¥® =v1 + 15, =0, d h. I ist charakteristisch

o { Uzy +Upy=1 }
u=z, euf I'=s{z;==,}
impliziert x1 + F(0) = x1 Va1, daher F(0) = 0 (unendlich viele Lisungen)
v= %(fl), 2jaj=t1 @a¥® =0, d. h. T ist charakteristisch

Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Motivation: Linearer Fall

Betrachte ‘
a(w) - Vu(:r_:) + ﬂo(ﬂ,‘) —.{} % |
mit Randdaten auf einer glatten (n — 1)-dimensionalen Hyperfliche I' ¢ R™, / ol ) JL Kaerel
ks oef, it
{=dh), "
u(z) = g(z) aufl. a‘/;" -~

Die Richtungsableitung von w in Richtung a ist

a(z) - Vu(z) = —ap(z),

d. h. wir wissen, wie sich u 4ndert entlang der ,charakteristischen Kurven® s s /
x(s) mit
x(s) := %ﬁ- = a(z(s)) . (1)
Sei I' parametrisiert durch xp : R?~! — R™ a4(y) € T. Zu # € R® konnen
wir s,y finden, sodass & = a(s) fiir eine Losung 2(s) von (1) mit z(0) = zo(y),
d. h. wir reparametrisieren R” durch eine Funktion £ : R*! xR — R, (y, s) —
#(y, s). Es folgt

‘I"l

5

w(Z(y, 8)) = uw(z(0)) + /Ds %u(:v(v‘)) dr = g(2(0)) ﬁfo ag(z(r)) dr.

Wir erhalten u(z) = (vo &) o2& '(2)

Bemerkung 2. Damit u auf R? definiert ist, muss & invertierbar sein. Iir
lokale Invertierbarkeit ist det D& # 0 hinreichend. Auf T' ist det Di(y,0) =
det(zg(y)|a(zo(y))), d. h. wir brauchen a(zo(y)) ¢ span(xgy(y)). Die Spalten von
xo(y) spannen den Tangentialraum an T’ auf, somit brauchen wir a-v # 0 fiir
die Normale v and I'. Dies ist genau die nicht-charakteristisch-Bedingung aus
Cauchy-Kovalevskaya.




