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Bemerkung zu deisem Skriptum:

1. In dieser Ausarbeitung sind nur die Teile III, IV enthalten. Die Teile
I, IT sind durch andere Vorlesungen abgedeckt (z. B. Inverse Probleme
partieller Differentialgleichungen, WS 02-03) und in der Literatur leicht
zuganglich, vergl. Literaturverzeichnis.

2. Im iibrigen sei gewarnt: Sorgféltiges Korrekturlesen war aus Zeitmangel
nicht méglich. Es kénnen also kleinere Fehler und Umstimigkeiten nicht
ausgeschlossen werden. Fiir Mitteilung bin ich dankbar (nattere@math.uni-
muenster.de).

3. Die in der Vorlesung gezeigten Abbildungen auf Folien sind in dem
Skriptum nicht enthalten.
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Teil 111
Lineare Systeme

1 Kontinuierliche lineare Systeme in R

Sei h eine reellwertige Funktion in R. Sie definiert ein lineares (zeitinvariantes
bzw. translationsinvariantes)System (oder Filter) geméfl

y(t) = / h(t — s)a(s)ds. (1)

Dabei ist = das Eingangssignal (imput), y das Ausgangssignal (output). Fiir
x = 0 (Impuls) haben wir y = h. Man nennt daher A die Impulsantwort
(impulse response) des Systems.

Man nennt ein Signal x stabil, falls x € Ly, d. h. z ist mebar und

/|x(s)\ds < 00.

Man sagt ein Signal x habe endliche Energie, wenn z € Ly, d. h. x mefbar
und

/|x(s)|2ds < 00.

Entsprechende Sprechweisen hat man fiir Impulsantwort und das zugehérige
System.

Die Beziehung (1) ist sinnvoll z. B. in den Fillen

h,x e S,
h € ¢, © € L; oder umgekehrt
h,x € Lo,
z €S8, he€p oder umgekehrt

Fiir z = e™* haben wir

y(t) = (2m) 2 h(w) ™



mit der Ubertragungsfunktion (Frequenzgang, frequency reponse) H(w) =
(27)/2h(w). Da h reell ist gilt H(w) = H(—w). Man nennt |H (w)| den gain,
arg H(w) die Phase. Bei all diesen Bezeichnungen ist darauf zu achten, daf
in der Nachrichtentechnik die Fourier-Transformation als

f(w) — /672m'twf(t)dt

definiert wird. Die Inversionsformel lautet dann

f(t) 1 /eZwitwf-(w)dw

"o

[isPae= [ |f)dw.

Weiter wird der gain in Dezibel (dB) angegeben, statt einfach |H|, also
20logy, |H|.

Es gilt nach wie vor

Fiir
T, (t) = z(t+1tp) wird
(1) = / h(t — )z, (s)ds = y(to + ).

Dies erklirt den Namen zeitinvariant. Ist h(t) = 0 fiir ¢ < 0, so nennt man h
und das System kausal. Es ist dann

y(t) = / h(t — 5)a(s)ds.

Solche Filter nennt man auch realisierbar.

Beispiele: 1) Tiefpass Filter (low pass) mit Bandbreite 2

H(w) =0, |w|>Q.

Ein spezieller Fall ist der ideale Tiefpass (ideal low pass)

_ )L wl <,
H{w) = { 0, sonst.



Es ist dann

h(t) = (2m) V2 / ¢ (w) dw

0
1 .
- /ezwt dw
2m
o)
Q
= — i Qt).
— sinc (Qt)

2) Bandpass (band pass) mit Zentralfrequenz wq, und Bandbreite 2€:

Hw)=0, |wtw > , wy> 0.

Der ideale Bandpass ist entsprechend dem idealen Tiefpass definiert. Die Im-
pulsantwort ist dann

h(t) = ? cos(twyg) sinc (t2).

3) RC-Schaltkreis:

-

z(t) c y(t)

| |

Dieser Schaltkreis wird duch die Differentialgleichung

y(t) + RCy(t) = x(t)



beschrieben. Fiir z(t) = ™! hat sie die Lésung
y(t) = H(w)e™,

1
H(w) = 1+ iwRC

—t/RC

Die Nulllosung y = e wird ignoriert, da sie schnell abfillt fiir ¢ — oc.

Die Impulsantwort ist
twt

1 e
ht) = %/ 1+ szC’dw'

Dieses Integral kann mit dem Residuensatz der komplexen Analysis ausge-
wertet werden: Das Residuum beim einzigen Pol wy = i/ RC ist

R es ezwt ezwot

w=wy 1+ iwRC _ iRC ’
also ergibt sich fiir das Integral fiir ¢ > 0

1 givot 1
ht) = — 2mi ol
®)= 5, 2™ kG RrRC ©

Fiir ¢ < 0 ergibt sich A(t) = 0. Das System ist also kausal.

4) Hilbert-Filter: Hier ist h(t) = 1/(nt), also

z(s) ds.
t—s

(Ha)t) = () = ~ §

7
In 1.3 haben wir nachgerechnet, daf
. 1 1
h(w) = sgn(w) also H(w) = - sgn(w).
(w) Vo (w) (w) =~ sgn(w)

Dieser Filter hat eine grole Bedeutung fiir kausale Signale: Ist z(¢) = 0 fiir
t <0, so ist x = xx mit der Heaviside-Funktion Y. also ist

i o= 2mY? ¥y
Nach Aufgabe 1 auf Blatt 2 ist

*w) = \f5 s - =
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also

F(w) = \/% /<\/§ d(w w')—\/;_ﬂ w—lw’> (w')dw',
= L i) - ) (Hi)(w)

und damit £ = —iH 2. Zerlegen wir Z in Real- und Imaginérteil, = z; + 129,
so entsteht

.@1+’i.@2=—’i7‘[(.@1+i§72)a
und durch Vergleich von Real- und Imaginérteil folgt
1%1:7'[52'2 ,.’i’gz—%il.

Fiir ein kausales Signal geniigt es also, den Realteil oder den Imaginérteil
zu kennen. Der jeweils andere kann dann durch den Hilbert-Filter berechnet
werden.

5) Differentiation:
() = / 5 (t — s) x(s) ds
Offenbar ist (z')(w) = iw 2 (w), also H (w) = i w.

6) Oft gibt es zu einer Ubertragungsfunktion H keine verniinftige Impul-
santwort h. Dann definiert man das lineare System durch

y = (Hz)™,
also
y(t) = (27)"1/2 / H(w)  (w) ¢ dw
Ein Beispiel ist H(w) = 1/(iw). Fiir dieses System ist
J(t) = (2m)71/2 / H(w)i w 2 (w) 6 dw
= (2m)7Y? / & (w) €™ dw
= (1),



d. h. das System fiihrt eine Integration aus.
7) Kombination von Systemen.

Durch Parallelschaltung, Reihenschaltung und Riickkopplung kann man aus
Einzelsystemen komplexe Netzwerke herstellen:

Einzelsystem:
W) e | H |y
y=Hz
Parallelschaltung:
H,
z(t) o e y(t)
H,
y = Hi2 + Hyx
H=H +H

10



Reihenschaltung:

- e ylt)

y= HyH %
H == HQ H1
Riickkopplung
.’L'(t) P H]_
H,
y= Hi (2 + Ha 9)
H
H = T—H,
8) LRC-Schaltkreis:

-

o Y(t)

x(t)

I o

Es gilt die Differentialgleichung
LCyj+ RCy+y==x

11



Fiir = €™ erhilt man als Losung

1
14+ :RCw — LC w?

x(t)

y () =

Die Nulllésung y (t) = ¥ , M2 LC + ARC + 1 = 0, also

—R+./R* — 4LJC

- 2L

ist offenbar abklingend und wird ignoriert.

2 Rationale Filter

Filter, bei denen H(w) eine rationale Funktion ist, nennt man rational. Man
schreibt

o - 442
Qz) = z W P(2) = zp

Seien zi, ..., z, die Nullstellen von P mit den Vielfachheiten vy, ..., v,. Dann
ist

)

o _ o,
O 2 R e

wobei m = ¢q — p falls ¢ > p; andernfalls ist die erste Summe leer. Man
nennt dies die Partialbruchzerlegung.

Fiir das System mit H als Ubertragungsfunktion ist

y = (2m)71/ / %Z; 7 (w) vt duw. (2)

Um sicherzustellen, dafl dies Sinn hat, setzt man voraus, dal P(iw) # 0
fir w € R. Mit anderen Worten: P(z) hat keine rein imaginéren Nullstellen.

12



Satz 2.1 Hat P (z) nur Nullstellen mit Re(z) < 0, dann ist das System (1)
kausal.

Beweis: Sei h die Impulsantwort des Systems. Es ist zu zeigen, dafi h(t) =0
fiir ¢ < 0. Wir kénnen annehmen, daf in der Partialbruchzerlegung von QQ/P
das Polynom nicht auftritt. Dieses fiihrt nur zu einer Linearkombination von
0 und seinen Ableitungen.

Es ist
1 .
hit) = — / H(w) ¢ dw
2m
1 : twt
= o I}I_I)Iolo H(w) e dw
Ca

wobei C4 die Kurve [—A, A], ergénzt durch den Halbkreis vom Radius A in
der unteren Halbebene ist. Da H(w) = Q(iw)/P(iw) in der unteren Halb-
ebene keine Pole hat verschwindet dieses Integral nach dem Cauchy’schen
Integralsatz. Also ist tatséchlich L(t) = 0 fiir ¢t < 0. O

Bemerkung:Polynome P, die nur Nullstellen mit Re z < 0 haben, nennt
man stabil.

Beispiele: 1) Systeme, die von Differentialgleichungen beschrieben werden,
also

p

q
> Pay™ = Y g™,
n=0

n=0

t

Fiir den Imput z = ¢™* hat man den output

Q(iw)
P(iw)

y(t) = Hw)e™ , H(w) =

Die Nulllésungen sind y = e*! mit den Nullstellen 2, von P. ist P stabil, so
sind diese abklingend und werden ignoriert.

2) Butterworth-Filter. Fiir die Ubertragungsfunktion eines Butterworth-Filters
der Ordnung p gilt



Es ist p > 1 ganz. Fiir grofie p approximiert |H (w)| den idealen Tiefpass zur
Bandbreite (2. Wir wollen erreichen, dafl H kausal ist.

Dazu machen wir den Ansatz H(w) = 1/P(iw). Wegen H(w) = H(—w)
mufl gelten

1

‘_ 9 1 w
H(w)

- T - P(z’w)P(—iw)zl—k(ﬁ)%.

Die Nullstellen dieses Polynoms sind
w=Q e " g0 . 2p—1.

Diese Nullstellen liegen symmetrisch zur reellen Achse und zum Ursprung.
Wir kénnen sie so numerieren dafl wy, ..., w, in der oberen Halbebene liegen
und

Wiy ey Wp 5, —Wpy ..oy —Wp

alle Nullstellen sind. Wir setzen

P(iw) = @[]

Dann hat P(z) nur Nullstellen in der linken Halbebene. P ist also stabil und
damit der Filter kausal. Den Faktor ¥ haben wir eingefiihrt damit die Im-
pulsantwort reell wird.

3 Diskrete Systeme

Ein (diskretes) Signal ist eine Folge z = (z,), .  komplexer Zahlen. Es
heiflt stabil bzw. von endlich Energie, wenn

dlaal < 00 bzw. > |z,|* < oo
n n

Es heif3t kausal, falls z,, = 0 fiir n < 0.
Ist A ein reelles Signal so heifit

Yn = Z hn r xr oder y=hxx
n

14



ein lineares (zeitinvariantes bzw. translationsinvariantes) System oder Filter.
Fiir z,, =6, (=1 fiir n =0, sonst 0) ist y, = h,. Also heiit h wieder die
Impulsantwort.

Die Funktion
X(z) = D ez, z€C
n
heifit die z-Transformierte von z. In der Funktionentheorie nennt man dies
eine Laurent-Reihe. Thr Konvergenzbegiet ist ein Ring o < |z| < 71, welcher

auch leer sein kann. Es ist wichtig, mit X auch immer das Konvergenzgebiet
anzugeben.

Beipiele:1) z,, = a™ fiir n > 0, sonst x, = 0. Es ist fiir |z| > |a]

x@=3> (49 = 2

= \z z—a

2)x, = —a" fiir n <0, sonst z,, = 0.
Es ist fiir |z| < |a]

xo=-3% (9 =2

e \Z zZ—a

X stimmt also mit dem X aus Beipiel 1 iiberein, hat aber einen anderen
Konvergenzbereich.

3) Tn = Op_n, (Verzogerung).
X(z)= z7"

Ein Filter heifit FIR (finite impulse response) wenn nur endlich viele A, # 0
sind. In diesem Fall ist X eine rationale Funktion. Andernfalls heifit der Fil-
ter IIR (infinite impulse response).

Satz 3.1 (Inversionsformel der z- Transformation): X (z) konvergiere inry <
|z| < r1, und C, sei der im mathematisch positiven Sinne (d. h. gegen den
Uhrzeigersinn) durchlaufene Kreis |z| = r,7o < r < ry. Dann gilt fiir alle n

1
n — _— n_l .
x o / X(2)2"7" dz

T

15



Beweis: Auf C, ist z = re'?, also dz = ire*dyp.

2w
/ 2™ dz = z/ M dy = 27 G
C 0

Man setzt nun X(z) in das Integral ein. X (z) konvergiert gleichméfiig auf
C,, also darf man Integration und Sumunation vertauschen. Es bleibt nur
das Integral mit der Potenz z~' stehen, und dieses hat den Faktor z,,. a

Die Inversionsformel wird am besten durch den Residuensatz ausgewertet.
Nehmen wir zum Beispiel den Fall X(z) = z/(z — a), |2] < |a|. Sei C, der
Kreis |z| = 7,7 > |a|. Die Funktion

n n

z AL 2
o = 2y = E ()
(2)2 zZ—a w g) a

hat innerhalb C, nur den Pol z = 0 fiir n < 0, und zwar mit dem Residuum
—a™. Also ist

1 >
— / X(z) 2"t dz = O’n n 20,
211 o —a"™, n<O0,

in Ubereinstimmung mit Beispiel 2.

Nehmen wir hingegen X (z) = z/(z — a) in |z| > |al, so miissen wir zunéichst
z = 1/w setzen und bekommen dann fiir 7 > |a]

1 1
— / X (—) w ™! dw.
21 w
C’1/7"

Die Funktion

X<_> I — i(wa)e

1—wa =0

hat innerhalb C,. nur den Pol w = 0 fiir n > 0, und zwar mit dem Residuum
a™. Also ist

a, n >0,
0 , sonst,



in Ubereinstimmung mit Beispiel 1.

Satz 3.2 Seiy=hxx. Damit ist Y = HX.

Beweis: Es ist
Y(2) = 2 yn 2 = z S 2 hg
= >N hyy 2 x: 2 =3 N hy 2™zt
- I;(z) kX(z) n

O
Es besteht eine einfache Beziehung zwischen der z-Transformation und Fourier-
Reihen: Setzen wir z = re'™?, a > 0, so wird

X(T@iwa) — Z T rm efiwan'
n

Dies ist eine Fourier-Reihe in [—%, X]. Nach 1.4 gilt

a’a
T, r " = 1 7“ X(rei“’a) e duyy
n - 2 .
/a N

Mit z = re™? wird daraus Satz 1.

Wir nehmen von nun an an dafl alle z-Transformierten auf den Einheits-
kreis konvergieren. Dort setzen wir z = €% und X'(w) = X (e"™?) usw. Wir
haben dann

Y'(w) = H' (w) X' (w).

Dies betrachten wir als diskretes Analogen zu der Bezieung y = Hz fiir
kontinuierliche Systeme. Wir nennen daher H' die Ubertragungsfunkion des
diskreten Systems.

17



4 Die Beziehung zwischen kontinuierlichen und
diskreten Systemen

Ziel der digitalen Nachrichtentechnik ist die Simulation kontinuierlichen Sy-
steme durch diskrete. Sei

y=h"xzx (3)

ein kontinuierliches System. Das Signal x werde mit der Schrittweise a ab-
getastet und z, = z(t,),t, = an gesetzt. Wir wollen eine diskretes System
finden, das sich moglichst gleich wie (1) verhélt.

Am einfachsten ist es, die Impulsantwort des diskreten Systems als
hn, = ah®(t,) (4)

zu wahlen.

Satz 4.1 Sei H® die Ubertragungsfunktion von (8) und H' die von (4). Dann
gilt

Z H¢ (w—2—7rn>

a
Beweis: Es ist

H’(w) — Z hn eiwan — az hc(an)e—iwan

n

Nach der Poisson’schen Formel (siehe II.1) folgt

H'(w) = 27r1/2th(w——n> ZH"(w—%rn)
O

Hat H¢ die Bandbreite 2 und ist die Nyquit-Bedingung a < & erfiillt, so

18



stimmen also H¢ und H' in |w| < 7/ iiberein. Hat auch z die Bandbreite
), so ist nach II. 1

Yn = Z Pk T
= a ; hc(tn_k) xz (tk)
= / he(t —s) x (s) ds

= y(tn)

und damit das kontinuierliche System vollstindig durch das digitale simuliert.

Praktisch kann man keine der obigen Bedingungen exakt erfiillen: Weder H¢
noch z ist bandbeschrankt.

Die Ubergang vom Kontinuierlichen zum Diskreten wird durch einen A/D-
Wandler oder ADC geleistet. Er besteht aus zwei Komponenten: Einem (ana-
logen) Vorfilter und einem Sampler.

Wir studieren zunéchst den Fehler des Samplers. Er macht aus den kon-
tinuierlichen Signal x das diskret z,, = z(t,). Im Frequenzraum ist dies

X'(n) = Y z(ty) e ™™

n
1 2T

= (2m)¥% = Zsﬁ(w——n).

a 5 a

Idealerweise hitte man in der Summe nur den Term fiir n = 0 stehen. Die
anderen Terme verursachen das Aliasing. Der grofiten Beitrag der Terme
n # 0 bekommt man durch Spiegelung (fold over) an w = i%”. Wenn man
also mochte, dafl der Abtastfehler fiir |w| < wy klein ist, mufi man

L (2m R
z (7 - wo) ‘ << | (wp)|

sein. Dies kann man fiir hinreichend kleinen @, also durch Uberabtasten (over
sampling) erreichen.

Beispiel: Bei Sprache kann man davon ausgehen, daf§ z(w) ~ ‘Q‘U—| , Jw| > w.

19



Dies bedeutet einen Abfall von Z um 6dB per Oktave: Fiir |w| > wy ist

1/]2w|
1/[w]

1
20 log,, = 20log;, ; = —6.021.

Bestimmen wir den Alising-Fehler fiir den Frequenzbereich bis 3kHz, wenn
wir mit 10kHz abtasten.
Es ist

Z(2m - (10 — 3)kHz)
#(2 - 3kHz)

Bemerkung: Wir miissen unterscheiden zwischen der Frequenz f und der
Kreisfrequenz w = 27 f. Im Sprachgebrauch bedeutet f die Anzahl der
Schwingungen pro Sekunde: z(t) = €™/t mit f=440Hz(1Hz=1 Schwingun-
gen/sec) ist der Kammerton a. In diesem Fall ist #(w) = (27)Y/2 §(w — 27 f).
Also entspricht der Frequenz f die Kreisfrequenz 27 f. Bei unserer Definition
der Fourier-Transformation bedeutet also die Fourier-Variable die Kreisfre-
quenz.

Der Frequenz f entspricht also die Nyquist-Rate 7/(27f) = 1/(2f). Ein Si-
gnal mit der Frequenz f mufl man also mit der doppelten Frequenz abtasten.

Nun zum Vorfilter. Er sorgt dafiir, dal das abzutastende Signal z eine
schnell abklingende Fourier-Transformierte hat. Ist die Ubertragungsfunk-
tion des Vorfilters H(w), so ist diese H(w)z(w).

Beispiel: Wir verwenden im vorigen Beispiel den Butterworth-Filter der Ord-
nung 2 zum Parameter ) = 27 - 3kH z, also

Jetzt gestaltet sich die Rechung so:

|(Hz)(2m - (10 — 3)kH 2)

= —19.2
(H#)(2m - 3kH2) J

20 logy,
Bei der Ordnung 8 wiirde man etwa -34 erreichen.

20



5 FIR-Filter

Die Filter (h,) aus III.4 sind in der Regel IIR. Um daraus einen FIR-Filer
zu bekommen macht man Gebrauch von sogenannten Windows. Das sind
Folgen, die auerhalb [— N, N] verschwinden.

1. Rectangular window
w, =1, |n| <N.
2. Hanning window
™
Wy, = cosQﬁ , |In| < N.
3. Hamming window

wn = 0.54 + 0.46 cos %" , |n| < N.

4. Kaiser-Bessel window

N : ?Q/NQ) en
I3 ’ -

W,

Iy modifizierte Bessel-Funktion der Ordnung 0.

Der FIR-Filter g zu dem IIR-Filter A ist dann
gn = Wyph,.
Satz 5.1 Sei g, = wyhy,. Dann gilt fir die Ubertragungsfunktionen
G = %W’ < H'.

Die Faltung ist dabei im Sinne %”—periodischer Funktionen zu verstehen, also

2m/a
(W'« H')(w) = / W'(w — o)H'(0)do.

21



Beweis: Es ist
27 /a

(W' s H)(w) = / W(w — o)H'(o)do

2w /a

— / Z w,, e—i(wa)an Z hm e—iaam do
0o "

2m/a

— Z Wy, hm ezwan

n,m 0

2T

—ica(m—n) d

g

— Z Wy, hm e—zwan 6m—n

a n,m

2
a

— Z Wy hn e—zwan
n

2T _,

Fiir den (idealen) Fall w, =1 ist

2
Fiir das Beispiel 1 ist
a

a , N .
— W - —iawn
2T (w) 2T n_Z_N ¢

a sin(N + 1/2)aw

2r  sin(aw/2)

Dies ist eine approximative §-Funktion

a ! _ i —tawn —
—W(w)—27rzn:e d(w)

(vergl. 1.4)

Zur Konstruktion guter Windows verwenden wir die Landau-Slepian-Pollak-

Theorie.
Besonders gute Windwos vereinen zwei Eigenschaften:
1. Sie sind méglichst vollstéindig in [-Z, L

Sei D = Ly(R') — Ly(R') der Abschneideoperator
(Dw)(t) = { w(t), |t <T/2

0 , sonst.

22
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Die erste Eigenschaft kann man also formulieren als:
|| Dw|

Tl soll moglichst grofi sein (am besten 1).
2. Die Fourier-Transformation ist moglichst nahe bei 0 konzentriert. Sei

B : Ly(R') — Ly(R') der Operator der Bandbeschriinkung:

w(w), [w] <0

) ={ "

Die zweite Eigenschaft kann man dann so formulieren:

”Lﬁsr"’” soll moglichst groff  sein.

Wir berechnen den Operator A = BD: Es ist

D
(Dw)"(w) = (2m) 72 [ e w(tyat,
-D
also
Q
(BDw)(t) = (2m)"\/? / ¢t (Dw) " (w)dw
-0
1 Q T/2
= — / et / e™* w(s)ds dw
2m ) ~T/2
1 T/2 0
= o / w(s) / e™=5) duy ds.
~T/2 )
Also ist
Q T/2
(Aw)(t) = = / sine(Qt — 5))w(s)ds.
T
A besitzt die Eigenwerte \g > A; > ... > 0 und die Eigenfunktionen
Yo, U1, - - ., also A, = A\, ¢, oder
Q T/2
An Un (£) = = / sine(Qt — 1))vn(s)ds
o
~T/2

23



Setzen wir t = Tt', s = T's', so wird mit ¢ = TQ—Q

1/2

A wn(Tt’):%c [ sine et — $)gu(Ts')ds

—-1/2

Die A, hdngen also nur von ¢ ab: A, = A\, (c).

Die A\, haben eine interessante Eigenschaft: Sie sind fiir n < %c praktisch
1, fiir n > %c praktisch 0, mit einer sehr schmalen Ubergangszone.
Wegen

JAv. | _
ul

sind die 1, fiir n < 2¢ fast véllig in [-1'/2, T /2], ihre Fourier-Transformation
fast vollig in [—, Q] konzentriert. Insbesondere ist ¢y die Funktion, bei der

diese simultane Konzentration am besten gelingt. 1y gilt daher als bestmogli-
ches Window.

An

Da 1y schwierig zu berechnen ist, sich aber sehr genau durch die Bessel-
Funktion I, approximieren lifit verwendet man in der Praxis das Kaiser-
Bessel-Window mit g ~ 4 — 9.

Sei V' der lineare Raum, der von g ...,%, mit n = [%J aufgespannt wird.
Diese Funktionen sind fast vollig in [T/2,7T/2], ihre Fourier-Transformation
fast vollig in [—€, Q] konzentriert. Sie bilden eine Orthogenale Basis von V.
V hat also die Dimension ~ 2. Mit Recht sagt man also, der Raum der T'/2
zeitbeschrinkten und (2 bandbeschrinkten Funktionen habe die Dimension
% = QT /n. Dies stimmt mit unserer Beobachtung in II. 4 iiberein.

Tabelle der )\, fiir ¢ = 8:
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An

=

1.0000
0.9998
0.9970
0.9606
0.7479
0.3203
0.0608
0.0061
0.0004

2¢ —
e

CO IO Ul W~ O

6 Up- and downsampling.

Sei x ein diskretes Signal. Wir setzen

(pix)n = Tnp,

_ T,y falls n/p ganz,
(pT)n = { 0 sonst.

p | nennen wir downsampeln, p 1 upsampeln.
Sei Y = p 1 z. Dann ist

V() = D gz "= z,2 ™"
= X(2P)
Ist Y =p | z, so haben wir

V(P)=> Yoz P =Y @2 ™

Mit,
12

5n i Z w;ln , Wy = 6727ri/p
P =0

haben wir ¢, = 1 fiir n/p ganz und sonst §,, = 0. Also ist
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1 L

_ - Z T, Z wpén T
P n =0
12 .

= - X(w, 2)
p Eo ?

Fiir v = p 1 p | = erhalten wir
12
Vi(z)=- X(wf; z)

P =0

Natiirlich ist p | p 1 die Identitit. Zur Ubung bestitigen wir dies mittels der
z-Transformation: Mit y = p T x und v =| py ist

Y(z) = X(2%)
Py — 1 & ot 2
V(z") p & Y(w, 2)
_ 1 & WP P
- p = X( D )
= X(2)

weil wﬁp =1.

Fiir die Ubertragungsfunktionen X'(w),w = €™“® bedeutet y = p 1 z

Y'(w) = X'(pw)
und y=plx
p—1
y/(w)zl Z X'(E - 2_7T£>
P = p a p
Schliefllich ist firv =p 1t pl x
152 2
Viw)== 3 X'<w——7r£).
P = pa



In dem wichtigen Fall p = 2 lauten die Formel
1
V() = 5 (X(2)+X(~2))
! 1 ! ! ™
Viw) = 5 (X(w)—i—X(w—g)).

Wir wollen aus den Effekt von downsamplilng, gefolgt von upsampling, im
Frequenzraum ansehen:

// \\ // \\
’ \ ’ \
/ \ / \
' \ / \
L ' ‘ \ ' ‘ \
| 1 | I

\
s 2n W
a a

Die durchgezogenen Linien stellen X’(w) dar. Die gestrichelten Linien stellen
den Alias in V'(w) dar.

Wir koénnen alle lineare Operationen auf Signalen auch in Matrizenform
schreiben:

y=hxz : y=Tzr mit Tom = hp—m
y=lx : y=Dzr mit Dy on =1, sonst 0.
y=tz : y=Uzx mit Uspm = 1, sonst 0.

Es ist also T eine Toeplitz-Matriz und DT = U.

7 Filter Banks

Eine Filter Bank besteht aus analysierenden Filtern Hy ..., H,,, synthetisie-
renden Filtern Gy ..., G, sowie aus up- und downsamplern, die in folgender
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Weise zusammenwirken:

—{Ho}—{pi}—{pT}—{Go}—
P e PT | &

m-1 p pT }_{Gm_lg
— Ha ol T G

x und v sind diskrete Signale.

Wir betrachten zunéchst den einfachen Fall m = 1, p = 2. Nach Abschnitt 6
ist

V(e) = 5 Gol2) (Ho(2)X(2) + Ho(~2)X (=)
+ 2GR (H(E)XE) + Hi(-2)X(~2)
= £ S() X(2) + 5 F()X(~2),

S(z) = Go(z) Ho(2) + G1(2)H1(2),

F(Z) = Go(Z)Ho(—Z) + Gl(Z)Hl(—Z)

S(z) ist die Ubertragungsfunktion des Signals, F' die des Alias. Wir wollen
erreichen, da§ die PR-Bedingung (PR=perfect reconstruction)

F(z) = 0
S(z) = 2z74

erfiillt ist.
Dies bedeutet, dafl kein Aliasing statt findet und das Signal bis auf Verzoge-

rung unverindert bleibt.
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Wir betrachten Analyse-Filter mit
Hi(2) = Ho(—2)
Es ist dann Hi{(w) = H| (w + %), also |H| (% —w> | = |H] (% +w) |.

Wegen dieser Eigenschaft nennt man Hy, H; quadrature mirror filter (QMF).
Wihlen wir als Gy, G

Go(Z) = H()(Z)
Gi(2) = —Hi(?)

so wird F' = 0 und
S(z) = Hi(z) — Hj(—2).

Man mufl nun Hy so wéhlen, da8 S(z) ~ 2 27 wird. Fiir ungerades ¢ ist
dies z. B. fiir Hy(z) = %(1 + 29) der Fall. So einfach ist das aber nicht, da
H, auch noch andere Eigenschaften erfiillen mufl , wie etwa BandpaSf.

Teil IV
Wavelets

1 Die Windowed Fourier-Transformation.

Ein Nachteil der Fourier-Transformation ist, daf} sie nicht lokal ist. Oft inter-
essiert man sich aber fiir das Frequenzverhalten eines Signals nur in einem
bestimmmten Bereich. Besonders offensichtlich ist dies bei Bildern.

In solchen Féllen kann man ein Fenster w um 0 wahlen und statt der Fourier-
Transformation von z die Windowed Fourier-Transformation

(Fyz) (1,0) = / 2(w(t — 1) et di (5)

betrachten. Diese enthilt nur noch Information iiber x nahe 7. Fiir w(t) =
e~*"* nennt man F,, die Gabor-Transformation.
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Denis Gabor, 1900 - 1979, geboren in Budapest, Studium in Berlin, 1933
nach London, Nobelpreis 1971. Gilt als Erfinder der Holographie.

Satz 1.1 : Es ist
(Fpx)(T,w) = e™7 / #(o)w(w — 0)e " do.
Beweis: Setzen wir in (1.1) fiir  das Fourier-Integral ein, so entsteht
(Foz)(r,w) = (2m) /2 / / #(0)ei® do w(t — T)e tdt
= (2m)71/2 / z(o) / e~ Mw=9) y(t — 7)dt do

= / i(0)(w — o) @79 do.

O
Wir sehen, dal Windowing in der Zeit notwendig auch zu Windowing in der
Frequenz fiihrt. Aus II. 4 wissen wir, dal die beiden Windows nicht gleich-
zeitig beliebig klein gemacht werden kénnen.

w heilt das Analyse-Fenster. Man bekommt z aus F,z zuriick durch ein
Synthese-Fenster g.

Satz 1.2 Ses
/w(t)g(t)dt ~1.

Dann gilt

2(t) = % [ [ ) r.w)g(t — ) dr do.
Beweis: Wir verifizieren die Formel durch Einsetzen von F,zx:
| [(Fua)(m,w0)g(t = Tyt dr du
= ///:L"(s)w(s —T)e ds g(t — 7)e™ dr dw
= /x(s) /w(s —7)g(t — T)dT/ei“’(t_s) dw ds
- 27r/x(s) /w(s —1)g(t — 1)dr 6(t — 5)ds

= 2mx(t) /w(t —7)g(t — 7)dr = 27w2(t).
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O
Unter dem Spektrogramm eines Signals = versteht man die Funktionen |F,,x|2.
Sie wird im Phasenraum (7,w) aufgetragen. Sie stellt das kombinierte Zeit-
Frequenz-Verhalten von x dar.

2 Die Wavelet-Transformation.

Fiir eine gewisse Funktion ¢ - das Wavelet - setzen wir

W)@, b) = —— [ sy (=) ar
Veslal a

Dabei ist 9 reellwertig und

P € Ly(RY),

_ ()2
c¢—27r/ @] dw < oc.

Dann hat Wyz fiir # € Ly(R') einen Sinn.
Goupillaud, P., Grossmann, A., Morlet, J. 1985

Beispiele 1) Das Haar-Wavelet.

1, 0=t<1/2,
Y(t)=1{ —1, 1/2<t<1,
0 sonst.

Es ist

1/2 1
D) = (21) V2 ( / et gy — / ¢ it dt)

0 1/2

= L e~ /2 gin (ﬂ) sinc (f)
V2 4 4)’
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2)Mexican hat.

¢($) = - @ €_$2/2 = (1 — $2)e_z2/2
1& = 2 e—w2/2
cy = 2w / w]? e dw < oo.

Satz 2.1 : Seix € Ly(R'). Dann ist
1 ~ .
(Wya)(a,b) = —— |al'”* [ a(w)dlaw)e™ do
e
Beweis: Folgt sofort aus der Parsevel’schen Beziehung.

Satz 2.2 : Fiir z,y € Ly(R') ist

[ewawar = [ [(Woa)(a,b)(Woy)(a,b) =5
Beweis: Wir setzen
plw) = :fc(w)zﬁ(aw), q(w) = gj(w)qﬁ(aw).

Nach Satz 2.1 ist dann

Wa)ad) = 20450
W) = | 2 a0
Also ist
e aoWostetias = 2L [ gibyacoya
= 29 pwgw)ds
Cy
= 2 )i e P
P
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Wegen

folgt

Cy lal
= / 2(w)g(w)dw
= [ sy
O
Satz 2.3 Sei v € S(R'). Dann ist
1 t—0\ dadb
a(t) = \/—c—¢//(wa)(aa b) ¥ T) W
Beweis: Wir setzen, zunéchst formal, y(t) = §(¢ — ¢') in Satz 2.2.
Dann ist
[ s@at)dr = a(?),
1 t'—b
Won)(a.0) = 2— v ()
Vl0aley 4
also
1 t'— b\ da db
z(t) = Wyx)(a,b P < )
)= [ [ W) N
a

Die Funktion |Wyx|* nennt man das Scalogramm von z. Es wird in der b
- a - Ebene aufgetragen. Zum Vergleich mit dem Specktogramm mufl man
w ~ < setzen.
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3 Die diskrete Wavelet-Transformation(DWT).

Wir werten die Wavelet-Transformation nur fiir
a = 2™ , b = n?2™ , n,m € Z aus. Das fiihrt zu der diskreten

Wayvelet-Transformation
z— (Wyx)(2™n,2™),m,n € Z.

Die Punkte(n2™,2™) sind wie folgt in der (b,a)-Ebene verteilt:

b

Die DWT ist das Arbeitspferd der Wavelet-Analyse, genau so wie die diskrete
Fourier-Transformation bei der Fourier-Analyse. Wir haben zwei Aufgaben
VOT uns:

1. Die Berechnung der DWT fiir ein Signal z.

2. Die Berechung von x aus seiner DW'T.

Die Algorithmen miiflen stabil, schnell und wenn mdoglich einfach sein.

Alle drei Ziele werden wir mit der MSA erreichen, die wir im néchsten Ab-
schnitt besprechen werden.
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4 Die Multiskalenanalyse (MSA).

Eine MSA des L,(R) ist eine absteigende Folge abgeschlossener linearer
Teilrdume V; C Ly(R),
LSV OV SV SV, CV, Cl

mit

U Vm=LR), (| Ve ={0}.

Die entscheidende Eigenschaft ist
f € Ve f(2m)€ Vo-

Dies bedeutet: Die Auflésung in V,, ist 2™ mal die Auflgsung (also das klein-
ste darstellbare Detail) in V5. Man nennt eine MSA daher auch eine MRA
(multi resolution analysis).

Eine Eigenschaft, die uns das Leben leicht machen wird, ist: Es gibt ein
¢ € L*(R), so da} die Funktionen ¢(- — k), k € Z eine orthonormale Basis
von V; bilden. ¢ heifit die Skalen-Funktion der MSA.

Wir setzen @, (1) = 27™2p(2 ™z — k). Es ist dann ¢4,k € Z, eine
orthonormale Basis in V,,.

Satz 4.1 FEs gibt eine Folge hy, k € 7 mit

o) =vV2 Y hy o2z — k)

Beweis:V_; hat die Basis ¢_; ; = 2/2¢(2-—k), k € Z. pist aus V ¢ V_4, also
188t sich ¢ aus den ¢_; ; linear kombinieren. O

Die Gleichung aus Satz 4.1 heifit Skalierungsgleichung.

Da V,, ein Unterraum von V,, ; ist, gibt es einen zu V,, komplementiren
Unterraum W, von V,,_; mit

Viner = Vi @ Wi,

Wir kénnen W,,, sogar ortogonal zu V,,, wihlen.
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Satz 4.2 Es ist

und es ist f € Wy, genau dann, wenn f(2™-) € W.
Beweis: Fiir £ > m gilt
Vet =V, @ W@ -+ - @ W,

Fiir £ — oo folgt die zweite Behauptung und dann fiir m — —oo die erste.
Zum Beweis der dritten nehmen wir an daf} f € W,, d. h.

FeEVm, / F@)o(x)dz =0, Yo € V.
Dies bedeutet
f@m™yeVvoy, | f(x)v(x)de =0, Yomit v(2™) € V}
oder auch
fem)yev.,, / £ 2)o(z)dz , Yo € V.

Dies aber bedeutet f(2™-) € W. O
Wir fiihren noch die orthogonalen Projektionen

P : Ly(RY) = Vi, Qu: Ly(RY) — W,
ein. P ist durch die Orthonormalbasis ¢, x, k € Z, leicht ausgedriickt:

me = Z (f7 QDm,]c)QDm’k

k

mit dem inneren Produkt von Lo(R'). Es gilt

Pm—IZPm+Qm
P, — 0,m — oo,
P, — I,m — —.
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Was sagt die Gleichung

Poaf=Puf +Qunf?

P,._1f enthilt alle Details von f der GroSe 2™~ und groer. Fiir P, f gilt
Entsprechendes mit der Detailgréfie 2™. @Q,,f enthélt demnach die Details
der GréBe 271, nicht aber die der Grofie 2™.

Durch wiederholtes Zerlegen entsteht dann folgendes Bild:

Ly(R)
Vo
Vimer  Womst
Vimsz  Womio
Vomss  Wiomgs

Beispiele 1) Sei

@=L 0se<1
LA ) sonst

Vo besteht dann aus den Funtionen, die in [k, k+1) konstant sind, k£ € Z. Ent-
sprechend besteht V,,, aus den Funktionen, die in den Intervallen [k, k+1)2™
konstant sind. Wir betrachten daher die Funktionen aus V,, als Funktionen,
welche Details der Grofle 2™ und grofler darstellen konnen: V,,, entspricht der
Auflésung 2™.

Offenbar ist

p(x) = ¢(27)+ (22 —1)
= V2(how(2x) + hip(2z — 1))
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mit hg = hy =1/ v/2. Die Funktionen ¢o,1; bilden eine Orthonormalbasis von
Vo. Die Funktionen in Wy sind ¢ (- — k) mit dem Haar-Wavelet

1, 0<z<1/2,
p@)={ -1, 12<z<1,
0, sonst.
Die Funktionen
Vmi(x) =272 h(27 s — k), k€ Z

bilden eine Orthonormalbasis von W,,.

Die Projektion P, fiihrt eine Mittelung auf den Intervallen [k, k+1)2™ durch.
Fiir ein einfaches f sehen wir uns einmal die Zerlegung P_1f = Pyf + Qo f
an:
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2) Sei
o(t) = sinc(nt).
Es ist

5 _ 1, w/ <7
— 1/2 ’ =/
P(w) = (2m) { 0, sonst.

Also ist
/gp(t)gp(t—k)dt - /go (tk)dt
— /SO zkw )dw

— / —zkwdw
o

_ 1, k=0,

] 0, sonst.
Die Funktionen in V; haben alle die Brandbreite 7, lassen sich also durch die
sinc-Reihe

Zf n)sine(m(t — n))

darstellen mit Konvergenz in Ly(R'). Damit sind die Funktionen g, k €

Z eine orthonormale Basis von V. Die Funktion f(t) = sinc (—t) hat die
Bandbreite § < , 1a8t sich also auch durch die sinc-Reihe darstellen:

sinc (gn> sine(m(t — n)).
Ersetzt man ¢ durch 2¢ so entsteht die Skalierungsgleichung mit h,, = sinc (gn) /V2.
Die Frage ist, ob es zu ¢ ein Wavelet v gibt, so dafdie v, ; eine Orthonor-

malbasis von W,, sind. Im néchsten Abschnitt werden wir dies mit ja beant-
worten, und zwar fiir alle Skalierungsfunktionen ¢.

5 MSA und Wavelets.

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes.
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Satz 5.1 Sei eine MSA mit der Skalierungsfunktion ¢ gegeben. Sei
2 Z 1)"hi—ne(2z — n).

Dann gilt: ¢ ist ein Wavelet, und die ¥, , k € Z bilden eine Orthonormal-
basis von W,,.

In dem Beispiel aus Abschnitt 4 ist hg = h; = 1/v/2, und in der Tat ist
U(z) = ¢(22) — (22 — 1).

Der Satz ergibt sich aus einer Folge von Lemmas.

Lemma 5.1 Flir die Skalierungsfunktion gilt
(&) = mo(§/2)P(£/2),
mO(é) — % ; hnefiﬂﬁ

Beweis: Wir fiihren in der Skalierungsgleichung die Fourier-Transformation
aus:

p(£/2)-

N | =

B(&) =2 hye ™

Lemma 5.2 Fiir die Funktion mg aus Lemma 5.1 gilt

Imo(&)” + [mo(€ +m)]> =1 fi,

Beweis: Die Orthonormalitét der ¢q; ergibt fiir alle &

2

1

0 = %/eikxd:c = /gD(:L‘)gO(T—k)d.T

= /goa: x—k)dx= [ ¢ (- k)dx
= [¢o(-—kydw = [ *€|p(e)de

27 (6+1)

=3 [ eMpere

27l

2w
= [ € T lple + 2mo) e,
0 14
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Es folgt

1
2ml)|? = — f. ii.
%: P(&+2m0) o il

Mit Hilfe von Satz 1 wird daraus

1
> Imo(€/2+ m0)P(E/2 + wl)P = o £ i
¢
Wir spalten die Summe in gerade und ungerade auf:

3 Imo(€/24+2m0) G(E/2+270) [P+ [mo (& /2-+m(26+1))p(E/2+m(26+1))* = % f. .

Die Funktion mg hat die Periode 27. Also folgt

mo(&/2)[? ; [2(&/2+2mE)|* + Imo(€/2 + )" Y 1@(€/2 + 7 + 2m0))[* = QL f. .

7 i
oder
Imo(€/2)” + |mo(&/2+ )P = 1 £ .
Die Behauptung iiber m(0) folgt direkt aus Lemma 5.1 mit £ = 0. O

Lemma 5.3 Se: f € Wy. Dann ist

my(&)mo(§) +my(§ + m)mo(§ +m) =0 [ i,
1 .
- —iné
mf(g) \/5 ; fne
mit den Entwicklungskoeffizienten f, von f nach den ¢_y, d. h.
f = ango—l,n ) fn = (fa Qo—l,n)-

Beweis: Sei f € W,. Dann ist f € V_4, also

HG

S faporn(€) = % S fae "E25(¢/2)
mp(E/2)$(E/2).
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Es ist f senkrecht auf Vj, d. h.
[ 1@)p(a — kyds =,
JRGEGE )

/ (Z (€ +2m0)p(€ + 27r£)) e®kde =0
0 l

und damit

Z (€ +2m0)p(€ + 2m¢) = 0 1. i
¢

;mf (g-ﬂrﬁ)W(g—I—M) ‘$ (g%—ﬁ)

Wie beim Beweis zum vorigen Lemma ordnet man nach gerade und ungerade
und erhélt die Bedingung des Satzes. O

oder
2

=0f i.

Lemma 5.4 Ist f € Wy, so gibt es eine 2m-periodische Funktion p mit
F(&) = €2 mo (/2 + ) p(€/2)p(6).

Beweis: Sei
_ ) —mp(E+m)/mo(§), mo(§) # 0,
Ple) = { my(§)/mo(§ + ), Mo(€+m) # 0.

Wegen Lemma 5.2 ist p f. i. definiert, und wegen Lemma 5.3 widerspruchsfrei.
auerdem hat p die Periode 27 und p(¢ + 7) = —p(&); letzteres wieder nach
Lemma 5.3. Weiter gilt

my (&) = p(&)mo(§ + 7).

Dies ist klar fiir mg(€ + 7) # 0 und folgt sonst aus Lemma 5.3.
Im Beweis zu Lemma 5.3 haben wir gesehen, dafl

£(&) = mp(€/2)¢(¢/2).

Also ist
(&) = my(&/22(€/2)
= p(&/2)mo(€/2+ m)@(E/2).
Die Funktion p(£/2)e™%/2 hat die Periode 2. O
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Zum Beweis von Satz 1 setzen wir nun einfach

~

D(€) = PP mo (€72 + 1) §(€/2)

mit p € Z. Nach unserer Konstruktion wird man annehmen kénnen, dafl ¢ €
Wpy. Dies kann man in der Tat auch verifizieren. Ebenso kann man zeigen,
dafl die Funktion %y eine Orthonormalbasis von W, bilden.

Wir berechnen noch 1. Es ist

P(€) = % > Ry €/24mIN+IPHLI2E 55 € 19)

und daher
(@) = V23 ha(~1)"p(2z +n+2p+1)

= VI by~ (22— ).

Fiir p = —1 ergibt sich (bis auf das Vorzeichen) die behauptete Formel. 0O
Bemerkung: Da wir p beliebig wihlen koénnen, ist i keineswegs eindeutig
bestimmt. Fiir p = 0 erhalten wir zum Beispiel

(@) = V2Y hopa (1) " (22 — ).

Im Falle hy = h; = 1/4/2 (Beispiel 1 aus Abschnitt, 4) ergibt sich

Y(z) = (22 + 1) — p(27 + 2),

und dieses Wavelet erfiillt den gleichen Zweck.

6 Die schnelle Wavelet-Transformation.

Sei eine MSA
{0} C...CViCVaC V., C...C Ly(R)
mit Skalierungsfunktion ¢ und Skalierungsgleichung

o(r) = V23 hyp(2z — k)
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gegeben. Es bilden dann
Omp(z) =2 ™22 ™ — k), k€ Z
eine Orthonormalbasis von V,,,. Nach 5 bilden
Ymp(x) =222 "z — k)

eine Orthonormalbasis von W,,, wobei das Wavelet 1) duch
Y(z) = \/ézk:gksﬁ(% — k), gk = (=1)*h1 4
gegeben ist.
Sei nun f € Vj, also
= Xk:c%wo,k ) Cg = (f, ¢o, k)-
Es ist dann f € V,, fiir m > 0, also

f = Zdlzl(pm,k ; Czn = (fa (Pm,k)
k

Wir betrachten die ¢ als gegeben. Unser Ziel ist, die diskrete Wavelet-
Transformation

dzn:(Qﬁm,k,f),mZO,___,M’]{;EZ

zu berechnen (Wavelet-Analyse). Dazu benutzen wir zwei Identititen:
1. Aus der Definition von v folgt

2 ™/ 24h(2 ™ — {)
27223 grp(2t ™ — 20 — k)
k

wm,ﬁ (.’L‘)

= Z IkPm—1,20+k (z)
k

= > Ge-20Pm-14()
k

45



2. Aus der Skalierungsgleichung folgt

Ome(r) = 2’m/2g0(2’mx — /)
= 2_’”/2\/§Z hpp(2'""2 — 20 — k)
k

= thwm—l,zuk(ﬂf)
k
= th—Qé(Pm—l,k(-T)
k
Aus diesen beiden Identitédten ergeben sich folgende Rekursionen:
d:zn = (f, ¢m,e) = ng—%(f; SOm—l,k)
k
= ng—QZch_IJ
k
CZ” = (fa (‘Om,Z) = th—%(fa SOm—l,k)
k
= thfggczn*l.
k
Mit den Operatoren
(He)e = th—%ck
k

(Ge)e = D gg—aeck
%

die auf die Folgen (cj),.; Wirken, schreibt sich dies mit den Folgen (c™), =
ct, (d™) = dit als

d™ =Gc™ ™ =Hc™\,m=1,2,..., M.
Damit hat man zur Wavelet-Analyse den Algorithmus von Mallat (1989):

Gegeben ¢, gesucht ¢™,d*, ..., d™.
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CO

Nun zur umgekehrten Aufgabe, der Berechnung von ¢ aus c¢¥,d',...dM
(Wavelet-Synthese). Wir haben
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mel - Vm EBWm,
Pm—l = P +Qma
me = Z(f;@mk Pmk = chwmka

k

Qmf = Z(f ¢mk wmk dewmka

also

Z c;cn_l(pm—l,k = Z CTSDm,e + Z dzn"pm,é-
£ £

k

Mit Hilfe der beiden Identitdten wird daraus
S ometg = DY he—2ePmtk
k ¢ k
+ D AP Gk—20Pm—1
) k

= > (Z hy—20c]" + ngzzdfqn> Pm—1,k-
¢

k £

Koeffizientenvergleich ergibt
=) hkaec] + D gr—oedy
¢ ¢

Mit den zu H, G adjungierten Operatoren

(H'c)y = ;hk—%%

(G ey = Xe: Jr—20Ce
lautet dies

T =H'™+Gd" ,m=M,..., 1

Das ergibt den Wavelet-Synthese-Algorithmus von Mallat:

Gegeben ¢, d', ..., d™, gesucht c°.
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Die Mallat-Algorithmen sind sicherlich elegant. Sind sie auch schnell?

Wir nehmen an, ¢® habe die Linge n, d. h. ¢ = 0 fiir £ < 0 und &k > n.
Weiter nehmen wir an, A (und daher auch d) habe die Linge p. Wir neh-
men p konstant und klein an (etwa p < 10). n kann sehr grof§ werden, etwa
10* —10%. Wir driicken die Komplexitiit des Mallat-Algorithmus durch n aus.

® hat die Liinge n. Es ist dann ¢; = 0, falls die Mengen {—2¢,..., —20+n —
1},{0,...,p — 1} einen leeren Durchschnitt haben. Dies ist genau dann der
Fall, wenn

—204+n—1<0oderp—1< =2/

ist, d. h. (1 —p)/2 < £ < (n —1)/2. ¢! hat also die Linge n/2 + p/2.
Entsprechend hat ¢™ die Lange

1
27" + (2"” +o27mH L 4 5) p <27 +p.
Die Berechnung von ¢™ = Hc™ ! verlangt also p(2~™n + p) Operationen.

Insgesamt verlangt die Mallat-Analyse also

M-1
2 ) p(2™n+p) < p(4pn + 2Mp?)

m=0

Operationen. Entsprechendes gilt fiir die Mallat-Synthese.
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7 Wavelets mit kompakten Triger.

Fiir das praktische Rechnen mit einer MSA ist es wichtig, da} h endliche
Lénge (vergl. den Algorithmus von Mallat) und ¢ kompakten Tréiger hat.

Satz 7.1 h hat genau dann endliche Linge wenn ¢ kompakten Triger hat.

Beweis: Hat ¢ kompakten Tréiger, so gilt fiir hinreichend grofies |k|
hy = \/ﬁ/ o(x)p(2z — k)dz = 0.

Habe umgekehrt h endliche Linge, etwa hy # 0 nur fiir £ € {0,1,...,2n —
1},n > 1. Wir setzen

2n—1

(S9)(@) = V2 3 hup(2z ~ )

und definieren eine Funktionenfolge ¢,,7=0,1,... durch

@=L 0<e<t,
Yol®) = 0,  sonst.

und

Pr4+1 = S(PT

Wir zeigen, dal supp (¢,) C [0,2n — 1]. Fiir 7 = 0 ist dies offenbar richtig.
Sei es richtig fiir ein 7 > 0. Es ist dann ¢, 1(z) # 0 nur, wenn

[0,2n — 1] N[22 — 2n 4+ 1,2z] # ¢

d.-h2x—2n+1<2n—1und 0 < 2z,d. h. 0 <z <2n—1 ist. Also hat
auch ¢, sinen Tréger in [0,2n — 1]. Aus Lemma 5.1 wissen wir, daf}

(Se) &) = mo(£/2)¢(£/2).

Also ist

95T+1 Hmo Jf S00 2 ]f)
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Es ist mg(0) = 1 und
Ime(279€) — 1| < e277[¢],
das Produkt
I mo(277¢)
j=1

also konvergent. Damit konvergiert auch die Folge der (., und zwar gegen
eine Losung der Skalierungsgleichung. Also gilt mit 7 — oo

(0)
0(0)

Da alle ¢, ihren Triiger in [0, 2n — 1] haben, mufl das auch fiir ¢ gelten.

Yr — .

Der Beweis gestattet auch eine Berechnung von ¢ aus A (bis auf einen Fak-
tor): Man iteriert einfach gemif

QDT—f—l:SSDTi T:O,].,...

Offenbar ist ¢, konstant in Intervallen der Lénge 277.
Wir wollen nun Skalierungsfunktionen mit kompakten Tréger konstruieren.
myg ist also ein Polynam in €%, und nach Lemma 5.2 gilt

Imo (€)% + [mo(€ + m)[* , me(0) = 1. (6)

Man kann zeigen, dafl diese Bedingungen - von pathologischen Ausnahmen
abgesehen - auch hinreichend dafiir sind, daf§ ¢ die Skalenfunktion einer MSA
ist.

Wir setzen M(E) = mg(&)mo(—&) = |mo(€)>. Man kann zeigen, da8 (1)

erfiillt ist fiir
N
M) = ((3052 g) p (sin2 %) ,

P(y)=§<N+:_l>y’“-

Um ein solches M in der Form |mg|? darzustellen, benutzen wir das
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Lemma 7.1 (Riesz) Sei

N

A(€) =3 ar(cos€)*, ay, € R, a, # 0.

k=0

Sei A >0 und A(0) = 1. Dann gibt es ein trigonometrisches Polynom

N
B(&) =Y bre ™ b € R, B(0) =1
k=0

so daf

Beweis: Wir geben nur einfache Beispiele:

1 146 147
N:1:§(1+cos§) = —;e +26 :

e + e 2
—

N =2:cos’¢ = <

O
Wegen sin®§ = 2(1 — cos¢) ist A(¢) = P (sin2 %) ein Polynom in cos{ vom

Grade N — 1, und es ist A > 0, A(0) = 1. Also ist A(§) = B(§)B(—£) mit
einem trigonometrischen Polynom B von Grade N — 1. Damit ist

UGHIE *’;ig)N ¢ +2€i§)N B(€)B(=¢)

so daf}

mo(e) = (* +2e_i§>N B(E)

moglich ist. Wir behandeln die Fille N =1 und N = 2.

N =1 : Hier ist B konstant, also B = 1. Damit ist

I+ e %

mo (f) 9 )
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also hg = h; =1/ v/2. Dies fiihrt zur bekannten Skalierungsfunktion und den
Haar-Wayvelets.

N =2 : Hierist P(y) =142y, also A(§) = P (sin2 %) = 2—cos&. Nach dem
Lemma, gibt es B(£) = by + bie™% mit

(o 07) () =2 1 (05 74)
d. h.
B2+ b2 = 2, boby = —%.

Eine mogliche Lésung ist
bo (1+V3) /2,6 = (1-V3) /2.

Sie fiithrt zu

2 2 2
(1+27%+e %) (1+V3+(1-V3)e ™)

1 ) ) )
= ﬁ (h() + ]’Lle_lE + h2€_2Zf -+ h3€_3Z£) s

_ 1+e€\? ([1+/3 1—\/36_1'
© g ) ( + ﬁ)
8

Die auf diese Weise konstruierten Skalenfunktionen werden nach Daube-
chies benannt und mit N¥ bezeichnet. Die zugehorigen Wavelets nennt man
Daubechies-Wavelets der Ordnung N und bezeichnet sie mit N?.

Zum Schluff noch eine interessante Beziehung zu den Cuntz-Algebren. Die
Matrix (m; = my)

[ mo(§), mo(§+)
U“)‘<m1(§>, ml<s+w>>
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erfiillt UU* = I. Also ist auch U*U =1, d. h.

Mo(w)mg(w) + My (w)ms (w) = 1,

mo(w)mo(w + m) + My (w)m (w4 7) = 0.

Im Hilbertraum Ly(0,27) der 2m-periodischen quadratintegrierbaren Funk-
tionen fiihren wir nun die Operatoren

(jp)(w) = m;(w)p(2w), j = 0,1

ein. Wir berechnen S;‘. Es ist
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(Sipa) = [ my(@)p(2)g(w)ds

also
i) =ms (3)a(3) +m (5 +7)a(5+7)
Es folgt
(5555 9)(w) = mj(w)(m;(w)q(w) + mj(w + T)g(w + m))
und damit
SoSy + S1S7 = 1. (7)
Weiter ist
(s;s)w) = ms () ms (5) ()
+ M (g—HT) ( +7r>p(w+2ﬁ)
= pw),

(SpSip)(w) = mg

+ my
= 0
und ebenso (S7Sep) = 0. Also ist

S;Sj=1, S;S; =0,i# j. (8)

Die Beziehungen (1), (2) nennt man die Cuntz-Relationen (Cuntz 1977). Die
von den S; erzeugte C*-Algebra ist die Cuntz-Algebra O,.
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