Prof. Dr. H. Maurer SS 1999

Ubungen zur Vorlesung OPTIMIERUNG I1

Ubungsblatt 1 : Abgabe, Montag, 19.04.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Fiir das Optimierungsproblem

max{z + 3y + 20z | 2> +3y*> — 202> +* =0}, c¢>0,
bestimme man

(a) siamtliche Punkte (z,y, 2z, \), die den Bedingungen von KUHN-TUCKER, geniigen.

(b) die globale Maximalstelle.

Aufgabe 2: (2+3+3 Punkte)
Ein “Allokationsproblem” fiihrt auf ein separables Optimierungsproblem der Form

min{ Z fr(zg) | Z arry =b, x>0}
k=1 k=1

mit C'-Funktionen f; : [0,00) — R und Konstanten a; > 0, b > 0.

(a) Diskutieren Sie die KUHN-TUCKER Bedingungen.

(b) Berechnen Sie die optimale Losung 7 € R’ und den LAGRANGE - Multiplikator
X € R fiir den Fall

d
fk(xk)zckxk+x—k, $>0, Ck>0, dk>0
k

Zeigen Sie dazu, da X die Nullstelle einer nichtlinearen Gleichung ist.

Bestimmen Sie X explizit im Falle ¢, = car (k=1,...,n), ¢ > 0.

(c) Bestimmen Sie fiir n = 2 und n = 3 die optimale Losung im Falle

1
fk(m):£n<kx+z>, £>0, ag=1, b=1.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass der Punkt (Z,7) = (1,1) die (globale) Maximalstelle des folgenden Opti-
mierungsproblems ist.

Maximiere -y
unter r+y=2, >0, y>0

Hinweis: Priifen Sie die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung nach.
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Ubungsblatt 2 : Abgabe, Montag, 26.04.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 4: (5 Punkte)
Mit zq,...,z, € R" sei das Problem

maximiere f(zy,...,2,) = det(z] ;)i j=1,.n
unter
olz, —1
g(z1, ... zpy) = : =0cR"
rle, —1

zu 16sen.
(a) Zeigen Sie: Es gibt eine globale Maximalstelle T = (Z1,...,Z,) € R"" des Problems
mit (1) f(z) =1, (2) {Z1,...,T,} ist ONS.
Hinweis: Berechnen Sie f'(Z)v + Ag'(Z)v fiir v € R"™.

(b) Folgern Sie aus (a) die HADAMARD’sche Determinantenungleichung

|det(z] z;)| < [[ =] fir alle (z1,...,2,) € R™™.
i=1

Aufgabe 5: (4 Punkte)
Man beweise die notwendigen Bedingungen 2. Ordnung in Satz 5.12(i) fiir Optimierungs-
probleme mit Gleichungsrestriktionen g(z) = 0. Der Punkt Z sei normal.

Hinweis: Die in Satz 3.11 angegebene Kurve z : [—¢,¢] — S = {z € R" | g(z) = 0} mit
z(0) =7, z(0)=ve€ L(S,T)
ist eine C2-Kurve. Berechnen Sie dann

d2
p7e) (z(t))lt=0

unter Verwendung der Kuhn-Tucker-Bedingungen.

Aufgabe 6: (2+3+3 Punkte)
Gegeben sei das parameterabhidngige Optimierungsproblem

min {f(z,e) | g(z,e) <0}, e=(e,6)cR? >0
f(z,€) = z1 + €220, g(z,€) =22 + 75— €

(a) Berechnen Sie die optimale Losung = = z(e) und den zugehorigen Multiplikator
A = A(e).

(b) Skizzieren Sie die Niveaulinien des optimalen Wertes f(z(€),€) = const. und verifi-
zieren Sie die Schattenpreisformel in (6.18)(ii).

(c) Geben Sie die Matrizen A; und B, in (6.18)(i) an und verifizieren Sie
(dz/de,d)/de)T = —Ay"' By durch Einsetzen der Losungen z(e), A(€) aus (a).



Hinweis:
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Ubungsblatt 3 : Abgabe, Montag, 03.05.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 7: (3+5 Punkte)
Gegeben seien k Punkte aq,...,a; € R", k > 1. Das Problem, eine kleinstmogliche Kugel

zu finden, welche ay, ..., a; enthélt, fiilhrt auf das Optimierungsproblem
i ; < =1,...
(P) min  {f(z,2) | gi(z,2) <0, i=1,....k} ,
flz,2) =2 ,
gi(x,2) =z —ail|* -2, i=1,... .k
Es sei || - || die euklidische Norm.

(a) Man iiberlege, daf} eine optimale reguldre Losung (zo, 29) existiert und bestimme die
Bedingungen von KUHN/TUCKER in (zy, 2p).

(b) Sei R = ,/z der Radius der Kugel und

=1,..,

der maximale Abstand. Man beweise die Abschidtzung

o \ /2
d>R| ——
=7 (5%3)

Verbessern Sie die Abschédtzung mit g := Anzahl der aktiven Indizes.

Hinweis zu (b): Zeigen Sie mit Hilfe von (a) und unter Verwendung von D;; = |la;—a;||* =

lai — zo — (aj — xo)||* die Beziehungen:

k
2R2 = Z AZDZJA] )

7,j=1
Z AZD“A] S d2 Z Az>\] y
i#] i#]
7] i i

Aufgabe 8: (5 Punkte)
Gegeben sei das Storungsproblem (6.4)

(P.) min {f(z,e) | g(z,e)e K}, ecRP |

zeR™

mit C'-Abbildungen f,g. Es existiere eine Umgebung £ C R von € = 0 und eine C*-
Abbildung z(-) : E — R" mit:

(1) z(e) ist lokale Minimalstelle von (P,) fiir € € E,

(2) fir T = z(0) ist A(Z) = {X} einpunktig.



Man beweise die Schattenpreisformel

df (z(e), €)

de

l._o = L(z, A, 0)
(Hinweis: Untersuchen Sie die Funktion F(e) = A(g(z(¢), €) — ¢(%,0)) in E.)
Wann sind fiir das gestorte LP
min{c(e)z | Az =b(e),z >0}, e€ ECR?,
die Voraussetzungen (1) und (2) erfiillt?

Aufgabe 9: (3 Punkte)
Sei w : R* — R die Optimalwert-Funktion des parametrischen LP

P(t) min{c(t)r | Az =b, = >0}, tcRF

mit einer affin-linearen Funktion ¢ : R* — R”.

Zeigen Sie:

(a) Die Menge D = {t € R¥ | w(t) € R} ist konvex.
(b) Die Funktion w : D — R ist konkav.
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Ubungsblatt 4 : Abgabe, Montag, 10.05.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 10: (4 Punkte)
Ein Produktionsmodell fiihrt auf das LP

maximiere bxr; + 4.5z + 6x3

unter 6x; + 529 + 8x3 < 60
10z; + 20xy + 10x3 < 150
r > 0

Die optimale Losung ist 2y = 45/7, z, =30/7, x3 =0, 2 =512 zur Basis B = (1,2).
Die zweite Produktionsbeschrinkung werde parametrisiert durch

10z, + 20xy + 1023 < 150+t, teR.
Fiir welche Werte ¢ ist die Basis B = (1,2) optimal? Berechnen Sie zp(t).

Aufgabe 11: (4+4 Punkte)
Das Produktionsmodell

maximiere z = 6x; + 14xy + 13z;3
unter 0.5z1 + 2z9 + T3
r + 2.’172 —+ 4:.’173

24
60

ININA

Ty, T2, I3 Z 0
hat die optimale Losung z; = 36, z, =0, z3 = 6 mit Basis B = (1, 3).
(a) Bestimmen Sie die optimalen Losungen zu dem parametrischen Zielfunktional
z=(6+1t)x; + (14 + 2t)zy + (13 + 2t)z3
fiir alle t € R. Skizzieren Sie die Optimalwert - Funktion w : R — R.

(b) Berechnen Sie die optimalen Losungen zur parametrischen rechten Seite

0= (2+2)

fiir alle ¢t € R. Skizzieren Sie die Optimalwert - Funktion w : R — R.

Aufgabe 12: (4 Punkte)
Fiir das LP
min{cz | Az < b, z > 0}

diskutiere man die Kuhn-Tucker Bedingungen. Welche Bedeutung haben die Lagrange -
Multiplikatoren? Fiir die Daten

1 -2 1 —6
c=(-2,3,-1), A=|1-10], s=[ o0
0 -1 0 6

berechne man die Menge A(Z) der Lagrange - Multiplikatoren im optimalen Punkt
7 = (6,6,0)7.
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Ubungsblatt 5 : Abgabe, Montag, 17.05.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 13: (6 Punkte)
Seien f : R" — R und g : R" — R™ stetig differenzierbare Abbildungen und seien
K ¢ R™ und C C R" konvexe Mengen.

(a) Zeigen Sie: Ist T € R" eine lokale Minimalstelle des Optimierungsproblems

Minimiere f(z)
unter glz)e K, ze€C,

so gibt es einen Zeilenvektor (Ao, A) € R x R™, (Ao, A) # 0, mit
Pof' (@) + Ag'(@)](z — T) 0 firalle z€C,

>
A >0 und A—y) > 0 firalle ye K(g9(T)) .

(b) Spezialisieren Sie diese Bedingungen fiir das quadratische Optimierungsproblem
Minimiere f(z) = 3z"Dz+cx
unter Ar = b, >0,
mit einer symmetrischen n x n Matrix D, einem Zeilenvektor ¢ € R", einer m x n
Matrix A mit rang (A) = m und b € R™. Beweisen Sie die Bedingungen
t'D+c+rA > 0,
@'D+c+AA)T = 0.

Aufgabe 14: (5 Punkte)
Diskutieren Sie die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung fiir das quadratische Optimie-
rungsproblem

1
min { QxTDx +cx | Az = b}

mit einer symmetrischen n x n Matrix D, einem Zeilenvektor ¢ € R", einer m x n Matrix
A mit rang (A) = m und b € R". Driicken Sie die Bedingungen 2. Ordnung aus mit
einer n x (n —m) Matrix N, welche eine Basis von Kern (A) bildet, d.h. die Bedingungen
AN = 0 und rang (N) = n — m erfiillt. Berechnen Sie dann die optimale Lésung 7 € R"
und den Lagrange - Multiplikator A € R™ explizit.

Aufgabe 15: (3+2 Punkte)

(a) Sei D C R" konvex und sei f : D — R konvex. Beweisen Sie die JENSEN’sche
Ungleichung

f (ZZ; O‘z'xi> Siz; aif(z:)

k
firallez; € D (i=1,...,k) und o > 0 mit > «o; = 1.
i=1

(b) Zeigen Sie, da} f(z) = —¢n(z) konvex auf D = (0, 00) ist. Folgern Sie daraus die
Ungleichung

k k k
Hmf‘i§2aixi fiir xiZO,aiZO,Zaizl.
i—1 i1

i=1
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Ubungsblatt 6 : Abgabe, Montag, 07.06.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 16: (3+3+3 Punkte)

(a) Sei D C R" konvex und seien f; : D — R konvex fiir alle j € J mit einer beliebigen
Indexmenge J.

Zeigen Sie, dafl
f(z) :=sup fj(z) konvex ist .

jeJ
Hinweis: Uberlegen Sie, daB epi (f)= (N  epi (f;)-
jedJ
(b) Sei C C R™ konvex und || - || eine beliebige Norm des R". Beweisen Sie, daf} die
Abstandsfunktion
de(z) :=inf {[ly —z| [y € C}
konvex ist.

(c) Sei S C R™ eine beliebige Teilmenge.
Zeigen Sie, dafl die Funktion

ps(z) i= 5ol ~ ds(z)’}

konvex ist, wobei die Abstandsfunktion dg(x) wie in (b) definiert ist.

Hinweis: Entwickle ds(z)? und benutze (a).

Aufgabe 17: (5 Punkte)
Sei f :[0,1] — R eine konvexe Funktion.

Zeigen Sie: Fiir alle n € N sind die BERNSTEIN-Polynome B,(f) : [0,1] — R konvex,
wobei

Bo(f)(z) =3 f(%)(’?)ﬂ@-@%i, 0<z<1.

i=0 ¢
Hinweis: Berechne B,(f).

Folgerung: lim ||B,(f) — flloo = 0, d.h. jede konvexe Funktion f :[0,1] — R ist ein
n — 0o
gleichméfiger Limes konvexer Polynome.

Aufgabe 18: (Programmieraufgabe) Das Gradientenverfahren zur Minimierung einer
C'-Funktion f : R®™ — R, d.h. zur Bestimmung von Z € R" mit

f(@) = min {f(z) |z € R"},

ist ein Iterationsverfahren der folgenden Form:

Start: 2 e R™

Iteration: zf'=z2F 4+ opd®, k=0,1,2,...



Suchrichtung: d* = —V f(z¥)
Schrittweite: (Armijo - Regel) Sei S = {277 | j = 0,1,2...}. Wihle eine feste Zahl
O<pu< % und bestimme
ap =max {a € S| f(z*¥ +ad®) < f(z*) +auf'(z*)d"*
= f(@*) —apVi(*) 'V f(z")}

Abbruchkriterium: ||V f(z*)||; < eps oder k > k.

Schreiben Sie ein Programm zum Gradientenverfahren. Berechnen Sie lokale Minimalstel-
len Z zu den folgenden Testproblemen, wobei z = 0.1, eps = 1075 und ky = 500 gesetzt
werden konnen.

Problem 1: f(z) = 2* — ;2% = € R, o € {£5,40.1}.
Problem 2: f(z) = 22 + 2522, = (71, 72)7 € R?, 20 = (2,2)7.
Problem 3: (Rosenbrock-Problem)
flz) = 100(za —23)*+ (1 —21)%, == (z1,22)" € R?,
z = (1,07, 2°=(-1.2,1)7.
Problem 4:
f(z) = (23 + 1229 — 1)® + (4927 + 4925 + 84z, + 2324z, — 681)°
Start: z°= (1,1)T, f(z°) =3.3306 - 10°
Lokale Minimalstellen:

= (0.28581, 0.27936)7 , f(z) = 5.9225 ;
= (—21.026653, —36.760090)", f(T)=0.

8l 8
|

Problem 5*: (Schétzen von Koeflizienten aus experimentellen Daten)

i~ 1 [ 22+ 22a; + 22a?
f(z) =10 ; bi ( 1+ 73a; b”)
Daten:

1 a; bz

1 (0.0 7.391

2 | 0.000428 11.18

3 | 0.00100 16.44

4 | 0.00161 16.20

5 | 0.00209 22.20

6 | 0.00348 24.02

7 | 0.00525 31.32

Start: 2 = (2.7,90,1500,10)7 , f(z°) = 2.905 - 10*
Losung: T = (2.714,140.4,1707,31.51)T, f(z) = 318.572

Abgabe von Aufgabe 18: Mo., 14.06.99, 9:00 Uhr
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Ubungsblatt 7 : Abgabe, Montag, 14.06.1999, 9:00 Uhr, Ubungskésten 38, 39

Aufgabe 19: (4 Punkte)
(a) Seien f; € Conv(R") und ¢; >0 (j =1,...,k). Fiir die konvexe (Beweis!) Funk-
tion f € Conv(R") mit
k
f() = tfi(z)
j=1
berechne man das Subdifferential d0f(z).

(b) Seien a; < a2 < ... < ay, reelle Zahlen und ¢; > 0, j = 1,..., k. Berechnen Sie fiir
die konvexe Funktion

k
flz) ="tz — aj|
i=1

das Subdifferential 0f(z) fiir alle z € R.

Aufgabe 20: (5 Punkte)
Sei D C R™ konvex, f € Conv(D) und z € int(D). Beweisen Sie die Beziehung

f'(z;v) = max{\v | A € 0f(z)} VveR",

wobei 0f(z) der Subgradient von f in z ist.

Hinweis: Zeigen Sie fiir v € R" die Ungleichungen

(1) o < fl(z;v) VY Aedf(z).
(2) flz;v) < fiir ein A € 3f (z).
Uberlegen Sie zu (2), dass gilt
T+ tu

int (epi (f)) N {( f(x)+tf’(x;v)> | tzo}:[i).

Aufgabe 21: (5 Punkte)
Sei D C R™ und f € Conv(D). Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir das Optimierungs-
problem

(P) min{f(z) |z € D} .

(i) Jede lokale Minimalstelle z € D von (P) ist eine globale Minimalstelle. Die Menge
der optimalen Losungen von (P) ist konvex.

(ii) Ist f streng (strikt) konvex, so hat (P) hochstens eine optimale Lésung.

(iii) T € D ist genau dann eine optimale Lésung von (p), wenn gilt 0 € 0f(T).



Aufgabe 22: (Programmieraufgabe) Das konjugierte Gradientenverfahren zur Mini-
mierung einer C'-Funktion f : R” — R, d.h. zur Bestimmung von Z € R" mit

f(Z) =min {f(z) | z € R"},
ist ein Iterationsverfahren der folgenden Form (nach FLETCHER, REEVES):

Start: " e R", d° := -V f(z°)

Iteration: z*'=2F4+ogd*, k=0,1,...

Suchrichtung: d* := -Vf(z*) + yd* 1, e = [IVFE)/|IVf(F))]?
firk=1,2,... .

Schrittweite: (ARMIJO - Regel) Sei S = {277 | j = 0,1,2...}. Wihle eine feste Zahl
O<pu< % und bestimme

ap =max {a € S| f(z* +ad®) < f(z*) +auf'(z*)d"*
= f(@*) —apVi(*)"Vf(z")}

Abbruchkriterium: ||V f(z*)||, < eps oder k > k.

Schreiben Sie ein Programm zum konjugierten Gradientenverfahren. Berechnen Sie lokale
Minimalstellen Z zu den folgenden Testproblemen, wobei p € [0.01,0.05], eps = 10~ und
ko = 5000 gesetzt werden kdnnen.

(1) Probleme 2, 3, 4 von Aufgabe 18.

(2) Berechnen Sie eine Losung z = (1,7, 73)7 € R® des folgenden Problems der
Nichtlinearen Ausgleichsrechnung:

6
Minimiere > (y; — ¢(t;, z))”

=1

mit den Daten

p(t,z) = 21 + w26™"

[ t; Yi

1 |-5 127
2 -3 151
3 |-1 379
4 1 421
5 3 460
6 5 426

Start: 2% = (500, —160, —0.2)T
Losung: 7 = (523.3,—156.9, —0.1997)7

Abgabe von Aufgabe 22: Mo., 28.06.99, 9:00 Uhr
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Aufgabe 23: (4 Punkte)
Fiir das konvexe Optimierungsproblem

minimiere f(71,72) = 22+ Ty
unter gi(z1,22) = 22 +22-9<0
go(x1,22) = 1 +22,—1<0

berechne man einen Sattelpunkt 7 € R?, X € Ri der Lagrange - Funktion.

Aufgabe 24: (7 Punkte)
Sei C C R" konvex, K C R™ ein konvexer Kegel, f € Conv(R"), g : R" — R™ eine
K-konvexe Abbildung und

S={zeR"|ze€C, g(z)e K} .
Dem Optimierungsproblem
(P)  min{f(z) [z € S}
wird das folgende Dualproblem zugeordnet:

Maximiere () := ;gg(f(m) + Ag(z))
(D)
auf R:={ e (-K)" | p(\) > —o0}.

(1) Zeigen Sie den schwachen Dualitétssatz: Es gilt

o(A) < f(z) firalle e R, z€S.

(2) Zeigen Sie den starken Dualitédtssatz: Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent

(i) (@,A) € C x (—K)* ist ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L(z,\) =
f(z) + Ag(z).
(ii) = € Sist Losung von (P) und X € R ist Losung von (D) und es gilt p(\) = f().

(¢) Zum linearen Optimierungsproblem
(P) Minimiere f(z)=Cz

unter

Y

n :bz , ’l:].,ak
(Ax)i = j;aijxj{gbi i:k—i—l,...,m}
rj > 0 fir j=1,...,r<mn

berechne man die Funktion ¢(A) und die zulédssige Menge R des Dualproblems (D).
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