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Zusammenfassung

Bei dem vorliegenden Dokument handelt es sich um die von mir mit ETEXgesetzte Version meiner
Vorlesungsmitschriften aus der Vorlesung Einfiithrung in die Numerische Mathematik im Win-
tersemester 2006/2007, gelesen von Prof. Dr. Helmut Maurer an der Westf#lischen Wilhelms-
Universitiat Miinster. Ich tue dies, damit ich beim Wiederholen des Stoffs, aber insbesondere auch
zur Vorbereitung der Klausur, nicht auf eine lose Blattsammlung von handgeschriebenen und mehr
oder weniger lesbaren Zetteln angewiesen bin. Wer Fehler in diesem Dokument findet, den bitte ich,
mir diese per E-Mail mitzuteilen:

michael.schaefer@uni-muenster.de

Den Stand des Dokumentes entnehme man bitte dem weiter oben angefiihrten Datum.
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Ein paar Vorbemerkungen

Stellung der Angewandten Mathematik

Praktische Probleme: Physik, Chemie, Technik, Medizin, u.a.

Interpretation ﬂ der Ergebnisse U

Geomf.itrlsche, analytlsche. und Mathematisches Modell, Be-
numerische Methoden, wissen-| <

schaftliches Rechnen
(3 (3

Grundlagenforschung, Verallgemeinerung, Bestim-
mung der Strukturen

schreibung durch Funktionen

Ein sehr einfaches Beispiel

Praktisches Problem: Bestimme ein Rechteck mit gegebenem Umfang, welches maximalen Fléchenin-
halt aufweist.

Mathematisches Modell: Umfang U = 2z 4 2y > 0. Maximiere F' = F(z,y) = xy unter der Nebenbe-
dingung U = 2z + 2y.

Analytische Losung: 2z + 2y = U = y = 1(U — 2z). Folglich erhilt man F = zy = 2(U — 2z) =
12U — 2% = f(z).

Notwendige Bedingung fiir ein Maximum von f(z): es gilt 0 = f'(z), also U — 2z = 0 = 2 = . Damit

erhélt man dann y = %.

Ergebnis: Die Losung ist ein Quadrat mit z =y = %.

Grundlagenforschung, Verallgemeinerung: Sei v = (71,...,2,)7 € R", seien f : R® — R und
g . RT}, N R77L.

Optimierungsproblem: Minimiere (Maximiere) die Funktion f(z1,...,z,) unter der Nebenbedingung

g(xla < '7ITL) = 0.
Ziel: Notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingung, Numerische Verfahren.

Grundaufgaben der Numerischen Mathematik

e Losung linearer Gleichungssysteme

o Nichtlineare Gleichungen und Fixpunkte
Sei D C R™ und sei g : D — R"™ stetig. Gesucht: Fixpunkt Z mit ¢(7) = Z.
Sei D C R™ und f: D — R"™. Gesucht: Nullstelle T € D von f, d.h. f(T) = 0.

e Interpolation
Gegeben: Messpunkte 9 < z1 < ... < x, und Messwerte f;,i = 0,...,n. Gesucht: Polynom
pn(x) :=ag+ a1z + ...+ apa™ mit p,(x;) = f; firi=0,...,n.

e Integration
Sei [a,b] C R und f : [a,b] — R stetig. Berechne I = f(:) f(z)dz.
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I Zahldarstellung und Fehlerrechnung

§ 1 Zahldarstellung und Rundungsfehler
1.1 Zahldarstellung

Es ist bekannt, wie eine Zahl im Dezimalsystem dargestellt und eine Darstellung interpretiert wird:

2725 = 2-10247-10'+2-10°+5-107¢
0.0307 = 3-107247-107%
T = 3.14159265358979
1 = 1.000...=0.999... (nicht eindeutig)

Wie man allgemein eine Zahl x € R zur Basis d € N, n > 2 darstellt, klirt der nichste Satz.

(1.1) Satz. Seid e N,d>2, und sei z € R,z # 0. Dann gibt es eine Darstellung
x=+Y ad, keZo;€{0,....d—1},op #0.
i=k

Diese Darstellung ist eindeutig, wenn zusétzlich gilt: Zu jedem n € N gibt es einen Index ¢ < —n mit
a; # d — 1 (Nichtzulassung einer Periode).

Schreibweise: = = ‘ajag_1...0.a_1...,0 < a; < d—1,a; € N. Die am hiufigsten verwendeten
Basen sind 2,8,10 und 16:

Name des System | Basis d | Ziffern
Dual, Binir 2 0,1 oder 0, L
Oktal 8 0,1,...,7
Dezimal 10 0,1,....9
Hexadezimal 16 0,1,...,9AB,...,F
Beispiele:
185 = 1-2'+0-2°40-2°+1-2'+0-2°+1-27% = LOOLO.L
3.2 = LL.OOLL
29 = 1D

Problem: Auf dem Rechner kénnen nur endlich viele (rationale) Zahlen dargestellt werden. Wir defi-
nieren daher die Menge der Maschinenzahlen

A::{x:j:(zm:akdk)-dl\ake{o,...,d—l}} (1.2)
k=1

Die Darstellung einer solchen Maschinenzahl ist x = +0.a1a5 . .. @y, -d'. Dabei bezeichnen wir 22;1 arpd=*
als Mantisse der Lange m, wobei m € N fest gewahlt wird. Weiterhin nennen wir ! den Exponenten, mit

1 € Z C Z, 7 endlich, etwa I € [lypip, - - - » lmax].

Mit dieser Definition sind verschiedene Datentypen fiir Zahlen moglich:
e Integerzahlen: z = + (3", apd™%) - d™ =3[, apd™*.

e Festkommazahlen: x = + (Z;,n:l akd_k) -d4, q € Z fest gewéhlt.
Diese Darstellung ist in vielen Fillen ungeeignet, wenn es z.B. eine grofse Bandbreite an Exponenten
gibt. Als Beispiele aus der Physik seien die Ruhemasse eines Elektrons mit 9.11 - 10728 und die
Lichtgeschwindigkeit mit 2.998 - 109m /s genannt.

e (normierte) Gleitkommezahlen: z = =+ (3", axd™") - d',a; # 0 fiir z # 0.
Hierbei gilt fiir den Exponenten l,,,;, <1 < l 4, mit geeigneten lpin, lmaz € Z. Alle darstellbaren
Zahlen liegen im Bereich dhmin < |z] < dbme= . Die Wahl von Ly, und lyes héngt vom Rechner ab.
Exponentenunterlauf: |z| < d'mi», 2 wird durch 0 ersetzt.
Exponenteniiberlauf: || > dlma=.
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1.2 Rundung
Eine Abbildung rd : R — A heift Rundung, wenn gilt

|rd(z) — x| = (rlréigl|a—:r|. (1.3)

Eine solche Rundungsfunktion, die eine Zahl x = =+ (Ziozl akd*k) -d' auf m (Mantissenléinge) Stellen
rundet (fiir die (normierte) Gleitkommadarstellung), lautet

_ + (Z;snzl akdik) ’ dlv falls Am41 <

d = 1.4
rd(z) {:t (2?21 apd™* + d’m) d',  falls ayqq > (1.4)

[SIISHNIISY

Beispiele: Sei d = 10 und m = 4.

T = 3.14159..., rd(r)=0.3142- 10
VBT = T7.5498..., 7rd(V/57) =0.7550 - 10!
Die Zahl
1
:7dm71
eps 5

heiftt Maschinengenauigkeit einer normierten Gleitkommamaschine mit Mantissenldnge m zur Basis d.

(1.5) Definition. Sei z € R und sei £ € R eine Niherung fiir .
(i) |z — Z| heifit der absolute Fehler von Z,

(i) fiir # # 0 heift |“=Z| der relative Fehler von i.
(1.6) Satz. Seird:R — A die Rundung aus (1.4). Dann gilt fir « € R\ {0}

(i)

xfrfl(m)

<eps = 3d~™,

z—rd(x)
rd(z)

(i)

Beweis fiir (i). Sei x = £0.a1a2 . .. amam41 - - . - d%, a; # 0. Nach (1.4) gilt |rd(x) — x| < g cd—(mED) L ge.
Zusammen mit |z| > d~! - d° folgt

< eps.

Td(l‘) -z < é . d—m—l .d= ld—'m—&-l.
T -2 2
Beweis fiir (ii) analog. O

Damit erhalten wir also die Darstellung
1
rd(z) =z(1+¢), |e| < eps= id*mﬂ. (1.7)

1.3 Gleitpunktarithmetik

Das Symbol O bezeichne eine der Rechenoperationen +, —, -, /; genauer: B, 5, D7. Die Operation [ ist
nicht abgeschlossen in A.

Beispiele: d =10,m = 2.

0.1180.0011 = 0.1111 ¢ A
11811 = 121¢A

Folgerung: Nach einer Operation O muss im Allgemeinen gerundet werden.

Ausfiihrung auf dem Rechner:

a) moglichst genaue Berechnung von z = z0y, x,y € A, etwa auf 2m Ziffern
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b) Normalisierung von z (Gleitkommazahl) und anschliefende Rundung auf m Stellen.
Die Arithmetik auf dem Rechner kann so organisiert werden, dass gilt
gl(xz0y) = rd(20y) = (z0y)(1 + ¢) fiir z,y € A, |e] < eps (1.8)
Beachte: Die Gleitpunktoperationen sind weder assoziativ noch distributiv!

Beispiele: d = 10, m = 2. Berechne 0.75 4+ 0.055 — 0.8 = 0.005 in Gleitpunktarithmetik:
1) ¢l(0.75 4+ 0.055) = rd(0.805) = 0.81 = ¢l(0.81 — 0.8) = rd(0.01) = 0.01.
2) ¢l(0.75 + ¢1(0.055 — 0.8)) = ¢l(0.75 4+ rd(—0.745)) = ¢l(0.75 — 0.75) = 0.
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§ 2 Fehleranalyse
2.1 Fehlertypen
Gegeben: DCR"”, f: D —R™

Problem: Berechne

y=f(z),r€D
yi = filzr,.an)i=1,...,m (2.1)

r=(21....,2) =y = (Y1, -, Ym)"

Fehlertypen, die die Genauigkeit der Berechnung von y = f(z) begrenzen, sind:

1. Fehler in den Eingabedaten z € R"

2. Abbrech- und Diskretisierungsfehler

3. Rundungsfehler bei den Rechnungen
Beispiel: m = 3. Zu berechnen sei

e’ = Z %]:, rz € R,
k=0,00

hier fiir x = 1.2345.

1. Fiihre die Rechnung mit der Approximation & = rd(z) = 1,23 € A durch.

2. Approximiere die unendliche Summe e* = Zkoio %’: durch die endliche Summe Sy := ZIJLO 771:
Abbrechfehler: e* — Sy =377 \ 4 QJET)'C

3. Rundungsfehler: Berechne mit & die Ausdriicke gl (1i?k> firk=1,...,N.

Statt y = f(x) werden die Approximationen berechnet:

z—y=f(z)
T —y=f(Z)
& — g = f(2), f ist Approximation von f.

2.2 Kondition und Gutartigkeit

Zunichst betrachten wir den Fehlertyp 1.

Sei & € R™ eine Naherung von z € D C R"™. Wir wollen den Fehler im Ergebnis § = f(Z) zu y = f(z)
betrachten. Wir definieren

(i) Ae=%—x
(i) Ay, =4 —zii=1,...,n
(ii) Ay =9 —y.
Dann gilt Ay = f(x 4+ Az) — f(x). Mit der Taylorentwicklung erhalten wir

Ay; = fi(z + Az) — fi(z) = Z agi@
J

Jj=1

Hierbei sei f : D — R™ eine C'-Funktion. Wir nennen hierbei %(”) den Verstarkungsfaktor fiir den

absoluten Fehler Axz; — Ay;. Fiir den relativen Fehler gilt

Ayiwn afz@)ﬂ Ai T

Yi j
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(2.4) Definition.

(i) Die Zahlen k;;(x) := % . % ,i=1,...,m,j=1,... nheifen (relative) Verstarkungsfaktoren

oder Konditionszahlen.

(ii) Das Problem “Berechne y = f(x)” heiflt gut konditioniert, falls alle Konditionszahlen k;;(x) die
Grokenordnung 1 haben. Andernfalls heifst das Problem schlecht konditioniert.

Untersuchung der arithmetischen Operationen +,-,-,/

(i) Multiplikation

T = ( il > €R2,$—>y:f($1,172)21711’2
2

Alson =2,m = 1.

_|of(x)  w | Ty |
ki(z) = ’ or )|~ T2 P =1

_ |9f&) =2 | _ vz | _
kia(xz) = ‘ ors )| T o =1

Die Multiplikation ist also gut konditioniert bzw. gutartig.

(ii) Division

L1

m:(Il)GRQ’x_>y:f(331>$2)=
T2

Also n = 2,m = 1. Wir berechnen

k‘ll(I) =1
k12<.’17) = 1

Also ist auch die Division gutartig.

(iii) Addition und Subtraktion

l(i; > ER? z—y=f(z1,22) =21 + 22

o 5f(30) T | X1
Fu(z) = ’ Ory  f(x)| a1+ 2
x
ku(x) - $1j$2

Das Problem ist schlecht konditioniert, falls x; ~ —zo (Addition) bzw. z; = z3 (Sub-
traktion). Dieses Phiinomen heifst Ausléschung. Dazu ein Beispiel:

1.31-1.25 = 0.06
1.32-124 = 0.08

Der relative Fehler in x; und x5 liegt bei etwa 0.8%, der Ergebnisfehler jedoch bei 30%! Genauer

gilt:
T = ( _113215 > —y=ux1 + 22 = 0.06
Az = ( 8:81 ) Axf” <0.08,i=1,2
kv () = xl”j:@ <922, i=1,2

Ergebnis: Der relative Fehler im Ergebnis ist ca. 40mal grofer als der relative Fehler in den Daten!
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(iv) Wurzel
zeR" z—y=flz)=Vr,yeR

Also n = m = 1. Wir berechnen

_5‘f(:v) r 1 B
M= 0w T 2vE Ve 2

Die Wurzel ist also gutartig.

1 T 1

(2.5) Definition. Ein Algorithmus zur Berechnung einer Losung y = f(«) ist eine Sequenz von endlich
vielen “elementaren Operationen” wie z.B. +,—, -, /,v/z, cos(z).

Es gibt im Allgemeinen mehrere Anordnungen der Rechenschritte, die zum gleichen Ergebnis y = f(x)
fithren. In jedem dieser Schritte fallen Rundungsfehler an. Dabei kann eine unglinstige Anordnung der
Rechenschritte zum Aufschaukeln der Rundungsfehler fithren, obwohl das eigentliche Problem y = f(x)
gut konditioniert ist.

(2.6) Beispiel. Gegeben sei die Quadratische Gleichung y? + 2py —q = 0 mit p > ¢ > 0. Zu berechnen
sei die grofere der beiden Nullstellen. Es gilt

y=-p+Vp*+q= %\/’ﬁ = f(p,q) (zweiter Ausdruck mittels quadratischer Ergéinzung).
p p q

Diese Ausdriicke sind mathematisch dquivalent, jedoch nicht numerisch.

Das Problem ist gut konditioniert, denn es gilt

of(p,q) p ’ p
k frg . prd
»(p,4) ’ o Fmd)| rig b
_ |9fpe)  a ’p+\/p2+q
ky(p,q) = ‘ %0 Tod " v <1.

1. Berechnungsmethode.

Wir berechnen in den Schritten (p,q) — p*> +q — /P> +¢q ™) —p + +/p? + q. An der Stelle (x) kann
Ausléschung auftreten! Zum Beispiel fiir m = 3,p = 100, ¢ = 10 erhalten wir

p? +q = 10010 = 7”cl(p2 + ¢) = 10000 = gl(—p + /p? + ¢q) = rd(—100 + 100) = 0.

2. Berechnungsmethode.
Wir erhalten hier gi(y) = 0.05.

Das exakte Ergebnis ist y = 0.004999875.. . ..

(2.7) Beispiel. Zu berechnen sei das Integral Iy := fol #_:E.)da: fir n = 1,2,.... Als Abschitzung
erhalten wir

1
" 1
|IN|§/ L dr=—— —0fiirn — oo.

1. Methode: Vorwértsrekursion fiir 7,,. Es gilt

1 n n—1 1
1 1
In+5In_1:/ wdm:/ " lde == =1, == —5I,_,
0 495 Jo n n

Als Startwert verwenden wir Iy = In (%) = 0.1823215. ... Hierbei wird jedoch ein Rundungsfehler
in den Eingabedaten in jedem Schritt mit dem Faktor 5 multipliziert. Fiir den Fehler in I, gilt also

1
len] <57+ 5 10~
N—————

Maschinengenauigkeit

Fiir n = 20 und m = 9 folgt also bereits |ea0| < 5 - 105,




Vorlesungsmitschrift “Einfiihrung in die Numerische Mathematik” von Michael Schaefer

2. Methode: Riickwartsrekursion fiir I,,. Es gilt

1 1
P R A
=5 ()

Da wir wissen, dass |[,,] "% 0, setzen wir willkiirlich Iso = 0 (eigentlich richtig wire I5y =
0.00327851462 .. ..) als Startwert fest. Der hierbei auftretende Anfangsfehler wird in jedem Schritt
mit dem Faktor % multipliziert, daher wird das Ergebnis schnell sehr exakt!

Ubersicht:
n | L=1 5Ly To=ln(8) | Loy =& (L, + 1)
1 | 0.088392216 0.088392216
5 | 0.028468364 0.028468352
10 | 0.015329188 0.015367550
15 | 0.130402734 0.010520733
20 | —3.746232 - 10! 7.997523028 - 103
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II Lineare Gleichungssysteme

§ 3 Gaufi-Elimination und LR-Zerlegung einer Matrix

Sei A = (a;r)1<ik<n €ine (n,n)-Matrix und sei b = (b1,...,b,)" € R".

(x1,...,2,)" € R™ des linearen Gleichungssystems (LGS)
Az =10

Motivationsbeispiel fiir die Gaufi-Elimination

21’1 + 4%2 + 61’3 = 2 21‘1 + 4.1‘2 + 61‘3 =
ry + T2 = 1 7?1 = —T2 — 31’3 =
Iy + T3 = 2 §I —2%2 — 21’3 =

207 + 4z + O6xs = 2 2 4 6 X1 2

—X2 — 3%3 = 0 0o -1 -3 xTo = 0
dry = 1 0 0 4 T3 1
—_—— N—
R X C
Man erhélt x5 = i,l‘g = —%,azl = %.

Idee der Gaul-Elimination

Gesucht ist eine Losung =z =

= O N

—21

(3.1)

Fiithre das LGS Ax = b durch eine geeignete Linearkombination von Gleichungen in ein gestaffeltes LGS

iber:
1 Ti2 o Tin
722 T2n
Rr=ceR", R=
O TTL’IL
R heiftt rechte obere Dreiecksmatrix. Falls r;; # 0Vi = 1,...,n, so kann Rz = c riickwérts gelost werden:

n
1 .
;= — ¢ — E rixg | firi=mn,... 1
Tii

k=i+1

Durchfiihrung der Gaufs-Elimination

Es werden Elementarmatrizen L; bendtigt:

1 0
1
L;=
—ljt1,5
0 In.; 1

Rechenregeln fiir Elementarmatrizen

ay

w
LA= J
aj+1 = lj+1,5 - aj

Ay — lnj c Gy

(3.2)

(3.3)

10
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1 0
Lj =
i1
0 ln.j 1
Fiir j < k gilt
1 0
1
I liv1,j
L'L' = .
: 1
etk
0 ln; lnk 1

Gaufi-Elimination und LR-Zerlegung ohne Pivotsuche

Setze
1 1
afy oo af)
A=AW = :
A oY)

1. Schritt: Sei a§11> # 0. Bestimme [;1,7 = 2,...,n so, dass gilt

1 1 1
agl) agz) T aEn)
0 a%) agi) o
LiA= . . ,vgl. (3.3) mit j =1
0 ayy - ai
H L _ ;. (1) _ .
Die Forderung a;; l;1 - a3y = 0 fithrt auf
(1)
lia = %71':2,...,71 und
oD
11
o? = al) —ln-aik=2...n.

Ausgangspunkt vor dem j-ten Schritt:

1 1
ajy ajy;
Li 1. Lol AW = A0 = a9 ... )

j-ter Schritt: Sei a%) # 0. Bestimme l;;,i = j+ 1,...,n so, dass gilt

1 1
P (3
() ()
. . a. PR PN a
LjA(J) = AUG+D — i G41) o
0 Aiy15+1 0 Qi
0 R S SRRt A

(3.4)

11
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Die Forderung a(]) lija; (J) =0,i=j+1,...,n fihrt auf

(J)
lj = (J) ’
@jj

agtt = al) — 10 i k=5+1,...n

,n, woraus folgt

Nach n — 1 Schritten erhalt man

S

) e

0 a Qs
. T = R= () (3.6)

0 aq(ﬁl)

Anwendung der Matrizen L; auf die erweiterte Matrix (A|b):

Ly_1-...-Ly-(A]b) = (R|c),c € R".
Das LGS Az = b ist daher dquivalent zum LGS Rz = ¢ und lésst sich gemif (3.2) 16sen.

Aus (3.6) folgt nun mit (3.4) und (3.5) die LR-Zerlegung von A:

A=r7'L;t ... L' -R=:LR, (3.7)
1 0
L21 1
L=L7'...-L;} = Doz (linke (untere) Dreiecksmatrix)
1
an l’n2 ln,n—l 1

Bei gegebener Zerlegung A = LR ist das LGS Ax = b dquivalent zu den LGS

Le=0b, ¢ =b; — 22;11 likck, 1=1,...,mn (Vorwértsrekursion)

Rr=c, z;=-- (ci - ZZ:iJrl rikxk) ,i=mn,...,1 (Riickwértsrekursion)

Tii

Insbesondere folgt aus (3.7)
det(A) = det(L) - det(R H Tii-

Problem: Wann gilt a 75 0in AU

(3.8) Satz. Sei A eine (n,n)-Matrix, deren Hauptabschnittsmatrizen A; := (a;x)1< k<, regulér (d.h.
det(A;) # 0) sind fir j = 1,...,n. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung A = LR, wobei L eine linke
Dreiecksmatrix mit [;; = 1Vi =1,...,n und R eine regulére rechts Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Durch Induktion iiber n.
Fir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei daher die Behauptung fiir ein n — 1 richtig. Dann ist fiir eine
(n,n)-Matrix die folgende Zerlegung zu zeigen:

_ An—l‘ d _ Ln—l‘o Rn—l‘ T
“‘—( d am)—( I 1)'( 0 | run

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Zerlegun

Ap1=Ln_ 1 Ry
mit R,_; reguliir. For die gesuchten Vektoren I, € R* ! und r,,,, € R gelten die Gleichungen
Q) d=Lp1-r=r=L" -d

(i) a'=1""R,1&a=Rl_, - 1=1= (thl)fl - a. Dies lasst sich ausrechnen, da R,,_; reguldr ist.

12
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(iil) ann =17+ Tpp = Tpn = app — 147 O
Der Satz (3.8) garantiert uns a%) # 0. Behandeln wir daher nun den Fall a%) = 0. In diesem Fall wenden
wir die sogenannte Pivotsuche an.

Dazu benétigen wir Permutationsmatrizen. Sei

0

e; = 1 |, iter kanonischer Einheitsvektor

0

e; :==(0,...,0,1,0,...,0) Zeilenvektor

Eine (n,n)-Matrix P heifft Permutationsmatrix, falls eine Permutation (iy,...,4,) von (1,...,n) existiert
mit
el
P = :
e
Beachte:

a) Die Linksmultiplikation PA permutiert die Zeilen von A

b) Die Rechtsmultiplikation AP permutiert die Spalten von A

Beispiel:
010 1 2 3 4 5 6
0 0 1 4 5 6 = 7 89
1 00 7 8 9 1 2 3
1 2 3 010 3 1 2
4 5 6 0 0 1 = 6 4 5
7 89 1 00 9 7 8
Insbesondere benotigen wir
1 0
1
0 0 0 1
1
P:
1
10 0
1
0 1

PA vertauscht die Zeilen j und r von A. Es gilt

13
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Gauft-Elimination und LR-Zerlegung mit Pivotsuche

Ausgangsmatrix vor dem jten Schritt:

(1) (1)

7 N S
AL = a%) . aﬁ? (3.9)
G) ()
0 anjj e an
Spaltenpivotsuche: Wihle r > j mit |a(j-)| = max |a(j)|.
T g<i<n Y

1. Fall: af}JZ) =0 = A ist singuléir (d.h. det(A4) = 0), da AY) singulér ist. Setze hier L; = E,,.

2. Fall: a%) # 0 = Vertausche die jte Teile mit der rten Zeile. Dies entspricht einer Linksmultiplika-

tion P;AU), wobei P; definiert ist wie weiter oben.

Nach n — 1 Schritten erhalt man

Ly 1Py_1-...-LoPo1PIA=R (3.10)
a'?
Folgerung: Man beachte |l;; < 1|, denn l;; = —&.

Ziel: PA=LRmit P:=P,_1-... - P,
(3.11) Hilfssatz. Sei j < k. Die Permutationsmatrix Pjvertausche die Zeilen k und r > k. Dann gilt
PyLj = L Py,

wobei L; aus L; dadurch hervorgeht, dass in der jten Spalte von L; das kte und das rte Element ver-
tauscht werden.

Beweis.
1 0 1 0
1 1
L; = —li; 1 , PrLj = Iy 0 1
lyj 1 —l:k.j 1 0
0 _l:nj . 1 0 _l:nj . 1

(Achtung: In der rechten Matrix stehen zwischen den beiden Nullen neben —I,.; und —I;; natiirlich Einsen
auf der Diagonalen!)

Wir erkennen
PyL; P, = L;- (beachte: Rechtsmultiplikation mit Py vertauscht Spalten r und k)
Wegen P? = E,, & P, ! = P, folgt dann

PpLj = P.Lj PPy = L, Py.
%/_/

=L’
J

Ziel: PA= LR mit P=P,_,--- P,P.

14
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Anwendung von (3.11) fiir n =4

L3PsLoPoL1PLA =R
= L3P3L2L/1P2P1A =R
=4 L3L/2L/1/P3P2P1A =R
= PA = LR,
wobei im letzten Schritt P := P3P, P, und L := (L})~' (L)' Ly "' gilt.

Die Anwendung auf die erweiterte Matrix (A|b) fiihrt auf die Matrix (R|c). Dann ist R regulir, wenn A
reguldr ist.

(3.12) Satz (LR-Zerlegung und Gauf-Elimination). Zu jeder (n,n)-Matrix A gibt es eine Per-
mutationsmatrix P, eine linke Dreiecksmatrix L und eine rechte Dreiecksmatrix R mit PA = LR, l;; =
1Vj=1,...,n,|l;| <1V1 <j <i<n. Ist Areguldr, dann ist auch R regulér.

Praktische Durchfithrung: Die wesentlichen Elemente von L, d.h. die Elemente [;;,7 > k, k < j, kon-
nen auf den Nullelementen der Matrix A gespeichert werden.

Beispiel:
2 1 3 T1 7
31 6 |- 2 | =] 2 (Pivotelement fiir die erste Spalte: 3)
11 1 3 4

1. Schritt: Vertausche 1. und 2. Zeile:

316
P(Ab)=] 2 1 3 P =
11 1

o = O

1 0
0 0
0 1

NN

Anwendung von L; und Abspeicherung von lo; und l3;

31 6|2 1 0 0
2L 1| ¥ [, L= -3 1 0 [.(Pivotelement fiir die zweite Spalte: 2
2 _q1]1 -1 0901
3 3 3 3
2. Schritt: Vertausche 2. und 3. Zeile:
3 1 6|2 1 0 0
_ Il 2 10 _
Py(Ly(Py(Ab))) = % §ooLR | R={001
33 1|5 01 0

Anwendung von Lo und Abspeicherung von I3

3 1 6 2 1 0 0

i 2 10 —

Iz 9] | L,=1]0 10

2 1 1

3 ; 3|4 0 =3 1
Insgesamt erhalten wir damit

1 00 010

10|, P=PP=|001

2 11 1 00

Es gilt nun PA = LR. Wir haben ein gestaffeltes LGS, welches wir 16sen kénnen:

3 1 6 T 2 r3 = -8
0 % -1 . To = % = 19 = =T
o0 -1 T3 4 z = 19

15
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Programm (Pseudocode) zur LR-Zerlegung PA = LR (Die Permutationen werden im Vektor
p=(p1,...,pn) gespeichert)

fir j=1,...,n : p; =]
fir j 1,...,n-1 :

Pivotsuche:
amax := laj;l, r :=j
fir i = j+1,...,n :
falls l|a;j| > amax :
amax := |a;|, r = j
falls amax = 0 : STOP, A singuldr!

Zeilentausch: (j < 1)

falls r > j
fir k =1,...,n
hr := ajk, ajr = aj., aj, := hr

hp :=p;, p; := pr, Pr := hp

Tranformation:
fir 1 = j+1,...,n:
a;; := a;; / aj; (Berechnung von 1;;)
fir k = j+1,...,n
QAjk T Ak - Q45 0 A5k

Beim Zeilentausch und der Transformation l&sst man k von 1 bzw. j + 1 bis n + 1 laufen, um das ganze
LGS umzuformen.

Gaufi-Elimination zur Losung der Glei- | Anzahl bendétigter Rechenoperationen
chung Az =10 (1 Flop = 1 Multiplik. + 1 Addition)
PA = LR,p = (p1,...,pn) Permutationsvek- Z?;ll [(n—j)+(n—3)?% = inn-1) +
tor in(n—1)(2n —1) = 3 (n® —n)

Le = Pbe = by, — S jlwer¥i = | 142+ +(n—1)=1n?-n)

1,...,n (Vorwirtseinsetzen)

Rx = c,o; = = (¢ —Zzziﬂrika:k) Vi =|1+2+...4+n=3(n’+n)

n,...,1 (Riickwirtseinsetzen)

In der Gesamtsumme benétigt die Gauk-Elimination also

1, . 1 1 1 . 1 .
g(n‘sfn)+§(n2 fn)+§(n2+n) = gndJrn2 - gn:O(n‘S)

Flops.
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§ 4 Spezielle Matrizen. Das Cholesky-Verfahren.

Sei A eine (n,n)-Matrix, deren Hauptabschnittsmatrizen A; = (aix)1<i,k<; regulér sind fiir j =1,...,n.
Nach Satz (3.8) existiert die LR-Zerlegung (ohne Pivoting)

A=LR.
Setze D := diag(r;). Dann gilt
A=LDR, (4.1)

wobei L eine linke und R eine rechte Dreiecksmatrix ist, mit [;; = 1,7;; =1 flir j =1,...,n.

(4.2) Definition. Eine (n,n)-Matrix heift diagonaldominant, wenn gilt

n

Y lawl < al

k=1,k#i

fiir i = 1,...,n. Man sagt, A erfiillt das starke Zeilensummenkriterium.

(4.3) Satz. Bei einer diagonaldominanten Matrix A sind alle Hauptabschnittsmatrizen A; reguldr fiir
j=1,...,n. Also existiert die LR-Zerlegung A = LR.

Beweis. Fiir A; gelte A;z =0 fiir © € R7. Zu zeigen ist dann z = 0.
Annahme: Es gelte |z, | = maxi<x<; |zx]| > 0.
Betrachte die rte Gleichung

J J
g areTr =0 appx, = — E Ak L.

k=1 k=1,k#r

Es folgt daraus nun

i j i
larellzel = D amar] <Y ekl Jmel <D0 larkl | - 2l
k=1,k#r k=1,k#r <"‘|x”‘ k=1,k#r

Wegen |x,| > 0 kann man die letzte Gleichung durch |z, | dividieren und erhlt

J

|a7'r| < Z |a'rk|-

k=1,k#r
Da aber nach Voraussetzung gerade A diagonaldominant ist, ist dies ein Widerspruch! O
Beispiele:
4
4 -2 -1 1 4 1
A= 3 5 1 |,A= . . . (Tridiagonalmatrix)
0o 1 2 ' ' )

0 1 4 1
Tridiagonalmatrizen treten auf bei der Spline-Interpolation. A ist diagonaldominant und daher LR-
zerlegbar.

Spezielle Matrizen A, die die Voraussetzungen von Satz (3.8) erfiillen, sind positiv definite Matrizen. Eine
Matrix A heift positiv definit, wenn gilt

(i) A= A" (Symmetrie)
(i) z'Az > 0 fiir alle z € R™ \ {0}.
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(4.4) Satz. Sei A positiv definit.
(i) Alle Hauptabschnittsmatrizen A; = (aix)1<ik<n von A sind positiv definit und regular.
(ii) Es gibt genau eine linke Dreiecksmatrx L mit I;; > 0 fir i = 1,...,n, so dass gilt
A=LL"
(Achtung: Es wird nicht l;; = 1 gefordert!)
Beweis zu (i). Setze z' = (y%,0,...,0),y € R7,y # 0. Dann gilt
0 < 2'Az = y'Ajy = A; ist positiv definit.
Beweis zu (4i). Nach Satz (3.8) gibt es genau eine Zerlegung
A=U-V
mit U = (u;x) linke Dreiecksmatrix, u;; = 1 fiir ¢ = 1,...,nund V = (v;) regulére rechte Dreiecksmatrix.

Setze D = diag(v;;),vi; # 0 fiir i = 1,...,n und setze R := D1V rechte Dreiecksmatrix mit r;; = 1 fiir
i=1,...,n. Daraus folgt

A=U-D -R,A=A"= R'DU".
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (Satz (3.8)) folgt schon . Es gilt also
A=U-D-U'=R'"-D-R.

Behauptung. D ist positiv definit, d.h. es gilt v;; >0 fuiri=1,...,n.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € R™ \ {0}

0 < 2'Az = 2'R'DRx = (Rxz)'D(Rx).
Daraus folgt 0 < y'Dy fiir alle y € R™ \ {0}, da R regulér ist. Also ist D positiv definit. q.e.d.

Setze nun D2 = diag(\/vs;) fur i = 1,...,n und setze L := U - D3 linke Dreiecksmatrix mit l;; > 0 fiir
i=1,...,n. Dann gilt insgesamt

A=LL
O
Berechnung der Elemente /;;, von L in der Zerlegung A = LL}
Durch Ausmultiplizieren von A = (a;;,) = LL! erhiilt man fiir k= 1,... n:
k. = lil—l—...—l—lik
k—1
Qi = Zlij'lkj firi=k+1,...,n
j=1

Nach Satz (4.4) ist die Auflésung nach l;; moglich:

firk=1,...,n:
lkk:\/m (4.5)
lik = ﬁ (alk—Zf;lll”lkJ> ﬁiri:k—i—l,...,n

Insbesondere erhélt man die Abschétzung |lx;| < Jagg fur j=1,...,k, k=1,...,n.

1
6

2
n3+%—3n.

Rechenoperationen: n Wurzeln, 3
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Programm (Pseudocode) zur Cholesky-Zerlegung

fir k=1,...,n : (spaltenweise)

le, = \/akk - Z;:ll I3
fiir i=k+1,...,n :
lig = ﬁ ( Qi — 25;11 1;;1% )
end
end
Die Losung des LGS Az = b erfolgt in 3 Schritten:

1.A=L-L' Cholesky-Zerlegung
2.Lc=b Vorwirtsrekursion (4.6)

3.Ltr=c Riickwartsrekursion
Fiir positiv definite Matrizen A gilt
Ai; = €§A€i > 0.

Man kann zeigen: jede diagonaldominante Matrix A mit a;; > 0firi=1,...,n,d.h. a;; > 22:1 ki laix],
ist bereits positiv definit.
Fiir positiv definite Matrizen A gilt

2

t'Az = 2'LL'x = (L'z)" - (L'z) = Z Z lejr |
i=1 \k=j

d.h. die quadratische Form x' Az kann als Summe von Quadraten geschrieben werden. Fiir A; = (ai;)i<ik<n
gilt det(A4;) =T[_, 13

i=1 "1

(4.7) Folgerung. Eine symmetrische Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn det(A;) > 0 fiir
j=1...,n

Beispiel: (vgl. Aufgabe 11) Diskretisierung von Randwertaufgaben bei gew6hnlichen DGL. Sei

2 1 0
A, =1 71

o

0 1 9

A, ist tridiagonal, aber nicht diagonaldominant. A,, erfiillt das schwache Zeilensummenkriterium.

Behauptung: A, ist positiv definit. Man {iberlegt sich mit Hilfe des Determinantenentwicklungssatzes,
dass folgende 3-Term-Rekursion gilt:

det(Ap4+1) = 2det(A,) —det(Ap—1), n > 2

det(A;) =2, det(A3) =3
Losung: Man erkennt det(A,) = n + 1 fir alle n € N. Nach (4.7) ist damit A,, positiv definit.
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§ 5 Fehlerabschitzungen bei linearen Gleichungssystemen

Seien A eine reguldre n x n-Matrix und b € R”. Sei z = A—lb“e R™ die eindeutige Losung des LGS
Ax = b. Es stellt sich die Frage, wie sich Fehler in A und b, d.h. Anderungen der Form

(i) b—b+ Ab
auf die Losung = € R™ auswirken.

Beispiel: Lose Az = b mit A = 1 059 > , b= ( 1 ) =z = ( (1) ) Die Spalten von A sind nun

“fast” linear abhéngig. Wir flihren nun eine Stérung in A ein:

- (101 101 0.01 0.01
A‘( 1 0.99);‘&4_( 0 0 )

5 200
Die exakte Losung von AZ = bist 2 = | 194, |. Wir erkennen: Der (absolute) Fehler von in den Daten

101
betriagt 1%, der Fehler in der Lésung jedoch etwa 100%!

Begriindung: Die Matrix A hat eine hohe Kondition. Um diese formal zu definieren, benttigen wir als
Fehlermaf zunichst Normen fiir Matrizen und Vektoren.

(5.1) Definition. Sei K der Korper R oder C. Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine (Vektor-)Norm in
V ist eine Abbildung || - || : V — R mit

(i) ||=|| > O fiir alle x € V oder ||z|| > 0 fiir alle z € V mit x # 0.
(ii) [|Az|| = |A| - ||=]| fir alle z € V und A € K. (Homogenitit)
(iil) ||z 4+ yl| < ||=|| + ||y]| fir alle z,y € V. (Dreiecksungleichung)
Beispiele: Sei V =R" oder V = C". Normen fiir V sind zum Beispiel

1
2

1 n
o |[z]lz == Vate = (3, #7)? fir z € R" bzw. ||z]|2 = (3X;_; |z&[?)
(Euklidische oder Lo-Norm)

mit |z4|? = Tpay, fiir 25, € C.

o ||z|]1 :=Y}_, |zk| (L1-Norm)
o ||z]|oo = maxg=1, _, |zx| (Maximums- oder L.,-Norm)
Fiir die Eigenschaften von Normen ist bekannt:
(i) Jede Norm im IR™ ist gleichméRig stetig beziiglich der iiblichen Topologie.

(ii) Je zwei Normen || - || und || - ||" in R™ sind dquivalent, d.h. es gibt m, M € R mit m||z||’ < ||z|| <
M]||z||" fiir alle z € R™. Dies gilt jedoch nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume.

Eine Matrixnorm || A|| fiir eine n x n-Matrix A ist eine Vektornorm im R™, d.h. es gilt
(i) |JAll > 0 fir alle A # 0.
(i) |[AA]| = |A| - ||A]| fiir alle A € R™ und A € R.

(iii) ||A+ BJ| < ||A|| +||B]| fiir alle A, B € R™".

Beispiel. ||A||r = (Z?kzl afk> * ist eine Matrix-Norm, die sogenannte FROBENIUS-Norm. Diese
Norm ist vertriglich mit der Lo-Norm, denn es gilt

[|Az||2 < ||Al|F - ||x]]2 fiir alle 2 € R™.

Wir wollen im Folgenden jedoch nicht diese, sondern die Norm der folgenden Definition verwenden:
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(5.2) Definition. Sei || - || eine Norm im R™ und sei A eine n x n-Matrix. Die Zahl
A
A = max A2 1142
w20 ||z|[  ljell=1
heiftt, die der Vektornorm || - || zugeordnete Matrix-Norm oder Operator-Norm.
Beispiele.
(i) Die der Norm || - ||co zugeordnete Norm ||A||~ ist die Zeilensummen-Norm

n

[|Al|oo := max Zlaik|'

i=1,....,n =1

Beweis. Sei x € R" mit ||2||cc = maxg=1, . n|zk] =1, dh. |zx] < 1,k =1,...,n. Zunichst gilt

nun
" x| <1 n
[|Az||cc = max g a;irrr| < max E |aik]-
i=1,...,n i=1,...,n
k=1 k=1
Dieses Maximum werde nun fiir ein j € {1,...,n} angenommen. Wir definieren nun & € R™ durch
ajik :
- ) falls aj, # 0
T = .
0, sonst,
Dann gilt ||Z||cc = 1 und
n n n n
- ~ Def. Ty
[|AZ||co = max g airZTr| > g a;pTE| = lajx] = max g |aik|
..... i=1,...,n
k=1 k=1 k=1 k=1

O

(ii) Dieder L1-Norm zugeordnete Norm ist ||A||; = maxg=1,. Z?:l |aix| und heift Spaltensummen-Norm.

(iii) Die der Lg- oder euklidischen Norm zugeordnete Norm heifst Spektralnorm und ist definiert als

1A]lz = v/p(ATA).

Hierbei nennt man p(B) fiir eine n x n-Matrix B den Spektralradius, der definiert ist als
p(B) := max{|A| | A ist Eigenwert (EW) von B}.

Dies sieht man wegen

[|All2 = ||m?X1 [|Az||2 = IIm? Vat AAtz = max{+/|A| | X ist EW von A"A}.

z||=1

(iv) Sei T eine regulire n x n-Matrix (Transformation). Die T-Norm von A ist definiert als

|| T Ax||
Allr = .
[[Allr = max =

Da T regulér ist, existiert zu jedem y € R™ ein x € R™ mit y = Ta. Wir betrachten daher
y =Tz = x = T~ 'y und schreiben
TAx TAT!
Al — e JTATI] T ATy

= max = ||TAT™!|.
w0 [Tl w20 lyll

(5.3) Satz. Zugeordnete Matrix-Normen haben die folgenden Eigenschaften:

(i) Die Abbildung A — ||A]| ist eine Norm im Vektorraum der Matrizen

(ii) ||AB|| < ||A|| - ||B|| fiir zwei n x n-Matrizen A und B. Insbesondere folgt ||A*|| < ||A||* fiir k € N.
(iii) ||E|| =1 fiir die n x n-Einheitsmatrix.

(iv) ||All = min{c|||Az|| < c¢-||z|| fiir alle z € R"}.

Beweis. Ubungsaufgabe.

21



Vorlesungsmitschrift “Einfiihrung in die Numerische Mathematik” von Michael Schaefer

(5.4) Satz.
(i) Fiir jeden Eigenwert A von A und jede Matrixnorm gilt |A| < ||4]]-

(ii) Zu jeder Matrix A und zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Norm || - || 4, in R, so dass fiir die zugeordnete
Matrixnorm gilt

|Al[a,e < p(A) +¢
mit p(A) = max{[A|| X ist EW von A}.
Beweis.
(i) Sei x € R"™ ein Eigenvektor zum EW )\, d.h. es gilt Az = Az. Weiterhin sei ||z|| = 1. Dann folgt
A= AL [l = [|ael]] = [|Az]] < [A]].
q.e.d.

(ii) Sei D = diag(1,¢,€2,...,e""1). Beachte: Fiir eine Matrix B gilt, dass die Rechtsmultiplikation BD
die kte Spalte von B mit £*~! multipliziert, die Linksmultiplikation DB ultipliziert die kte Zeile

von B mit ¢!
Sei nun J = P~'AP die JORDANsche Normalform von A mit regulirer Matrix P. Dann gilt

/\1 M1 0
A2 o
J = '
T Mp—1
0 An

mit fq, ..., 4n—1 € {0,1}. Dann gilt

/\1 Sy951 0
Ao Ep2
C:=D'JD = '
Eln—1
0 An
Sei ||z|| = ||z||co- Setze T := PD. Definiere nun

|Allae = IT7 AT | = ||(PD) " APD||s = [[D™' P~ AP Dl|o = ||Cloc < p(A) +¢
=J

Damit erfiillt || - ||4,c die geforderten Eigenschaften. O

(5.5) Satz. Ist F eine n x n-Matrix mit ||F|| < 1, so gibt es (E + F)~! und es gilt
(i) (E+F)~' =Y (-F)*.  (NEUMANNSsche Reihe)
(i) [I(B+F)~!| < =L
Beweis. Es gilt die Abschitzung
N

Z ||<¥||F’*|<Z|\F\|" W .

Daher existiert die Reihe Y ;-  (—F)*. Durch gliedweise Multiplikation erhlt man

(E+F) i
k=0

Daraus folgt die Darstellung (i). Aus || 3272, (—F)* < y=ypy | folgt damit auch die Abschatzung (ii).
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(5.6) Definition. Die Kondition einer reguléren n x n-Matrix A beziiglich der gewéhlten Norm ist die
Zahl

cond(4) = [|A]| - [l A~

Wir wollen im Folgenden Stérungen der Form A — A+ AA = A-(E+ F) mit F = A~!. AA betrachten.

(5.7) Hilfssatz. Sei A eine regulire Matrix und sei AA eine Matrix mit

laA]]

q:=||A7Y| - ||AA|| = cond(A
AT - [|AA] (4) A

<1

Dann ist A + AA invertierbar und es gilt

A7]
A4+ AA)T? <||7.

I+ aa) ) < =

Beweis. Es gilt A+ AA=A(E+F), F=A"'AAund ||F|| <||A7Y]-|]AA|| = ¢ < 1. Nach Satz (5.5)
existiert das Inverse von (E + F') und es gilt

1A~

1—gq

1A+ AT = [(E+F)TAT < [|(B+F)7H| - [[A7Y] <
O

(5.8) Satz. Sei A eine reguldre Matrix und z eine Losung von Az = b, b € R™. Seien weiter AA, Ab
Stérungen von A und b mit

l1AA]
1Al

q = cond(A) < 1.

Dann ist das gestorte System (A + AA) - (x + Az) = (b + Ab) eindeutig 16sbar und es gilt

|Az]] _ cond(A) (IAAII IAbI>.

lzll = 1—q \ Al bl

Beweis. Nach Hilfssatz (5.7) ist A+ AA invertierbar. Daher ist (A + AA)(x + Az) = (b+ Ab) eindeutig
losbar. Es gilt

(A+ AA)Az = Ab— AA - 2.
Mit (5.7) folgt

|[A1]
1—¢

lAz|| < [[(A- AT [|Ab— AA - ]| < - ([|Ad]] + [[AA]] - [[z]]) -

Wir folgern

IAe] |47 (|Ab|| ) 1471 (|Ab|| Bl A4 )
< : +A4]) = (U2 TP T2 41
Tl = 1= \Upen T840 ="=¢ Uen 1 ™ ap M

Mit [[b]| = [[Az|| < ||A] - [[]| folgt

1Azl _ [IAll- [[A1] (IlAbl n ||AA||>.

lzl| =  1-g¢ 10| Al
Daraus folgt die Behauptung. O
Beispiele.

i) A= < ;’ : ) A1 = ( 2! ) Wir erhalten conduo(A) = [|Aljec - |A"Y|oc = 7- 3 = 21.
2

SIS
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1 0
(ii) Wir betrachten Elementarmatrizen L; = ll 1 . Mit Pivotsuche gilt
Y+l
0 —lnj 1

|lik] < 1. Wir erhalten daher condoo(L;) = ||Lj]|oo ||Lj_1||oo <2-2=4.
1
'

A= ( —99 100 ) = condo(A) = [|Also - [[A™ |0 = 2 - 200 = 400.

(iii) (vgl. Eingangsbeispiel) Man Lose Ax = b fiir

() (1) o

Wir erhalten zunéchst

100 —100
Sei nun
0.001 0.001
AA— ( o 00 )

eine Stérung von A, so gilt

AA||so
q = conds(A) - |||A|| =400-0.001 =0.4 < 1.
Nun ist
1100
r+Ar=2= ( 19% )
1001
die exakte Losung des gestorten LGS, es folgt also
Azl|
1Aloo 5
[|2]loo

Da - wie oben berechnet - ¢ < 1 gilt, erhalten wir aus Satz (5.8) die Abschétzung

[|AZ]] o < conds(A) ||AAllc 400
lzlle = 1-—4¢ Al 1-04

2
-0.001 = -.
3

Man sieht also, dass die Abschitzung in (5.8) deutlich zu hoch sein kann.

Motivation zur Kondition: Der schleifende Schnitt.

Sei A = < Zl ) eine 2 x 2-Matrix mit den Zeilen a; und ay. Man 16se das Gleichungssystem Ax = b,
2

b € R2. Als Losung erhalten wir zwei Geradegleichungen
a1x = by und asx = bs.

Stehen diese beiden Geraden nahezu senkrecht aufeinander, so wirkt sich ein Fehler in den Eingabedaten
(gekennzeichnet durch ein Verschieben der beiden Geraden) nicht sehr stark auf das Ergebnis aus. Sind
jedoch a; und as fast linear abhingig, so liegen die beiden Geraden beinahe aufeinander. Fehler in den
Eingabedaten wirken sich nun sehr stark auf das Ergebnis aus.
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§ 6 Die QR-Zerlegung einer Matrix, Verfahren von HOUSEHOLDER

Sei A eine n x n-Matrix. A sei reell, aber nicht notwendig regulir.

e Die LR-Zerlegung lieferte uns , wobei L eine linke und R eine rechte Dreiecksmatrix ist.

e Die Q) R-Zerlegung von A lautet nun , wobei () eine orthogonale Matrix ist, d.h. @Q*Q = FE
[*= Transposition], und R eine rechte Drejecksmatrix.

Motivation zur (QR-Zerlegung.

Zur Losung des LGS Az = b erzeugt man bei der LR-Zerlegung eine Sequenz (A,b) = (AM,p(V)) —
(A@ 2y — . — (AW b)) — . — (A p(M) = (R, ¢). Dabei gilt (AUTD pU+D) = L. (AW p01)).
Es sei ¢) der Rundungsfehler bei der Berechnung von (A 5())). Nach (5.8) gilt nun die Abschétzung

|| Az]|

|||

n—1
< Z e . cond(AY)).

j=1

Die GAUSS-Elimination ist nicht gutartig, falls cond(AY)) > cond(A™M) = cond(A) gilt.

Idee: Wiihle eine Matrix @; im Ubergang (AU+Y p0+D) = @, - (AU b)), so dass gilt

cond(AYTY) = cond(AY)) = ... = cond(A).

Von nun an sei mit || - || stets die euklidische Norm || - ||2 bezeichnet. Es gilt
|z]| = [[z]]2 = Va*a,

woraus folgt, dass ||A|| = ||Al|]2 (Spektralnorm) die zugeordnete Matrixnorm ist.

(6.1) Hilfssatz. Fiir orthogonale Matrizen @ gilt
) 11Qlle = 1.
(ii) ||QA|l2 = ||A||2 fiir alle Matrizen A.
(iii) Fiir regulidre Matrizen A gilt cond2(QA) = condy(A).
Beweis. Als Ubungsaufgabe.
Das Verfahren von HOUSEHOLDER.

Sei w € R"™ mit w*w = 1, d.h. ||w||]a = 1 gegeben. Sei
Q:=F —2ww".

Dann ist ww* = (w;wk)1<ikx < n eine n x n-Matrix, die man auch dyadisches Produkt nennt. Dann ist
Q orthogonal, denn es gilt

Q"Q = (F—-2ww")(E - 2ww")
= F —4ww" +4dvwwww®*
~—~
=1
= F —4ww* + dww*
E.

Zusétzlich ist @ - wie man leicht sieht - symmetrisch. Nun bedeutet fiir x € R™
Qzr = (F —2ww")z =z — 2(w*z)w
eine Spiegelung an der Hyperebene
H:={zeR"|w"z =0}
Problem: Sei z = (z1,...,2,)* € R™, x # 0, vorgegeben. Bestimme nun ein w € R™ mit w*w = 1 und

Qx = (E —2ww")z = ceq,
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wobei ¢ € R und e; = (1,0,...,0)* € R". Wir wollen nun w € R"™ und ¢ € R berechnen.

Analytische Berechnung von Q.

orth

Es soll gelten Qx = cep mit \|x||2 [|Qx||2 = ||cer]]2 = ||, also ¢ = £||z||2. Mit
Qr =2z 2w z)w = ce; = 2(w'z)w =z — cey

erhalten wir, da ja [|w|| = 1 gelten soll,

T — ceq
W= —
|lz — ceal2
Um Ausléschung zu vermeiden, wihlen wir ¢ = —sign(x1) - ||z||2. Wir erhalten

2
le = cerl; = (lza] + [l2ll2)” + 23 + ... + 23 = 2llll2 - (Joa| + ||2]l2) -

Zusammenfassung.

Q=FE - 2ww*=FE— gle—ce)w—ce)” _ @ gy

[[z—ce1][3

_ - _ 2 _
= —sign(z1) - llzllz, 8 = p=ee = Talm e

sign(z1) - (|z1] + ||z]|2)

€2
U=z —-ce =

Tn

Beispiel.

. . 3 1 8
Sei z = 4> ¢ = —sign(xy) - ||a7|25.Esglltxcel<4>(5)<0)(4)uund

|z — ce1]|3 = 80. Damit gilt

). (x —cer)(z —cer)* 2 .(64 32 ) <

w

le —cesl3 80 \ 32 16

ot oo
SN
\—/

Damit errechnen wir nun

— cer)(w — cey)* (

QE2( =

|z — cea|3

O =
= O
N~
|
N
(SRS
[SUINGIFS

. 3 1 .
Es sei nun A := ( 49 ) Dann ist
5

_ _ 1
QR-Zerlegung von A.

Man bilde eine Sequenz A = AY) — ... — AW = R mit AUTY = Q,;AU), wobei Q; orthogonal ist.

jter Schritt (j =1,...,n—1)

(J)
) * * . * i )
AU — NE) L0 |- Setze = : € R+,
v )
: . nj
0 a;jj) - a%

1. Fall z = 0 € R*7*!. Dann ist A singuliir. Setze Q;=FE.
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2. Fall 2 # 0 € R"/+!. Berechne nach (6.2) die orthogonale (n — j + 1) x (n — j + 1)-Matrix Q; mit

©) 1
) aj; 0 _
Q] . =cj- . c Rn*]+1.
) :
U 0

Setze dann Q; = ( Ej(')fl C;)
j

n — 1 Schritten erhilt man

). Dann ist ); eine symmetrische, orthogonale n x n-Matrix. Nach

Qn1...Q2Q1A=R= A", (6.3)

Definiere die orthogonale n x n-Matrix @ := (Qn_1 ... Q2Q2)~!. Dann gilt Q> = E, d.h. Q = Q'.
Es folgt die QR-Zerlegung

A=QR.

(6.4) Satz (QR-Zerlegung). Zu jeder n x n-Matrix A existiert eine orthogonale n x n-Matrix @ und
eine rechte Dreiecksmatrix R mit

A=QR
und rang(A) = rang(R). Insbesondere ist R regulér, wenn A regulir ist.
Beweis. Siehe obiges Konstruktionsverfahren. O
Erweiterung der QR-Zerlegung auf nicht-quadratische Matrizen.
Sei A eine m x n-Matrix mit m > n. Hierzu bildet man eine Sequenz mit AU+Y) = Q;A0) A(1) = A,

wobei @); eine orthogonale m x m-Matrix ist. Wegen m > n erhilt man nach n Schritten (statt n — 1 im
quadratischen Fall)

AT — Qo Qe Qi A = (?) e R (6.5

Dabei ist Q := @, ... Q1 orthogonal.
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§ 7 Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme, Lineare Ausgleichsprobleme,
Diskrete Approximation

(7.1) Motivation: Ausgleichsgerade. Gegeben seien Messpunkte t; < to < ... < t,, und Messdaten
Y1, - - -, Ym- Gesucht ist eine Gerade y = o+ St mit y; = a + ft; firi=1,...,m.

Fir m > 2 ist dies nicht mdoglich. Als Ersatzproblem betrachtet man die Methode der kleinsten Quadrate:
Man sucht

m

min Y (y; — (a+ Bt:))°.
@B i

Dazu setzt man
1 i Y1
A=l o= | a= (
1 t, Ym

>€R2.

@R

Dann optimiert man

min ||b — Az||3.
(%)

Beispiel.

Gegeben seien die Daten (tq,t2,t3,t4) = (0,3,4,7) € R* = m = 4 sowie die zugehtrigen Messwerte
3
(b1,ba,b3,bs) = (1,2,6,4) € R*. Als Ergebnis werden wir z = ( g ) = ( ? ) erhalten.

2

Allgemeine Aufgabenstellung.

Sei A eine m x n-Matrix mit m > n und den Zeilen a; € R™ mit ¢ = 1,...,m. Sei b € R™. Das
iberbestimmte LGS
Az =b (7.2)

besitzt im Allgemeinen keine Losung. Als Ersatzproblem betrachten wir das Optimierungsproblem

in ||b— Az||2.
min ||b— Az|

Dieses ist dquivalent zum Problem

m

xrg%{r}q b — Az||3 = xrgg}h ;(bz — a;z)*(Methode der kleinsten Quadrate). (7.3)

Notwendige Optimierungbedingung fiir ein Minimum der Funktion f(x) := ||b — Ax||3 ist
Af(x)=0€R"

Wir berechnen
f(x) = (b— Az)*(b— Az) = b*b — bT Az — 2" A*b + 2" A* Ax.

Dann gilt
Af(x)=—-A"0— A"b+2A"Ax =2 (—A"b+ A* Ax) .

Wir definieren: Eine Normalgleichung ist eine Gleichung der Form

A* Az = A*D. (7.4)

Hinreichende Optimierungsbedingung fiir ein Minimum der Funktion f(x) ist
Af(x) =0€R" und D2f = f"(x) = 2A* A > 0 positiv definit.

Dies ist erfiillt, wenn rang(A) = n. Dann sind die Normalengleichungen (7.4) eindeutig 16sbar:

o= (A" 4) A%

Untersuchung des allgemeinen Falles.

Wir fithren die Bezeichnungen
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o Kern(A) = ker(A) =N(A) ={z e R"| Az = 0}
e Bild(A) =img(A) = range(A) = R(A) = {Az ¢ R™ |z € R"}

ein.

(7.5) Lemma.

(i) A*A ist positiv semidefinit und genau dann positiv definit, falls Kern(A) = {0}.
(if) Es gelten die Beziehungen Kern(A*A) = Kern(A) und Bild(A*A) = Bild(A*).
(iii) Es gelten die orthogonalen Zerlegungen

o Bild(A) & Kern(A*) =R™
e Bild(A*)® Kern(A) = R™.

Beweis.

(i) Zunichst gilt a*A*Ax = (Az)*(Ax) > 0, d.h. A*A ist positiv semidefinit. Nun ist (Az)*(Az) =
0< Az =0, d.h. z € Kern(A). Es folgt *A* Ax > 0 fiir alle x € R", x # 0, falls Kern(A) = {0}.

(ii) Die Aussage Kern(A) C Kern(A*A) ist klar.
Es gilt A*Az = 0= 2*A*Ax = 0 = (Ax)*(Az) = Az =0, also z € Kern(A), d.h. Kern(A*A) C
Kern(A). Also gilt schon

Kern(A) = Kern(A*A).
Weiter gilt
dim Bild(A*A) = n — dim Kern(A*A) = n — dim Kern(A) = rang(A) = dim Bild(A™).
Daraus folgt iiber ein Dimensionsargument dann Bild(A*A) = Bild(A*).
(iii) Seien y = Az € Bild(A) und z € Kern(A*) gegeben. Es gilt A*z =0 und

(y,2) = (Az,2) = (r,4°2) = 0,
=0
also gilt y_Lz. Somit stehen Bild(A) und Kern(A*) aufeinander senkrecht. Da auferdem gilt
dim Bild(A) = m — dim Kern(A™*),
folgt insgesamt
Bild(A) @& Kern(A*) =R™.

Analog zeigt man Bild(A*) @& Kern(A) = R".

(7.6) Satz. Das lineare Ausgleichsproblem (7.3) besitzt mindestens eine Losung xo € R", fiir die gilt
A*Axy = A%D.
Die Gesamtheit der Losungen ist der affine Unterraum zo + Kern(A).
Beweis. Wegen Bild(A) & Kern(A*) gibt es zu b € R™ zwei Vektoren s = Azg € Bild(A) und r €
Kern(A*), dh. A*r =0, mit b=s+r = Axg + r, zo € R". Dann gilt
A*b = A*(Axzg + 1) = A" Axg —&-é’:_r/ = A*Axo.
=0
xo ist also eine Ldsung von (7.3).
Behauptung. Jede Losung zo € R" der Normalgleichung A* Az = A*b 16st das Ausgleichsproblem.
Beweis. Sei x € R™ beliebig. Setze z := Ax — Az € Bild(A), r := b— Axg. Dann gilt r L Bild(A), denn
A*r = A*b — A*Axg = 0 = r € Kern(A*). Daher gilt z*r = 0. Wir erhalten
Ib— Azl = |[b— Azo + Ao — Acx|3 = [Ir — 2l3 2 (173 + 112113 > |13 = |Ib — Awol 3.
Es gilt Gleichheit genau dann, wenn gilt
12]3 =0 Az —x0) =0 & 2 — 29 € Kern(A) & x € xg + Kern(A).
(An der Stelle (x) gilt Gleichheit wegen r12)
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(7.1) Beispiel. Wir kénnen das Beispiel (7.1) nun rechnerisch 16sen. Es seien wieder Messpunkte ¢; <
to < ...< ty und Messdaten yq, ...,y gegeben. Gesucht ist eine Gerade y = a+ ft mit Z?zl(yi —(a+
Bt:))? minimal.

Wir haben

A:

===
N WO
=~ O N =

& 2
, T = € R”.
( B )
Wir erhalten

ca_ [ 4 14 . (13
AA_<14 74)’ Ab_(58>'
«

.. % N 13 .. " * _ (31
Man 16st nun A*A ( 3 ) = ( 53 ) und erhélt als Losung 2* = (o, 3) = (3, 5)-

(7.7) Definition. ' € R" heifit verallgemeinerte (Moore-Penrose-)Lésung von Az = b, wenn gilt

(i) A*Azt = A*D
(i) 2" hat minimale Norm ||z'||2 unter allen Losungen = von A* Az = A*b.
(7.8) Satz. Die verallgemeinerte Losung von Az = b existiert und ist eindeutig bestimmt durch
A* Azt = A*b, o' € Bild(A*).

Beweis. Es gilt R" = Kern(A) @ Bild(A*). Sei xg Losung von A*Azy = A*b. Dann existiert eine
Zerlegung

o = 1 + X2 mit z1 € Bild(A*),x2 € Kern(A).
Es folgt
A*AZEO = A*Afﬂl + A* AZEQ = A*A.’El = A*b,
—~

=0

d.h. 1 geniigt den Normalgleichungen.

Behauptung. z' := z; hat minimale Norm.
Beweis. Jede Losung x € R™ von A* Az = A*b hat die Darstellung

x=x1 +zmit z € Kern(A),z1Lz.

Es folgt

|2(13 = [lza]13 + 112113 > [l1]3.
Damit ist der Satz bewiesen. O
Folgerung.

Die Zuordnung b +— z! ist linear! Also gibt es eine n x m-Matrix A" mit
zf = ATb.

AT heifit Pseudo-Inverse oder verallgemeinerte (Moore-Penrose-) Inverse.

Berechnung der Pseudo-Inversen.

1. Fall rang(A) =n < m. Dann ist A*A regulér. Es gilt
A* Azt = A*b = 2 = (A*A)"LA*D.
Daher ist AT := (4*A)~1A*.
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2. Fall rang(A) < n < m. Berechnung mit Singuldrwertzerlegung.

Beispiel.
1 1
. 11 . o 4 4 ) .
Es sei A = 1 1 |soist rang(A) = 1 und es gilt A*A = 4 4 ) Wahlt man nun b =e; € R
1 1
fir: =1,...,4, so erhilt man

(14) ()= m-me-(2)

1
6 ) Wir berechnen nun

Als eine spezielle Lésung erhalten wir zp = (
KGTTL(A) = {(‘rlvxZ) S R2|£L'1 + 29 = O} =R- ( _11 )

und

Bild(A*):({A*eii:l,...,4}>:R-( | )

1
)-HR-( 1 ) = {( i tt ) |t€]R}.Fi'1r ein € xg+ Kern(A) erhalten

Ol

Es gilt o+ Kern(A) = < 4

wir nun

2
1
Hx@:(4+0 + 2.

Dieser Ausdruck ist minimal fiir ¢ = %. Damit ergibt sich die verallgemeinerte Losung 2t zu

~(D)-+0)

Damit {iberlegt man sich

1 1 11
111 1)/)°

Wir nehmen ab sofort stets rang(A) =n < m an.

0o|—00] =

At =

ool —

Nachteile bei der Losung von A*Ax = A*b.

* . « LRSI} : _
1. A*A ist “schwierig” zu berechnen. Denn sei A = 1 14e2

o m =
N O

2
, 80 ist A*A = ( les ! ) Fiir

e = 1,/eps ist dann aber gl(A*A) = ( } 1 > singulér!

2. cond(A*A) ist im Allgemeinen zu grof.

Man vermeidet diese Nachteile mit der QQ R-Zerlegung aus §6. Denn es gibt eine Zerlegung

or- ()

mit R rechte Dreiecks- und @ orthogonale m x m-Matrix. Setzt man nun

h
@=( )
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mit hy € R™ und hy € R™ ™", so erhilt man

o= Acl = 1@ - 40 = v - Qastg = 11 ( 2 )~ (-5 1B

h1 — R
= (") =l R el
2
Dieser Ausdruck wird minimal, falls Rz = hy, d.h. 29 = R™'h;. Dann ist
16— Azl[3 = ||ha|l3
die Lénge des Residuums r = b — Ax.
Anwendung auf die diskrete Approximation.
Gegeben seien Messpunkte (¢;,4;) € R? mit i = 1,...,m und Basisfunktionen ug(t), ..., u,(t) mit m >

n + 1. Beispielsweise seien u;(t) = t* fiir i = 0,...,n. Gesucht ist dann eine Linearkombination u(t)
Y or—o ug(t) mit u(t;) =y, fir alle ¢ = 1,...,m. Wir betrachten das Optimierungsproblem

d.h. wir berechnen

m n
,min Z(yz - Zakuk(ti))z'
0y n i—0 h—0
Diese Problem hat die Form min,cgn+1 ||b — Az||3 mit
Uug (tl) ul(tl) N Uy, (tl) (7)) Y1
A= . , r = E]Rn+1, b= ERm.
wo(tm) wi(tm) oo Up(tm) o, Ym
Beispiel.
Die Menge der Basisfunktionen sei uy(t) = t* fiir K = 0,...,n. Dann erhalten wir
1t 3 ...t}
A=1 o
1 otm 2, ...t

die sogenannte Vandermonde-Matrix. Es ist rang(A) = n+ 1 < m, falls t; # ¢; fir ¢ # j. Der Fall
m = n + 1 heifit Interpolation und wird von uns spéter behandelt. In diesem Fall ist Az = b eindeutig
l6sbar.

Anwendungen.

n =1 Ausgleichsgerade (Regressionsanalyse in der Statistik). Es ist

A*A = mo Xia ) Ab:< 4i=1 )
( Doimiti Doimy t7 D Yiti

Qo

Die explizite Losung von A*A - ( o ) = A*b erhilt man durch Ausrechnen.
1

n = 2 Ausgleichsparabel (vgl. Ubungsaufgabe 22).
n =3 vgl. Aufgabe 23.
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III Iterationsverfahren zur Losung von Gleichungen

§ 8 Definitionen und Grundbegriffe
8.1 Nullstellen
Sei DCR™und f: D — R, f=(f1,...,fa)t. Zu l8sen sei die Gleichung
f(x)=0, =zeD, dh fi(z1,...,2,)=0¥i=1,...,n (8.1)

Ein solcher Punkt € D mit f(T) heifit Nullstelle von f.

Beispiele

(i) Polynome. D C R (n = 1). Sei f(z) = ap + a1z + ... + ap2™, a; € R gegeben. Dieses Problem
taucht auf bei der Berechnung von Eigenwerten (Nullstellen von charakteristischen Polynomen).

(ii) f(z) = « — tan(z) = 0. Dieses Problem taucht auf bei der Berechnung von Schwingungen eines
Balkens. Eine Losung: T = 0. In den Intervallen (km, (k+ %)ﬂ') liegen Nullstellen Z, fir k =1,2,.. ..
Mit Ty ist auch —z; Nullstelle.

(iii) Optimierungsprobleme. Sei h : R" — R differenzierbar (Zielfunktion). Die Losung des Optimie-

rungsproblems
min h(z)
¢
ist eine Nullstelle der Funktion f(z) = Vh(x) = (59;1 (),..., 887};) . Weiterhin gibt es sogenannte

Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungen. Man sucht dann min h(z) unter den Bedingungen

gi(x)=0firi=1,...,kund g;(z) <O firi=k+1,...,m.

Die resultierenden Gleichungen nennt man Optimalitétsbedingungen von Kuhn, Tucker.

8.2 Fixpunkte

Sei D C R™ und g : D — R"™. Gesucht sind Lésungen der Fixpunktgleichung

v = g(a) (8.2)

Ein Punkt T € D mit ¢g(Z) = T heikt Fixpunkt von g.

Sei A(x) eine regulire n x n-Matrix, z € D und f : D — R", dann ist die Nullstellenbestimmung f(z) = 0
dquivalent zu einer Fixpunktgleichung

r=g(x):=z+ Alx)f(z) (8.3)
Anwendung: Zum Beispiel NEWTON-Verfahren mit A(z) = f/(z)~!.

Iterationsverfahren.

Voraussetzung: g(D) C D, Startwert 2° € D.
Iteration:

2 = g(2®), k=0,1,... (falls n = 1 : 241 = g(z1)) (8.4)

k

Falls T := limy,_, o 2, g stetig und limg ., 257 = limy .o g(2*), so folgt T = g(Z). Wir unterscheiden

die folgenden Fille:

1. Fall 0 < ¢/(Z) < 1: anziehender Fixpunkt (Attraktor).
2. Fall ¢/(%) > 1: abstofender Fixpunkt.

3. Fall —1 < ¢/(%) < 0: anziehender Fixpunkt

4. Fall ¢/(%) < —1: abstofender Fixpunkt.
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Die Chaos-Abbildung.
Sei g(z) := ra(l —z) mit 1 < r < 4 und D = [0,1]. Es gilt g(D) C D. Diese Funktion besitzt zwei
Fixpunkt Z; = 0 und Zp = 1 — 1. Die Iteration lautet

Tpy1 = xRl — xp)
Es ist ¢'(z) = r — 2rx, also ¢'(T2) = r — 2rTo = 2 — r. Wir unterscheiden zwei Fille:
k—oo

1<r<3:|¢d@)|<l=z — 1-1

r > 3: Es ist ¢'(T2) < —1. Die Funktion g> = g o g hat zwei weitere Fixpunkte T3, T4 mit x4 = g(3)
und 3 = g(z4). Ist r nur wenig grofer als 3, so hat man eine 2-periodische Folge mit zy2 & x.
Danach kommt es zu wiederkehrenden Periodenverdopplungen und Ubergang ins Chaos.

Allgemein betrachtet man Startwerte 2%, 2!, ..., 2® fiir ein s € N. Also Iteration wihlt man

zFtl = @(xk,xk_l,...,xk_s), k=s,s+1,...

Die Abbildung ® : R™ x ...R"™ — R"™ heift Iterationsabbildung.
S ——
S$+1—mal

Beispiele: s = 0,® = g. 2**! = ®(2*) = g(2*) oder fiir s = 1: Regula Falsi, Sekantenverfahren.

8.3 Konvergenzgeschwindigkeit

Beispiel: Sei 0 < ¢ < 1. Betrachte einen Abschnitt der geometrischen Reihe

k
zilqurl

k
k i k—oo 1 e
T f;q 71_q — 71—q T

Wir betrachten nun den Quotienten

z —aktl

=q<l,

T — 2k

d.h. [T — 2¥*| = ¢z — 2F|.
Es sei nun || - || eine Norm im R"™ und es sei {zF} C R" eine Folge mit T = limy_, 2*. Falls p > 1
existiert, so dass gilt

¢ := limsup (8.5)

koo [T — P

|| —2F Y| <1 firp=1
<oo firp>1

so heikt {z*} konvergent vom Grade p. Die Zahl p heift der Konvergenzgrad. Man unterscheiden nun
verschiedene Konvergenztypen, so z.B. lineare Konvergenz (p = 1) oder quadratische Konvergenz (p = 2).

Interpretation von (8.5): Es gibt ein

0<ec <1l fallsp=1
<oo fallsp>1

und kg € N, so dass
1z — 2"+ < el |z — 2|

fiir k > ko. Die Konstante c in (8.5) heift asymptotische Fehlerkonstante. Fiir den Fehler ey, := |[7—2* ||
gilt

ept1 < c- el fiir alle k > kg = epq1 € O(e}).

34



Vorlesungsmitschrift “Einfiihrung in die Numerische Mathematik” von Michael Schaefer

§ 9 Nullstellen reeller Funktionen
Sei DCR, f: D — Rund {z"} C R eine reelle Iterationsfolge.

9.1 Intervallhalbierung, Bisektionsverfahren

Sei D = [a, b] und es gelte f(a)f(b) < 0. f sei stetig. Dann gibt es ein T € D mit f(Z) = 0. Wir berechnen
f(m) mit m = ‘ITH’ und wéhlen das Intervall, in dem die Nullstelle Z liegen muss, d.h. entweder [a, m],
wenn f(a)f(m) < 0 oder [m,b], wenn f(m)f(b) < 0. Die Mittelpunkte definieren eine Folge {zx} C R
mit

. b—a

Beispiel: f(z) = — tan(x), a = 2, b =4.6. Es gilt f(a) = 4.18 und f(b) = —4.26. Wir berechnen

r5 = 4.47812, x19 =4.49341, T = x190 = 4.49340946.

9.2 NEWTON-Verfahren
Sei : [a,b] — R eine C2-Funktion. Sei x), eine Niherung fiir Z mit f(Z) = 0. Approximiere
f(x) = T(x) = f(zx) + f'(xr)(x — z1) (Taylorentwicklung erster Ordnung)

Berechne nun x4 mit 0 = T'(zp41) = f(xk) + f/(2r) (g1 — x). Wir erhalten

f(xk)
=z — 9.1
T = f'(xx) 6.
Das NEWTON-Verfahren ist eine Fixpunktiteration:
. f(z)
T — T t — 7 .
Tpt1 = g(ag) mit g(z) =2 ()

Beispiele.

(i) fl2)=2%-2,T=v2, g(z) = — L = 1 (z+ 2). Die Iteration lautet dann

1 +2
Th+1 =z | @ — .
k+1 9 k Tr

Als Ergebnis erhalten wir

k T

01

1115

2| 1.417

31 1.414216

4] 1.414213562

(ii) f(z) = = — tan(z), T = 4.49340945. Fiir die Startwerte xo = 2 oder zo = 4 divergiert die Folge
{zr}. Fur den Startwert xg = 4.5 erhélt man x3 = 4.49340945(~ T).

Konvergenzverhalten von (9.1)

Esgilt 241 —T=2a1 — T — ){’((fc’;))‘ Wir betrachten die TAYLOR-Entwicklung um xj:

0= F(7) = Fax) + F'on) @~ 22) + 3 (@ + 0fF — 7)) — 21)?

wobel 0 < a < 1. Wir erhalten

f(zx) _ 1., — — 2
Flan) 3@k + a(@ — 1) (@ — zx)

T — T —

f@e)
Daher gilt nun

1 f"(wk + (T — )
2 f'(xk)

(f — fk)Q-

Tyl — T =
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Unter der Annahme, dass gilt T = limg_, x; (Beweis folgt spiter), erhalten wir

T meal 1)@
im — = — —
k—o0 |.’17 — :ck|2 2 f/(l‘)

=:c < oQ.

Das NEWTON-Verfahren hat also Konvergenzgrad 2, wenn es konvergiert. Den Konvergenzgrad des Ver-
fahrens im R"™ betrachten wir in §11.
9.3 Das Sekantenverfahren (Regular falsi)

Startwerte: zp und x;. Iteration: Berechne die Verbindungsgerade (Sekante) zwischen den Punkten
(-1, f(xg—1)) und (xg, f(zx)) und bestimme deren Nullstelle.

Tp — Th—1

fxr) = f(wgp—1)

Beachte: Es werden nur Funktionswerte benutzt, aber keine Ableitungen.

Tht1 = (I)(l‘k, $k_1) =T — f(xk) (9.2)

(9.3) Satz. Essei f: R — Rin einer Umgebung von T zweimal stetig differenzierbar. Es gelte f(Z) = 0
und f'(Z) # 0. Dann konvergiert die Iteration (9.2) gegen 7, falls die Startwerte z; und z( hinreichend
nahe bei 7 liegen. Der Konvergenzgrad ist p = (1 + v/5).

Beweis. Siehe z.B. das Buch von Schwarz, Seite 201.
Beispiel: f(z) =z — tan(z).

Ty,
4

4.6

4.6587

4.49340824

Division durch Null

— =
W N Ol = O
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§ 10 Konvergenzsatze fiir Iterationsverfahren

Sei D C R™ und g : D — R" mit g(D) C D. Gesucht ist ein Fixpunkt T € D mit T = ¢(Z). Wir erhalten
die Fixpunktiteration

2F = g(2®) fiir k= 0,1,... mit Startwert 2° € D. (10.1)

Sei || - || eine Norm im R".

(10.2) Definition. ¢: D — R" heilit kontrahierend in D, falls ¢ € Ry existiert mit 0 < ¢ < 1 und

llg(z) — gl < qllz —yl|Vz,y € D.

Voraussetzung: g sei stetig differenzierbar. Unser Ziel ist die Berechnung von ¢. Wir definieren: Eine
Menge D C R™ heifst konvex, falls ax + (1 — )y € D fir alle z,y € D und 0 < a < 1.

(10.3) Satz. Sei D C R™ konvex und sei g : D — R” stetig diffbar. Es gelte sup,cp |9’ (z)||o < 1.
Dann ist g kontrahierend in D mit ¢ = sup,cp ||¢'(z)||. Hierbei ist ¢'(z) = Dg(x) = (891') (x).

95 )i

Beweis. Seien x,y € D beliebig. Wir betrachten die Funktion ¢ : [0,1] — IR™, gegeben durch
o(t) =gtz + (1 —t)y) furte[0,1].

Es gilt dann
e(0) = g(y)
(1) = g(x)

¢(t) = glte+(1-ty)(z—y)

Aus dem Mittelwertsatz erhilt man nun

() = (p1(t),., on(t))” mit [oi(1) = @i(0)] < max. | (1)]-

Damit berechnen wir

l9@) = 9®)lle = Ilp(1) = 9(0)lle = max [pi(1) = :(0)
< / t o = / ¢ 1—+ _ .
< max |lo'(t)lleo = max [lg'(tz + (1 - t)y)(@ —y)|
< / 1— . _
< goax (19 (k2 + (1= ))l|eo - |7 = ylloo
< (sl @) - lle =il
zeD
fiir ein ¢ < 1. -

Anwendung: Fiirn = 1ist D = [a,b] C R konvex. g : [a,b] — R ist kontrahierend, falls max,¢[q,4) |9’ (7)] <
1 und falls g stetig differenzierbar ist.

(10.4) Satz (Fixpunktsatz von BANACH) Sei D C R"™ abgeschlossen und sei g : D — R”™ kontra-
hierend auf D mit g(D) C D. Dann konvergiert die Folge 2! = g(2*), k > 0 fiir jeden Startwert 2° € D
gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt T € D von g. Weiterhin gelten die Abschitzungen

(1) 17 — 24| < 7 [l — 41| < 2 fla? — 2] und
(ii) ||z — 2"+ < ¢||T — 2¥|| (Lineare Konvergenz)
Beweis. Wir zeigen, dass {2%}ren C R"™ eine CAUcHY-Folge ist. Fiir k > 1 gilt

ot — 2 = [lg(e*) — g(e* | < glla® — 2P| < Pt — 2P| < < Hfet - 0
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Fiir alle m € N gilt also

m—1
[l — 2| =[] ) (@ = 2R | (10.5)
j=0
m—1 m—1
< ||(Ek+j+1—xk+j”§ qu+j||xl_x0||
§=0 §=0
m—1 qk
= [ X @) et =2l < et ).
i=0 ¢

Daher ist {2} eine CavucHY-Folge. Sei nun Z := limy_.o, 2* der Grenzwert. Dann ist T € D, da D
abgeschlossen ist. Es folgt

7= lim 2" = lim g(z%) = 9(@),
k—o0 k—o0

d.h. T ist ein Fixpunkt von g. Weiterhin gilt fiir m — oo in (10.5) bei festem k die Abschitzung

k
|7 — 2| < —1—

||zt —2°].
Fiihrt man die Ersetzungen z' — 2% und 2% — 2¥~1 durch, so folgt wegen

q

17 —a*|] < ———|la* — 2" 7|
1—

||

insgesamt die Abschétzung (i). Die Abschétzung (ii) sieht man wegen

17 — 2" = |lg(®) — g(a™)|| < qlfF —2*]].
Fiir die Eindeutigkeit des Fixpunktes betrachten wir einen weiteren Fixpunkt £ € D mit & = ¢(Z). Es
gilt

1z — (| = llg(Z) — 9(2)|| < qllz - Z||.

Wegen ¢ < 1 folgt daraus schon ||T — Z|| =0, also T = 7. O

Fiir die Anwendung des Satzes ergeben sich einige Schwierigkeiten:
e Man muss eine kontrahierende Funktion g : D — IR™ finden.

e Man muss D C R" mit g(D) C D bestimmen.

Beispiel. Bestimme T € R mit ¥ = ¢g(%) und g(x) = e~?. Dazu wihle man D = [0.5,0.69]. Dann gilt
g(D) C D. Man berechnet die Kontraktionszahl ¢ zu

! —x —0.5
¢ = max |9’ ()| maxe e 0.606531 <

Mit dem Startwert xg = 0.55 € D erhilt man

k Tk

01]0.55

11 0.57694981
11 | 0.56717695
12 | 0.56712420
20 | 0.56714309
241 0.56714327

k
Man benutze nun die a-priori Abschéitzung [T — x| < 7% [x1 — 2o|. Man kann sich nun fiir die bendtigte

!
Zahl k der Iterationen interessieren, so dass [T — x| < {4 |x1 — 2o < € fiir beispielsweise € = 1076 gilt.
Wir berechnen

e(l—-q)
e(1-q) log(Q)<0 4 iog (‘ero\)

k
q" < >
\1‘1 - 170\ 10%(‘1)
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Im Beispiel gilt ¢ = 107% und ¢ = 0.606531. Dann folgt k£ > 22.3, d.h. wir haben mit k = 23 eine leichte
Uberschiitzung gegeniiber der Tabelle. Die a-posteriori Abschiitzung liefert uns

q
1—gq

|f—$12| S |£L’12—(L‘11| %8310_5

Beispiel. Es sei g(z) = 2%, Aus ¢(7) = T folgt dann T = 0 oder T = 1. Fiir 7 = 1 ist ¢’(Z) =2 > 1 und
somit der Fixpunktsatz nicht anwendbar. Die Folge {z;} divergiert fiir alle zp > 1. Als Idee betrachtet
man hier die Umkehrabbildung. Dazu bestimmen wir h(z) so, dass gilt

h(z) = g~ ' (z) = h(g(z)) = id(z) = z.
Dann hat h die gleichen Fixpunkte wie g, d.h. es gilt h(Z) = Z. Insbesondere gilt nun

1
g (z)

Im konkreten Fall setze man h(x) = v/z und erhélt A'(1) =

= |h'(z)| < 1 falls |¢'(x)| > 1.

B (z) =

1
5-

(10.6) Satz. (Lokaler Konvergenzsatz) Sei g : R — R" mit g(T) = T fiir ein T € R"™ gegeben.
Ist g stetig differenzierbar in einer Umgebung von Z und gilt ||¢'(Z)||ec < 1, dann gibt es eine Umgebung
D C R™ von 7, so dass das Iterationsverfahren

"t =g(a*), k>0,
fiir alle z° € D gegen 7 konvergiert.

Beweis. Essei D := B,.(T) = {x € R" | ||z — T||co < 7} die (abgeschlossene) Kugel um Z mit Radius
r > 0. Wahle 7 so, dass ||¢'(2)||cc < ¢ < 1 fiir alle z € B,.(Z). Dies ist moglich, da g stetig differenzierbar
in einer Umgebung von Z ist. Wir zeigen nun ¢g(D) C D. Fiir « € B,.(%) gilt

lg(2) = Tl = [lg(2) = 9(T)[lo0 < gllz = Tlloo < gr <7

AuRerdem ist g kontrahierend auf D wegen sup,cp ||¢'(2)]|oc < ¢ < 1. Damit folgt nun die Behauptung
aus dem Fixpunktsatz von Banach (10.4). O

Anwendung im Fall n = 1: Fixpunktverfahren ist ein Verfahren pter Ordnung.

(10.7) Satz. Sei g: R — R eine CP-Funktion mit p € N, . Sei T € R ein Fixpunkt von g mit den
Eigenschaften

(i) ¢ (@) <1lfirp=1und
(i) ¢ (@) =0fiiri=1,...,p— 1, falls p > 2.
Dann gibt es ein Intervall D = [T — r,T + 7], r > 0, so dass fiir alle g € D die Iteration zj41 = g(zx),
k > 0, konvergent gegen T vom Grad p ist mit
lm P =T L)y
k—o0 |I’k - T|p p!

Beweis. Mit den Voraussetzungen (i) und (ii) folgt insbesondere |¢'(Z)| < 1 fiir alle p. Daher folgt die
Konvergenz der Folge {z}ren fiir alle 29 € D = [T — r,T + 7] mit 7 > 0 geeignet aus (10.6). Die
TayLoR-Entwicklung von g(zy) um T liefert

tp1 = glan) =g(T) + Z %g(i)(f)(zk —T) + %g@) (T + oz — 7)) (xp — T)P

1
T+ ng(p) (T + a(zy — 7)) (zr — T)P
fiir ein geeignetes 0 < o < 1. Es folgt

S ek (NI sy N = L0z
Jim L~ i g @+ e, = )| = 1lo® @)
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O
Anwendung: NEWTON-Verfahren. Sei € R eine Nullstelle von f : D — R mit D C R. Man betrachte
die Tteration

f(xy)

T+l = T — f/(fl,'k) fir k > 0.

Unter der Voraussetzung, dass T eine einfache Nullstelle von f ist, d.h. es gilt f'(Z) # 0, erhalt man fiir
die Funktion g,

@)
A= )
die Ableitungen
o _F@F @) @)
7= p WO = Ty

Insbesondere gilt ¢'(Z) = 0 wegen f(T) = 0. Wendet man Satz (10.7) an mit p = 2, so erhilt man

lim |Zk+1 :T\ _1 f”(f)
k—oo |zp — T[> 2] f'(T)
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§ 11 Das NEwTON-Verfahren im R"

Sei D C R™ und sei f : D — R"™ eine C'-Funktion. Gesucht ist eine Nullstelle T € D von f mit
f(@) =0 € R™ Wir erhalten die verallgemeinerte Fixpunktiteration

P =2b — @) @), k>0, 2°€eD. (11.1)

Hierbei ist

1Ry 8fi k)
F'(a%) (8%@) o

die JacoBI-Matrix.

(11.2) Satz. Sei D C R" offen und konvex. Sei f : D — R" eine C''-Funktion, so dass f’(z) ™! existiert
fiir alle z € D. Fiir eine Konstante ¢ > 0 gelte die (affin-variante) Lipschitz-Bedingung fiir f'(z):

I1f (z) "t (f(x — tv) — f'(z)v]| < ct||v]|*Yt € [0,1],2 € D und v € R" mit z +v € D (11.3)

2

c?

Es gelte f(Z) = 0 fiir ein T € D. Wihlt man nun einen Startwert 2z° € D mit r := ||T — 2°|| <
B, (%) C D, so gilt fiir die durch (11.1) definierte Folge {zy}:

G) [|T—2%|| <7 k>0,7 = limg_ o0 z*
(ii) ||z — | < &f|7 — || fiir k> 0
(ifi) Z ist die eindeutig bestimmte Lésung von f(Z) = 0 in B%(E).
Beweis. Falls f : D — R" eine C2-Funktion ist, gilt
1f (@ + tv) — f' (@) = || (2 + stv)tv|| < cot||v]|
mit 0 < s <1 und ¢y > 0 geeignet. Auferdem gilt

1 (@) <a

fiir ¢; > 0 geeignet. Damit folgt die Abschétzung 11.3.
Hilfsbehauptung: Es gilt
- c
1) () = (@) = f'@)(y =) || < 5lly —@[* Yo,y € D (11.4)

Beweis: Setze p(t) := f(x +t(y — x)) fiir 0 < ¢ < 1. Dann gilt

F(0) — £(2) = o(1) — (0) = / o (t)dt = / fe 4ty — 2)(y — ).

Daher gilt

fy) = f@) = f@)(y—=) = /O (f'(@z+ty —2)) = f'(2)) (y — x)dt.
Insgesamt erhalten wir

1
1 (@)™ (f) = fl2) = f@)y—2)] = | 0f’(w)’l(f'(ffﬂ(y—w))—f’(x))(y—ff)dtll

(11.3) ¢
<[ elly - P = Glly - <l
0

d.h. es gilt (11.4).

Damit haben wir eine Abschitzung wie in §9.2 fir n = 1:
Pz = T PN = T P (6 - £(@)
= @) (f@") — f@) - [ 7).
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Mit (11.4) folgt dann
k+1 = Ciik =12
1277 = =[] < Sll=® — ="

Falls |[Z — z*|| < r, so folgt mit g := $r < 1

_ c _ _ _
"1 =7 < Slla* =3 [la" — 7] < qlla” — 7).
—_—
<gr=g<1
Wegen r = ||T — 2°|| folgt insbesondere ||z* — Z|| < r fiir k = 1,2,.... Damit gilt dann
7= lim .
k—oo

Dies zeigt (i) und (ii).

Zur Eindeutigkeit: Sei 2 € B: mit f(Z) = 0 eine weitere Nullstelle. Zu zeigen ist nun ¥ = 7. Die
Abschitzung (11.4) ergibt

- N — - N\~ — Cli~ i~ = JO
12 =2l =[1f'@" | {@) - f@)-@-7) || <5 [|2 =717 -7/ < |7 - |
~— —_———
=0 =0 <%
Dies ist offenbar ein Widerspruch, also muss schon & = T gelten. O

Praktische Durchfiihrung des NEWTON-Verfahrens
Schreibe (11.1) als das LGS

f'a") @M —ab) = — f(a").
Lose das LGS

fl(@F)d* = —f(2¥), setze ¥t =2k 4 @k (11.5)
Falls f’(x*) bekannt ist, kann man fiir n = 2 das Inverse leicht ausrechnen und (11.5) explizit 1dsen.
Beispiele:

(i) Sei z =z + iy € C. Die Gleichung e¢* — z = 0 in C fiihrt auf
e’cos(y) —x =0, e*sin(y) —y =0
Iteration: (xo,y0) = (1,1), k =5, (x5,y5) = (0.318131505204, 1.337235570143).

(i) 3a1 — cos(z122) — 3 =0, 27 — 81(x2 + 0.1)? + sin(z3) + 1.06 = 0, e~ ™12 + 20z3 + 192=2 = 0. Wir
erhalten Z = (0.5,0.0, —0.5235877)*.

Varianten des NEwWTON-Verfahrens

(i) Approximation von f’(z) durch Differenzenquotienten.

Ofi ~ fila® + hej) — fi(a")

a1, (%) Y mit Schrittweite A > 0.

Eine bessere Strategie ist das quasi-NEWTON-Verfahren: Dazu approximiert man f’(2*) durch eine
n x n-Matrix By und macht einen (leicht zu berechnenden) Ubergang By — Bj1.

(if) Modifiziertes NEWTON-Verfahren; A-Strategie.
Mit einem Konvergenzerzeugenden Faktor 0 < A; < 1 betrachten wir

2P = 2P 4 A\pd® mit dF = — f'(aF) 7L f(2F)

Die optimale Wahl fiir Ay erhélt man durch “Merrit-Funktionen”.
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§ 12 Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Sei A eine regulidre n x n-Matrix. Zu 16sen sei das LGS Ax = b fiir b € R™. Die GAuss-Elimination be-
notigt dazu %n3+0(n2) Operationen. Dies ist fiir sehr grofse n oder schwach besetzte Matrizen ungiinstig.

Beispiel
Sei f € Cla,b]. Gesucht ist eine Losung u € C?[a,b] der Randwertaufgabe (RWP)

' (z) = f(z),u(a) = 0,u(b) = 0.

Betrachte dazu folgende Diskretisierung: Wihle n € INT und setze die Schrittweite h := er‘; Nun
definiere

T, =a+ih

fir i =0,...,n+ 1. Dann gilt o = a und x,,,1 = b.
Nun Approximiere

u' () =~ 7 (w(x;) —u(zi—q)) firi=1,...,n+ 1 sowie
1
flai) = w(w) m o (W (2ip1) = ' (21))
1/1 1
~ (5 o) = ) = § (ulw) — i) )
1
= 12 (u(wigr) — 2u(z;) +u(x;—1)) firi=1,...,n
Approximiere nun weiter u(z;) durch u; € R. Wegen u(a) = u(zo) = 0 und u(b) = w(z,41) = 0 fordert
man ug = un+1 = 0 und betrachtet das LGS fir (uq,...,u,):
(5 — 2U1 = th(.%‘l)
i1 — 24y + U1 = th(J?l) firi=2,...,n—1

- 2“71, + Up—1 = th(l‘n)
Wir erhalten in Matrixschreibweise

-2 1 0

1 -2 1 Unp, f(zn)

—=:A(neg. def. nach §4)

Beachte, dass A nicht das starke, sondern nur das schwache Zeilensummenkriterium erfiillt.

Idee fiir ein Iterationsverfahren

Betrachte eine Aquivalenzumformung des LGS Az = b in eine Fixpunktgleichung
r=Cxr+d
mit C geeignete n x n-Matrix und d € R". Wir erhalten die Fixpunktiteration
2D = Czae® 4 d, k >0, 29 € R" beliebige (12.1)

Betrachten wir einige Spezialfille. Dazu zerlegen wir zunéchst A in A = L + D + R (dies ist keine
LR-Zerlegung!) mit

0 a2 e A1n
a1 0

0 Apn T Ap—1,n
anl ... Qnn-—1 0 0
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(i) Gesamtschritt- oder JACOBI-Verfahren (GS-Verfahren).

Ar=(L+D+R)x=b

Iteration fiir a;; # 0 fir alle i = 1,...,n:
Dz Y 4 (L 4+ R)z® = (12.2)
2 ) = 0z® 44 k>0,0:=—-D"YL+R),d:=D"'b (12.3)

Explizit lautet die Iteration (12.2)

a¢i$§k+1) + Z aijx§k) = bi7 1= 1, coo5n (12.4)
J#i

(ii) Einzelschritt- oder GAUSS-SEIDEL-Verfahren (ES-Verfahren).

Idee: Ersetze fir j < i die Werte a:;k) in (12.4) durch die bereits berechneten Werte .1‘§»k+1).
Zaijx§k+1) + az‘ifo + Zaijxg-k) =b;,i=1,...,n (12.5)
i<i j>i

In Matrixform erhilt man
(L + D)™V 4 Ra® = p, (12.6)

wobei gilt z*+1) = Cz®) + d mit C = —(L + D)"'Rund d = (L + D)~ .

(12.7) Definition (Konvergenz). Sei C eine n x n-Matrix. Die Iteration
e = e 1 d, k> 0,20 deR"

heift konvergent, wenn die Folge {z(®} fiir alle (%) und d konvergiert.

(12.8) Satz (Konvergenz). Gegeben sei die Iteration 2(**1) = Cz(*) 4+ d mit k& > 0 und z(® € R".
(i) Hinreichend fiir die Konvergenz ist die Bedingung ||C|| < 1 fiir eine geeignete Norm || - ||
(if) Die Iteration konvergiert genau dann, wenn der Spektralradius p(C) < 1 ist.

Beweis.

(i) Es gilt 2*TY = g(2®)) mit g(z) = Cx + d. Die Abbildung g ist kontrahierend, da ||g(y) — g(x)|| =
[|IC(y — 2)|| < |IC|] - ||y — || fiir alle z,y € R™. Sei g := ||C]| < 1, so folgt nach dem Fixpunktsatz
(10.4) von BANACH mit D = R" die Konvergenz fiir alle (°) € D = R™.

(if) Seip(C') < 1. Nach Satz (5.4) gibt es eine Norm ||-|| mit ||C|| < 1. Nach Teil (i) folgt die Konvergenz.

Sei nun die Iteration konvergent. Sei Cxz = Az mit |A| = p(C). Setze nun
2O =d=uz.

Die Iteration ergibt
W =0z 4d=Cr+z= r+z=(\+1)z

Man verifiziert leicht, dass gilt
D = (W X A+ 1)

Aus der Konvergenz von {z(®} folgt |\| = p(C) < 1. O

Anwendung auf das GS-Verfahren
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(12.9) Satz.
(i) Das GS-Verfahren (12.3) konvergiert fiir alle diagonaldominanten Matrizen A.

(ii) Das GS-Verfahren (12.3) konvergiert fiir alle Matrizen Amit >°, ; |air| < [aps| firallek =1,...,n
(starkes Spaltensummenkriterium)

Beweis.

(i) Es gilt C = —D YL+ R). Fiir D ki lai| < ag fiiralled =1,...,n folgt [|Cl|oc <1 und damit die
Konvergenz nach (12.8(i)).

(ii) Wende (i) auf A* an. O
Im GS-Verfahren gilt A =L+ D+ R. Mit Cq = —D (L + R) und d = Db wird daraus die Vorschrift
2™ = Oga® 4 d.
Es gilt weiterhin

1
ICcllo = iﬂ?ﬁﬂ?%h%ﬂ IICellee <14 ;lalk‘ <law|Vi=1,.
7 7

Als Folgerung erhalten wir die Abschitzung ||7 — 2 ||, < %Hxl — 29| oo mit q := [|Cq]|oo-

(12.10) Definition. Eine Matrix A = (a;x) heifit zerlegbar, wenn es nichtleere Teilmengen Ny, Ny C
{1,...,n} gibt mit

(1) N1 UNy = {1,...,?1} und NN Ny =0
(ii) Fir i € Ny und k € Ny gilt a;, = 0.
Das bedeutet: Ist Ny = {1,...,q}, so gibt es eine Permutationsmatrix P mit

" Ay 0 )
prAp = 4 ,
( Ag1 Agp

wobei A1, ¢ Spalten enthilt. A heiRt unzerlegbar, wenn A nicht zerlegbar ist.

(12.11) Satz (Schwaches Zeilensummenkriterium). Sei A unzerlegbar und es gelte

Z|abk| < |CL1'Z‘| flir ¢ = 1,...,n
ki
sowie
Z laik] < |aig.q,| fiir mindestens ein ig € {1,...,n}.
k#ig
Dann konvergiert das GS-Verfahren.
Beweis. Zu zeigen ist p(Cq) < 1. Wegen ||Cqlloo < 1 gilt p(Cq) < 1.
Annahme: p(Cg) = 1 = |A| fiir A € C ist EW. Sei z € C" mit Cgx = Az, ||7]|lc = 1. Setze oBdA.
Ny ={ie{l,...;n}||z;] =1} und No ={1,...,n}\ Ny.
Es gilt (Cgz); = Zk# cirxy wegen Co = (ci) mit ¢;; =0 fiiri =1,...,n. Es folgt

Z CikTl = AT;.
k#i
Wegen |A| = 1 erhalten wir

a a;
mwwm<2m¢w—2“%m<z“ﬂg.

ki i ~~ P ki

Fiir alle ¢ € Ny gilt |z;| = 1 und daher mit der Abschétzung -, ; aix| = |ai|- Wegen 3, ., lai, x| <
|a, | fir ein ig folgt ig € N2, d.h. Ny # (. Da A unzerlegbar ist, gibt es iy € N; und k1 € No mit
ai, 5, 7 0. Dies ergibt einen Widerspruch wegen

i (*) 7 7k
TAED BF <= T PALSS SR < L)

ki1 | 11,21| k#iq ‘allﬂll -

Die Abschétzung () gilt wegen |zx,| < 1 und |a;, &, > 0. O
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(12.12) Satz. Talls ||Cgl| <1, so folgt ||CE|leo < ||Call < 1.
Beweis. Als Ubungsaufgabe.

Beispiel.

. 1 0.1 . 0 -0.1 0 -0.1 .
Es sei A = ( 6 1 ) Dann gilt Cq = ( 6 0 ) und Cg = < 0 06 ) Wir erhalten

|Ccloe = 6 > 1, [|Chlloe = 0.6 < 1.
Es gilt aber
p(Cg) = V0.6 <1p(Cp) =06 <1,

d.h. GS- und ES-Verfahren konvergieren beide.

Konvergenzverbesserung durch Relaxationsverfahren: Multipliziere (12.5) mit einem Parameter w > 0:

k41 k41 k .
wg aijx§-+)+waiix§+)+wg aijxg):wbin:l,...,n.
i<i N——— i>i

()

Ersetze (%) durch eine “Mittelung” a;; (wEkH) — xgk)) + waiixl(-k). Dies ergibt das Verfahren

aiiz"™ = aeP (1 - )+ w | =Y ayal™ =3 aa® 1 b | vi=1,..0 (12.13)
j<i J>i

Programm (Pseudocode) fiir N Schritte:
fir k=1,...,N :

fiir i=1,...,n :
i = zi(l-w) + w (bi = X £ aiﬂ?j) / aii
end

end

Relaxationsverfahren in Matrixform

25D = C(w)z™ + d(w), C(w) := —(wL + D) ' ((w — 1)D 4+ wR) d(w) = w(wL 4+ D)~ b (12.14)

Fiir w = 1 erhiilt man das ES-Verfahren. Fiir w < 1 nennt man es Unter- und fiir w > 1 Uberrelaxation
(auch SOR-Verfahren, Successive Overrelaxation).

(12.15) Satz. Fiir beliebige Matrizen A gilt p(C(w)) > |w — 1] fiir alle w. Fiir die Konvergenz muss
p(Cw)) <Tlgelten = jw—1<1=0<w<2.

(12.16) Satz. Fiir positiv definite Matrizen A gilt p(C'(w)) < 1 fiir alle 0 < w < 2.
Beweis. Zu zeigen ist p(C(w)) < 1. Sei C(w)x = Az mit || = p(C(w)). Nach Definition gilt
(1-w)D—wR)x =AND+wL)z.

Bildet man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit z, so erhilt man aus der Linearitit des Skalarpro-
dukten

(1 = w){Dz,z) — w(Rx,z) = N((Dz,z) + w({Lz,x))
Da A positiv definit und insbesondere symmetrisch ist, gilt R = L*. Wir erhalten

0 < (Dz,z), 0 < (Az,x) = (Dz,z) + 2(Lx, x).
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Wir definieren q := ééﬁié > —3. Aus obiger Gleichung folgt dann
\— 1—w-— wq.
1+ wq

Wegen 0 < w < 2 und ¢ > —3 gilt
l4wg>0,-1—-¢g<q, -1<1—w.

Es folgt
“l-wg<l-w—-wg=14w(-1-—¢q) <1+4uwgq,

also |1 —w —wq| < 14 w. Also gilt p(C(w)) = [N < 1.

O

Den optimalen Wert des Parameters w* bestimmt man durch p(C(w*)) = ming<w<2 p(C(w)). Qualitativ

gilt fiir “konsistent geordnete” Matrizen A: 1 < w* < 2.
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IV Interpolation

Einfiihrung
Gegeben seien
(i) n + 1 Paare reeller oder komplexer Zahlen
(@, /3),5=0,...,m,
die sog. Stiitzstellen. Die x; heifsen Knoten: Falls z; € R, so hat man die Anordnung
To < T < ... < Ty

Zum Beispiel sind f; = f(x;) die Messdaten einer unbekannten Funktion f: R — R.

(ii) Eine durch n + 1 Parameter aq, ..., a, bestimmte Familie von Funktionen
D(x;a0,...,an)-
Gesucht sind Parameter ag, ..., a, mit ®(z;;a0,...,a,) = f; fir j =1,...,n. Dann ist ®(x;ao,...,an)
ein Ndherungswert fiir f(z) im Fall « # ;.
Spezialfall: Lineare Interpolationsprobleme.
®(z;ap,. .., a,) hingt linear von ag,...,a, ab:
D(z;a0,...,a,) = agPo(x) + ... + P, (2)
mit Basisfunktionen ®,(x) fir j =0,...,n.
Beispiele.
(i) Interpolation durch Polynome: ®;(z) = 2, ®(z;a0,...,0n) = ap+ a1z + ... + a,z".
(ii) Trigonometrische Interpolation: Es sei
®(x;a9,...,a0,) = ap +are™ + ... + 1™ D = g0 4 a0+ ..+ apy_ Wt
mit w = e = cos(z) + isin(z), i> = —1. Die Basisfunktionen lauten dann ®;(z) = e*** = w*. Als
Knoten wihlt man wy, = ™', zj, = 2Z* fiir k=0,...,n — 1.

(Vergleiche komplexe Einheitswurzeln, etwa Forster I)
(iii) Spline-Interpolation: Betrachte z.B. kubische Splines mit
(a) ®(;a0,...,an) € C?[zo,x,], x; €R
(b) ®(-;a0,-..,ay,) ist ein kubisches Polynom auf [z;,x;441] fiir j =0,...,n— 1.
Nichtlineare Interpolationsprobleme.

(i) Interpolation durch rationale Funktionen:

ag+a1x+...+ax"
<I>(ac;ao,...,an,bl,...,bm):bOer1er e

(ii) Interpolation durch Exponentialsummen;

. _ Aox AnT
D(x;a0,. - Gn,y Agy - -5 An) = age % + ...+ ape™”.
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§ 13 Interpolation durch Polynome

Bezeichne II,, die Menge aller reellen oder komplexen Polynome vom Grad < n, d.h.

I, :={ap + a1z + ...+ anx" | ag,...,an,z € R oder C}.

(13.1) Satz. Zu beliebigen n+ 1 Stiitzstellen (x;, f;) mit j =0,...,n und z; # z; Vj # i gibt es genau
ein Polynom p € II,, mit p(x;) = f; fir j =0,...,n.

Beweis. Die Bedingungen p(x;) = f; flir j =0, ...,n ergeben das LGS

n

k .
g apz; = fj,7=0,...,n.
k=0

Dies 14sst sich schreiben in der Form

2 n
1 o g ... Xg ag f()
1z 22 ... af ay f1
1 2 n f
Tp I, Z, an, n

VANDERMONDE-Matrix X

Es gilt det(X) = det(z}) = [T} o (7 — x1) # 0, da @; # xy, fiir j # k. O
Bemerkung: Die Berechnung der ag, ..., a, mittels der CRAMERschen Regel ist numerisch ungiinstig.

13.1 Die Interpolationsformel von LAGRANGE

Fiir das Polynom

n

Liw):= [ =™

T —
k=0 ki 1T Lk

gilt L; € II,, und L;(z;) = d;;. Das interpolierende Polynom ist gegeben durch

px) =Y "Li@)fi=Y_f ]I %’“ (13.2)
i=0 i=0  k=0,k#i "

Dies sieht man, da p(z;) = >0 o Li(z;)fi = Y1 y0ijfi = f;- Die Behauptung folgt dann aus der
Eindeutigkeit nach Satz (13.1).

Beispiel

Wir berechnen

_ =DE=3 1 ,
Lo(x) = 0= D0=3) =(z* —4x +3)
 (z=0)(z—-3) 1
Li(z) = T—0i=3 *5(12 — 3x)
LQ(.’E) _ (l’—O)(l‘—l) :1($2—$)

B3-03-1) 6
Das interpolierende Polynom berechnet sich dann zu

5 17
p(x) =1-Lo(z)+3- La(z) +2- Ls(z) = —éxz + 5% + 1
Nachteile der LAGRANGE-Interpolation: Fiir das Hinzufiigen eines weitern Knotens xz; ist deine komplette

Neuberechnung erforderlich.
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13.2 Der Algorithmus von AITKEN und NEVILLE.

Dies ist ein numerisch sparsamer Algorithmus zur Berechnung von p(z) € II,, an einigen wenigen Stellen
x.

Fiir Indizes 4o, ...,i, € {0,...,n} sei p;,,. .4, € II; das Interpolationspolynom zu den Knoten z;, ..., z;, .
Insbesondere gilt p;(x) = f; und po.. n(x) = p(z). Wir erhalten die folgende Rekursionsformal von
AITKEN:

.....

Digooniin ($) _ (l‘ - xio)pi1,~~~,ik (CC) - (l‘ - xik)pi(]wuyik—l(x) (133)

J}ik — .131‘0

Beweis. Das Polynom Q(z) € I, auf der rechten Seite von (13.3) erfiillt

Q(wlo) = Dio,..., ik—l(xio) = fim
Qi) = Dirin(®iy) = firs
Q(J‘LJ) = fijfﬁrj:L...,]{;—l

Damit folgt (13.3) wegen der Eindeutigkeit der Interpolation (13.1).

Variante von NEVILLE.

Sei x fest gewdhlt. Man erzeuge die Werte p;_, . ;(z) zu den Werten x;_g, ..., 2; nach dem Schema
k=0 k=1 k=2 k=3
zo | fo = po(x)
N
p0,1($)
/! N
r1 | f1 = pi(x) Po,1,2(x)
N / N
p1,2() P0,1,2,3(x)
/! N /!
x| fo = pa(x) P1,2,3(x)
N /
p2,3()
/!
r3 | f3 = p3(x)
Neue Berechnung (x sei fest):
Py :=pi—k,.. i(x).
Dies fithrt zu der Rekursion
Py = fifuri=0,...,n(Dies entspricht der Spalte k = 0)
—x )P 1 — (. — 2 )P 1.5
P = (@ = @) Pany = @ =) Pimikot g g und jewedls i = 1,2, (13.4)
Ti — Ti—k
Es gilt dann insbesondere P,., = p(x).
Beispiel.
k=0 k=1 k=2
0| fo=PFoo=1
N
P1;1 =5
/! N
1 fi=Pyo=3 Py =10
N /!
P2;1 = %
/!
3| fo=Pyo=2

Diese Variante von NEVILLE wird speziell bei Extrapolationsalgorithmen benutzt.
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13.3 Die NEWTONsche Interpolation, Dividierte Differenzen

Ziel: Man berechne die Koeffizienten des Interpolationspolynoms p(z) = po.1,.. n(2).

p(x)=apt+ai(x—xzo)+ ... +an(z —x0)(® —21) ... - (¥ — Zp_1) (13.5)
Die Berechnung erfolgt nach dem HORNERschen Schema:

p(x)=(.. (an(® —2p_1)+ an—1) (& — Tp_2)+...+a1) (x — o) + ao.
Man erhilt folgende Rickwirtsrekursion:

b, = a,

b, = bi+1(a:—a:i)+aifﬁri:n—l,...,O
Dann ist by = p(z).
Wir definieren Abschnittspolynome Qy(z) := Zf:o a; H;;lo (x — ;). Es gilt
(i) Qr(@) =po,,..k(2)

(i) Qg ist der Koeffizient von z* in Do,1,... k().

Die Koeflizienten a; werden mit dem Differenzschema berechnet:

zo | [fo] = fo
N\
[anfl]
/ N\
z1 | [fil = fi [fo, f1, f2]
N /
[f13f2]
/
z2 | [fo] = f2
Dafiir gilt folgende Rekursion:
[fi] = fifiri=0,...,n
oo fi] = ot fid 2l i)
k Zg

(13.6) Satz. Es gilt pg

yeeey

k= Zf:o [fo,---, fi] H;;t(x — xj), also insbesondere a; = [fo,..., fi].

Beweis. Durch Induktion nach k. Fir k£ = 0 ist die Aussage klar, es gilt ag = [fo]. Die Aussage gelte
daher fiir ein festes, aber beliebiges £ — 1 > 0. Wir erhalten dann eine Darstellung

po,...k(z) =po.. k—1(x) +alx —z0) - ... (& — Tk—1).
Zu zeigen ist nun a = [fo,. .., fi]. Es gilt
Der Koeffizient von z* in py 1 (z) lautet a.

k=Lin po,. x—1(x) lautet [fo,..., fr—1] nach L.V.
k=1in p1,..k(z) lautet [f1,..., fx] nach LV.

Der Koeffizient von x
Der Koeffizient von x
Nach AITKEN gilt

_ (z=zo)p1,..k(z) — (x — zp)po,... k—1(2)
k() = —
Tk ZTo

Do,...,

Der Koeffizient von z* auf der rechten Seite ist

oo Sl = oo S De

T — X0

a =
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Beispiel

Wir betrachten die Daten aus einem vorherigen Beispiel. Es gilt

Lj
01
N\
2
/ N\
13 -2
N\ /
_1
2
/
3|2
Damit erhalten wir
5 5 17
p() =142 —0) - Z(@=0)(z - 1) :—6x2+€x+1.

(13.7) Lemma. Fiir eine beliebige Permutation g, ..., 4, von 0,...,n gilt [fi,, ..., fi.] = [fo,---, fnl-
Beweis. Ubung.

13.4 Der Interpolationsfehler, Konvergenzfragen
Sei f eine C"*![a, b]-Funktion und seien o, ..., z, € [a, b]. Betrachte den Fehler f(x)—p(x) fiir z € [a, ],
wobei p(z) das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen (z;, f;), j =0,...,n, f; = f(z;) ist.

(13.8) Satz. Sei f € C""'[a,b] und seien 7, z; € [a,b] fiir j =0,...,n. Dann gibt es ein £ € [a, b] mit

(n+1) n
f(nJrl()g!)’ L(z) = H(x —xj).

Jj=0

f@) —p(@) = L(T)

Beweis. Betrachte fiir T # z;, j = 0,...,n die Funktion

1@ -,

L(T) (@)

Fz) := f(x) = p(x) -

fir z € [a,b]. Dann ist F(z) € C""{a,b]. F(x) hat die n + 2 Nullstellen 7, zo, ..., x, in [a,b]. Nach dem
Satz von ROLLE hat F(™*1) mindestens eine Nullstelle ¢ € [a, b]. Es gilt also

f(@) —p(T)

0= FO0(E) = 1070 = =

(n+ 1)

Damit folgt die Behauptung. O

Beispiele

(i) f(z) =€, 29 =0, x1 = 1, n = 1. Die Approximation ist dann einer Gerade. Es gilt f”(z) = ®
sowie p(z) = (e — 1)z + 1 mit p(0) = 1 = f(0) und p(1) = e = f(1). Es gilt nun L(z) = z(x — 1)
und wir erhalten nach (13.8) die Abschétzung

e’ e
T < -1 . — | == ~0.34.
(pax, le” —plo)l < (m (@ >|) (m 2) g~ 03

—1 'H —1 =
=1 fiir =1

vl

Fir den exakten Fehler definieren wir zunéchst
d(z)=plx)—e*=(e—1ax+1—-€"=d(x)=e—1—¢".
Es folgt dann 2,4, = In(e — 1) und wir erhalten

d(Tmaz) = (€ — 1) In(e — 1) 4+ 1 — emax ~ 0.211867.
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(ii) Allgemeine Abschitzung von max,<z<p |L(z)|: Sei h := max -, n—1|zj41 — z;|. Dann gilt

.

n!
—x0) ... (x— < —pntl
Jmax [(z — z0) (@ —zn)l < 7

Fiir n =1 folgt

1
(@ = 20) (& = 21)] < (21 — 20)? it gy =
(iii) f(x) =sin(x), z; = j < fiir j = 0,...,n. Es gilt h = max|z;{; — ;| = = und nach (ii)
) FOD () 1 (//T>n+1
- < ) (T — Tn < AR
sinfo) =) < (max (o= 0) (o)) e T < (T

S%‘(%)n+l =(n«¢1»1)!

Fiir n = 4 ist dies < £ (Z)” ~ 0.015, fiir n = 8 ist es < 75 (%) ~ 6.2-1075.

Fiir g € Cla, b] bezeichne ||g||co := maxga<g<p |g(z)|. Als Fehlerabschitzung erhalten wir

1/ = pllso < [1Lllo - 17" loo - (0 + D17

Es stellt sich die Frage, fiir welche Knoten zo,...,z, € [a,b] der Wert ||L||s minimal wird. Dies ist der
Fall fiir die sogenannten CHEBYCHEV-Knoten

2j+1
2n +2

1
J,’j:2(a+b+(b—a)cos( ﬂ'),j:O,...,n.

Fiir die Konvergenz betrachte man eine Folge von Intervallteilungen fiir N € N:

AN:{CLZZ‘E)N)<$§N)<...<$§L]Efli/):b}

mit

18] = mae oY) — 2]

Es sei nun pa, (z) das interpolierende Polynom von f beziiglich Ay, d.h. pa,(z;) = f(a;) fir @ =
0,...,n(N). Es stellt sich die Frage, ob

Jim pa, (2) = f(x) V2 € [a, 1]

gilt, falls limy o ||An|| = 0 gilt. Dies ist jedoch im Allgemeinen nicht richtig! Als Gegenbeispiel be-
trachten wir das

Beispiel von Runge.

Es sei f(z) := m im Bereich —1 < = < 1. Interpolieren wir f in z; = =1+ 7 - % durch p,(z), so
erhalten wir

n 1 5 13 19
[|f — pnlloo || 0.96 | 0.43 | 1.07 | 8.57

Wihlt man statt dessen die CHEBYCHEV-Knoten, so erhilt man

n 1 5 13 | 19
I[f — Pnlloo || 0:93 ] 0.56 | 0.12 | 0.04

Trotzdem gilt nicht limy_o ||f — Pay|lcoc = 0.

Ohne Beweis nun die folgenden Sitze:

(13.9) Satz. Zu jeder Folge von Intervallteilungen {An}nyen mit Imy oo [|ANn|lec = 0 gibt es
f € Cla,bl, so dass {pa, (-)} nicht gleichméfig gegen f konvergiert.

(13.10) Satz. Sei f eine ganze Funktion auf C, d.h. holomorph auf C, dann gilt limy .o || f—PAy||cc =
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§ 14 Spline-Interpolation
14.1 Polynom-Splines

Sei A :={a =29 < 1 < ... < x, = b} eine Zerlegung von [a,b]. Man nennt dann xi,..., 2,1
innere Knoten und xy = a, x, = b Randknoten.

(14.1) Definition. FEine Funktion s : [a,b] — R heift Polynom-Spline vom Grad ! (I = 0,...) zur
Zerlegung A, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) s(-) € C'"'{a, b]
(ii) s ist ein Polynom vom Grad [ auf z; <o <z, fir j=0,...,n—1

Fiir [ = 0 ist C~![a,b] der Raum der auf [a, b] stiickweise stetigen Funktionen.

Man bezeichnet mit S;(A) die Menge aller Polynom-Splines vom Grad [ zur Zerlegung A.

Beispiele

(i) Lineare Splines. Gegeben sind n+ 1 Punkte (xo, fo), ..., (s, fn). Dann legt man einen Polygonzug
durch die Punkte (z;, f;), i =10,...,n.

(ii) Quadratische Splines. Man hat dquidistante Knoten z; = a + jh mit j = 0,...,n und h = b_T“

Dann definiert man einen quadratischen Spline durch

(x — :L'j)27 zj <z <
s(z) = oz h?+2h(x —zj11) — 2(x — xj4+1)% Tjs1 <z <zTjio.
(Tjr3 — @)%, Tjt2 ST < Tjys

(iii) Die Funktionen gj; : [a,b) = R, j=0,...,n— 1 mit

. {(m—xj)l, falls = > x;

qu(x) = (@- xj)+ B 0 sonst

sind Splines vom Grad [ zu A

(14.2) Satz (Basis von S;(A). Die Menge S;(A) ist ein linearer Teilraum der Dimension n + . Die
Elemente py(z) = 2, k =0,...,l und ¢;(z) = (x — z;),, = 1,...,n — 1 bilden eine Basis von S;(A).

Beweis. Mit dem Existenzsatz fiir sogenannte gewShnliche Differentialgleichungen. O

Wir erhalten die Basisdarstellung

l n—1
s(@) = ara® + 3 bl — ;) (14.3)
k=0 j=1
flir gewisse ay, by € R.

Sei beispielsweise s(z;) = f;, f; = f(x;) fiir ein f, das geniigend oft diffbar ist. Wegen dim(S;(A)) = n+I
gibt es noch [ — 1 Freiheitsgrade. Sei | = 2m + 1 ungerade, so ist [ — 1 gerade. Wir kénnen nun jeweils
Z_Tl Bedingungen in xg = a und x,, = b fordern.
14.2 Kubische Splines (I = 3)
Es gilt

S(Z‘J) = f(.%‘]) = fj (144)
fiir j =0,...,n. Wir haben noch [ — 1 = 2 Freiheitsgrade. Es gibt nun 3 Typen von Randbedingungen:

(a) Natiirliche Endbedingungen: s”(a) = s"(b) =0,

(b) HErRMITE Endbedingungen:  §'(a) = f'(a), s'(b) = f/(b),

(¢) Periodische Endbedingungen: s (a) = 5@ (b), i =0,1,2,

falls f periodisch, f®(a) = f@(b) fiir i = 0,1,2

(14.5)
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Minimum-Norm-Eigenschaft kubischer Splines

(14.6) Definition. Wir definieren eine (Semi-)Norm durch

b
1l =] [ @)
a
Fiir diese Norm gilt: ||f||s =0 < f”(z) =0 < f ist linear in [a, b].

(14.7) Satz (Existenz, Eindeutigkeit und Extremaleigenschaft kubischer Splines). Sei f €
C?[a,b]. Dann gibt es genau einen Spline s € S3(A), der (14.4) und eine der Interpolationsbedingungen
in (14.5) erfiillt. Dieser interpolierende Spline geniigt der Minimum-Norm-Bedingung

() Ilsll3 < II£13
(i) 0 <I[If —sli3 =IfII5 - lIs3]l-
Beweis. Zu s € S3(A) sei d(z) := f(z) — s(z). Es gilt

b b b
175l = [ (" @)=s"@)de = [ (" (@f s )2 (@)s" ) dx = | 1B 1132 [ d"(@)s" ().

Wegen s € C2[a, b] muss die partielle Integration zweimal angewandt werden. Wir erhalten

n

3 / Y () (@) da

j—1

/ab d"(x)s" (z)dx

j=1

Z <[d/(.T)SH(J)) _ d(.T)Sm(x)]ij,l —+ /Ij d($)3(4)($)d$>

Ji—

j=1
Da s € S3(A), folgt s (x) = 0 in [a,b]. Aus (14.4) und (14.5) folgt

[d'(2)s" (@) = d(@)s" (@)];7_, = [d'(2)s" (@) — d(2)s" (@)],

Tj_1
1

=0.

n

J

Als Ergebnis erhalten wir

0 <If = sll3 = 11£115 = [Isll3,

also |Is[[3 < [| f]13-
Die Existenz folgt aus der Basisdarstellung (14.3). Fiir die Eindeutigkeit sei § ein weiterer interpolierender
Spline. Es gilt dann

15— sl3 = 113113 — I1s]15.

Durch Vertauschen von 3 und s erhélt man ||5 — s||3 = 0. Also ist § — s eine lineare Funktion in [a,b]. Da
5(a) = s(a) und 3(b) = s(b), folgt schon § = s. O

Geometrische Interpretation von ||s||3 < ||f]|3.

Unter der Kriimmung k(z) einer Kurve y = f(x) in der z — y-Ebene versteht man die Funktion
()

VI+@?

Unter der Annahme |f’(z)| < 1 erhélt man

k(x) =

b
1M~ [ f@2d

Also minimiert der interpolierende Spline s(x) in erster Ndherung die mittlere Gesamtkriimmung.
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14.3 Berechnung kubischer Splines

Zu berechnen sei der Spline s € S3(A), d.h. s € C?[a,b] mit s(z;) = f; = f(z;) fiir j =0,...,n, welcher
zusitzlich eine der Eigenschaften (14.5) a,b oder ¢ erfiillt.

Wir setzen hj := x; — x;_1 fiir j = 1,...,n und definieren die Momente M; := s"(z;) fir j =0,...,n.
Dann ist 2’ (x) linear in [xj_1,z;] fir j = 1,...,n und es gilt
1
§"(2) = = (Mj(w —@j—1) + Mjr(z; — 7)), zjm Sz <
J

Durch Integration von s”(z) in [z;_1, z;] erhalten wir

1

s'(z) = T (Mj(z —xj_1)* = Mj_i(zj — x)) + a; und
J
1
s(@) = &~ (Mj(x —xj-1)° + My (2 — 2)°) aj(x — xj-1) + b;.
J

Dass man statt a;x hier aj(x —z;_1) benutzt, liegt an der Wahlfreiheit fiir die Konstante. Die getroffene
Wahl erweist sich als rechentechnisch giinstig.

Die Berechnung von a; und b; erfolgt aus den Gleichungen s(x;) = f; fiir j =0,...,n:
h2 2
Mj;l# + bj = fjfl, Mjfj + ajhj + bj = fj.

Als Losungen erhalten wir

h2 . hs
bj = fj-1— Mj1— ajiifj fj 1*#

5 > (Mj — M;j_1).

Fiir s'(z) in [z;-1, 7;] erhilt man fiir 2 = x;

s'(a7 = 2]11ijhJ2- taj= fiz iz _hfjl + %Mj + %Mﬁl.
Analog ergibt sich fiir §'(z) in [z, 2j41] mit 2 = a:j

s’(m;r) = sz;__l Ji + hj3+1 M; — %MjJrl.
Wegen /(2] ) = &'(«]) erhilt man das LGS

piMj_y+ My + A\ M =dj, j=1,...,n—1, (14.8)
wobei gilt

1y = h; A= hjt1 4y - 3 (fj+1_fj fj_fj1>.

2(hj + hjp 2(hj + hj hi+hipn \ By h;

Fiir 4quidistante Knoten gilt h = h; = b’T‘l fir j =1,...,n, und daher

1
Fall (14.5) a) Natiirliche Endbedingungen. Vorgegeben sind My = s”(a) und M,, = s”(b). Fiir My,...,M,_1
erhalten wir das LGS

1 )\1 0 d1 — ,ulMo
U2 1 )\2 Ml d2
Hn—2 1 )\n—Q Mn—l dn—2
Hn—1 1 dn—l - )\n—an

Diese Matrix ist tridiagonal und diagonaldominant wegen p; + \; = % Die LR-Zerlegung existiert
nach Satz (..). Fir dquidistante Knoten ist die Matrix symmetrisch positiv definit.
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Fall (14.5) b) HErMIT-Endbedingung. Vorgegeben sind s'(a) = f/(a) = f und s'(b) = f/(b) = f,. Aus
der Darstellung von s'(z) in [a = zg, 21] und [2,,—1, x, = b] erhilt man

h1 h1 fi—fo h I, rJn—foa L
g+ 2 = - My 4 M, = f —
g ot g = fou 6 1t Fa T h,

Man setze g = %, dy = h% (flT_lfo - f(/)), My = % und d,, = % (f,’L — f”_hi’:"l) Dies ergibt dann

ein LGS fir My,..., M,:

1 X 0

Sy

0
M1 1 )\1 MO dl
Mn—1 1 /\n—l Mn dn—l

Diese Matrix ist tridiagonal und diagonaldominant, also LR-zerlegbar.

Fall (14.5) c¢) Periodische Endbedingungen. Es gilt My = M,, wegen s”(a) = s”(b) und fy = f, wegen
s(a) = s(b). Die Gleichung s'(a) = s'(b) ergibt

/f"nMn—l + Mn + )\nMn-‘rl - d’ru

wobel man h, 1 = hy, My, 41 = My und f,11 = f1 setzt. Dies ergibt ein Gleichungssystem fiir die
Variablen My, ..., M,:

1 )\1 ,LL1
H2 1 )\2 0 M1 d1
O Hn—1 1 >\n— 1 Mn dn
An Lon 1

Diese Matrix ist nicht tridiagonal, aber dennoch diagonaldominant.
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14.4 Konvergenzeigenschaften

Gegeben sei eine Folge von Zerlegungen von [a,b], Ay = {a = a:éN) <...< a:EJJVV) =b}. Es sel ||An]|| =

max; (l‘;f} — Z‘;N)> .

(14.9) Satz. Sei f € C*[a,b] mit L := ||f*||w. Sei weiterhin {Ax}nen eine Folge mit

ANl
PNy ™)
JoTiq — X

<K<

und seien sy (-) die zu f gehorigen Splines mit sy (z) = f(z) fiir x € Ay sowie sy (z) = f'(z) firz =a
und z = b.
Dann gibt es von Ay unabhiingige Konstanten ¢; < 2 fiir i = 0, 1,2, 3 mit | f( (z) — sgf,) ()| <¢;-K-L-

[|An||*~ fiir i = 0,1,2,3 und fiir alle = € [a, b].

Beweis. Im Seminar zur Numerik (SS2007) oder beispielsweise im STOER, Teil 1, §2.4.3. O
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