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Zusammenfassung

Bei dem vorliegenden Dokument handelt es sich um die von mir mit ETEXgesetzte Version meiner
Vorlesungsmitschriften aus der Vorlesung H6here Numerische Mathematik im Sommersemes-
ter 2007, gelesen von Prof. Dr. Helmut Maurer an der Westfélischen Wilhelms-Universitét
Miinster. Ich tue dies, damit ich beim Wiederholen des Stoffs, aber insbesondere auch zur Vorberei-
tung der Klausur, nicht auf eine lose Blattsammlung von handgeschriebenen und mehr oder weniger
lesbaren Zetteln angewiesen bin. Wer Fehler in diesem Dokument findet, den bitte ich, mir diese per
E-Mail mitzuteilen:
michael.schaefer@uni-muenster.de

Wichtig: Da dieses Dokument stdndigen Korrekturen unterliegt, bietet sich ein Ausdruck erst am
Ende des Semesters an. Den Stand des Dokumentes entnehme man bitte dem weiter oben
angefiihrten Datum.
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V Eigenwertprobleme

§ 16 Theoretische Grundlagen, Potenzmethode

Sei A = (a;) eine n x n-Matrix mit a;, € C. Eine Zahl A € C heift Eigenwert (EW) von A,
falls x € C",z # 0 existiert mit Az = Az, d.h. (A — AE)z = 0. Ein solcher Vektor z € C™ heifst
(Rechts-)Eigenvektor (EV) zum EW A. Der Eigenraum

L) ={zeC"|(A— ) E)x =0}

ist ein linearer Teilraum des C™ der Dimension
p(A) =n —rang(A — \E).

p nennt man auch Vielfachheit des EW A. Jeder EW X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms

e(\) = det(A—=AE) = (=1)"(A\"4+ an A\ P+ d +ag)
= (DA =A)7 (A= M)

Beispiel. Fiir

Al 0
J =

-1

0 A

eine n x n-Matrix mit A € C gilt p(u) = det(J — pE) = (A — p)™. Also ist A der einzige EW von J mit
o(A)=n, pA)=1,darang(J — AE) =n— 1.

Sei AH .= A". Wegen
det(A — AE) — det(A* — \E) und det(A — AE) — det(A” — XE)

folgt: Ist A ein EW von A, so ist A auch ein EW von A* und X ist EW von AH.
Zwischen den zugehérigen Eigenvektoren x,y, z mit

Az =Xz, Axy=M\y, Afz=2Xz
gelten die Beziehungen
g=2 vy =z HA=xH
Sei nun T eine regulire n x n-Matrix. Die Transformation

B:=T7'AT

heifit Ahnlichkeitstransformation. Aus Az = Az folgt
By = \y, y =T 'z
Es gilt
det(B — AE) = det(T (A — AE)T) = det(T~ ") det(A — AE) det(T) = det(A — \E).

Also haben A und B dieselben Eigenwerte A. Die Vielfachheiten p(A) und o(A) sind invariant.
Bei den wichtigsten Verfahren zur EW-Berechnung werden eine Reihe von Ahnlichkeitstranformationen
durchgefiihrt:

Ay = A, Apyr =T ATy, k=1,2,... (16.1)

Damit wird A auf eine “einfachere” Gestalt gebracht, deren EW und EV leichter zu berechnen sind, z.B.
nimmt man Ty = L (Elementarmatrizen) oder Ty = Q) (HOUSEHOLDER-Matrizen).
Eine wichtige Klasse von Matrizen sind die normalen Matrizen A, fiir die gilt

AP A= AAT,
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(16.2) Satz. Eine n x n-Matrix A ist genau dann normal, wenn es eine unittdre Matrix U gibt mit
A1 0
UTAU =UP AU = )
0 An
sowie UU = E.

Normale Matrizen sind diagonalisierbar und besitzen n linear unabhingige, zueinander orthogonale Ei-
genvektoren 1, ...,x, mit Az; = \;z; fiir i = 1,...,n. Dies sind die Spalten von U: U = (z1,...,T,).

Beweis. vgl. Lineare Algebra.

Es ist festzuhalten, dass insbesondere alle hermitschen und symmetrischen Matrizen normal sind.

Die Potenzmethode

Voraussetzung: A habe n linear unabhingige EV z4,...,z,. Fiir die EWe gelte |A1| > |A2| > ... > |\,
Als Startwert der Tteration wihle man ein 2(°) € R". Die Iteration lautet dann

gD = Ax®) = AR+ O 0 k=0 1,...
Aufgrund der Darstellung z(©) = >, cix; erhilt man
n n
a® = Ak = ZciAkxi = Zci/\fxi = M(ciz1 + 1)
i=1 i=1

mit dem Rest
n )\i k )\2 k
Tk—;Q()\l) Z‘Z—O<(/\1> >

Berechnung von \; und z;. Als Voraussetzung muss gelten ¢; # O und z; ; # O fiirein j € {1,...,n}.
Es folgt dann

Ok+1) k
Lo oalanties g o <<A2) ) ,

a:;k) TR At

(k) Ao\ P
% = ﬂ + [0) (2) .
xj T1,5 )\1

Beispiel. Sei

90 231 70
A= 110 336 110
70 231 90
Es folgt dann
1 391 190756
2@ M = 1 |, 556 |, 272836
1 391 190756
Damit berechnen wir zunéchst
(1) (2)
Ty Ty 272836
——~ =556, —~ = ——— ~490.71.
xgo) xé” 556
Weiterhin bestimmen wir die normierten Vektoren zu
() 1 0.703237 0.699160
W = ]. 5 ]. 5 1
Ta 1 0.703237 0.699160
0.7
Die exakten Werte lauten Ay = 490, Ao = 20 und z; = 1 . Die Begriindung fiir die schnelle
0.7

Konvergenz lautet, dass der Quotient ’A\—z ~ 0.04 sehr klein ist.




Vorlesungsmitschrift “Héhere Numerische Mathematik” von Michael Schaefer

Die inverse Potenzmethode

Als Voraussetzung gelte [\1]| > |A2| > |A3] > ... > |\,|. Ziel ist die Berechnung von A2. Wir wihlen nun
ein u € R, sodass gilt [\ — p| < |N\; — | fiir i = 1,3,...,n. Dann hat die Matrix T := (A — pE)~! die
Eigenwerte (\; — u) L.

Also hat T den grokten Eigenwert

Ag—p”

Wir wenden nun die Potenzmethode
s D =72k =01,...,n

auf die Matrix T an. Nun 16se man das LGS (A — pE)z**tD = 2 indem man die LR-Zerlegung von
A — pE bestimmt (diese hingt nicht von k ab) und damit das LGS 16st.
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§ 17 Transformationsmethoden

Wir betrachten Sequenzen von Ahnlichkeitsabbildungen:

A = Al—)A2—>.___>Am+1
App1 = TkilAka, k=1,2,... a7.1)
B = A7n,+1 = TilAT7 T: =TTy ---Tp,

Ziele:
(i) B hat moglichst einfache Form.
(if) das EW-Problem fiir B sei nicht schlechter konditioniert als dasjenige fiir A.

zu (i). B ist entweder eine HESSENBERG-Matrix

=] * : = (bij), by =0 fiiri>j+1
0 o

oder eine Tridiagonalmatrix (symmetrisch, falls A symmetrisch ist)

o1 72
p_| 72 %
FY'VL 5”
zu (ii). Zunichst gilt
B = T 'AT
B+AB=T"YA+AAT
AA=TABT™!

Wir erhalten die Abschéitzungen

1Bl < [|77H] - 1Al - IT]] = cond(T) || All
IAA[[ < cond(T) [|AB]|

und damit

|AA]

1AB]|
1Al B

< ond(T)2W.

Desweiteren gilt
cond(T) = cond(T\ Ty - - Ty,) < cond(Th) - - - cond(Ty,).

Folgerung: Man wahle T}, sodass die Kondition von T}, nicht zu grofs wird.

Beispiele. Elementarmatrizen

1

1
17.2 T, =L, =
(17.20) T k lhyr1e 1
ln,k 1

mit |l;x| < 1. Dann gilt conde(Tx) < 4.
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HOUSEHOLDER-Matrix

(17.2b) Ty = E — 2wwy,
mit wiwy, = 1. Dann gilt conds(T}) = 1.
GIVENS-Rotationen.

§ 17.1 Transformation auf HESSENBERG-Form

Wir betrachten eine Sequenz A = A1 — Ay — ... — A1 = Bmit Ag11 = T,;lAka. Wir benutzen die
elementare Permutation

1 0

0 1
Es gilt P.! = P.,, P.sA vertauscht die Zeilen r und s von A und AP, vertauscht die Spalten r und s

von A.

Man wihlt nun die Elementarmatrix Ly, in (17.2a) und erhilt im Ubergang

*
‘ . _ By *
Ay = * okl : ( O‘a Ak)
0 0 * :
0 0 x =x *

mit By HESSENBERG-Matrix. Ziel ist eine Transformation
*

Qk41,k 0

Qnk 0

Bestimme dazu zunéchst ein r > k 4+ 1 mit |a, ;| = maxgi1<j<n |ojx| und unterscheide zwei Félle:
(1) apk = 0: Setze Ty, = E,,.

(ii) arr # 0: Vertausche Zeile und Spalte r und k + 1 in Ay, d.h. setze Aj, := Pv:leAkP,«’kH = (agj).

Definiere die Elementarmatrix Lp,; (Index k + 1 wegen HESSENBERG-Form) mit

/

Qg .
kg1 =———, j=k+1,...,n.
k+1,k
Beachte: ‘lj,k—&-l‘ <1 Setze nun Ak-‘,—l = Ll:ilA;ch“H = Tk_lAka mit Tk = 7.7k+1L1€+1.
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Ergebnis: B = A,,_1 hat gewiinschte HESSENBERG-Form. Die Anzahl der benétigten Operationen ergibt
sich zu 3n® + O(n?).

Weiterhin benutzt man die Methode von HYMAN, welche eine “einfache” Berechnung des charakteristi-
schen Polynoms

p(\) = det(B — \E)

sowie des Quotienten zf'(();)) liefert. Anschliefend wendet man das NEWTON-Verfahren an (vgl. STOER:
Numerische Mathematik 1).

§ 17.2 Transformation einer symmetrischen Matrix auf Tridiagonalform
Sei A symmetrisch, d.h. A = A*. Wihle HOUSEHOLDER-Matrizen
T, = E — 2uw* = E — Buguj,

mit ||wy||, = 1. Dann ist Agy1 = T} ' ATy, symmetrisch. Fiir den Ubergang Ay — Agq gilt

o Y2

J 0 1)

Ay, = k a; . T = V2 2
0 ‘ Qg ‘ Ak . - Un
’YTL 5’!L

Nach §6 gibt es eine (n,n)-HOUSEHOLDER-Matrix Ty = Ep_p — Brtiuy mit uy € R"™~* fiir die gilt
Thar = cer, e € R™F, lc| = [lak|], -

Wir ergénzen Ty, zu einer (n,n)-Matrix

0
Tk—< 0 Tk>—En—ﬂkukuk7 Up = 0 e R™.
U,
Dann gilt mit y441 :=¢
0
I -7
i Yk+10---0
_ Vk+1
Apr =T ATy, = T ATy = 0 o
0 . TkAka
0

Dabei ist
Th ATy = Ay — Upql — it

mit g := pr — % (prts) tx und py = B Apiiy. Damit ist nun B = J,, = A,,_; tridiagonal.

Anwendung des NEWTON-Verfahrens zur Berechnung der Eigenwerte der Tridiagonalmatrix

0 7

JeJ. =] 7 2
Y On
Das charakteristische Polynom lautet

Pa(A) = det(Jn — AEy).
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Fiir pr(A) = det(Jr, — AE}) gilt die folgende Drei-Term-Rekursion:

poN) =1, pi(N) =681 = A pr(N) = (6 = Mpr—1(N) = Vepr—2(N) fiir k= 2,...,n (17.3)

oBdA sei v; #£0 fir i = 2,...,n, d.h. J, sei unzerlegbar. Setze fiir A € R:

q0(A)
q(A) = : €R"
qn71<)\)
mit go(A) =1 und gx(\) = % fir k=1,...,n sowie v,4+1 = 1. Dann ist (17.3) dquivalent zu
0
(o= 2Ba=| (174
7qn()‘)

Fiir die Eigenwerte A\, von J, gilt p,(Ax) = 0, also ¢, (M) = 0 nach Definition. Damit gilt
(Jn = MeEn)g(Ar) =0, g(Ag) #0 € R”

wegen ¢o(A) = 1. Daher ist g(A\x) € R™ ein Eigenvektor zum Eigenwert ). Differenziert man (17.4)
beziiglich A, so erhilt man

_Q(/\) + (Jn - )\En)q/(/\) = 0
—qp(A)
Multiplikation mit ¢*(A) fir A = Ay, liefert wegen q(Ax)*(J, — AxErn) = 0 die Abschétzung

_1\ko/
0< Q()\k)*Q(/\k) = Qn—1Q;L(/\k) = Qn—l()\k)’gl)p”()\k)'

Insbesondere folgt pl, (Ar) # 0. Also ist jeder Eigenwert A\j eine einfache NUllstelle von p, ().

(17.5) Satz. Es gelte v; # 0 fiir ¢« = 2,...,n. Dann besitzt J,, genau n verschiedene Eigenwerte
A < .o < A1 O

Die Berechnung von p},(\) erfolgt durch Differentiation von (17.3):

Po(A) =0, pi(A)=-1
p;c()\) = —pr-1(A) + (6 — g\)p;_l( ) — 721}%_2()\) } (17.6)

firk=2,...,n.

NEWTON-Verfahren zur Berechnung von \;: Es gilt die Iteration

Ak _ \(k) _ pn(AM)
pr/ (AR)

Fiir den Startwert A\(?) macht man folgende Schiitzung:

il < p(Tn) # 1 nlloe = max{]ykl + |0k] + |0p41} = A©
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Methode von MAEHLY zur Berechnung der Eigenwerte )y, \3,...: Man beachte zun#chst, dass
das Polynom

Pn(N)
A=) .- (A= X))

Pnj(A) =

die Nullstellen Aj;q,..., A, besitzt. Nun wendet man die NEWTON-Iteration zur Berechnung der gréfiten
Nullstelle Aj 41 von py, ;(A) an:

A1) _ \(k) _ P (AM)

p;z,j ()‘(k))
Hierbei gilt nun
4 0) ) ) pu(d) L1
d ()\—)\1)()\—)\3) (>\—>\1)"..'(/\—)\j)i:1>\—>\1‘
und damit
pn,j()‘) _ pn()‘)
: y
pn,jo‘) Pp(A) — ?:1 T,)\"_(;\\L)
Beispiel. Es sei
12 1. 0 0 O
1 91 0 0
J = 0 1 6 1 0
0 01 3 1
0O 00 1 0
Die Eigenwerte von Js sind symmetrisch zu A3 = 6, d.h. es gilt \; + \6_; = 12 fiir i = 1,...,5. Es sind
daher nur A\; und A, zu berechnen. Startwert fiir die Berechnung von \; ist (%) = ||.J5||, = 13. Es ergibt
sich

A1 = 12316876, A2 =9.0161363, A3 =06, A =12— )9, A5=12—X;.
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§ 18 Das QR-Verfahren

Historisches: Das QR-Verfahren (FrRANCIS, 1961) ist eine Weiterentwicklung des LR-Algorithmus von
RUTISHAUSER.

Das QR-Verfahren wird hauptsichlich auf HESSENBERG- bzw. auf Tridiagonalmatrizen angewandt. Man
bildet eine Sequenz von Matrizen

A=A, Ay =QupRi, Qp orthogonal, Q1Qr = E,, Ry r. 0. Dreiecksmatrix } (18.1)

A1 = ReQ, k=1,2,...

Die QR-Zerlegung Ay = Q Ry existiert nach Satz (6.4). Beachte: Diese ist nicht eindeutig bestimmt!

(18.2) Lemma. Sei A regulidr und A := QR mit einer orthogonalen Matrix ¢ und einer rechten oberen
Dreiecksmatrix R. Dann sind @ und R eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit einer orthogonalen
Diagonalmatrix D, d.h. falls

A=Q1R1 = Q2R;,
so gibt es D = diag(£1) mit Q1 = Q2D und Ry = DRs.
Beweis. Als Ubungsaufgabe.

Das QR-Verfahren ist eine Sequenz von Ahnlichkeitstransformationen.

(18.3) Lemma. Die Matrizen Q) und Ry seien geméfl (18.1) definiert. Mit Py := Q1 - ... Q) und
Uy := Ry - ... Ry gelten

(i) Agy1 ist dhnlich zu Ay, denn Agyq = leAk.Qk,
(i) Apt1 = Py APy,

(iii) A* = P,U,.

Beweis.

zu (1) Aus Ay = QpRy und Agy; = RiQy folgt

Q' AkQr = Q' Qr RiQr = RiyQp = Aji.

—-E,
zu (ii) Rekursiv erhélt man

A1 = Q' AkQr = ... = (Q1 ... Qi) "A1(Q1 ... Qi) = P, Ay P
zu (iii) Nach (b) gilt Py_1A; = AP;_;. Wir erhalten darauf eine Zerlegung

PU, = Q1. Qp1 QrRr Rg—1-...- R
~——
= P ApUp_1 = AP, 11Uy
o= AFIPU = AP QR = AF
——
—A=A

Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O

(18.4) Satz. (Konvergenz des QR-Verfahrens) Die reelle Matrix A habe betragsméfig verschiedene
Eigenwerte \; mit 0 < |[A,] < ... < |\1|. Der Faktor Ry in der Zerlegung A = Qi Ry habe positive
Diagonalelemente. Dann gibt es eine Permutation P der Eigenwerte \;,

p1 A

I An

10
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mit
H1 *
R
0 Hn
Beweis. Die Eigenvektoren von A seien 1, ..., z,. Mit X = (z1,...,2,) € R"*" gilt

A=XDY, Y=X"' D=diag\)

(vgl. Diagonalisierung). Betrachte die Dreieckszerlegung von Y, d.h. PY = LU mit P Permutationsma-
trix, L linke untere Dreiecksmatrix mit L;; = 1 fiir i = 1,...,n sowie U rechte obere Dreiecksmatrix. Es
gelte oBdA P = E,,. Die QR-Zerlegung von X laute X = QR. Dann folgt

AF = XD*Y = QRD*LU = QR(D*LD~*)D*U.
Mit der Voraussetzung 0 < |A,| < ... < |A1] folgt

Ai

DkLDkfl =F, + I, (Ik)i,j =0 ( N
J

k
) fiir i > j (18.5)

Achtung: I, hingt von k ab und ist nicht die Einheitsmatrix. Es gilt limy_,, I = 0. Man erhilt eine
Zerlegung

Ay = QR(E,, + I,)D*U = Q(E,, + RI;R"')RD*U = Q(E,, + Fy)RD"U,

wobei Fy 1= RI;SR’l — 0 fiir & — oco. Weiterhin erhalten wir eine Q R-Zerlegung E,, + F}, = Qkék mit
Qr — E, und Ry — E, fir k — oo. Insgesamt ergibt sich

A* = (QQ1)(RLRD"U).

Sei nun weiter D = |D|D; mit D? = E,, |D| = diag(|\;|) und U = Dy(D;'U) mit D3 = E,,, Dy =
diag(41). Die Matrizen |D| und D, 'U haben positive Diagonalelemente. Es gilt

AF = QQD2D} ((D2D}) ™ B R(D2D})|DID; U ).

Aus den Lemmata (18.2) und (18.3) folgt mit der Voraussetzung, dass Py positive Diagonalelemente hat:
Py = QQxDaDr, Uy := (D2Dy) 'Ry R(D2DY)|D|D3 'U.

Dies gilt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung A* = P, Uy. Nach Definition von P, gilt

Qr = PP =D;%* VD70, Q7 QQrD,DY
——
=E,
= D+ D" DY Qr_1Qr — E,) Dy DY

Dies konvergiert fiir & — oo gegen D1, da dann Q; — E, gilt. Ebenso folgt
diag(Ry) = diag(UkUk__ll) = diag(ﬁk)diag(égfl) -|D.

Dies konvergiert fiir £ — oo gegen |D|, da dann Ry — E, gilt. Insgesamt erhalten wir

1 * Al *
Av=QuRe =¥ Di-D|- [ | = 3
0 1 0 An
fiir k — oo. Es ergibt sich lineare Konvergenz: O ( f\‘—; ) fiir ¢ > 7. O

11
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Anwendung von Shift-Techniken

Fiir ein s; € R betrachtet man eine Zerlegung
Ap — siEn = QuRy
und definiert damit eine neue Iteration durch
Agy1 = RpQp + siEnp.
Ubliche Shift-Techniken sind
(i) sk = a%’il), falls Ay = (an))

(k) (k)
(ii) sg sei derjenige Eigenwert A von (a"(kl)’"l a”(kl)’"), fiir den |\ — agm am kleinsten ist.
an,nfl an,n

Man kann zeigen: Fiir unzerlegbare symmetrische Tridiagonalmatrizen konvergiert das ¢ R-Verfahren mit
Shift-Technik im Gegensatz zum normalen ) R-Verfahren sogar quadratisch.

Erginzung: Sind mehrere Eigenwerte betragsgleich, d.h. gilt
Al > o> A== Al > > A,

so gilt eine modifizierte Konvergenzaussage: (mit P = E,,)

Die Elemente von A;’° konvergieren im Allgemeinen nicht. Jedoch konvergieren die Eigenwerte von A;’*
gegen A, ..., As. Dieser Fall tritt bei reellen, symmetrischen Matrizen auf.

12
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§ 19 Eigenwert-Abschitzungen

Sei ||-|| eine Norm im R™ oder €™ und sei ||A|| = max{||Az]|| | ||z|| = 1} die zugeordnete Matrix-Norm.
Eine einfache Eigenwert-Abschitzung ist

p(A) = max{|\| | A ist Eigenwert von A} < ||4]].

Eine bessere Abschitzung liefert das folgende

(19.1) Lemma. Sei B eine (n,n)-Matrix. Dann gilt fiir alle Eigenwerte A von A, die nicht Eigenwerte
von B sind, die Abschitzung

1< ||(AEw — By Y(A— B)|| < ||(AEw — B)Y| - [|[A— B
Beweis. Sei Ax = Az mit x # 0 € R". Durch Subtraktion von Bz auf beiden Seiten erhalten wir
(A— B)x = (AE, — B)z.
Da X kein Eigenwert von B ist, existiert auf der rechten Seite die inverse Matrix und es gilt
(A\E, — B)"Y(A - B)x = .
Es sei nun oBdA ||z|| = 1. Dann folgt insgesamt
1< ([ — BY M4 - B)|| < ||(ABw — B) Y| - ll4 — B
Das war zu zeigen. O

Folgerung: Man wéihle

a1l 0
B=Ap = = diag(a;;)-

0 Ann

Mit A # ay; fiir i = 1,...,n folgt

_ 1
1S 0~ o)A~ A0l = o, oy Sl

Darauf folgt dann insbesondere
A —ai] < Z |k
ki
fiir ein <.
(19.2) Satz (Abschiitzung von GERSCHGORIN). Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Die Vereinigung aller Kreisscheiben K; := {/\ A = ail <325 |aik|} fir i = 1,...,n enthélt alle
Eigenwerte von A.

(ii) Ist die Vereinigung M; von k Kreisen K; disjunkt von der Vereinigung Mo der {ibrigen Kreise Kj,
so enthélt M; genau k und M, genau n — k Eigenwerte von A.

Beweis.
(i) vgl. Folgerung.

(ii) Idee: Sei A = Ap + Ag mit Ap = diag(a;;). Setze nun Ay := Ap +t- Ar, 0 <t < 1. Es folgt
dann Ag = Ap und A; = A.

Fir ¢ = 0 ist die Behauptung richtig, wie man leicht sieht. Da die Eigenwerte von A, stetig beziiglich
t sind, folgt mit ¢ = 1 die Behauptung aus Stetigkeitsgriinden.

Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O

13
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Beispiel. Es sei

3 2 1 =2

1 11 0 1
A=11 0 12 1 ”':;W’“"
-3 1 0 3 7

Dann gilt m = 5,19 = 2,73 = 2,14 = 4.

Verbesserung durch Skalierung: Man betrachtet statt A nun eine Matrix A’ mit
A" =D 'AD, D =diag(d;), d;>0.

Es folgt dann

dy,
K= A |A = ai] SZ\GM'CZ
k#i
Durch geeignete Wahl von d;, dx kann 7 := 3, ; |aix| % verkleinert werden.
Kondition des Eigenwertproblems

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel fiir schlechte Konditionierung. Es sei

0 ¢
e (09).
Fiir ¢ # 0 ist diese Matrix nicht symmetrisch. Betrachte die folgenden zwei Falle:

€ = 0. Ap hat einen Eigenwert A = 0 und einen Eigenvektor x = (?)

e > 0. A. hat zwei Eigenwerte A\ = /¢, A2 = —/¢ und reelle Eigenvektoren z(g) = (‘f) , Ta(e) =
()
1)
Wir stellen fest, dass gilt
AA=A. — Ay = O(e),
aber
AN = Xi(e) = Xi(0) = £V = O(Ve), Az = 2i(e) — 2:(0) = O(Ve)

jeweils fiir i = 1,2. Es folgt

AN 1
a4~ €

was fiir kleine € sehr grofs wird. Daher ist dieses spezielle Eigenwertproblem schlecht konditioniert.

14
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Definition. Fiir x = (z1,...,2,)7 € R" sei
|21]
|| ==
|2
Eine Norm ||-|| im IR™ heifst absolute Norm, wenn gilt
| z (Il = l|=|| Vo € R™.

Beispielsweise sind ||-|| und ||-||, absolute Normen. Man {iberlege sich, dass fiir absolute Normen

||diag(d17---7dn)H = max |dz|

1<i<n
gilt.
(19.3) Satz (Storungssatz). A und B seien (n,n)-Matrizen. Dabei sei B diagonalisierbar mit B =

PDP~!und D = diag(\1(B), ..., An(B)). Dann gibt es zu jedem Eigenwert A(A) von A einen Eigenwert
A(B) von B mit

| A(A) = A(B) |< cond(P) - ||A — B]|

fiir absolute Normen ||| im R™.

Beweis. Fiir AM(A) # \;(B),i=1,...,n, gilt

[MDE, =B = [[PAA)E, - D)7 P7|
< P[P - A E. = D)7
1

= condP) e N - (B |

1
ming<i<n | A(A) = Ai(B) |

Wegen 1 < ||(A(A)E, — B)"!|| - ||[A — B|| nach (19.1) folgt, dass es ein i € {1,...,n} gibt mit
| MA) — \(B) |< cond(P) - [|A — B]|

= cond(P)-

O
Folgerung. Ist B eine normale Matrix, dann kann P mit condy(P) = 1 gewihlt werden. Es gilt dann
die Abschétzung

| A(4) = A(B) [< [|[A - B, (19.4)

fiir ein A\(B). Fiir symmetrische Matrizen ist das Eigenwertproblem gut konditioniert, d.h. fiir symmetri-
sche Matrizen A und AA gilt

| MA+AA) = A(4) |< [|AA]],.

Sei A eine nicht-symmetrische Matrix. Wir betrachten eine Stérung A — A+ C mit einer (n, n)-Matrix
C. Man kann zeigen, dass eine Abschitzung

| MA+eC) = MA) < K - |e]? (19.5)

gilt, wobei v die maximale Dimension eines zu A(A) gehdrenden JORDAN-Blockes ist. Als eine weitere
Folgerung erhalten wir, dass fiir Diagonalmatrizen gilt

min ||Dz||, = min |d;|.
[lz]];=1 1<i<n

Es sei nun A eine normale Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix U mit
A=U*DU, D = diag(A\;i(4)).

Sei f(A) ein Polynom, d.h. f(A) = ag+ a1 A+. ..+ apAk. Das entsprechende Matrix-Polynom lautet dann
f(A) = ap+a1A+ ...+ apAF. Man iiberlegt sich leicht, das gilt f(A) = f(U*DU) = U* f(D)U. Wegen
[|Ux||y = ||x||5 folgt fiir ||z||, = 1:

1f(A)zlly = [IU*F(D)U=||, = || f(D)Uz]|, = i 1F(D)ylly = min [ f(Ai(A)) |-

lyll,=1 1<i<n

15
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(19.6) Satz. Sei A normal und z € R™ mit ||z||, = 1. Sei f(\) ein beliebiges Polynom. Dann gibt es
einen Eigenwert A\(A) von A mit

| F(A(A) [= [ (A)zl], -
Folgerung. Sei € R™ mit ||z|[, = 1 und sei f(\) das lineare Polynom f(\) = A — z*Axz. Dann gilt

||f(A)x||§ = ||[(A- x*AwEn)ng =a" (A" — 2" AzE,)(A — 2" AzE,)x
A Az — (z¥ A% z) (2" Ax)

Es folgt: Es gibt A(A) von A mit
| MA) — 2" Az P< ¥ A* Az — (2% A%x) (2% Ax).

Insbesondere erhélt man fiir symmetrische Matrizen den folgenden

(19.7) Satz (BocoLyuBov, KRYLOV, WEINSTEIN). Ist A symmetrisch und € R" mit ||z||, = 1,
so gilt

min | \i(A) — 2" Az |[< /(2*A%z) — (2% Ax)2.

1<i<n

Statistische (Quantenmechanische) Deutung

x seien Zustdnde, ohne Einschrénkung ||z||, = 1. Weiterhin seien A;(A) Messwerte und z*Ax sei der
Erwartungswert des “Operators” A. Dieser hat den Wert A, falls = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A ist. Dann ist

V(@ A2) — (¢ Ax)? = ||A - (¢ Az)z]]

die Unschérfe von A beziiglich x. Diese hat den Wert 0 fiir jeden Figenvektor z. In diesem Fall besagt
die Abschitzung aus (19.7) grob gesprochen

| Messwert - Erwartungswert |< Unschirfe.

16
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VI Lineare Ausgleichsprobleme

§ 20 Approximation in normierten Ridumen
§ 20.1 Funktionalanalytische Grundlagen

Definition. Sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Norm ||-|| fiir V ist eine Abbildung ||| : V — R
oder € mit den Eigenschaften

(i) |If]| > 0 fiir alle f € V mit f # 0.
(i) ||of]| = |a| - ||f]| fir alle f € V und a € R oder C.
(iii) |[f + gl < [f1l + llgl| fiir alle f,g € V.

Ein Paar (V,||-||) heifft normierter Vektorraum. Eine Norm heifit streng oder strikt, wenn gilt

Ilf 4+ gll = I fIl + 1lgl| = [, g sind linear abhéngig

Beispiel. Sei V = Cla,b] = {f : [a,b] — R oder C | f stetig }. Fiir alle Zahlen 1 < p < 0o ist dann

171, == ( / If(ar)l”dw> :

eine Norm fiir V. Man kann zeigen, dass gilt
Jim 171}, = /]l = max, |F(@)!

Die Norm || f||, ist streng aufgrund der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung. Die Norm || f||  ist nicht streng.
Beispielsweise gilt fir f(x) =1 und g(x) = z, jeweils definiert auf dem Intervall [0, 1],

1/ +9lloe = max (1+2) =2 =|If|loc + llgll

aber f und g sind offensichtlich linear unabhéngig.

Eine Folge {fn}nen C V heifst CAucHY-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein n(e) € N gibt mit
[|fx — f1l] < e fiir alle k,1 > n(e).

Konvergiert jede CAucHY-Folge eines normierten Raumes (V,||-||) gegen ein Element von V', so heifft V
vollstindig. Fin solcher vollstindig normierter Vektorraum heifst BANACH-Raum. Man kann zeigen: Jeder
endlich-dimensionale normierte Raum ist ein BANACH-Raum.

Beispiele. Der Raum (Cfa, b], ||-|| ) ist vollsténdig, also ein BANACH-Raum, wihrend der Raum (Cfa, b], [|-||,)
nicht vollsténdig ist. Dessen “Vervollstindigung” ist der Raum (L?[a, b], ||||5)-

Definition. Eine bilineare Abbildung (-,-) : V x V' — IR oder C heifit Inneres Produkt, wenn fiir alle
f,9,h € V und a € R oder C folgende Eigenschaften gelten:

() (f +g,h) = (f.h) + (g, h) (Linearitit)
(ii) (af,9) = a(f,g) (Homogenitit)
(iii) (f,9) = (9, /) (Symmetrie)
(iv) (f, f) > O fiir alle f # 0.

Durch ||f|| := +/(f, f) wird eine Norm fiir V definiert. Es diese gilt die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung

| (f9) < [IA11- gl

fiir alle f,g € V. Gleichheit gilt genau dann, wenn f und g linear abhéngig sind. Beweisidee: Betrachte
(af +g.0f +9) 20 fiir a = — {0

17
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Bemerkung. Die Dreiecksungleichung fiir ||f|| = /(f, f) folgt mit CAUCHY-SCHWARZ.

Der normierte Vektorraum (V. ||-||) mit ||f|| = /(f, f) heift Pr&-HiLBERT-Raum. Ist dieser Raum voll-
stdndig, so heifst V' HILBERT-Raum. Pra-HILBERT-Riume sind stets streng normierte Raume. Begriin-
dung:

f+9l> = (f+g.f+g)
= (£, +(99+(f9)+(9f)

2 2
< AP +lgll” + 2107, 9)]
C.S. 2 2
< A+ Tgll™ + 211711 - gl

(L£1+TlglD?

Gleichheit kann nur dann gelten, wenn schon [(f,g)| = ||f]| - |lg]| gilt. Dies ist aber nur dann der Fall,
wenn f und g linear abhingig sind.

Beispiele.
(i) Der Raum (C",[|-||,) ist ein HILBERT-Raum mit
n
() =S wdr wye, |, = imo).
i=1

(ii) Sei w : [a,b] — R eine stetige Gewichtsfunktion mit w(z) > 0 fiir a < x < b. Ein inneres Produkt
auf Cla, b] erhélt man durch

b
(f.9) = / f(@)g(eyw(x)dz, f.g e Clab]

Es folgt dann

b

Der Raum (C[a, b],||-||,) ist ein Pra-HiLBERT-Raum, aber nicht vollsténdig!

1
2

§ 20.2 Das allgemeine Approximationsproblem

Sei (V,]|-]]) ein normierter Raum und sei T C V eine Teilmenge. Zu einem Element v € V' suchen wir die
beste Ndherung oder Approximation (Proximum) @ € T von v beziiglich T. Mit

[lv—a|| <|lv—u| firalleuweT (20.1)
Bemerkung. Existenz und Eindeutigkeit von @ € T hingen wesentlich von der Norm |[|-|| und der
Menge T ab.

Beispiele.

(i) Sei V =R? mit ||||, und sei T = {z € R? | ||z||, < 1}. T ist kompakt und fiir y € R? mit ||y[|, > 1
gibt es ein eindeutiges Proximum u € T', ndmlich @ =

ylly*

/ i =
NI

18



Vorlesungsmitschrift “Héhere Numerische Mathematik” von Michael Schaefer

Die Existenz des Proximum folgt aus der Kompaktheit, die Eindeutigkeit aus der strengen Konve-
xitét von T.

(ii) Sei (V,[|'ll..), V = R?, |[|z]|,, := max{|z1], |z2|} gegeben und sei T := {x € R? | ||z||,, < 1}. Dann

ist T kompakt. Fiir y = € R? ist das Proximum % € T nicht eindeutig bestimmt, denn der

2
0
Abstand ||z — y||, = max{|z;—2], ||} wird minimal fiir alle Punkte der Kante {(1,z2) | |z2] < 1}.

<— Proxima

v

Die nicht-Eindeutigkeit resultiert daraus, dass ||-||,, keine strenge Norm ist.

(iii) Sei V = C[0,1], |||l = |||lo; T = {u € V | u(z) = €%, 3 > 0}. Gesucht ist ein Proximum % € T an
die Funktion v(z) = 1, = € [0,1].

I
e

~
5

N
Il

Fiir u(z) = 7 gilt

lu— vl = Jnax,

1
o Yo

Wegen 3 > 0 wird ein Minimum nicht angenommen. Begriindung: 7" ist nicht kompakt.

Definition. Zu v € V heifit
= inf |jv — 20.2
er(v) = inf Jlo ol (20.2)
Minimalabstand von v zu T'. Ein Proximum @ € T geniigt
er(v) = [l —al|.
Nach Definition von er(v) gibt es eine Minimalfolge {u,,} C T mit er(v) = lim, o0 ||V — Un -
(20.3) Lemma. Es gilt:
(i) Jede Minimalfolge ist beschrinkt.

(ii) Jeder in T liegende Haufungspunkt einer Minimalfolge ist ein Proximum.

Beweis. zu (i): Es gibt wegen er(v) = lim, .o ||v — up|| ein ng € N mit ep(v) < |jv —up|| < er(v) +1
fiir alle n > ng. Es folgt

[unl| < lJun — || +[[v]] L er(v) + 1+ |jv]| = K2
fir alle n > ng. Setze

K := max{]||u,||}.
n<ng
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Dann gilt ||Ju,|| < K mit K = max{K;, K»} fiir alle n € N.
zu (ii): Es gelte @ = limy, o0 Up(n) € T. Wir erhalten die Abschétzung

o —all < [|v =g | + | |urm) —a|| -

r!LﬂOCET(’U) n—oen

Da der Ausdruck links des Gleichheitszeichens von n unabhéngig ist, gilt bereits ||v — @|| = er(v), also
ist w € T ein Proximum von v beziiglich T'. O
Definition. Die Menge T heifit streng konvex, wenn fiir alle uy,ug € T mit u; # usg gilt

oup + (1 —a)ug €T

fir alle a €]0, 1].

Ul u2

(20.4) Satz (1. Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei T' C V eine kompakte Teilmenge. Dann
gibt es zu jedem v € V ein Proximum @ € T. Ist aukerdem T streng konvex, so ist @ € T eindeutig
bestimmt.

Beweis. In zwei Schritten:

Existenz: Eine Minimalfolge {u,} C T enthilt wegen der Kompaktheit von T einen Hiufungspunkt
@ € T. Nach dem Lemma (20.3) (ii) ist @ € T ein Proximum von v beziiglich T'.

Eindeutigkeit: Seien ui,us € T Proxima von v beziiglich T mit uy # usy. Es folgt

—(u1 +ug) — v

1
2

1 1
< 5 [lun = vl +3 [luz —vl| = er(v).
2 2 —

=er(v) =er(v)

Da T als streng konvex vorausgesetzt wurde, gilt (u1 +us) € T'. Betrachte nun @ := L (ur +us) +

a(v — 1(u1 — up)) € T fiir a > 0 geniigend klein. Damit erhalten wir

< er(v)

=(1-a)

o=l = | 0~ @)t + 1) = (1= o Sl o

=er(v)

fiir @ > 0 geniigend klein. Widerspruch zur Optimalitit von u; bzw. us! Folglich muss schon u; = us
gelten. O

(20.5) Satz (2. Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei U C V ein endlich-dimensionaler Unter-
raum von V. Dann gibt es zu jedem v € V ein Proximum @ € U. Ist aukerdem (V,[|-||) streng normiert,
dann ist u € U eindeutig bestimmt.

Beweis. In zwei Schritten:

Existenz: Nach Lemma (20.3) (i) ist jede Minimalfolge beschrankt und besitzt daher einen Haufungs-
punkt %. Nun ist U C V endlich-dimensional und somit abgeschlossen, also gilt schon @ € U. Somit
ist @ nach (20.3) (ii) ein Proximum.
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Eindeutigkeit: Sei v € V und seinen uy,us € U Proxima von v beziiglich U. Wie im Beweis von (20.4)
folgt

1
H2(ul +ug) —w

= ev(v)

und damit
(v = u1) + (v = u2) || = 2er (v) = [|[v = wa|| + [|v — uz]|.

Da ||-|| als streng vorausgesetzt ist, {olgt
v—u; = alv—us)

fiir ein @ € R, d.h. v — u; und v — uy sind linear abhingig und wir erhalten
(1—a)v=u; —aug € U.

Fiir den nicht-trivialen Fall v ¢ U kann dies aber nur fiir a = 1 erfiillt sein, woraus direkt u; = us
folgt. O

Basisdarstellung
Es gilt U = span(uy, ..., un) = {3p_; oxur|ox € R oder C}. Betrachte die Funktion
o

, a=| 1 | € R" oder C".

o2

(20.6a) F(a):=

n
v — E QU
k=1

Die Approximationsaufgabe (20.1) ist fiir T = U dquivalent zu einer Optimierungsaufgabe

(20.6b)  Bestimme & € R"™ oder C" mit F(&) = IRnir/lc F(a).
a€Rm/Cn

Im Fall V = Cla, b] mit [a,b] C R heifit (20.6b)

e CHEBYSHEV-Problem fiir ||-|| = ||-||,,, vgl. REMEZ-Algorithmus.

e Gauss-Approximation fiir ||-|| = ||||,, Approximation im quadratischen Mittel.
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§ 21 Approximation in Pria-HILBERT-Raumen
Sei V ein Pra-HILBERT-Raum mit dem inneren Produkt (-,-) und der durch ||f|| := /(f,f), f € V,

induzierten Norm. Sei U = span(uq,...,u,) C V ein endlich-dimensionaler Unterraum. Zu f € V gibt es
nach Satz (20.5) genau ein @ € U mit

1f =] = min 1 .

Dies ist dquivalent zum Optimierungsproblem

.,2_ . _ 2: . _ o
IV—MI—ggwf ul| ﬁgﬁ u, f—u).

Mit einer Basisdarstellung v = Y _;'_, auy, lautet das Optimierungsproblem

2

arrel'i?nn , a=(ag,...,a,)" € R™

n
f= aruy
k=1

(21.1) Satz (Orthogonalitit und Normalgleichungen). « € U ist genau dann ein Proximum an
f eV, wenn

(f—t,u)=0

fiir alle u € U gilt. In der Basisdarstellung @ = > ,_, axuy sind die Koeffizienten «j, die eindeutig
bestimmte Lésung der Normalgleichungen

Zdi (ui,ug) = (f,ur) Vk=1,...,n.
i=1
Die Abweichung (Residuum) erfiillt
I1f = all® = 1F11* = llal* = [1£1* = > d (f, w) -
k=1

Beweis. Nach Pythagoras erhélt man folgendes Schema:

U

/ W)

U

Es gelte (f — @, u) = 0 fir alle u € U. Wegen @ € U ist auch w — @ € U. Daher gilt (f — @,u — @) = 0 fiir
alle v € U und wir folgern

If=ul = (f-uf-w=(f-a+i—uf—i+i-u
(f—a,f—a)+(t—u,a—u)
= |f=all’ + llu—all* > ||f - all’

Die Eindeutigkeit dieses Residuums folgt direkt, da Gleichheit bereits @ = w impliziert. Also ist % das
eindeutig bestimmte Proximum von f in U.

Noch zu zeigen ist, dass die Orthogonalititsrelation fiir ein @ = Y_;_; djux 16sbar ist. Die Relation
(f —@,u) = 0Vu € U besagt

(f— zn:diuiauk) =0
i—1

fir alle k = 1,...,n. Dies ergibt die Normalgleichungen

Zdi (ui,ug) = (f,ux) firallek=1,... n.
i=1
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Da (u1,...,uy) eine Basis von U ist, folgt, dass die GRAMsche Matrix G = ((ui, uk)); <; <, regulér, sym-
metrisch und positiv definit ist. Somit sind die Normalgleichungen eindeutig losbar. Fiir die Abweichung
erhilt man mit (f — @, a) = 0 die Aussage

WA =11 —a+all®=f —al* +llall* = (If—al*=11/1"-llal*.
Wegen
al|* = (@— f+ f.0) = (@— f,0)+ (f,0) =Y dk (f,w)
T k::l

folgt auch die letzte Behauptung. O

Beispiel. Es sei V = C[-1,1], (f,9) = f_ll f(z)g(z)dz sowie f(zr) = e® und U = span(l,z,2?%) =
span(ug, u1, uz2). Es gilt dann

1 i+k
: : 1+ (=1)"
und wir erhalten
2 0 2/3
G = ((“i’“k))ogi,kgz =0 2/3 0
2/3 0 2/5
Weiterhin ist
! 1
(fauo) = / ede:€7*7
—1 e
! 2
(fv ul) = / re'dr = ]
—1 e
! 5
(fyu2) = / 2?edr =e — =,
-1 €
Wir erhalten die Normalgleichungen
2 0 2/3 a e—1/e
0 2/3 0 |-|a]= 2/e
2/3 0 2/5 Qs e—>5/e

Als Losung ergibt sich ap = 0.99629, a7 = 1.10364 und as = 0.53672. Man berechnet

max _|e” — (dp + d1@ + daa’®| ~ 0.082.
—1<z<1

T Fall eines Orthonormalsystems (ONS) uq, ..., u,, d.h. wenn gilt

1, i=k

iy :612 )
(u;, ug) Jk {0’ ik

vereinfachen sich die Normalgleichungen zu
n
="y (fyur) uk, dx = (f,ur). (21.2)
k=1

Die Koeffizienten ay = (f,uy) heifen verallgemeinerte FOURIER-Koeffizienten. Aus der Abweichung

If=all® =[£I =D a@? >0 (21.3)
k=1
folgt die sogenannte BESSELsche Ungleichung

S @ < |l (21.4)
k=1
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(21.5) Definition. Das ONS {uy,}nen heift vollsténdig, wenn es zu jedem f € V eine Folge {fn}nen
gibt mit

fn € span(uq,...,u,) und nlingo [lf — fal] = 0.

(21.6) Satz (Vollstandigkeitsrelation). Notwendig und hinreichend fiir die Vollstandigkeit des ONS
{tun}tnen ist die Vollstandigkeitsrelation (PARSEVAL-Gleichung)

o0

~ 2
doa =
k=1

Beweis. Mit (21.4) und der Abweichung in (21.1) trivial. O

Trigonometrische Approximation

Gegeben sei eine stiickweise stetige Funktion f : R — R mit der Periode 27, d.h. mit f(x 4 27) = f(z)
fiir alle z € R.

Es sei nun V := C7[—m, 7] = {f : [-7, 7] — R stiickweise stetig } und eine Norm fiir V gegeben durch
1
- 3
1711= (J7, f(@)2d) .
Durch Nachrechnen sieht man, dass die Funktionen ug, ..., u,,, definiert durch

1 1
sin(kx), ugr = —= cos(kx)

1
uo(z) = E, ugg—1(x) = ﬁ 7

fir kK = 1,...,m, ein ONS in V = C~![—m, 7] bilden. Das Proximum von f € V beziiglich U =
span(ug, . . ., Ugy,) ist nach (21.2) gegeben durch

a(z) = % + > 4o (ax cos(kx) + by sin(kx))
ar =L [7_f(z)cos(kz)Vk =0,...,m (21.7)
b =2 [T f(a)sin(kz), VE=1,...,m

Die BesstLsche Ungleichung (21.4) liefert

a? o 1
2
o+ _(ak+ b)) < —[Ifll;-
k=1

Eine Aussage iliber die Konvergenz der Reihe (21.7) liefert (ohne Beweis) der folgende Satz:

(21.8) Satz. Sei f € V = C~![—n, 7] periodisch mit Periode 2.

(i) Die Folge (21.7) der Proxima von f beziiglich U = span(uo, . .., uam) konvergiert fir m — oo im
quadratischen Mittel gegen f, d.h. beziiglich ||-||,.

(ii) Existiert zusétzlich die Ableitung f’ € C~1[—x, 7], dann konvergiert die Reihe (21.7) punktweise
gegen limy, o4 % f(z + h) + f(z — h)) fiir alle z € [—m, 7).
Beispiele.

(i) Fiir die stetige, gerade Funktion f(z) = |z|, f(z + 27) = f(z)

—2m -7 T 27
berechnet man
1 [ 2 (7
aozf/ |x|dm=f/ xdr =7
LI ™ Jo
sowie
ap = f/ﬂxcos(k:r)dac -2 (- k- 1), k=12
T 0 ’ﬂ'kQ b ) )
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und

1 us
by, = f/ || sin(kz)dx = 0, Vk.
T

—T

Damit erhilt man die FOURIER-Reihe

,,,ZCOS ((2k+1) )

o] ~ (2k +1)2

(ii) Die Funktion

-1, —7<x<0
fl@)y=<o0, z=0
1 O<z<m

)

ist unstetig in © = 0 und ungerade. Es folgt a; = 0 fiir alle k£ und

2 [T =, k gerad
by, = f/ sin(kx)dz = {”k’ serade
0

T 0, sonst

Orthogonalpolynome

Se1 V = Cla, b] mit Innerem Produkt (f, g) f flx (z)dz fiir f,g € V und einer Gewichtsfunktion

2 a, b)) = R mit w(z) >0 fiir a <z < b Dann 1st V C’[a,b] ein Pré-HILBERT-Raum. Wendet man
nun das GRAM-SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Monome w,(x) = 2™ an, so erhélt
man Orthogonalpolynome mit Héchstkoeffizient 1, d.h.

fneﬁ {L + ap_12"" 1+...+a1x+a0|a0,...,an_1GIR}, n=0,1,....

Als Ergebnis erhalten wir, dass die Polynome py, ..., p, € f[n eine Basis von II,, = {ZZ:O arx® | ar € ]R}
bilden. Weiterhin geniigen die Polynome der Drei-Term-Rekursion

150( ) 1, }51( )—90—51

Prt1(x) = (& = 0p11)Pn(2) = Va1 Pn—1 (2 ) firn=1,2,. (21.9)
K} _ (zPn,Pn) — (pn pn)
n+l = (pn ;pn) ’ ,Y’I’L-'rl (pn 1,Pn— 1)

Beweis. Durch Nachrechnen, dass (p,,pr) = 0 fiir alle k < n gilt. O

(21.10) Nullstellensatz. Das Orthogonalpolynom 7, € II,, hat in (a,b) genau n einfache Nullstellen.

Beweis. Seien 1, ..., 2, die Punkte, in denen das Vorzeichen von p, auf (a,b) wechselt. Zu zeigen ist
dann m = n. Mit dem Polynom

(=}
&
I
—-

(x — i)
hat das Polynom ¢(z)p,(x) in (a,b) konstantes Vorzeichen. Wiirde man nun m < n annehmen, so folgt

b
0= (g.fn) = / 4()fn () (@) d

wegen (P, Pr) = 0¥k < n. Daher miisste dann aber aufgrund des konstanten Vorzeichens schon q(z)p, (z) =
0 in (a,b) gelten. Dies kann aber nicht sein, da wegen m < n das Polynom p,, mindestens Grad 1 hat,

und auch ¢ nach Definition nicht das Nullpolynom sein kann. Daher muss schon m = n gelten. O
Das Proximum von f aus C[a,b] in U = span(py, . .., Pn) ist nach (21.1) die FOURIER-Reihe
~ g ~  ~ ~ (f)ﬁk)
U = appr, O = ——— (21.11)
Z (pk7pk)

Es folgt der
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(21.12) Konvergenzsatz. Fiir jede Gewichtsfunktion w € Cla, b] mit w(z) > 0 fiir a < x < b sind die

Funktionen {po,...,pn}, Pn i= Dn - \/ﬁ ein vollstandiges Orthonormalsystem in V' = Cla, b]. Die

Folge der Proxima konvergiert fiir n — oo im Mittel gegen f.

Beweis. in HAMMERLIN, HOFFMANN: Numerische Mathematik, Kapitel 4 §5.6. O
Beispiele.
(i) LEGENDRE-Polynome. Es sei [a,b] = [—1,1] und w(z) =1 fiir z € [-1, 1]. Man priift nach, dass die

LEGENDRE-Polynome
- n! d*(z? —1)"
L, =
() (2n)! dam

=2+ a,_12" 4. ..

fiir n = 0,1,... orthogonal sind, d.h., dass (ik7ﬂn> = 0 fiir alle k < n gilt. Hierzu benutzt man
partielle Integration.

Weiterhin gilt (f/n, E,L) = 2ntl . ﬁ und man hat

2

- - 1 -
Li(z) =z, Lo(x)=2a?— 3 Li(z) = 23 — gx
Beachte den Nullstellensatz (21.10)!
(ii) CHEBYCHEV-Polynome: Es sei [a,b] = [—1,1] und w(z) = \/1177 fir -1 < z < 1. Man definiert

rekursiv die CHEBYCHEV-Polynome T, € I1,,:
Tha1(x) = 22T (x) — Ty (z) fir n=1,2,...
To(z)=1,Ti(z) ==
Man substituiert @ = cos(0), © = arccos(z) und erhélt die Darstellung

T, (x) = cos(n®) © = arccos(zx).

Dies schliefft man aus dem Additionstheorem
cos((n+1)0) = 2cos(O) cos(n®) — cos((n — 1)0O).
Die Orthogonalitét von T,,(z) beziiglich w(x) ergibt sich wegen

' d © [T in(6) oo
X T=cos . Sin .
/_1 Tl(x)Tk(az)ﬁ = /0 cos(i0©) cos(k@)sin(e) do = 7;, z = Z ; ’
Ioi=

2
Die Nullstellen der T, (x) nennt man CHEBYCHEV-Abszissen. Wegen T, (z) = cos(n®) gilt fiir diese

2k—1m
xk—cos( - 2)6(—1,1), k=1,...,n.

Die Extremalstellen berechnen sich zu

ml(cem):cos(kz), k=0,...,n,n> L
n

Fiir die Funktionswerte gilt T}, (e\”)) = (—1)*.

Beispielsweise erhilt man Th(z) = 222 — 1, T3(z) = 42® — 3z und allgemein T,,(z) = 2"~ 12" + ...
Normiert man zum H&chstkoeffizienten 1, so erhilt man

T (x) T (x) € 1I,.

~on-1
Die FOURIER-Entwicklung (21.11) einer Funktion f € Cla, b] lautet

T

dx z=cos(0) g

=y ;Cka(x), o = % [ @) (cos(0)) cos(kO)de.

V1 —z2 ™ Jo
Also sind ¢ die FOURIER-Koeffizienten (21.7) der 27-periodischen Funktion F(©) := f(cos(0)).

Weitere Orthogonalpolynome finden sich beispielsweise in M. Abramovitz, F. Stegun: Handbook of Ma-
thematical Functions.
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VII Numerische Integration

§ 22 Die Integrationsformel von NEWTON-COTES

Gegeben sei ein f € C[a,b] mit [a,b] C R. Ziel ist die Berechnung von I(f) = j; f(z)dz. Man kann
dquidistante Stiitzstellen z; = a4+ ih mit h = b_T“ fir i =0,...,n wihlen, es ist dann g = a¢ und z,, = b.
Es sei p,(x) € II,, das f interpolierende Polynom mit

(1) grad (pn) <n,
(ii) pp(z;) = fi:= f(x;) fuiri =0,...,n.

Ein Naherungswert fiir I(f) ist dann

b
I,(f) ::/ pr(x)dz.

Der Fehler lautet

b
&mﬂ:1u>fhu>:/"ﬂmfp4@ma

Mit der Formel von LAGRANGE gilt

n

pul@) =Y Li@)fi Li(x)= J] ——%.
1=0

T —
k=0.ki 0 Tk

Wir erhalten

)= [ raterir =35 [ L@
a o Ja

und definieren

n

b b B
A; ::/ Li(z)dx :/ H S
a a i — Tk

x
k=0,k+#i

Die Formeln von NEWTON-COTES ergeben sich daraus durch die Substitution x = a + sh, also dz = hds
fir0<s<n:

A =D [y Tkeoppi =xds = h- @i a;i €Q
Beispiele.
(i) n = 1. Trapezregel. Es ist h = b — a und ag = a1 = 1. Wir erhalten I = (f(a) + f(b))
1) n = 2. SIMPSONsche Regel. Es ist = S5=und a9 = a2 = 3, a1 = 3. ir erhalten Iy =
i 2. S he Regel. Es ist h = 5% und x 3. Wir erhalten Ip(f

5 (fla) +4f (5°) + £ ().

Allgemein gilt a; € Q und > a; = n. Dazu betrachte man, dass insbesondere p,(z) =1 fiir f(z) =1
gilt. Man erhalt:

n|ay a1 as az a4 | Skalierung Bezeichnung
1711 1 % Trapezregel
211 4 1 % Simpsonsche Regel
3|1 3 3 1 2 Newtonsche 3/8-Regel
4|7 32 12 32 7 % Milne-Regel

Beachte: Fiir n > 8 konnen negative Gewichte a; auftreten. Es kann dann fiir I,,(f) = Y. ha; f; zu
Ausléschungen kommen.
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Beispiel. Sei f(x) =e®. Dann ist I(f) = fol e’dr = e — 1 ~ 1.7183. Approximativ erhalten wir

1
L= S(l+e)~ 1851
1
I, = 6(1 4+ det +e)~ 1.7189
1
I, = §(1 +3e3 +3e3 +e) ~ 1.7185

Eine Abschitzung fiir den Fehler R, (f) = I(f) — I,(f) liefert der folgende

(22.2) Satz.
(i) Fiir f € C"a,b] gilt

Ra(F)] < B2, |||
mit Cn = ﬁ fon H?:O |S - 7’|d57
(ii) Fiir n gerade und f € C"2[a,b] gilt

R ()] < B,

Fn+2) ‘ ‘

e m ..
mit ¢, = §cp, ¢, Wir in (i).

Beweis.

(i) Esist R,(f) = f;(f(az) — pp(x))dz. Die Restgliedformel der Interpolation (vgl. (13.8)) besagt, dass
es 7u @ € [a,b] ein & € [a,0] gibt mit f(2) — pn() = 2y fFOHD(E,), wobei L(z) = [y (x — z.)-
Es folgt

R (f)] < (n—ll—l)! (/ab|L(£Z:)|d;z:> Hfmﬂ)Hm.

Durch Substitution mit z = a + sh,0 < s < n,dx = hds erhalten wir

b b n n n
/ |L(w)\dm:/ H\x—xﬂdm:h”'ﬂ/ H\s—i\ds.
a a =0 0 =0

Daraus folgt die Behauptung.

(ii) Fiir n gerade ist L(z) = [[;_o(z — ;) schiefsymmetrisch beziiglich der Intervallmitte ¢ = %+, Es

. b . . n . _ a4b 1
gilt daher [’ L(z)dz = 0. Die TAYLOR-Entwicklung von f("*Y in 2 = ¢ = 21 liefert

FOrE) = () + (& — o) f T (n,)

fiir ein geeignetes 1, € [a,b]. Nun gilt fiir den Fehler

b b
/a ((@) = pule)dz = ﬁ/ﬂ L(z)(f" I (e) + (&5 — o) f 2 (1)) da
1 b
_ 1 )
- <n+1>!/a La)(& = )1 (n)da.
Wegen [¢, — c| < #5% = §h folgt
[Ralf) < Wz || 02| = e ||
mit ¢, = Scp. .
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Beispiele.

(i) n =1 (Trapezregel). Es ist

L(f) = 5(7a) + 7))

Als Abschatzung gilt

h3
< — " =b—a.
IR (f)] < B argggblf (), h=b—a

Dies gilt wegen

1t 1 [ 11, 14" 1
0125/0 |s|-|s—1|cl5:§/O s(l—s)dx:2[252—333] =3

(if) n = 2 (SimpsoNsche Regel). Nach (22.2) gilt

ho b—a
< — @) h= .
|R(f)] < o0 argggblf |, h 5

(iii) n =3 (NEWTONsche 3-Regel). Es gilt 7 = [ *22) g5 — 0.94608307 sowie

I3 = é (f(()) +3f <;) +3f (;) +f(1)> =0.94611

3 /1\°
w32 o] <o

-1 = 28-107°
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§ 23 Zusammengesetzte Trapezregel und Extrapolationsverfahren

Gegeben seien dquidistante Stiitzstellen x; = a + hi, h = b;—a, 1=0,...,n. Man wendet nun die Trapez-
regel auf die Teilintervalle [z;, z;1+1] an:

[ @=L ) + s,

i

Dies ergibt die zusammengesetzte Trapezregel

b n—1
h a) f
[ e = () = 3 S50 + Flain) = ( + Z f(a:) ’) . (23.1)
a i=0
Fiir den Gesamtfehler gilt nach (22.2) (i) mit n =1
1= b—a
- 3 < " _ 1 .
/f <A, 1< 38 e 1) e (232)
wegen h = . Diese Fehlerabschatzung ist Motivation fiir die asymptotische Entwicklung von T'(h):

(23.3) Satz (EULER-MACCLAURINsche Summenformel). Fiir f € C?""2[q,b] gilt die Entwick-
lung

T(h) = 7o+ T1h% + Toh 4 .+ i h?™ 4 g ()R

mit
70 = f f(z
(ii) 7 = %Bk (f@*=D(b) — f*=Y(a)). Hierbei sind die By, die sogenannten BERNOULLI-Zahlen,
Bi=1,Bo=3,Bs=5,....

(i) am+1(h) = ey f; O (1) Koo (5572) dz, wobei Kopio € C[0, 7] ist mit

[

Beweis. sieche STOER, “Numerische Mathematik 1, §3.2 O

) dx = (—=1)"By11(b — a).

Extrapolation

Man wahlt zunéchst eine Schrittweitenfolge h; mit ho =b—a, ho > h1 > .. ..

Beispiele.

(i) RoMBERG-Folge: h; = B0 = 228 fiir j =0,1,.. ..
(ii) BurirscH-Folge: hg = b —a, hy = %,hg = %,hg = %,/M = %,hs = %7 e
Berechne die Trapezsummen
ij() = T(h]), j:0,1,...7m
Sei T),.m(h) das interpolierende Polynom in z = h? mit

T _ 2 2m
Tmm(h) = ao+arh®+ ... +anh } (23.4)

Tonm(hy) = T(hy),j=0,1,...,m
Idee: Der WErt fiir h =0,
_ b
Tm,m(o) =ag =Ty = / f(ﬂ?)d.l?

ist eine gute Naherung fiir 7.
Es gilt

0) = iLj(O)T h

j=0
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Beispiel. ho=b—a, h = b_T“ Dann ist
T171 = Tl,l(o) = Lo(O) . T(ho) + Ll(O) . T(hl)
mit
1

r — X
Lim)= [[ —=. @=h% i=01
k=0 ki U1 Tk

und es ergibt sich fiir x =0

_ B —hz 4
hE—n: 3

Lo(0)

Es folgt also

Tu = Tu0) =3 S @+ f)+3 50 (B4 (250) + L)

T (ho) T(h1)

= B (@ +ar (50) + )

Die Berechnung des Wertes Tmm(O) = ag erfolgt mit dem Algorithmus von NEVILLE: Sei ﬂk(h) dasjenige
Polynom in z = h? mit

Ti,k(hj) :1—3"0 :T(hj) fﬁfj:i—k,...,i7
d.h. man betrachte den Abschnitt h;_y, ..., h;. Dann ergibt sich folgende Rekursion fiir T; 5, = Ti,k(o):
Tigp—1—Ti—1,6—1

2
hi
(%) -1

Die Berechnung erfolgt spaltenweise in einem Tableau

Ty =Tik-1+

)

firl<k<i<m.

h | k=0 k=1 k=2 k=3
ho | To,o
N
T
/! N
hi | Tio 159
N / AN )
T4 T35 =1T33(0)
/! AN /!
ha | 1o T3,
N /!
T3
/
hs | T3

Es ergibt sich

2
(h;’“) —1=2%_1

und damit

Tio—Ti—1,0
k=1Ti1 =Tio— ——5—,

Ti1—T;i—
]{1 =2 Ti,2 = Ti,l S LT St AL 2 1 § 157' 11 .
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Beispiel. [ =I(f) = [, e*dz = 1.718281828 mit m = 3.

h; T; o T;1 T; 2 T;3
1 | 1.859140914
1.718861151
% 1.753931092 1.718282687
1.718318841 1.71828182
% 1.727221904 1.718281842
1.718284155
| 1720518592

Niichstes Ziel ist ein Ausdruck fiir den Fehler T}, ,,, — ff f(z)d=.

(23.5) Hilfssatz. Seien z;,i=0,...,m paarweise verschiedene Zahlen (Knoten) und sei
‘T —x
L= ]] k
k0 ki U1 Tk
fiir i =0,...,m. Dann gilt
m ]-, k = 0
Za:fLi(O): 0, k=1,....,m.
i=0 (=1)™xg ... T, k=m+1

Beweis. Setze x = 0 in die folgenden Gleichungen ein:

zk foLi(x)Vxe]R, k=0,...,m
i=0

sowie
2™ =N "2 () = L(x) = [[(x - ).
i=0 =0

Die zweite Gleichung folgt mit f(z) = ™1, also f(m‘*l)(f)m = 1 aus der Restgliedformel der Inter-
polation. O

Durch Substitution mit z = h?, z; = h? in (23.5) erhélt man

N 1, k=0
thkLi(O) =0, k=1,...,m. (23.6)
= ()"oK, k=m+1

Das Polynom T, ,,(h) in (23.4) interpoliert die Werte T'(h;), i = 0,...,m:
Tonm = Ton.m(0) = Y Li(0)T (). (23.7)

Mit T'(h) = 70 + T1h? + ... + Tih®™ + iy 1 (R)W2™ T2 folgt

m

1 b
Tm = L;(0)T(h;) = - (2m+2)K
; ;:O (0)T'(hi) =70 + @m +2)] /a f (z)dx

mit

Ui r—a
K((E) = ZLi(O)h?m+2K2m+2 (h )
i=0 ¢

Man kann zeigen, dass die Funktion K (x) auf [a, ] fiir die ROMBERG- und BULIRSCH-Folge h; stets das
gleiche Vorzeichen hat. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt dann

b b
/ M () K ()i = FEH) (¢ / K (2)dz
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an einer geeigneten Stelle & € [a, b]. Weiter ist

b m b
r—a
/a K(z)de = Y Li(0)hi™*? / Komo <2> da

=0

(=1)m(b—a)Bm+1
= (=1)™hg--hp(=1)™(b = a)Bmy1 = h -+ - h, (b — a) Bpy1.

Insgesamt gilt dann

JemeE) (23.8)

b
_ — — 2... 2 A
T = [ fla)dz = 0= a)hd B B

Fiir m = 0 erhilt man wegen By = ¢ die Abschitzung (23.2). In der Praxis geniigt es oft, m < 6 zu
betrachten.
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§ 24 Allgemeines iiber Extrapolationsverfahren

Zur niherungsweise Berechnung der Losung eines Problems wendet man Diskretisierungsverfahren an:

o wihle Schrittweite 2 > 0.
e Reusltat der Rechnung sei T'(h).

e Asymptotische Entwicklung

T(h) =70 + 11h" + 720 + ...+ T k™ + gy (R)RTTDY (24.1)

Hierbei ist 7; unabhéngig von h und ,,4+1(h) in h beschrinkt, d.h. ayp1(h) = 7mp1 + O(h). Weiterhin
ist To = limh\o T(h)

Beispiel. Numerische Differentiation. Sei f € C™ %[z — a,x + al.

(i) Fir h > 0 ist T'(h) = w eine Approximation der Ableitung f’(z). Durch TAYLOR-
Entwicklung erhdlt man

1 . FOA ()
T(h)=10+1ih+ ...+ Th™ + K" (1,11 + O(h)) mit 7, = RCET k=0,....m+1

Es gilt v =1.

ii) Eine bessere Approximation erhélt man durch T'(h) = fath)—f@=h) g b £ 0. Fiir fec?t3y—
2h
a,x + a] mit a > 0 erhdlt man die asymptotische Entwicklung

f(2k+1)(x)

T(h) =10+ 71h* + ...+ T h®" + B2 (1041 + O(R)) mit 7, = 2k + 1)1

,k=0,...,m+1.
Hier gilt v = 2.

Extrapolationsverfahren

Man wihle eine Schrittweitenfolge hg > ... > h,, > ... > 0 und berechne T'(h;) fur ¢ = 0,...,m. Sei

T; 1, (h) fir k < i dasjenige Polynom in x = h7, fiir das
Tin(h) =bo +bih? + ...+ by, k™, m=i—k,

mit T; (h;) = T'(h;) fiir j =4 — k,...,i gilt. Die extrapolierten Werte
Tk := T; 1 (0) = bo

sind Ndherungswerte fiir

T0 = }1}1{1}) T(h)

Fiir die Berechnung nach dem Algorithmus von NEVILLE setzt man darin nun z; = h] und erhélt

Tik—1—Ti—1 k-1
B\
(%) -1

¥
fiir 1 < k < i < m. Fiir die ROMBERG-Folge gilt h; = 2 und (M) —1=2F —1.

(24.2)

Tix =T+

2 I

Beispiel. Numerische Differentiation. Berechne f/(0) fir f(z) = tan(Zz). Es gilt f/(0) = 7 ~
1.5707963. Wir betrachten die Extrapolation dieses Wertes mit

. _ fle+h)—f(x) _ f(h)—f(0
(D) T(h) = Leth=IE) _ JWJO),

.s _ flz+h)—f(xz—h
(i) T(h) = Lt e=h),
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Wegen z = 0 und f(0) = 0 erhédlt man - da f eine ungerade Funktion ist - dieselben Startwerte T'(h;).
Methode (i):

hi T;0 Tiq T2 Tia
0.5 2.00000
1.31370
0.25 1.65685 1.59643
1.52575 1.56382
0.125 | 1.59130 1.57197
1.56042
0.0625 | 1.57586

Methode (ii):

hi T;0 Tiq T2 Tia
0.5 2.00000
1.54247
0.25 1.65685 1.57125
1.56945 1.57079
0.125 | 1.59130 1.57080
1.57072
0.0625 | 1.57586

Fiir eine Abschétzung des Fehlers T; ;, — 79 benutzen wir die Methode aus §23. Es gilt

7 7

- r—x

T =T = Y LiOT(h), Liw = [] —.

j=ik I=imkizj 9
Setzt man dort = h”, so kann man zeigen
i ]., r=20
> BLi0) = {0, r=1.k.

j=i—k (=1)*n] . ---h), r=k+1
Die Fehlerabschitzung lautet dann

Ti,k —To = (—1)khz_k~-~h’iy(7'k+1 —‘r—O(hZ,k) (243)
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§ 256 Die Gauss’sche Integrationsmethode

Sei f € Cla,b] und sei w(z) eine stetige Gewichtsfunktion mit w(z) > 0 fiir a < 2 < b. Gesucht ist eine
Intgrationsformel fiir

b
= / f(z)w(z)dx. (25.1)

Dazu betrachtet man die nicht dquidistanten Stiitzstellen x; € [a,b], i
Mit II; bezeichnen wir die Polynome vom Grad < j, II; = {p € II; | p(x

r=1,....n, 01 <22 < ... < Tp.
= 3+aj 17 4+ +ag)

Idee: Eine Integrationsformel der Form

£ => Aif(x) (25.2)
i=1
hat 2n freie Parameter A;, z; (i =1,...,n).

Forderung: G,,(f) = I(f) fiir alle f € Iy,,—1, d.h. G,,(f) ist exakt in Iy, 1. Dies ergibt 2n Bedingungen
fiir 2n Parameter.

(25.3) Satz. Es gibt keine Formel des Typs (25.2), die exakt in I, ist.

Beweis. Annahme: G, ( f f(@)w(z)dz, Vf € Iay,.

Mit f(x) := H(m —2;)?, f € My, erhilt man einen Widerspruch:

i=1

=" A flo) =0
b n
/Hm—zz x)dx >0

Wir entwickeln nun die Konstruktion einer Il,,_; exakten Formel

H=Y Aif(x
=1

Seien ;5” € 1:1 die zu w(z) gehdrenden Orthogonalpolynome (vgl. §16) bzgl. des Inneren Produktes
f f (z)dz, f,g € Cla,b]. Nach Satz (16.10) hat dann j, € II,, genau n Nullstellen z1,...,z, €

(25.4) Satz. Seien zi,...,z, €la,b[ die Nullstellen des Orthogonalpolynoms p, € II,, und sei

Li(x):Hx_xk, i=1,...,n.

Dann ist die Integrationsformel

= ZAif(CCi)

exakt in Ils, ;. Es gilt
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Beweis. Interpolationsformel von LAGRANGE.

n

fl@) = Li(@)f(x;)  VfeTl, 1

i=1

n b
= Gulf) = 1(5) =) ( / Li<x>w<x>dw> (@)

Faktorisierung eines Polynoms f € Ils, 1 durch f =q-p, + 7, ¢,r € II,,_1
b
=I(f) = / flz)w(z)dx
‘ b b
= / q(z)pn (x)w(z)dz +/ r(z)w(x)dx

=(q,pn)=0, da q € II,,_1 und p,orthogonal
b
r(z)w(z)dr = Gp(r), da r € II,,_;.

[
.

Es gilt

Gn('r) = Gn(”‘) + Gn(‘]'ﬁn) = Gn(T+QZ~)n) = Gn(f)
———

=0, da Pn(zi) =0

= I(f) = Gn(f) Vf € ap—1.
Es ist L? IS | YR

;»/ z)dr = G, (L) = ZAkL 1) :iAkdf,k:A,-

k=1
Insbesondere A; > 0. O
Beispiel. [a,b] = [-1,1], w(z) =1, pp(x) = (27;5)!;;7; (22 —1)"
LEGENDRE-Polynome p;(z) = z, po(z) = 22 — é, p3(z) = 23 — %x

n ‘ 1 To T3 ‘ Ay Ay As
1] o 2
2| -3 3 11

3 3 5 8 5
31-ys 0 506 9 39

f@)=e, I(f) = [, e"dx = 2.350402.
SmvpPsON-Regel Ir(f) = 2.362054.
GAuss-Integration mit gleich vielen Funktionsauswertungen: Gs(f) = 2.350337.

Fazit. Die GAuss-Formeln liefern im Vergleich zu den NEWTON-COTES-Formeln die genaueren Er-
gebnisse. Nachteil: Beim Ubergang n — n+1 koénnen die berechneten Funktionswerte f(z;) nicht benutzt
werden, da die Nullstellen z; verschieden sind fir » und n + 1.

Fehlerabschitzung.

(25.5) Satz. Sei f € C?"[a,b] und sei G,,(f) die in Satz (25.4) definierte Integrationsformel. Dann gilt

FemE)
I — =
mit einem & € [a,b]. Beweis. vgl.STOER, Numerische Mathematik 1. O
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VIII Gewohnliche Differentialgleichungen

§ 26 Theoretische Grundlagen gew6hnlicher Differentialgleichungen
§ 26.1 Typen von Differentialgleichungen (DGL)

(1) Explizite DGL n-ter Ordnung
Sei D C R"™! (n>1) uns sei f: D — R. Sei I C R ein Intervall.
Eine n-mal stetig diff "bare Funktion y : I — R, d.h. y € C™(I,R), heifit Losung der expliziten DGL
n-ter Ordnung

y(n) :f(I7y7y/7"'7y(k)7'"’y(n71>) (26'1)

im Intervall I, wenn gilt:

Y (@) = f (2.9@) 4 @), ...y V@),
(x,y(:r),y'(:r), . 7y("*l)(l’)) eD Vzel
Die DGL (26.1) heift linear, falls
y ™ = ag(x)y + ar(@)y + ...+ an1(2)y" Y +b(2), (26.2)

mit skalaren Funktionen a;(-) € C(I,R), 1 =0,1,...,n—1,b(:) € C(I,R)
n =1 : skalare DGL 1.0rdnung

y' = f(z.y) (26.3)

Beispiele. n=1:
(1)
¥ =My, A€R,
allgemeine Losung
y(x) = ce™, z €R, c€R.
(2) RICCATI-DGL
Y =1+9y°
allgemeine Lésung
y(z) =tan(z —¢), ce R

y(x)—>:|:ooﬁ'1rx—>c:|:g

1
y/ = 5’ D= IRI’]0,00L

allgemeine Lésung
y(x) =v2zr+¢, ceR,

nur definiert fiir 2z +¢ >0

y'(z) = ay'(2)* + by(z) + ¢, a,bc € R,

allgemeine Losung: 7
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(2)
y" +y =0 (lineare DGL),
allgemeine Lésung

y(x) = ¢y sin(z) + ¢z cos(x), c¢1,co € R.

Y+ sin(y) = 0
allgemeine Losung: 7

(2) Systeme von DGL

Sei D C R"™ und sei f: D — R"™. f = (f1,f2,..-, fn)*. Sei I C R ein Intervall. Eine stetig
diff'bare Funktion y : I — R"™, d.h. y € C*(I,R™), heift Losung des Systems von DGL 1.0rdnung,

y' = f(z,y) (26.4)
im Intervall I, wenn gilt

y'(x) = f(z,y(x)), (z,y(x)) € D fiir alle z € I.
Komponentenweise mit y(z) = (y1(2),y2(x), ..., yn(x))*

yvi(x) = filz,y(z),. .. ya(2))

fk(x,y1(x), cee ’y’n('r))

<
~~
—~
8
~
I

(@) = fal@pn(@), . yn(2)

System linearer DGL, falls f; affin-linear in y1,...,y, ist, d.h.

filz,yr, . yn) = ain(@)y1 + aie(@)y2 + . .. + am(2)yn + bi(z), Vi=1,...

, M.
Setze
an(z) ... aip(z)
A(z) = n xn — Matrix,
an1(x) ... app(x)
by ()
b(x) =
bn ()
System linearer DGL in vektorieller Form
y' = A(z)y + b(z) (26.5)

Die explizite skalare DGL (26.1) n-ter Ordnung ist dquivalent zu einem System 1.Ordnung: Setze

=y v2=v,y3=y" ., =y, oy =y,
System

yll = Y2,

y/2 = Y3,

y;g = Yk+1,

;o

yn—l - Yn,

y7/1 = f(xay17y27"'7yn)~
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(3) Anfangswertaufgaben (AWA) fiir Systeme von DGL
Gegeben sei das System von DGL 1.0rdnung

y/ = f(x,y)

Sei I C R ein Intervall und seien xg € I und yo € R™ mit (zo,y0) € D.
Eine Funktion y € C*(I,R") heift Losung der AWA

y/ = f(:c,y), y(.130) = Yo, (266)

wenn y(-) eine Losung der DGL y' = f(z,y) in I ist und y die Anfangsbedingung y(z¢) = yo erfiillt.
Fiir eine explizite DGL n-ter Ordnung lauten die Anfangsbedingungen

y™ = fla,y,y, ..y D),

y(i)(xo) =y ofiri=0,1,...,n—1.

Andere Bezeichnungen fiir dynamische Systeme: Ersetze

x — t (Zeit) y(x) — x(t) (Zustand eines Systems zur Zeit t)

,_dm

T = f(t,x), z(tg) =x9 € R" (26.6a)

==
Beispiele.

(1) Exponentielles Wachstum bzw. Zerfall. Es bezeichne y(t) die Menge einer radioaktiven Sub-

stanz oder die Grofe einer Population zur Zeit ¢. Gegeben ist dann eine DGL y(t) = % = ay(t)
mit Anfangswert y(tg) = yo > 0, a € R. Als Losung erhiilt man y(t) = yoe(t 1),

(2) Logistisches Wachstum. Sei y(t) die Grofie einer Population zur Zeit ¢. Man hat eine DGL

§(t) = ay — b = a, (1 — Ly) mit Anfangswert y(0) = yo > 0. Diese 16st man mit der Methode
der Trennung der Variablen:

Yo b
t) = k y ]{} = —
y() Yo + (k —yo)e—at

tlim y(t) = k fir alle yg > 0

IS

Diese DGL treten z.B. beim Schétzung der Parameter a und b aus Bevolkerungsdaten auf.

(3) AWA. Gegeben ist eine DGL y’ = y? mit Anfangswert y(0) = ¢ > 0. Dann ist y(z) = % die

l—cx

eindeutige Losung im maximalen Existenzintervall I* =] — oo, %[ (offenes Intervall).

(4) NEWTONsche Bewegungsgleichungen. Es bezeichne z(t) die Position eines Wagens zur Zeit
t und v(t) die Geschwindigkeit zur Zeit t. Man erhélt ein System

.1'3:1], U:f(t7y7v)

a) freier Fall. Es ist f(t,y,9) = mg mit g = 9.81%;. Weiterhin ist y = v und mo = myg, also
v = g. Mit y(0) = yo und v(0) = vy erhalten wir

1
y(t) = ith + vot + Yo,

v(t) = gt + vy
als Losungen der AWA.

b) gedampfte Schwingung. Es wirkt eine Kraft f(¢,y,y) = mg — ky mit k > 0. Daraus ergibt
sich mo = f(t,y,9) = mg — ky, also erhalten wir v = g — %y und § = v.

(5) Rauber-Beute-Modell. Wir bezeichnen mit x(t) die Beute- und mit y(¢) die Rauberpopulation,
jeweils zum Zeitpunkt ¢. Man erhilt das dynamische Modell von VOLTERRA, LOTKA

#1) = % = an(t) — b (1)),

y(t) = —cy(t) +d - z(t)y(t)
jeweils mit Anfangswerten z(0) = 29 > 0 und y(0) = yo > 0.
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§ 26.2 Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von Anfangswertaufgaben

Sei D C R™"! und sei f: D — R™ stetig. Weiterhin sei ||-|| eine Norm im R", z.B. ||-|| = |||| ..

(26.7) Definition.

(i) f geniigt auf D eine LipsCHITZ-Bedingung beziiglich y € R"™, wenn ein L > 0 existiert mit
1f(@,y1) = fz,y2)l| < L[yr — yel| fiir alle (z,y1), (z,y2) € D.

(ii) f heifst LipscHITZ-stetig beziiglich y auf D, wenn es zu jedem (x,y) € D eine Umgebung U gibt,
so dass die Einschrinkung f|Ur‘1D einer L1PSCHITZ-Bedingung beziiglich y auf D N U geniigt.

Beispiele.
(i) Die Abbildung x +— A(x) € R™*"™ sei stetig. Betrachtet man ein System linearer DGL
y'(z) = Alx)y(@) + b(x) = f(z,y(2)),
fz,y) = Alz)y + b(x),
so folgt
(@ 91) = f(@p2)l] = [[A(@) - (1 = w2)l| < [A@)] Y2 — val] -

Sei D =1 x R™ fiir I C R kompakt. Setze L := max,¢cy ||A(z)|] < o0, so folgt

f (@, y1) = f(@,92)[] < Llyr — w2l
fir alle (x,y1), (z,y2) € D=1 x R™

(ii) Man betrachte die DGL ' = 1 + y? = f(z,y). Dann geniigt f(x,y) keiner LiPSCHITZ-Bedingung
auf D = I x R. Aber f(z,y) = 1+ y? geniigt einer LipscHITz-Bedingung auf D = I x J mit J C R
kompakt. Aufierdem ist 1 + y? LipscHITZ-stetig auf D = I x R.

(iii) Sei f : R? — R mit f(z,y) = |y|2. f ist LiPscHITZstetig auf R x (0,00), geniigt aber keiner
LipscHITZ-Bedingung.

Wie in der Vorlesung “Einfiihrung in die Numerische Mathematik” zeigt man das folgende Kriterium:

(26.8) Satz (Kriterium fiir LipscHITZ-Bedingung).

i) Ist D C R™"! konvex und sind die partiellen Ableitungen 0/; z,y), 1 < 4,7 < n stetig und
g Bz g
z
beschriankt in D, so geniigt f einer L1PSCHITZ-Bedingung beziiglich y in D.

(ii) Ist D C R™*! ein Gebiet und ist f in D stetig differenzierbar, so ist f LIPSCHITZ-stetig beziiglich
yin D.

Beweis. vgl. “Einfiihrung in die Numerische Mathematik”. O

(26.9) Existenz- und Eindeutigkeitssatz von PICARD-LINDELOF. Die Funktion f: D — R™ sei
auf dem Streifen D = I x R", I C R Intervall, stetig und geniige einer LIPSCHITZ-Bedingung beziiglich
y auf D. Dann hat die AWA

y' = f(2,9), y(zo) = yo
fiir alle (x0,y0) € D eine eindeutig bestimmte Losung y : I — R™.

Beweisidee. Setze V = C(I,R™). Betrachte dann den Operator

ye CILR") — Ty e CLRY), (Ty)(@) =yo + [ F(t.y(t))dr.

Jxo

Fiir einen Fixpunkt y € C(I,R") mit y = Ty gilt dann

y(r) = yo + / F(t,y(t)dtve e I
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sowie

y(xo) = vo, Y'(x) = f(x,y(z)),

y ist also eine Losung der AWA. Dazu zeigt man, dass der Operator auf C'(I, R™) kontrahierend ist. Uber
eine gewichtete Lo.-Norm auf C(I,R") folgt dann die Behauptung. O

Anwendung auf lineare DGL y' = A(x)y + b(x) liefert die Existenz der Losung fiir alle I C R. Achtung:
y' =1+y?, also f(x,y) = 1+ y? erfiillt keine LIPSCHITZ-Bedingung in einem Streifen.

Mit a > 0 und b > 0 betrachtet man einen Quader
Q=A{(z,y) e RxR" ||z — 0| < a, [ly — wol| < b}

(26.9a) Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Die Funktion f sei auf dem ”"Quader” @ :=
{(z,y) € RxR" | |z —zo| < a, ||y —yo|| < b} mit a > 0, b > 0 geeignet, stetig und geniige auf Q
einer LipscHITZ-Bedingung beziiglich y. Sei M := max(, y)eo ||f(z,y)|| und sei o := min{a, 15} Dann
existiert genau eine Losung der AWA y' = f(x,y), y(xo) = yo im Intervall [xg — a, zo + af.

Anwendungen von (26.9a).

)y =e +43 y(0)=1. Wihle a =b=1 und Q = [0,1] x [0, 2]. Es ist

M = max (e,w2+ 3)—1+8—9 o = min ai = min 11 _1
(@v)€Q Y ’ "M of 9
Die Losung der AWA existiert daher mindestens in [0, §].

(i) ¥’ = 1+y?, y(0) = 0. Es ist y(z) = tan(z) fiir z € |- %, Z [ die Losung der DGL. Wihlt man a > 0
und b > 0, so gilt

b
a:min{a,w}.

Man maximiert nun 1-&-% nach b und erhalt fiir b = 1 ein Maximum. Dann ist a = % fiir b=1 und
a > % beliebig.

(26.10) Satz (Maximales Existenzintervall). Sei D C R"™! offen und sei f € C'(D,R™) LIPSCHITZ-
stetig beziiglich y auf D. Zu (zo,y0) € D gibt es ein eindeutig bestimmtes maximales Existenzintervall
Imax = (z—,z4) mit —oo < z_ < 29 < x4 < 400, so dass die AWA ¢/ = f(z,y), y(xo) = yo genau eine
Lésung im offenen Intervall Imax besitzt. Die Losung y : Imax — R"™ kommt nach links und rechts "dem
Rand von D beliebig nahe®, d.h. es gilt eine der folgenden drei Bedingungen:

(i) x4 = +o0 oder x_ = —o0;
(i) x4 < 4oo und limg,, ||y(x)|| = oo;
(iii) 24 < 400 und liminf,,, d((x,y(x)),0D) = 0.

Bei (ii) und (iii) gelten alternativ analoge Aussagen fiir x_.

Erliuterungen.
(i) Seiy’ = A(x)y + b(x), so existiert die Losung in Imax = R.
(ii) Seiy’ =1+ y?, so existiert die Losung y(¢) = tan(z) in Imax = (-5, 5)-

(iii) Seiy’ = 5, y(0) =1, so existiert die Losung y(z) = v2z + 1 in Imax = (—3, +00).
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§ 27 Einschrittverfahren, Grundbegriffe

Sei D C R"*! und sei f : D — R"™ eine CP-Funktion mit p € N. Fiir (z¢,y0) € D sei y(x) die Losung
der AWA

y/ = f(x,y), y(l‘o) =% (27'1)
in einem geeigneten Intervall I C R.

Diskretisierung von AWA

Man wihlt eine Schrittweite h # 0 und ein Gitter I, := {x; = o +ih € I, i = 0,1,...}. Die exakten
Werte lauten dann y(x;) fiir z; € Ij,. Die approximierten Werte bezeichnet man mit y; ~ y(x;).

Motivation: EULERsches Polygonzugverfahren

Fiir z € I gilt ndherungsweise
ylx+h) —ylx
N2V oy (a) = flay(a).

Fiir die Naherungswerte y; von y(x;) in x; = o + ih erhélt man die Rekursion

Yo = Z/(CUO),
27.2 .
( ){ Yir1r = Yi+hf(wi,y), i=0,1,...

Begriindung: y(z; + h) — y(z:) = hf(zi, y(zi)).

Beispiel. Wir betrachten ¢/ = 1 + 2, y(0) = 0 mit Schrittweite h = 0.1.

i | x| y(x;) | yi (EULER) | y; (EULER verbessert)
0] 0 0 0 0
110.1]0.1003 0.1000 0.1005
210.210.2027 0.2010 0.2030
310.3]0.3093 0.3050 0.3098
410.4|0.4228 0.4143 0.4234

5 10.5]0.5463 0.5315 0.5470

Allgemeine Einschrittverfahren.

Beigpiele fiir Einschrittverfahren sind
e Verfahren von HEUN. yip1 =i + h- & - (f (@i, yi) + f(zi + hyyi + B (i, 45)))-
e Modifiziertes EULER-Verfahren. y; 11 = y; + hf (z; + %,y + 2 f (25, 11)).

o RUNGE-KUTTA-Verfahren. Zunéchst definiert man Funktionen

fi = flzi ),

f2 = f(xt+}2lvyl+gf1)7
fz = f(xri-;yﬁ-gfz),
fa = flzi+h,yi+hf3).

Damit erhilt man dann die Rekursion
h
Yitl = Yi + g(fl +2f2+2f3+ fa).

Man wihle eine Schrittweitenfunktion fi,(z,y) (spéter mehr dazu) und erhilt die Rekursion

yo = ylxg) wiein (27.1)
27.3
(273) { Yit1 yi + - fu(zi, i)
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Es ergibt sich dann eine N&herungslosung y,(x) durch yp(x;) = y;. yn(z) ist dabei fir « € I, definiert
bzw. fiir festes x € I fiir

T — X

hEHx::{hz ,m=1,2,...}.
m

Daraus ergibt sich die Rekursion

yr(wo) = o,
(273&){ yh($+2) — yz(l‘)"—hfh(x,yh(x))

Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler des Verfahres (27.3) gilt mit © € [

(o) = YL ZVE) 0y, (27.49)

d.h. fiir x = z; erhalten wir

mu(eg) = LEHDZVED) oy,

Interpretation: 7, (x;) gibt an, wie gut die exakte Losung y(x) das Einschrittverfahren erfillt.
(27.5) Definition.
(i) Das Einschrittverfahren (27.3) heifit konsistent, wenn gilt

}llin% fu(z,y) = f(x,y) Vo € I,y € R™ in einer geeigneten Umgebung von y(x).

(ii) Das Einschrittverfahren (27.3) hat die Ordnung p € N, falls || (2z)|| = O(|h|P), d.h. falls es ein
N € Ry gibt mit || (2)|] < N - |hP fiir alle x € 1.

Bestimmung der Ordnung p € N.
Sei y' = f(x,y(x)) gegeben. Weiteres Differenzieren liefert

y' = %f(t,y(t))’tzz = fo(@,y(@)) + fy(z,y(2)) - @ = (fa + fyf) (2, y(2))
=f(=z,y(z))
usw. zur Berechnung von y¥) () fiir k = 3,4, .. ..
Beispiel. Sei 3/ = xy?. Wir erhalten dann
v =y + 22y = y? + 2ayxy® = 7 + 22%°
und
y" = 2yy + 4y + 62292y = 2xy3 + 4y + 62°y* = 623 (1 + 22y).
(Hinweis: Verwende die Produktregel (y?)' = (yy) = vy’ + v’y = 2yy’, da y eine Funktion ist!)
Die TaYLOR-Entwicklung von y(x + h) liefert

WX 2V iy 1 iy 2

yP) (2 + Oh) (27.6)

mit 0 < ¥ < 1 geeignet. Fiir das EULER-Verfahren gilt fn(z,y) = f(x,y); daher gilt fir den lokalen
Diskretisierungsfehler

() = PEEIZVE o) P20 2 1k 1,0 (@) + O0) = O().
—_——
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Generelle Idee zur Gewinnung von Einschrittverfahren héherer Ordnung.

Man nehme fiir f;(x,y) einen Abschnitt der TAYLOR-Entwicklung in (27.6). Sei zum Beispiel

fh(x’y) = f(x>y) + g (fw(x7y) + fy(x,y)f(x,y)) )

so erhdlt man p = 2 als Ordnung des lokalen Diskretisierungsfehlers.

Ansatz fiir ein Einschrittverfahren 2. Ordnung.

Man setze

fh(xay) = le(x,y) + CQf(:E + Oézh, Y+ hﬂQf(xay))
mit Konstanten ci, ca, as, B2 > 0. TAYLOR-Entwicklung beziiglich h in h = 0 liefert

fo@y) = caf(z,y)+caf(z,y) + coh (o fe(®,y) + Bafy(z,y) f(z,y)) + O(R)
= (c1 4 c2)f(z,y) + h(caaafu + c2Bafy )z, y) + O(R?).

Ein Vergleich mit (27.6) ergibt folgende Bedingungen fiir ein Verfahren 2. Ordnung;:

1 1
catea=1, cas= 3 coffs = 3

Fiir das Verfahren von HEUN setzt man ¢; = ¢y = % und ay = f3 = 1. Dann gilt

ful.y) = 5 (7@ 9) + F+ by + () (21.7

Fiir das modifizierte (verbesserte) EULER-Verfahren setzt man ¢; = 0, ca = 1 und ay = 2 = % Dann
gilt

o) =1 (24 5+ 5. (278)

Das Verfahren von RUNGE-KUTTA.

Dieses Verfahren wird definiert iiber

fa(@y) = & (filz,y) +2fo(z,y) + 2f3(z,y) + fa(z,y))
fl(w7y) = f(“Lay)
(27.9) ¢ falz,y) = [f(z+ g,y+ %fl(m‘,y))
f3(1'7y) = f(x—i—%,y—ﬁ—éfg(x,y))
f4(x7y) = f(x+h7y+hf3(m,y))

Man kann zeigen, dass dieses Verfahren die Ordnung p = 4 besitzt. Das RUNGE-KUTTA-Verfahren l&sst
sich auch allgemeiner definieren:

fh(ﬂf,y) - (lel +02f2+--~+cm.f’rn) (%y)
fl(xvy) = f(x,y)
fa(zy) = f(z+ahy+ Beafi(z,y))

fm(l'vy) : f(I + O‘mhay + h(ﬂm,lfl(x, y) + ...+ ﬁm,m—lfm—l(xvy))

Koeffizientenschema (BUTCHER-Schema)

0
as | B2
Qi ﬁm,l /Bm,Z e ﬂm,mfl

‘ C1 C2 T Cm—1 Cm

Es gilt immer > ", ¢; =1 und a5 = ijl k=10, fir k=2,...,m.
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Beispiele.

m=1

i

EULER-Schema y;+1 = y; + hf(x;,y;) mit Ordnung p = 1.

1] 1
12 1/2

HEUN-Verfahren y;11 = y; + & (f (24, v;) + f(2; + h,yi + hf(24,9;))) mit Ordnung p = 2.

m=3
0
1/211/2
1| -1 2

‘1/6 4/6 1/6
Yir1 = yi + 2 (f1 +4f2 + f3) (i, y:) mit
fl(xay) = f(x,y)v

R = f (ot gt gi@n).

fea) = f (o= hfen) +20f (24 G+ 51w )

und Ordnung p = 3.

m=4
0
1/211/2
1721 0 1/2

1|0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

RUNGE-KUTTA-Verfahren mit Ordnung p = 4.
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§ 28 Konvergenz von Einschrittverfahren

Sei f : [a,b] x R™ — R™ eine CP-Funktion, p € N.Sei y(x) eine Losung der AWA o' = f(z,y), y(zo) = yo

mit xo € [a,b] und yo € R™. Wihlt man ein € I := [a,b] fest, so erhdlt man den sogenannten
globalen Diskretisierungsfehler
e(z,h) = yn(z) — y(z). (28.1)

Dabei ist yp,(x) die Naherungslosung definiert fiir

h'EHI:{

Erinnerung: yn(Z + h) = yn(Z) + hfn(Z,yn(2)) fir 2 € [a,b].
Das Einschrittverfahren (27.3) heifft konvergent, wenn fiir alle z € I = [a, D] gilt

lim _(e(z,hm)) = yn,, () —y(z) =0,

m— 00

wobei h,, = *—*¢. Erinnerung: Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler gilt

1
(@) = 7 @+ h) —y(@)) = fale, y(2).
Wir wollen zeigen: Falls ||7,(x)|| = O(|h|?), so gilt auch
ez, hm) || = O(Jhm?).

(28.2) Hilfssatz. Fiir die Zahlen d; > 0, 6 > 0 und ¢ > 0 gelte die Abschitzungh
div1 < (1+ 5)di +c

fiir i =0,1,.... Dann folgt die Abschitzung
mé—1

e
)

dm S em6d0 + C.

Beweis. Rekursiv erhalt man zunéchst

d < (140)do+c
dy < (1+8)di+c<(1+68)>3do+c(l+6)+c

womit induktiv folgt

(146)m—1

dp < (14+8)™dg+c(1+1+68)+...+(1+0)™ ) =1 +6)"dy+c 5

emd — 1

]

< €™dy+c

(28.3) Konvergenzsatz. Die Funktion f,(x,y) sei stetig auf
G:=A{(z,y,h) |z el =]ab]|ly —y@)| < a[h] < ho}
mit o > 0, hg > 0 geeignet. Es existieren Konstanten N > 0 und M > 0, so dass die Abschétzungen
() (a2, 9 = fulz,9)l| < M- ||y —yl| fir alle (z,9,h),(z,y,h) € G,
(it) ||7n(2)|] < N - |h|P fiir ale z € T = [a,b] und |h| < ho,

gelten. Dann gibt es eine Schrittweite h > 0, so dass fiir den globalen Diskretisierungsfehler die Abschiit-
zZung

e]\l-\wfmo\fl e]\l-\xfa:(ﬂfl

M 'm?X”Thm)xi)”<7'N'|hm|p

}7n <
let, hun)l| < <t
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fir alle € I und hy, = *="0 mit [h,| < h < hq gilt.

Beweis. Sei x € I fest, x # xg, h = hy,, = #%¢ fiir m = 1,2,.... Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
gilt

(i) = — (y(zi + h) —y(x:)) — falwi, y(zi)).

S =

Dies bedeutet

y(@iv1) = y(z:) + hfn(zi y(z:)) + hra(z:).
Aus dem Einschrittverfahren ergibt sich

Yir1 = Yi + hfn(@i yi)-

Definiert man nun d; := ||y; — y(z;)||, er ergibt sich durch Subtraktion obiger Gleichungen die Abschét-
zung

dipr < di + [B] || fu(@i, i) = fu(@s y(@a)ll + [B] - [|7a (@)l
Falls ||ly; — y(z;)|| < « gilt, so folgt mit Voraussetzung (a)

div1 < di + [h|- M - d; + [h| - max ||74(;)]] -

Wir setzen dann ¢ := 1+ |h|- M und ¢ = |h|- max; ||7(x;)||. Weiterhin ergibt sich do = ||yo — y(z0)|| =0

und md = m - |hpy|cot M = |z — x| - M. Daraus schliefen wir mit Hilfssatz (28.2) auf die gesuchte
Abschitzung:
mé _ 1 Mlz—zo| _ q
dn = le(a, o)l € ——c=* I maxin )l
Mz—zo| _ (b) oMlz—z0
= g maxllme)ll £ S N bl

Nachtrag: Es gilt % N -|h|P < a fiir alle || < h, h > 0 geeignet, da bis auf h alle Werte konstant
sind. O

Es dringt sich die Vermutung auf, dass fiir den Fehler eine asymptotische Entwicklung
yn (@) = (@) + Wey (@) + P e (@) + .. (28.4)

existiert.

(28.5) Satz (von GRAGG). Sei f eine CN*+2-Funktion und sei y;, () die von einem Einschrittverfahren
der Ordnung p gelieferte Ndherungslosung fiir die Losung y(z) der AWA ¢/ = f(z,y) mit y(xo) = yo.
Dann gibt es Funktionen eg(z), k=p,p+1,..., N und Ex41(x,h) mit

yn(x) = y(x) + hPey(z) + WP e,y (v) + ...+ hNen(x) + BN En iy (2, )

fiir alle € I = [a,b] und h = hy, = =2, m = 1,2,.... Das Restglied Ex1(x,h) ist bei festem = € I
beschrinkt fiir alle h = h,,.

Bemerkung. Wendet man diesen Satz auf Extrapolationsaufgaben an, so erhilt man die Entwicklung
(24.1) mit v = 1.
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§ 29 Spezielle lineare Mehrschrittverfahren
Beispiel. y;;2—y; = 2hf(xj11,y;41). Allgemein hat ein lineares Mehrschrittverfahren (MSV) die Form

m

> aryin =h-Y kS (@i Yisn) (29.1)
k=0 k=0

fiir j =0,1,.... Dies ist ein MSV der Stufe m. Als Startwerte wihlt man yo (Anfangswert der AWA) und
yy=yg; firi=1,...,m—1.

Beispiel. Mit m =1, a; =1, ag = —1, by = 0 und by = 1 erhilt man das EULER-Verfahren

Yj+1 =y = hf(zj,y;)-
Es sei in (29.1) ohne Einschridnkung a,, = 1. Wir erhalten die folgenden Fille:

e b, = 0. Dies nennt man ein explizites MSV, da man y,,, direkt aus den y;, ..., ¥y;4+m—1 berechnen
kann.

e b, # 0. Dies nennt man ein implizites MSV, da y;4,, auf beiden Seiten der Gleichung (29.1)
auftritt. Als Losungsidee erhédlt man, dass ;1 die Losung einer nichtlinearen Fixpunktgleichung

Yitm = —Am-1Yjtm—1— - — oY + h(bm f(Zj4m, Yjam) +- -+ 0o f (25, 95)) =t 9(Yj+m) (29.2)
ist. Wie in der Numerik I kann man eine Fixpunktiteration betrachten:
yiY =g (W) k=01,
Wegen
99 ( (k) of (k)
oy () = 5 (250.3,0)

beschrénkt

folgt
99 ( (0
ZZ (4 <
Hay (yj+m‘ sqg<l1

fiir || geniigend klein. Den Startwert y(o)

i+m Kann man durch ein explizites MSV gewinnen.

Das explizite Verfahren heiftt auch Pridikator-Verfahren, das implizite nennt man Korrektor-Verfahren.

Konstruktion von speziellen linearen MSV

Es seien jeweils geeignete Indizes ¢, p und k gewéhlt.

Integration.
Tjt+k
Wass) ~vlap) = [ fay(e))ds
Tj—p
Interpolation. Fiir den Index ¢ sei P,(x) das interpolierende Polynom mit
(i) grad (Fy) <gq,
(11) Pq(xi) = f('riay(xi))) 1= ,77.7 - 17 s 7j —q-

Nach der LAGRANGE-Interpolation ergibt sich dann

Py(x) = flaj_i,y(w;p:) Li),

i=0
1 r— T

i
Liw)= [[ ———
1=0,104 I T Il
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Als Niherung erhilt man

y(@jon) —ylwj—p) ~ Y ooyl i) - /JEM Li(z)dx

i=0 Tj—p

q
he Y Baif(@j—isy(xj—i)

i=0

wobei 3,; = %f;f" L;(z)dx ist. Als Ansatz fiir die Niherungswerte y; von y(x;) wihlt man

q
itk =Y =h D> Baif (xj-iryj—i). (29.3)

=0

Tm Folgenden sei fy := f(xk, yr). Wir erhalten nun weitere Verfahren.

Die Verfahren von ADAMS-BASHFORTH. Setze k=1,p=0,¢=0,1,2,....

Yi+1 — Yi = h(Bgofi + Bgafi—1 + ..+ Bagfi—q)- (29.4)

Dies ist ein explizites MSV der Stufe m = g + 1. Fiir ¢ = 0 gewinnt man das EULER-Verfahren zuriick.
Fiir die 8 erhidlt man die Zahlenwerte

Bei/i |O 1 2 3
Bo,i 1

2-p1s | 3 —1

12- 65, | 23 —16 5
24-083; 155 =59 37 -9

Die Verfahren von ADAMS-HOULTON. Setzek=0,p=1,¢=0,1,2,...und ersetze dann j — j+1:

Yirr =Y = h(Bgofivr + Bonfs + -+ Baafivi—a): (29.5)
Dies ist ein implizites MSV der Stufe m = ¢. Fiir die § erhélt man die Zahlenwerte
Bgi/i [0 1 2 3
Bo.i 1
2-81, |1 1
12-6,; |5 8 -1
2485, |9 19 —5 1

Erinnerung: ;11 kann durch Fixpunktiteration bestimmt werden.

Die Verfahren von NYSTROM. Setzek=1,p=1,¢=0,1,2,....

Yjrr = Yj—1 = h(Byofi + Bonfijr + .+ Byafi-g): (29.6)
Dies ist ein explizites MSV der Stufe m = ¢ + 1. Im Spezialfall ¢ = 0 und Gy o = 2 erhélt man mit
Yi+1 — Yi—1 = 2hf(x;,y;) (29.7)

die bekannte Mittelpunktsregel zuriick.
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§ 30 Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

Ein lineares Mehrschrittverfahren hat die Form
> aryier =h- Y bpf(iek Yisn) (30.1)
k=0 k=0

mit oBdA a,, = 1. Der lokale Diskretisierungsfehler ergibt sich als Erweiterung von (27.4) zu

m

Z ary(x + kh) — Z bif(x + kh,y(xz + kh)), (30.2)
k=0 k=0

1

Th(x) = 7

wobei y(z) die exakte Losung meint. Wir fiihren eine abkiirzende Schreibweise
Li(y(x) =Y ary(x —kh) — b bpf(x + kh,y(z + kh))
k=0

k=0

ein. Damit gilt dann

(@) = 2 Lny()).

Eine TAYLOR-Entwicklung von Ly (y(x)) und 74 (x) beziiglich h in h = 0 fiihrt zu

Lu(y(x)) = coy() + erhy’(2) + ...+ cph"yP (@) + cpn Wy (2) (1 + O(h))

mit
co = Qay+...+amy
cp = ar+2a+...+mam— (bg+ ...+ bn) (30.3)
¢ = glar+2Paz+. 4+ mPay) — gy (b + 277 e o mP T Dy

fir p > 1.

Beispiel. Setze m =1, a1 =1, a9 =0, by =0 und by = 1, so erhilt man mit
00:a0+a1:0, Clialf(b()ﬁ*bl):o
das bekannte EULER-Verfahren zuriick.

Insgesamt erhélt man

1 1 b (
(@) = 3 Lu(y(@)) = 5 eoy(@) + 1y (o) + eahy” (@) + ...+ YD (@) + k7Y T (14 O(R) .

(30.4) Definition. Das lineare MSV (30.1) hat die Ordnung p (ist konsistent von der Ordnung p),
wenn gilt

co=...=¢cp =0, cpp1#0,
d.h. wenn gilt

|70 ()] € O(AI?)
fir alle z € I = [a, ).

Eine zentrale Rolle spielen die Polynome

m

p(A) = apd*, o(A) =) At AeC (30.5)
k=0 k=0

Fiir die Ordnung p = 1 gilt ¢g = p(1) = 0 und ¢; = p/(1) — 0(1) = 0. Als zentrale Idee betrachtet man
die 2m + 1 freien Parameter ag, ..., am—1,b0,- .., bm (am = 1!) und bestimmt diese so, dass die Ordnung
p maximal wird.
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Beispiel. Gesucht ist ein explizites lineares MSV mit m = 3 und maximaler Ordnung mit ag = as = 0.
Die Relationen (30.3) ergeben daher ein Lineares Gleichungssystem fiir aq,bg, b1 und by, wobei ag = 1
und b3 = 0 gilt:

co = a1+a3=0
cT = a1—|—3a3—(bo+b1+b2):0
262 = a+ 9@3 - 2(b1 + 2b2) =0
6cs = ai+27a3 — 3(b1 + 4b2) =0
Es ergibt sich daraus a; = —1, by = %, by = —2 und by = . Die Ordnung des Verfahrens ist 4, da man

c4 # 0 nachrechnet. Ersetzt man weiter j +3 — j + 1, so erhilt man mit

h
Yj+1 — Yj—1 = §(7fj —2fj—1+ fi-2)
ein NYSTROM-Verfahren aus (29.2) mit ¢ = 2.

Konvergenz und Stabilitdt von linearen MSV

Die Fehler in den Startdaten yg, ..., ym—1 seien g;, ¢ =0,...,m — 1 mit g; := y; — y(x;). Weiter sei ¢ :=
(€0s---sem—1)" € R™. Die Niherungslosung yy - (z) ist definiert fiir alle € I}, = {z, + ih, i =0,1,...}
bzw. fiir festes € [a,b] und h = 57 mit k =1,2,....

(30.6) Definition. Das lineare MSV (30.1) heifst konvergent von der Ordnung p € N, wenn
lyk.e(x) —y(@)|l € O(h[?)

fir x € [a,b], h = 5% mit k = 1,2,... und € = £(h) € O(|h|P) fiir die Fehler in den Eingabedaten
gilt. Achtung: Von der Konsistenz zur Ordnung p kann man im Allgemeinen nicht auf Konvergenz zur
Ordnung p schliefien!

Gegenbeispiel. Das (m = 2)-Schrittverfahren
Yiv2 +4yiy1 — 5yi = h(4fj41 + 2f;)

hat die Ordnung p = 3, was man mit (30.3) zeigen kann. Man wende dieses Verfahren auf die AWA
y' = —y mit y(0) = 1 an. Die exakte Losung lautet y(z) = e~®. Man erhilt damit Startwerte yo = 1 und
y1 = e . Betrachten wir h = 1J5, so ergibt sich

J |y —ylz))

2 | —0.164-107%

4 | —0.300-10"7

97 | 0.512-10°8
98 | —0.257-10%
99 | 0.129-109%0
100 | —0.652 - 1059

Als Begriindung fiir dieses Verhalten stellen wir fest, dass A = —5 eine Nullstelle von p()) ist. Als Fazit
ziehen wir, dass die Nullstellen des Polynoms p()) in der Stabilitdtsbetrachtung eine zentrale Rolle spielen.

(30.7) Definition. Das lineare MSV (30.1) heift stabil, wenn fiir die Nullstellen A € € des Polynoms
p(N) = Y0, arAF gilt:

(i) Al <1,

(if) |A\| =1 = X ist eine einfache Nullstelle von p(}\).
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Beispiele.
1. ADAMS-BASHFORTH (29.4)
Yj+m — Yj+m—1 = h(...).
Es ist
p(AN) = A" — AT = Tl — 1)

und damit sind Ay = 0, Ay = 1 die Nullstellen. Da A5 eine einfache Nullstelle ist, ist das Verfahren
stabil.

2. NYSTROM (29.7)
yj+m — yj—i-m,—Q = h()
Es ist
P()\) =\ _ /\m—2 — )\m—Q(/\Q _ 1)

und damit sind Ay = 0, As = 1 und A3 = —1 die Nullstellen. Da A2 und A3 jeweils einfache
Nullstellen sind, ist das Verfahren stabil.

Man beachte, dass die Stabilitdtsbedingung die Ordnung p einschrankt:

(30.8) Satz (von DAHLQUIST). Fiir die Ordnung p eines stabilen MSV gilt

cm + 1, falls m ungerade,
P= m+2, falls m gerade

Beweis. s. R.D. Grigorieff: Numerik gewohnlicher DGL Bd. 2. O

Beispiele.
1. NYSTROM mit ¢ = 0:
Yi+1 — Yj—1 = 2hf; Mittelpunktsregel
Dann ist m = 2, p = 3, es handelt sich also nicht um ein maximales Verfahren.

2. ADAMS-MOULTON mit m = g ungerade ist von der Ordnung p = ¢ + 1 und somit maximal.

Im Folgenden untersuchen wir die homogene Differenzengleichung
Z aij+k =0 (309)
k=0

Dabei sei ab sofort n = 1, also zj4, € C (n = Dimension des Systems). Als Losungsansatz wihlen wir

z; = M mit A € C. Dies ist eine Losung von (30.9), falls

m

m
0=> apN ™ =N ap\F = Mp())
k=0 k=0
gilt. Es folgt dann p(A) = 0, da A = 0 uninteressant ist.
Im Spezialfall, dass X eine zweifache Nullstelle von p(A) ist, gilt
PN = agkA! =0.
k=1

Damit berechnet man

doar(j+ RN = ¥ (j ammzakm“)

k=0 k=0 k=1

N GpN4+Ap ) | =0
=0 =0

Folgerung: z; = jA\’ ist eine Losung von (30.9), falls A eine zweifache Nullstelle von p()) ist.

Im allgemeinen Fall einer r-fachen Nullstelle A von p()) sind z; = M,...,2; = jM,...,z; = j7 N
Lésungen von (30.9). Damit sind bereits alle Losungen von (30.9) gefunden.
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(30.10) Satz. Seien Ay,..., A\, die Nullstellen von p(A) mit Vielfachheiten vq,...,1; und sei m =
V1 + ...+ v;. Dann sind

NG G

fir k = 1,...,0 Losungen der Differenzengleichung (30.9). Jede weitere Lésung z; von (30.9) ist eine
Linearkombination dieser Losungen.

(30.12) Korollar. Das lineare MSV (30.1) ist genau dann stabil, wenn alle Losungen der Differenzen-
gleichung Y"1 a2 flir j — co beschrénkt bleiben.

(30.12) Satz. Ist das MSV (30.1) konvergent fir die AWA ¢’ =0, y(0) = 0, so ist es stabil.

Beweis. Sei A eine Nullstelle von p(\) mit Vielfachheit v. Vorgegeben seien Anfangswerte y; = ¢;(h) :=
J¥7INh fiir 5 =0,...,m — 1. Das MSV fiir ¢/ = 0, y(0) = 0 lautet

m
Z agYj+k = 0.
k=0

Nach Satz (30.10) muss gelten
yj = jyil)\jh

fir alle j = 0,1,.... Sei « € [a,b] fest gewéhlt und sei h = h, = T fir n = 1,2,.... Da das MSV
konvergent ist, folgt

lim (yn = n”_l)\"%) =0.

n—oo

Dies ist nur moglich, wenn |A| <1 und v =1 fiir |\| = 1 gilt, d.h. das MSV ist stabil. O
(30.13) Satz. Zu Vereinfachung sei n = 1. Die Funktion f geniige auf

G::{(:c,y)e]Rz|a§:L'§b, ly —y(x)] <a}, a>0

einer Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Das MSV sei stabil und fiir den Fehler € := (eq,...,&,-1)" € R™
mit €; := y; — y(x;) und den lokalen Diskretisierungsfehler 73, () gelten die Abschitzungen

leil <e(h),i=0,...,m—1 und }llirr%)c(h) =0,

|7h(z)| < d(h), « € [a,b] und }llirr}) d(h) =0.

Dann gibt es Konstanten c;, c; und eine Schrittweite ho > 0 mit |y - (x) —y(z)| < c1-e2l#=20l.(c(h)+d(h))
fiir alle € [a,b] und h = =50, n = 1,2,..., mit |h,| < ho.

Beweis. Es gelten die Relationen

S aryier = Y bef(@iik Yivk),
k=0

k=0
Z%?A%‘M) = hzbkf($j+k7y($j+k)) + hr ()
k=0 k=0

nach Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers 73 (x;). Fiir den Fehler e; := y; — y(x;), ¢ = 0,1,...
gilt e; = ¢; fiilr j =0,...,m — 1. Es folgt durch Differenzenbildung

> arejir =h> b (f(@jenYjen) — F(@jamy(@jex) — hrn(z;) = h- g (30.14)
k=0 k=0

Sei L > 0 eine Lipschitz-Konstante von f beziiglich y. Voraussetzung: Es gelte |ex| = |yr—y(zi)| < o fiir
k=j,...,j+m. Diese Behauptung werden wir spiter im Beweis verifizieren. Unter dieser Voraussetzung
ergibt sich aus (30.14) die Abschitzung

lg;l < M- lejixl + d(h) (30.15)
k=0
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mit M := L - maxo<g<m |bx| und 7, (x)| < d(h). Man setzt nun

0 1 0
0 0 1 0
6]‘ ]
E; = : €eR™, B:=|'|eR™, A:=
0 ..
€j+tm—1 :
’ 1 0 0
_ao _al .« .. .« .. RS _amfl

Die Rekursion (30.14) lautet dann in vektorieller Schreibweise
Ej+1 = AEj + hng

und es gilt

det(A, — A) = axd* = p(N),
k=0

6 Rm)(m

(30.16)

da wir bei linearen MSV von a,, = 1 ausgegangen sind. Da das MSV zusé&tzlich nach Voraussetzung stabil

ist, gilt
(i) |A\| <1 fiir alle Nullstellen,
(if) |A] =1 = A ist eine einfache Nullstelle.
Nach §12 gibt es eine Vektornorm ||-|| im R", so dass fiir die zugeordnete Matrixnorm
[|A]| = p(A) = max{|A| | A ist Eigenwert von A} <1
gilt. Aus (30.16) folgt dann
HEjeall < AN NIE I+ LRl - Lgs] - [IBIF< (1E51 + [A] - 1g;] - 1BI] -

Wegen der Aquivalenz aller Normen im R™ gibt es weiterhin eine Konstante ¢ > 0 mit

1 - ;
F Il < llylly = lysl < éllyll
k=0

fiir alle y € R". Es folgt

m—1

1 .
Z 1Bl < 1Bl = Y lejenl < EIIE.
k=0

Mit,
Y leserl < NBs Il + 11Eally < e (1B + 11 Ejpall)
k=0
wird aus (30.15) die Abschéitzung
1951 < MY lejix] + d(h) < ME(||Bjl| + || Ejal]) + d(h).
k=0
Da wir ||B||; = 1 und damit ||B|| < ¢||B||, = ¢ haben, ergibt sich aus (30.17)
1Bl < (|51 + |h[ME (|| Ejl] + || Ejsal]) + éd(h)|hl,
woraus wir

(1= [h|ME) - ||Ejsall < (1+ [n|ME) || Ej]| + d(h)|h|

(30.17)

folgern. Man {iberlege sich nun zunéchst, dass fiir alle |¢t| < % die Abschétzung % < 1+ 4t gilt. Setzt

man nun ¢ := |h|Mé&*, was fiir geniigend kleines h kleiner als % wird, so ergibt die letzte Ungleichung

1Ejll < (1+4[h|ME) || Ej|| + 2|h|cd(h).
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Wendet man nun den Hilfssatz (28.2) an, so gilt ||Eo|| = ||¢]| < éc(h) und
edlz—zo|ME _ 4

E, < pdle—zo|ME h
1B.]| < ée o)+ — e

- 2||éd(h),

wobei h = h,, = £=22. Mit geeigneten Konstanten ¢y, co > 0 gilt daher
n

leal = lyn — y(@)| < cre 770l (e(h) + d(h)).

Die rechte Seite ist kleiner als ein gegebenes « fiir alle |h| < ho mit entsprechend geeignetem hy > 0.
Damit ist auch die gemachte Voraussetzung nachtriglich verifiziert und der Beweis abgeschlossen. O
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