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Zusammenfassung

Bei dem vorliegenden Dokument handelt es sich um die von mir mit [#TEXgesetzte Version meiner
Vorlesungsmitschriften aus der Vorlesung Optimierung im Wintersemester 2007/2008, gelesen von
Prof. Dr. Helmut Maurer an der Westfédlischen Wilhelms-Universitédt Miinster. Ich tue
dies, damit ich beim Wiederholen des Stoffs, aber insbesondere auch zur Vorbereitung der Klausur,
nicht auf eine lose Blattsammlung von handgeschriebenen und mehr oder weniger lesbaren Zetteln
angewiesen bin. Wer Fehler in diesem Dokument findet, den bitte ich, mir diese per E-Mail mitzuteilen:

michael.schaefer@uni-muenster.de

Wichtig: Da dieses Dokument stdndigen Korrekturen unterliegt, bietet sich ein Ausdruck erst am
Ende des Semesters an. Den Stand des Dokumentes entnehme man bitte dem weiter oben
angefiihrten Datum.
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Einfiihrung

Sei (X, ]|-]|) ein normierter Vektorraum, D C X offen, S € D C X und f : D — R eine Abbildung.
Im Falle X = R"™ ist « = (21,...,%,)* die Optimierungsvariable. Das allgemeine Optimierungsproblem
lautet dann

Minimiere f(x) unter der Nebenbedingung x € S (P)

Als Kurzschreibweise verwendet man min { f(z) | xeS } Die Funktion f : D — R heiftt Zielfunktion, die
Menge S heiftt zuldssige Menge und jedes Element (jeder Punkt) = € S wird als zuldssiger Punkt bzw.
zuléssiges Element bezeichnet.

Ein zulédssiger Punkt z € S heifst lokale Minimalstelle von (P), wenn es eine Umgebung U von Z gibt mit

f(@) < f(z)Vz € SNU.

Weiterhin heifit € S globale Minimalstelle von (P), bzw. optimale Lésung von (P), wenn

f@) < f(x)Vz € S.

Z € S heiftt strike lokale (globale) Minimalstelle von (P), falls gilt

f@) < flr)VzeeSNU,z#z (f(T) < f(x)Vz e S,z #7).
Der optimale Wert von (P) ist
inf (P) inf {f(z) |z €S}, S#0
) 00 S=0"

Wenn (P) eine optimale Losung besitzt, dann schreibt man min (P) statt inf (P).
Die Maximierung einer Funktion g : D — R ist dquivalent zur Minimierung von —g(x).

Allgemeine Ziele.
e Herleitung von notwendigen und hinreichenden Optimalitétsbedingungen
e Numerische Verfahren

e Anwendungen

Typen von Optimierungsaufgaben. Die verschiedenen Typen hidngen von den speziellen Eigenschaf-
tenvon f: D —Rund SC D C X ab.

(I) Konvexe Optimierungsprobleme. Sei D C X eine konvexe Menge. Eine Funktion f: D — R
heiflt konvex bzw. strikt konvex, wenn gilt

f(ax+(1—a)y) §af(x)+(lfa)f(y)Vx,y€D, OSCMS 1
bzw.
flax+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y)Vz,ye D, 0 < a < 1.

Beispiel. f(z) = |z|, # € R ist konvex und in = 0 nicht differenzierbar. Man betrachtet in solchen
Fillen anstelle des Gradienten den sogenannten Subgradienten, in diesem Fall 9f(0) = [—1,1].

Ist f: D — R konvex und S eine konvexe Menge, dann heifst das Optimierungsproblem (P) auch
konvexes Optimierungsproblem. Als Speziallfall erhélt man die lineare Optimierung.

(IT) Nichtlineare differenzierbare Optimierung. In dieser Vorlesung betrachten wir immer X = R"
und damit x = (x1,...,7,)*. Im Fall n = 2 schreibt man oft (x,y) € R? statt (z1,z2) € R

Beispiele.

(1) Minimiere die Gesamtkosten bei der Produktion von 2 Einheiten des Gutes A und y Einheiten
des Gutes B:

2
2 Y

z,y <0.
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(2) Bestimme die grofte Fliche eines Rechtecks bei gegebenem Umfang: Maximiere f(z,y) = zy
unter der Nebenbedingung 2z + 2y = w (const.) mit z,y > 0. Man erhdlt D = Ri und
S = {(z,y) € R? ’ 2x 4+ 2y = u}. Die Idee hierbei ist, eine Variable zu eliminieren: Es gilt
2z + 2y = u = y = 3(u — 2z). Nun muss man die Funktion

Flz)=2y= m%(u —2x)

maximieren. Aus der notwendigen Bedingung F’(z) = 0 erhélt man die Lésung 2 =y = §.
Eine Verallgemeinerung stellt das isoperimetrische Problem bzw. Problem der Konigin Dido
dar: Man maximiere bei gegebenem Umfang den Flidcheninhalt einer geschlossenen, sich selbst
nicht schneidenden Kurve. Die Lésung ist der Kreis.

(3) Bestimme die Minima bzw. Maxima der Funktion
f(z,y) = cos(x) + cos(y) — cos(z + y)
unter z,y > 0, x + y < 27. Dies ist ein “schwieriges” Testproblem zur globalen Optimierung.

(4) Man zeige: max {[]\_, z;| >0z, =1, 2, >0} = ()" 2 = (2,...,2) € R" ist dann die

n n’

Losung. Als Folgerung erhilt man (], xi)% < Bt fiir alle 2, > 0.
(5) Sei S=[a,)) CRund f: R >R fira <z <b.

a2 =l 22 %3 b

Die lokalen Minima lauten dann xi,z3 und b, die lokalen Maxima sind x5,x4 und a. Fiir
i=1,...,4gilt f'(z;) =0, da die z; im Inneren von S liegen. Fiir @ und b gilt dies nicht, denn
diese liegen auf dem Rand 9.5 von S. Hier gilt f/(a) < 0und f/(b) < 0 (Variationsungleichung).

(6) Allgemeinsei D C R" offen, f: D — R € C? und S C D. Weiter sei Z eine lokale Minimalstelle
von f mit Z € S =: int(S). Dann hat man

2 (2
oxq
viw =" er fa) = V@)
ol (x)
2
V(@) = ) = (ese) = (o)

Man erhélt wegen Z € int(S) die notwendige Optimalititsbedingung V f(Z) = 0. Ist (Hessf)(Z)
positiv definit, so ist dies eine hinreichende Optimalitdtsbedingung, denn in diesem Fall gibt
es ¢ > 0 und o > 0 mit

(@) > f(@) +cllr - 2]
fir alle z € ||z — Z|| < a.

(ITT) Lineare Optimierungsprobleme (LP: Linear Programming). Sei f : R” — IR definiert durch
flz)=cx= Z CiTi
i=1

mit ¢ = (¢1,...,¢,) € R™. Die Zielmenge S C R™ wird beschrieben druch Gleichungen und Unglei-
chungen.
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Beispiel. Produziere x Tische und y Stiihle. Maxmiere den Gewinn f(z,y) = 6z + 8y unter
3z + 2y < 30 (Holz) und 5z + 10y < 110 (Arbeitsstunden) sowie x,y > 0.

Infinite Optimierung und Optimale Steuerprozesse. Sei (X, ||-]|) ein Banach-Raum und seien
Y, Z weitere Banach-Rdume. Sei K C Y eine konvexe, abgeschlossene Menge und seien f : X — R,
g: X =Y, h: X — Z. Man betrachtet dann das Optimierungsproblem

min { f(z) | g(x) € K, h(z) =0}.

Optimale Steuerprozesse. Sei X = C([0,T],R™) x L*([0,T],R"™), wobeil man
C([0,T),R") :={z : [0,T] — R" stetig }

als “Zustandstrajektorie” und
L0, T],R™) := {u: [0,T] — R™ messbar, wesentlich beschrinkt}

als “Steuerfunktionen” bezeichnet. Man nimmt nun S C X mit
d
S = {(x,u) €X| d—f = f(z(t),u(t)),0 <t <T,z(0) =z, € R",u(t) € U C R™, U konvex }
Man minimiere nun das Zielfunktional
T
F(o,w) = g(alT) + [ La(t), u(®)i.
0

Dabei sind f: R" x R™ - R", g: R" - R und L: R™ x R™ — R differenzierbare Abbildungen.

Beriihmtes Problem. Brachystochrone. Ziel ist die Bestimmung einer Kurve, so dass eine Mas-
senkugel, die unter dem Einfluss der Schwerkraft entlang der Kurve fillt, einen vorbestimmten
Punkt B in minimaler Zeit erreicht. Die gesuchte Kurve ist dann eine Zykloide.

(V) Anwendungen der Optimierung.

e Bildverarbeitung (Image Processing)
e Dynamische Prozesse in der Physik, Chemie und Okonomie

e Operations Research: Logistik, Transportprobleme, kombinatorische Optimierung
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I Lineare Optimierung

§ 1 Beispiele
§ 1.1 Produktionsmodelle

Gegeben seien Produkte Py, ..., P, und Aktivitdten A4, ..., A,, (Rohstoffe, Arbeitsstunden,...). Das Pro-
dukt P; enthalte a;; Anteile der Aktivitdt A; und mit c; sei der Reingewinn pro Einheit von P; bezeichnet.
Weiter sei z; € R die Produktionsmenge (Anzahl) von P; fiir j =1,...,n und b; die Menge der verfiig-
baren Aktivitdt A; fiir i = 1,...,m. Man erhélt das lineare Optimierungsproblem (LP), den Gewinn

n
z = E CiTj
j=1

unter

=1

7zUu maximieren.

Beispiel. Herstellung von Damen- und Herrenschuhen. Es gilt folgender Produktionsplan:

Damen | Herren | verfiigbar
Herstellungszeit 20 10 8000
Maschinenbedarf 4 5 2000
Lederbedarf 6 15 4500
Gewinn pro Einheit 16 32

Produziert werden 1 Damen- und x5 Herrenschuhe. Das LP lautet dann,

z = 16x1 + 3229

unter
20z1 + 1022 < 8000
4x1 4+ 5x0 < 2000
6x1 + 1520 < 4500
z1,22 > 0

zu maximieren. Die zuléssige Menge ist ein konvexes Polyeder. Man definiert sogenannte Schlupfvariablen
Y1,Y2,ys durch
201 + 1022 +y1 = 8000
4z +bxe +y2 = 2000
6x1 + 1520 +y3 = 4500

1, T2, Y1, Y2, Y3 0

vV

x, A

‘ NB P .
100 200 300 400 500 600 700 800 X,
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Die zuliissige Menge K C IR? ist ein konvexes Polytop. Man betrachte die Niveaulinien z = 162, +32x5 =
const. Im Beispiel eingezeichnet sind diese fiir z = 3200 und z = 6400. Die Zielfunktion z = z(z1, z2)
nimmt ihren maximalen Wert in einer (optimalen) Ecke von K an.

Ecke z T T2 Y1 Y2 Y3
A 0 0 0 8000 | 2000 | 4500
B 6400 400 0 0 | 400 | 2100

C 9600 || 1000/3 | 400/3 | O 0 500
D 10400 250 200 | 100 0 0
E 9600 0 300 | 5000 | 500 0

Die optimale Losung wird in der Ecke D mit 27 = 250 Damen- und x5 = 200 Herrenschuhen angenommen.

Bemerkung. In jeder Ecke haben genau zwei Variablen den Wert 0. Die Ecken sind die sogenannten
Basislosungen.

§ 1.2 Ein Mischungsproblem

Drei Gase sollen so gemischt werden, dass ein mdoglichst billiges Mischgas mit einem Heizwert von 3000

ljffgl und einem Schwefelgehalt von hochstens 3% entsteht.

Gas Nr. ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ Einheit
Preis 10 | 30 | 20 | DM / 1000m®
Heizwert 1000 | 3000 | 6000 keal / m3
Schwefelgehalt | 8 1 2 g/m3

x; sei der Mengenanteil des Gases Nr. ¢ in der Mischung. Das LP lautet dann: Minimiere

z = 101 + 30z2 + 203

unter
1+ 3x9+6x3 = 3
8r1+22+2x0 < 3
1 +axs+x3 = 1
x1,T2,x3 = 0

Man kommt auf die Idee, die Variable z3 = 1 — 1 — z3 > 0 zu eliminieren. Die Lésung lautet dann
T = 2%, To = %, r3 = %. Dies ist die graphische Losung des resultierenden LP in zwei Variablen.

§ 1.3 Transportprobleme

Fabriken

i=1,..,m
Abnehmer
j=1,...,n
Die Fabrik i produziert die Warenmenge a;, ¢ = 1,...,m. Der Abnehmer j benétigt die Warenmenge
bj, 7 = 1,...,n. Die Transportkosten von Fabrik ¢ zum Abnehmer j betragen c;; pro Einheit. Mit x;;

bezeichnet man die tatséchlich von ¢ nach j versandte Menge. Das LP lautet: Minimiere die Transport-
kosten

m n
z = E E CZ‘]‘CEij

i=1 j=1

unter
n
Exij = a, 1=1,....m
Jj=1
m
E Tij = bj, j:l,...,n
i=1

WV,
“O
I
l—l
3
o
Il
“)—‘
s

il'ij
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§ 2 Mathematische Formulierung linearer Optimierungsprobleme

Allgemeine Problemstellung. Minimiere (min) z(z) = > 7_, ¢;z; unter

a1y + ...+ ALy = bl
AmiTi + .. + amnTn = bny
d.h.
n
E ATy = bi, i:L...,m
Jj=1
T1y...,Tn Z 0

In vektorieller Schreibweise gilt

T bl
z=| 1 |€eR", c=(c1,...,cn) €R", b=| ¢ | €eR™, A= (a;)ecR™"

Tp bm
und man erhélt die Standardform eines LP
min z(x) = cz unter Ax =b, z >0 (2.1)
bzw.
min{cm|Ax:b, xZO}.

x > 0 ist komponentenweise zu verstehen. Man macht folgende Annahmen: m < n und rang(A4) = m.

Riickfiihrung anderer Typen von LP auf Standardform (2.1)
(1) Ungleichungen.
min {cz | Az < b, z > 0} (2.2)

Definiere eine Schlupfvariable y € R™ durch y = b— Az > 0. Es gilt dann Az <b < Az +y =1,
y > 0. Setze nun ¢ = (¢,0) € R™™, # = (z,y) € R™™ und A = (A|I,,) € R™*("*™) Dann ist
(2.2) dquivalent zum LP

min{5~|[15c:A;c+y:b, 7> o} (2.3)
Bemerkung. Ax > b < Ax —y = b, y > 0 € R™. Man beachte, dass fiir Ungleichungen

Az > b nicht m < n gelten muss, m ist beliebig. In (2.3) mit Gleichungen gilt stets m < n + m.

(2) Freie Variablen. Im LP (2.1) seien einige x; ohne Vorzeichenbedingung x; > 0, beispielsweise sei
x frei.

1. Methode. Elimination von z;. Es gelte a;; # 0 fiir ein ¢ € {1,...,m}. Dann erhélt man aus
der iten Gleichung

ai1T1 + ...+ aippTy, = b;

die Aussage

1 n
Xr; = — bif ATk .
(S

Nun setzt man z; in die iibrigen Gleichungen und die Zielfunktion ein und 16st beziiglich
L2yeooy Iy
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Beispiel. Minimiere ;1 + 322 + 4x3 unter

1 +2x94+2x3 = 5
21’1 + 31’2 +x3 = 6
To, T3 > 0

Eliminiere z1 = 5 — 2x9 — x3. Das reduzierte LP lautet dann: Minimiere
To + 313+ 5

unter

Tot+x3 = 4

3,73 = 0

Als Losung erhélt man zo = 4, x3 =0 und x; = —3.

2. Methode. Setze x1 = u; — v; mit

up = xf =max{0,2,} >0,
v1 = z; =max{0,—x1} >0.
Dies ergibt ein LP in den Variablen uy, vy, g, ...,2, > 0. Man beachte |z1| = u1 + v;.

Elementare Eigenschaften von LPen.

Die zuléssige Menge K = {.T eR” | Az =b,z > 0} ist ein konvexes und abgeschlossenes Polyeder.
(2.5) Satz.
(i) Die Menge der optimalen Losungen ist konvex.

(ii) Ist die zuliissige Menge K beschrinkt, also kompakt, so existiert eine optimale Losung Z € K mit
cj:min{cz|x€ K}.
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§ 3 Hauptsatz der Linearen Optimierung
Sei A eine m x n-Matrix, b € R™ und ¢ € R™. Man betrachtet das Problem

min {cz | Az = b,z > 0} . (3.1)
Sei K C R™ konvex.

Ein Punkt x € K heiftt Ecke von K, wenn gilt, dass aus einer Darstellung x = ay+ (1 —a)z mit y, 2z € K
und 0 < « < 1 schon & = y = z folgt. Anders formuliert gilt, dass es keine Darstellung x = ay + (1 — @)z
mit y, 2z # x und 0 < « < 1 geben kann.

Problem. Beschreibe die Ecken von K = {:v eR” ‘ Ar =0b, x > 0}.

Bezeichnung. a',...,a" € R™ seien die Spaltenvektoren von A, d.h. es gilt A = (a! ’ ’a”) und
Az =a'zi + ...+ a"x, =D.

(3.2) Satz. z € K ist genau dann eine Ecke von K, wenn die zu positiven Komponenten x; > 0 geho-
renden spaltenvektoren a* € R™ linear unabhéngig sind.

Beweis.

“=" Sei x € K eine Ecke. OBdA sei x = (z1,...,%,,0,...,0)* mit x; > 0 fiir = 1,...,r. Dann ist die
Behauptung fiir » = 0 richtig.
Sei also r > 0. Es gelte Z:Zl a'd; = 0 mit d; € R. Zu zeigen ist dann d; = 0 fiir alle i = 1,...,7r.

Wegen x; > 0 firi=1,...,r gibt es ein € > 0 mit

r; xed; >0
firi=1,...,7. Setze d := (d1,...,d;,0,...,00* e R", y :=x+ed € R" und z := x —ed € R"™.
Dann gilt

1 1 1
m:2(y+z):2y+<1—2>z

und y > 0, z > 0. Weiter hat man

XT: a'(z; £ed;) = XT: alz; te Zr: a'd; = b.
i=1 i=1 i=1

—_—— =

=b =0
Da nach Voraussetzung « € K eine Ecke ist, muss schon z = y = z gelten. Damit hat man d = 0
und somit die lineare Unabhéingigkeit von a!,..., a".
“&” Vorausgesetzt sei @ = (z1,...,2,0,...,0) mit 2; > 0 fiir i = 1,...,r und die lineare Unabhéngig-
keit von a',...,a". Zu zeigen ist dann, dass x eine Ecke von K ist.

1. Fall r =0. Dannist t =0 € R". Esgelte 0=z =ay+ (1 —a)zmit y,z € K und 0 < a < 1.
Wegen y,z > 0 und «, (1 — a) > 0 erhdlt man schon y = z =0, d.h. z = y = z = 0. Damit ist
x = 0 eine Ecke von K.

2. Fall r > 0. Es gilt ) _;_, a’z; = b. Es gelte weiter z = ay+ (1 —a)z mit y.2 € K und 0 < a < 1.
Wie im ersten Fall folgt y; = z; firi =r 4+ 1,...,n. Wegen y,z € K hat man Ay = Az = b,
d.h.

T

Aly—2) =) a'(yi—2)=0.

i=1
Aus der linearen Unabhiingigkeit der a', ..., a" folgt
(yi—zi)=0Yi=1,....,r=>y, =zVi=1,...,r

also schon y = z, und somit x = y = z wegen z = ay + (1 — «)z. Damit ist « eine Ecke von
K. O
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(3.3) Folgerung. Ist z € K eine Ecke von K, so sind hochstens m Komponentens z; positiv. Daher
gibt es hochstens - () Ecken von K.

(3.4) Satz. Ist die zuldssige Menge K = {CC e R” | Ax =b, x > 0} nicht leer, so gibt es eine Ecke von K.

Beweis. Sei r(xz) die Anzahl der positiven Komponenten x; > 0 von z € K. Sei z € K mit r(z) =
min {r(m) ‘ T € K} Dann ist z eine Ecke von K, wie wir im folgenden zeigen werden.

Falls r(z) = 0, also z = 0 gilt, so ist z schon eine Ecke von K, vgl. (3.2). Sei also r(z) > 0. OBdA sei
2 >0 fiiri=1,...,7(2). Zu zeigen ist nun, dass a',...,a"(*) linear unabhingig sind.

Angenommen, sie seien linear abhéngig. Dann hat man

r(z)
Zaidi = (0 mit CZ: (d17~-~7dr(z)) 7é 0.

i=1
Man setzt nun

. Z; 2k
= — |d; # =
7 mln{lil} 0} |k|>0

fiir ein entsprechendes k. OBdA sei dj, > 0. Weiter setzt man d = (dy,...,d,(,),0,...,0)* € R" und
y:=z — pud € R"™. Dann gilt

Ay=Az—pu Ad = Az =b
=0 eK

und

2k
yizzi—udizzi—d*dizo
k

wegen (4 = min {ﬁ |dl- # O}. Es gilt nun aber

2k

dp = 0.
dp "k

Y = 2k —

Damit hat man r(y) < r(z) — 1 < r(z) im Widerspruch zur Minimalitdt von r(z).
Damit sind a?, ..., a"®) schon linear unabhéngig und z € K ist eine Ecke von K.
O

Sei nun L die Menge der optimalen Losungen von (3.1). Falls L nicht leer ist, setze § := min {cgc ’ Axr=b, x> 0}.

Mit
() ()
gilt dann

L:{xelRﬂAx:b,xZO,cx:ﬂ}:{xelR"Vix:l;,xZO}.
Ergebnis. L hat die gleiche Struktur wie K.

(3.5) Satz. Sei L # (). Dann gilt:
(i) L besitzt eine Ecke.
(ii) Jede Ecke von L ist eine Ecke von K.
Beweis.
(i) folgt aus Satz (3.4).
(i) Sei z € L eine Ecke von L und sei x = ay + (1 — a)z mit y,z € K und 0 < a < 1. Es folgt
B =cx=acy+ (1—a)cz.

Wegen < ¢y und g < ¢z folgt = cy = ¢z und y, z € L sind optimale Lésungen. Also gilt schon
xr =1y =z, da x eine Ecke von L ist. Also ist x eine Ecke von K. O

10
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(3.6) Satz (Hauptsatz der Linearen Optimierung). Das LP
min{cm|Ax =b,x > 0}

besitze eine optimale Losung. Dann gibt es eine optimale Ecke von K.
Idee zur Losung eines LP. Berechne alle Ecken von K und bestimme cz und den minimalen Wert.

Beispiel. Maximiere x1 + 2x5 + 3x3 unter

2£C1 + T2 + 5£U3 = 5
Ty 4+ 2x9 + x3 = 4.
x o, x2 , x3 =2 0

Ecken findet man, wenn genau eine Komponente von z gleich 0 ist.

1 5\ [z 5 5 2 N 5 2\«
1. Fall z; = 0. Man hat dann (2 1) (iUB) = <4> Es folgt x5 = 3 und w3 = £. Die Ecke z = (0, 3, 5)
ist zuldssig mit cx = ?. Diese Ecke ist schon optimal (wie wir gleich sehen werden).

2. Fall x5 = 0. Man erhélt 1 = 5 und x3 = —1. Diese Ecke ist nicht zuléssig.

3. Fall z3 = 0. Man erhélt z = (2,1,0)*. Diese Ecke ist zuléssig, aber wegen cx = 4 nicht optimal.

1

Nun sein K kompakt und es seien 2!, . .., z* die Ecken von K. Man kann zeigen, dass K die konvexe Hiille

von z', ... a¥ ist, d.h.

k k
K:co(m17...,x’“) = {Zaixi’ Zai =1,a; > 0Vi= 1,...,k}.
i=1 i=1

Fiir dieses kompakte K kann man einen einfachen Beweis des Hauptsatzes geben:

Sei cz? = min;—; _; cz’. Jedes z € K hat eine Darstellung

.....

k k
T = Zamﬁ Zai =1,a;, >0Vi=1,...,k.
i=1 i=1
Man erhélt die Abschétzung
k k k
cx = Zai cxt > Zaicxj = cx? Zai =cx’.
i=1 >cxd i=1 i=1

Damit ist ca? bereits eine optimale Ecke.

Anwendung auf Ungleichungen. Man betrachte das Problem min {ca: | Ax < bz > O} und die zu-
lissige Menge K = {z € R" | Az < b,z > 0}. In Standardform erh#lt man

min{cm+0y|Ax+y=b,x,y20}

und die zulédssige Menge

K—{(;) €]R"+m|A:E+y—b,x,y20}.

(3.7) Lemma. z € K ist genau dann eine Ecke von K, wenn (b —wAa:> € R""™ eine Ecke von K ist.

11



Vorlesungsmitschrift “Optimierung” von Michael Schaefer

§ 4 Das Simplex-Verfahren
min {cz | Az = b,z > 0} (4.1)

Vorausgesetzt sei stets rang(A) = m < n (Zeilenrang). Ziel ist die Bestimmung der Ecken von K, die
man auch zuléssige Basislosungen nennt.

(4.2) Definition. Ein Indexvektor B = {ii,...,%,} mit m paarweise verschiedenen Indizes i €
{1,...,n} fiir k = 1,...,m heift Basis, wenn die Spaltenvektoren a’ fiir i € B linear unabhingig
sind. Ein zu B komplementérer Indexvektor N = {j1,...,jn—m} mit paarweise verschiedenen Indizes

Jr € {1,...,n} und jx &€ B fur alle k = 1,...,n — m heifit Nichtbasis. Man hat formal eine Zerlegung
B&@©N.

Bezeichnung. Sei z € R™ und B eine Basis. Man nennt dann z; mit ¢ € B die Basisvariablen,
wahrend x; mit j € N als Nichtbasisvariablen bezeichnet werden. Weiter setzt man zp = (z;);cp und
aN = (;)jen-

Mit Ap bezeichnet man die m x m-Matrix mit Spalten o’ fiir i € B, also Ap = (a™ | < |atm). Ay ist
entsprechend die m x (n — m)-Matrix mit Spalten o/ fiir j € N, also Ay = (a?* | -+ | afn—m).

Beispiel. Sei B ={7,3,5,1}. Dann hat man zp = (27, x3, x5, x1).

Folgerung. Das LGS Ax = b lasst sich schreiben als

Ax = Aprp + Ayzy = g a‘z; + E a’x;.
i€B JEN

Die Matrix Ap ist reguldr, wenn B eine Basis ist. Man erhélt eine Parametrisierung des n—m-dimensionalen
affinen Losungsraums von Ax = b:

rp = Aglb — AglAN.’I}N (43)

Dabei ist zy die unabhéngige Variable, z g héngt von ihr ab. Zerlegt man den Zeilenvektor ¢ € R™ durch
¢ = (¢;)iep und ey = (¢;)jen, so erhdlt man

Cr = CcpTp + CNTN = cBAE,lb — (CBABIAN —CN)IN = 20 — TNIN (4.4)

mit zg := cBAglb € Rund ry := cBAglAN —cny € R"™™. Man bezeichnet dann vy = () en als den
Vektor der reduzierten Kosten.

(4.5) Definition. Sei B eine Basis. z € R" heifit Basislosung von Az = b, falls zy = 0 und 25 = A5'D
gilt. Eine Basislosung = € R"™ heifst

(i) zuléssig, wenn zp = Aglb >0 und zy = 0 gilt.
(ii) nicht entartet, wenn 25 = Az'b > 0 und xy = 0 gilt.

(iii) entartet, wenn xp zuléssig ist und a; = 0 fiir ein ¢ € B gilt.

(4.6) Satz (Hinreichendes Optimalitétskriterium). Sei B eine Basis mit
(i) zp = A,}lb >0und zy =0,
(ii) ry = cBAEelAN —cn <0,dh. r; <O fir alle j € N.
Dann ist € R™ optimal fiir das LP (4.1) und der optimale Wert ist cx = zp = CBAglb.
Beweis. Sei ¢ € K = {m eR" ‘ Az =b,x > O} beliebig. Dann hat man eine Darstellung
ip=Ag'b— A ANy,

es folgt cx = cBAglb— rN IN > 2. O
~

=2 <0 >0

12
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(4.7) Anwendung auf LPe mit Ungleichungen. Man hat eine Aquivalenz

min{cx|Ax§b,xZO} = min{cx|Am+y:b,x,y20}.

T [X

Dabei gilt Az +y=A (y) A= (A|I), I = I, Einheitsmatrix.

Wihle als Basis B = (n+1,...,n+m) und als Nichtbasis entsprechend N = (1, ..
lautet dann y = b und = = 0. Dies bedeutet

x—(g”) ip=y,in =12
y y Y'B y LN .

Fir die reduzierten Kosten betrachtet man

.,n). Die Basislosung

Ag=I=1,, Ay =A,é=(c,0) e R"™, ¢ =0€ R™ und éy = c € R™.
Dann erhélt man
rn =épAgt Ay — iy = —én = —c.

Idee des Simplex-Verfahrens. Bestimme iterativ eine Basis B mit

(i) 25 = A5 >0, 25y =0

(ii) ry <0,d.h. r; >0 fiir alle j € N.

Beispiel. Benutze xp = A;lb—A;A ~nZn. Dazu berechne man Agl mittels Gauk-Jordan-Elimination.
Das Problem laute

maxxi + 2x9 + 3r3 <= min —x; — 2x9 — 373

Z1
1 5 5
9 1> iz (4>b,x20.

3

unter

Az = <?

Wir stellen nun die Berechnung fiir die Tableau-Matrix n an und wéhlen dazu B = (1,2) als Basis
und N = (3) als Nichtbasis.

b I T2 I3 b I T2 I3 b T T2 I3
512 1 513 = [3:]1 12 3pH 5[ 1 12 5h
411 2 1 411 2 1 |-I 32| 0 32 3.2
b I To I3 b I T2 I3
= [52]1 12 52| —3II 271 0 3
1 0 1 -1 110 1 -1

Es folgt also

T 2 3 _ _
()= () (3o

Fiir z3 = 0 ergibt sich damit die Basislosung « = (2,1, 0)*. Diese Basislosung ist nicht optimal (vgl. §3),
es gilt

3

rn =713 =cpAz' Ay —cy = (-1, -2) (1> +3=2>0.

Damit folgt die Nichtoptimalitét, vgl. Folgerung (4.11).
Man wahle nun eine neue Basis. Fir 0 < z < % bleibt

X1 _ 2 o 3
(5)= () (B) =0
liuft man entlang einer Kante von K. Fiir 23 = 2 erhilt

giltig. Beim Ubergang 3 =0 — 3 = % 2
man dann eine neue Basisldsung = = (0, 2, 2) mit neuer Basis B’ = (3,2) und N’ = (1). Die Ubergang

13
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23 =0 — x3 = % und 2y = 2 — 21 = 0 entspricht somit einem Basistausch: B = (1,2) — B’ = (3,2)
und N = (3) — N’ = (1).

Beziiglich B’ und N’ benétigen wir eine Darstellung Az = b. Dazu 16sen wir die Gleichung x1 = 2 — 3x3
nach z3 auf, also

2 1
T3 =< — -21.
3= 3730

Einsetzen in die Gleichung x5 = 1 4 x3 liefert

o () () ()=

Die Basislosung = = (0, %, %)* ist optimal, da

e g e o (B e 22
TN/—T‘l—CB/AB,AN/ CN/—( 3, 2) (1/3 ( 1)— 1 3+1— 3 <0.
Voriiberlegungen zum Basistausch. Zur Vereinfachung sei B = (1,...,m) und es gelte Ag = I =

Ip,. Es gelte weiter zp = b > 0 (Zuléssigkeit) und znx = 0. Sei 7, > 0 fiir ein s € N. Setze x; = 0 fir
jeEN\{s}inzp=b—A,zN:

rp=b—a’xs (4.9)

1. Fall Es gelte a®* < 0, d.h. a;s <0 fiir i = 1,...,m. Es folgt xtp = b — a®x, > 0 fiir alle x5 > 0. Dies
bedeutet

z2(x) =cr =20 —TNIN = 20 — TsTs — —OO
fiir x5 — o0, es gibt also keine endliche Losung.

2. Fall Es gelte a;s > O fiireini € {1,...,m}. Es stellt sich die Frage, fiir welche = gilt x5 = b—a’z; > 0.
Wir definieren einen Index p € B mit

b, . ;
£ = mm{ b;

Qps ais

ais>0fﬁri:1,...7m} (4.10)

Fiir z, < :i =: b; bleibt dann b — a®zs > 0. Weiter gilt z, = 0 fir 2, = ab—" =: b;. Dies entspricht
. s

einem Tausch der Nichtbasisvariable z gegen die Basisvariable x,,. Folgeruhgen:

(a) b, =0. Dann ist die Basislosung entartet und es gilt z(z) = cx = 2y, der Wert der Zielfunktion
verbessert sich also nicht.

(b) b, > 0. Hinreichend ist eine nicht entartete Basislosung xp > 0. Der Wert der Zielfunktion
verbessert sich.

(4.11) Folgerung (Notwendiges Optimalititskriterium). Die Basislosung x sei optimal mit 5 >
0 und zy = 0. Gilt £ > 0 nicht entartet, so folgt ry < 0.

Beweis. Angenommen, es gilt 5 > 0 fiir ein s € N. Setze z, = b, = ;’—” > 0. Das zugehorige T ergibt
e

2(T) =T = 29 — rsb—” < zg. Dies ist aber ein Widerspruch zur Optimalitit von z. O
Aps

Moéglichkeiten zur Bestimmung der Indizes s € N und pe B

(4.12a) Wihle s € N kleinstméglich mit 7, = max {r; ’ j € N} und p € B kleinstmdglich mit

b b;
p:min{’ais>0,i:1,...7m}.
Qs

Qps

(4.12b) Regel von Bland. Waihle den kleinsten Index s € N mit r; > 0 und p € B wie unter (4.12a).

14
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Basistausch allgemein. Die Gaufi-Jordan-Elimination

Sei Ap=1=1,,, xtg = b— Ayxn sowie

T, =b; — Z Qi T, i € B. (413)
JEN

Insbesondere hat man z, = b, — ZjeN ap;x; fiir p € B, vgl. (4.10). Lost man diese Gleichung nach
auf, so erhdlt man wegen a,s > 0

b ; 1
Ty = 2 — Z amxj—a Tp. (4.14)

a a
P jeNg#s P° pe

Setzt man dies in die iibrigen Gleichungen (4.13) fiir ¢ # p ein, so ergibt sich
by

z; = b — ais

— Z (aij — ais@)xj + %.’L'p. (415)
P jeNj#s ps ps

Der Ubergang von der alten Basis B zur neuen Basis B’ lautet B = (1,...,p,p+1,...,m) = B’ =

(1,...,p — 1,s,...,m), der von der alten Nichtbasis N zur neuen Nichtbasis N’ entsprechend N =
(m+1,...,8,....,n) =N =(m+1,...,p,...,n). Die Ausdriicke (4.14) und (4.15) haben die Form

xrpr = b/ — AN/CCN/.

Schlieflich sind die Elemente der Matrix

o ] s
X p
bl AN/ —
X )
j S

wir folgt gegeben: (Das X ist eine Markierung, keine Variable!)

(4.16)

1

aps

e Pivotelement: a;,, =
o Ubrige Zeile mit Index p: af,; = % und by, = abi fiir j # s.
e Ubrige Spalte mit Index s: a, = — o= fiir § # p.

ps

. a . ; b
e Elemente in der Zeile mit Index i # p: af; = aij—a;s 22 = a;—a;sa,; und b = bi—a;s 72 = bi—a;sb),
ps ps
jeweils fiir 4 # p und j # s.

Beispiel.
b T4 Is Te b T Iy Te
1| 5| 1 1 -1 g | 5] 1 1 -1
| 3] 2 -3 1 = x| -7T|-2 -5 3
zs | -1 -1 2 -2 z3 | 4| 1 3 -2

Das neue Schema lautet zg = b — Aynrxn.

15
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Basistausch: Zielfunktion und reduzierte Kosten

Es gilt
z(x) = cx=z— g T
JEN
(4.14) by Qpj 1
= zZ0 — E 7"].'1/'] —Ts af — E a xj — Txp
. . pS . ; DS pS
JEN,j#s JEN,j#s
b Api T
=  zyp—rs—t— ri—rs—L )z — (- |
a / a ! a P
P jeNj#s e e
=z E T
JEN'
mit
r_ bp r_ s r_ Apj . 417
0= 20— Te—m, Tp=———, Ti=T; =T, jF#Dp. (4.17)
Aps Aps Aps

Folgerung. Die Zeile wird wie die Zeile n transformiert, vgl. (4.16).

(4.18) Das Simplex-Tableau.

z;(j € N)
20 N
x;(i€B) | b An
Beispiel. minz(z) = —x; — 229 — 323 unter
21’1 + 29 + 51’3 = 5
X1 + 2172 + I3 = 4

r1,r2,73 = 0

Basis sei B = (1,2) und somit N = (3). Die Transformation von Az = b mit A" liefert

- 7[5} = (3) m-20

Man erhélt die Tableaufolge

20 T3 20 T
A7 2 —16 )
N ERE
I 2 3 I3 2/3 1/3
e | 1| -1 Ty 5/3 /3
Dabei wurde x; gegen xs getauscht. Das rechte Tableau ist optimal, da r = —% < 0 gilt. Die optimale

Losung lautet 2 = (0, %, %)*
Anwendung auf LPe mit Ungleichungen
Gegeben sei das LP
min{cx|Ax <bzx> 0} = min{cx—i—Oy’Aw—i—y:b,x,y 20}.

Man setzt fiir den Start B = (n + 1,...,n +m) und N = (1,...,n). Die Basislésung lautet dann
=0,y =b>>0und es gilt Ag = I,;,. Man berechnet zy = 0 und r = —c. Das Simplex-Tableau lautet
dann

z0=0|ry=—c

16
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Beispiel. Vergleiche Beispiel in § 1.1 (Damen- und Herrenschuhe): Maximiere

z(x) = 1621 + 3229

unter
20x1 + 1022 +y1 = 8000
4x1 + bxe +y2 = 2000
6x1 + 1522 +ys = 4500
Z1,%2,Y1,92,y3 = 0
1. Tableau 2. Tableau 3. Tableau
20 X1 €2 20 Y1 €2 ) Y1 Y2
0 16 32 -6400 | —4/s 24 -9600 4/s -8
yp | 8000 | 20 10 | =S¥ oz [ 400 | 20 12 Y gy [[1000/37 112 —1e
y2 | 2000 | 4 5 yo | 400 | -5 3 xo | 400/3 | —1/15  1/3
ys | 4500 | 6 15 ys | 2100 | =3/10 12 Y3 500 1/2 -4

4. Tableau (optimal)

20 Ys T2
-10400 | —8/s —38/5

PSS p [250 | =6 12
Y2 200 215 —1/5

yi | 1000 | 2 8

Die Optimalitéit gilt wegen ry = (r5,r4) = (—2,-2) < 0. Die Lésung des LP lautet = (z1,22)* =
(250, 200)*.

Gegeben sei nun eine Basis B mit Ag =1, zp=b— Ayzy = 25 = b — Anrapn:.

(4.19) Tableau-Matrix.

Z T

mit i =0,...,mund j=0,...,n—m.

(4.20) Simplex-Algorithmus (George Dantzig, 1947).

(1) Start: Sei B mit Indizes B(3), 7 =1,...,m und Ap = I. Die zugehorige Basislésung zp = b, txy =0
sei zuléssig, d.h. zp = b > 0. Dabei sei N geeignete Nichtbasis.

(2) Gilt tgs > 0 fiir ein s € {1,...,m —m}, so gehe zu (3). Andernfalls ist die Basislésung optimal,
d.h. es gilt 7y < 0. Setze zp(;) := tip fir i = 1,...,m und zy(;) = 0 fiir j = 1,...,n — m sowie
z(x) = cx = too.

(3) Bestimmung einer Austauschspalte. Wéhle einen Index s € {1,...,n —m} mit tos > 0, z.B. geméf
(4.12a) oder (4.12b).

(4) Sind alle t; s <0 fiir i =1,...,m, so gibt es keine endliche Losung: STOP. Ansonsten gehe zu (5).

(5) Bestimmung der Austauschzeile. Wéhle einen Index p € {1,...,m} mit
t t;
r0 :min{zo‘tis >O,i=1,...,m}.
tps tis

zum Beispiel gemif (4.12a) oder (4.12b).
(6) Fiihre eine Pivotoperation mit dem Pivotelement ¢,, > 0 durch. Vertausche den p-ten Index in B
mit dem s-ten Index von N.

1
tps

e Pivotelement: t,, =
e iibrige Pivotzeile: t,; = :ﬂ fiir j # s.
Fpe
e Ubrige Pivotspalte: ¢/, = —f;— fir ¢ # s.
e sonstige Elemente: t}; = t;; — t;5t,; fiir i # s und j # p.

Gehe zu (2).
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§ 5 Die Zwei-Phasen-Methode

Die Zwei-Phasen-Methode dient der Bestimmung einer zuléssigen Basislosung. Gegeben sei dazu das
Problem

min {cz | Az = b,z > 0} (5.1)

Voraussetzung sei b; > 0 fiir ¢ = 1,...,m. Andernfalls multipliziere die entsprechende Gleichung mit -1.
(5.2) Problem. Berechne eine zuléssige Basislésung von Az = b und z > 0.

Dazu betrachtet man das Hilfsproblem

m
minZyi unter Az +y=b,2>0,y >0 (5.3)
i=1
Es gibt nun zwei Mdoglichkeiten.
(i) Das Hilfsproblem (5.3) besitzt eine Losung mit dem Zielfunktionswert 0. In diesem Fall ist die
zugehorige Basislosung zulissig, d.h. das Problem (5.2) ist geldst.
(ii) Das Hilfsproblem (5.3) besitzt eine Losung mit Zielfunktionswert > 0. Dann hat das System Az =
b,z > 0 keine Lésung.
Wir betrachten den Fall (i) und wollen (5.3) mit dem Simplexverfahren (4.20) 16sen. Dazu wéhlen wir
B=(n+1,...,n+m)und N =1,...,n) als Basis bzw. Nichtbasis. Weiter sei z = 0 und y = b gesetzt.

Weiter haben wir A (g) = (A|I) (‘;) =b,cg=(1,...,1) € R™ und ¢y = 0. Damit berechnen wir

m
Zp=2¢ (x) =cpy =cgb= Zbi’ TN = CB 121731 fl;,l —¢cn = cBA, (5.4)
y i=1 ~
=1
also r; = 2111 ay; fir j =1,...,n. Damit erhélt man das Starttableau

zo | Tnv =cBA

; y (5.5)

Zwei-Phasen-Methode zur Lésung des LP (5.1)

Phase 1 Lose das Hilfsproblem (5.3) mit dem Starttableau (5.5). Die Basisvariablen yq, .. ., y,, miissen
im optimalen Tableau Nichtbasisvariablen sein.

Phase 2 Berechne das Starttableau fiir das LP (5.1) durch
(i) Streichung der unter y; stehenden Spalte

(ii) Berechnung der Werte zo und 7.

Beispiel 1. Gegeben sei das Minimierungsproblem

min z(z) = 421 + x2 + 23

X1
2 1 2 4
(3 3 1) ? (3>’XZO'

3

unter

Phase 1 Start: B = (4,5) und N = (1,2,3) sowie zo = by + by = 7 und ry = (5,4, 3).

1. Tableau 2. Tableau
1 T2 I3 Y2 T2 T3
7 5 4 3 yg;zl 2 —5/3 -1 4/3
y1 | 4] 2 1 2 yi | 2] -2/ -1 | &3
y2 3|1 S| 3|1 1 | 1| Y3 | 1|13
3. Tabeau

Y2 T2 Y1

0 -1 0 -1

x3 | 3f2 | -2 | -3/a | 3/a
x| Yo | Y2 | 3/a | -1/a

Y13x3
=
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Es gilt 7y < 0 und zg = 0 und y1,yo2 befinden sich in der Nichtbasis. 1 = %, 29 =0, z3 = % ist
eine zuléssige Basislosung mit B = (3,1) und N = (5,2,4).

Phase 2 (i) Steichung der Spalten unter yo und y; = N = (2).

(ii) Berechnung der neuen Werte zp und rpy:

i)

und
-3 13
ry = cgAy —cn = (1,4) < 5/£4> —-1= ik 0.
1. Tableau 2. Tableau
T2 L1
7/2 | 13/4 w152 11/5 | -13/5 | Das letzte Tableau ist optimal mit B = (3,2),

3/5 | 3/5
25 | 45

x3 | 3/2 | -3/a
zy [ Y2 | @

N:(1)7$1:0,$2:%,$3:

ales 5 &

Behandlung von Gleichungen und Ungleichungen

Teil 1: Seien a; € R™ die Zeilen von A. Gegeben sei
ax=0b,1=1,....k
ar<b:i,i=k+1,...,m
Man fiihrt Schlupfvariablen y1, ..., Yk, Yk+1, Ym €in und 16st das Hilfsproblem

k
minZyi unter a;x +y; =b;, i =1,...,m, also Ax +y=b,z,y > 0.
i=1

Dann benutze man die Zwei-Phasen-Methode.

Beispiel 2. Ein optimales Gasgemisch. Gegeben sei das Problem
min z(z) = 10x1 + 302 + 20z3

unter

1+ 39+ 63 = 3
8r1+x2+2x3 <3
I +£L'2+ZL'3 :].

z1,22,23 > 0

Phase 1: Lose das Hilfsproblem mit der Zielfunktion y; + y3. Mit (5.4) ermittelt man

20=b1+bs=3+1=4, ry=(a1;+as)j=1,23=(2,4,7)

und erhalt
1. Tableau 2. Tableau 3. Tableau
1 Tz T3 T T2 Y1 ! Y3
412 | 4|7 2 | 5/6 | 1/2 | * o o | *
Y133 3 Y3 T2 X Das
|31 1|3 |0® = xzg | Y2 | s | 12 = x3 | 0| -2/3
Y2 3 8 1 2 Y2 2 23/3 0 * Y2 2 23/3 *
ys |1 1 | 1|1 ys | Y2 | 56 | &2 | * x2 | 1| 3/3 | *
letzte Tableau ist optimal.
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Phase 2: Man benutzt die Variablen x1, z2, x3,y2, die Basis B = (3,4,2) und die Nichtbasis N = (1).
Damit errechnet man

0 —2/3 80
20 =cpb=1(20,0,30) [ 2] =30, ri =cgAn —cn =1(20,0,30) | 23/3 | —10= 3
1 5/3
Es ergibt sich das Tableau

Ea!
30 | 80/3
T3 0 —2/3
ya | 2 | B3
) 1 5/3

Tauscht man y, gegen 1, so ist das resultierende Tableau optimal. Man erhalt

z(x)zcszO—%Q-%:%
sowie 71 =2 2 =% g, =1-2. 8 =18 5. =0+ 28 = 4.
Teil 2: Gegeben sei das System von Ungleichungen
a;x>bi,i=1,...,k
ax<b,i=k+1,...,m
Dies ist dquivalent zu einem System
QT — Tpyy = by i=1,...k
a;T < b, 1t=k+1,...,m (5.6)
Ty Tpti > 0, i=1,...,k

Das Hilfsproblem (5.3) lautet dann fiir (5.6)

k
min E Yi
i=1

unter
T —Tpyi+y; = by, i=1,...k
CLiIL'+yi S bi, z:k+1,,m
Ty TntiY > 0, 221,,]{7

Zur Bestimmung des Starttableaus betrachtet man

L1y Ty Tntly -y Lntks Yls-o - Yks- - Ym

N=(1,...,n,...,n+k) B=(n+k+1,...,n+k+m)
und erhalt in diesem Fall
k
CB:(L...,LO,...,O)EIRm, zO:CBb:Zbi
Vv i=1
k—mal =
sowie
k .
, S iaiy, j=1,...,n
rn = (1) r; =cpd’ —c; = =171 T
N = (r)sen, 1) = epa’ = ¢ {—L j=n+1,...,n+k

Damit ergibt sich das folgende Starttableau:

L1y--5&n Y1y- - Yn+tk
13
20 Ei:l Q5 —1,...7—1
Y1 b1 a1
. . . B,
Yk by, ag
Y1 | Drt1 kg1
. . . 0
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Beispiel 3. Gegeben sei das Problem

min z(z) = 2x1 + 4z + Sz3

unter
3x1 4+ 622 +23 > 40
21’1 + 20 + 31’3 2 30
xr1 + 41‘3 Z 20
x1,22,23 > 0

Phase 1: Start: Setzte N = (1,2,3,4,5,6) und B = (7,8,9). Im Hilfsproblem gilt dann
c=(0,...,0,1,1,1) e R®
——
6—mal
und man berechnet

3 3

20 :cBb:Zbi:%, TN = (ZaU) = (6,7,8,—1,—1,—1).
i=1 i=1 j=1,....6

Als Starttableau ergibt sich

Iy xTo I3 T4 Is5 Te

6 7|8 |-1]-1]|-1

v |40 3 |6 |1 |-1]0]O0
2|30 2| 1[3]0|-1]0
y3 120 10 |@]0|o0]-1

und nach 3 Simplexschritten erhélt man, dass y1, y2, y3 Nichtbasisvariablen sind:

Y2 T2 Y3 Ty 2 Tg
0 -1]0 -1 0 -1 0
s | 10/11 | -1 | 18/11 | /11 | -5/ | B/11 | -T/11
xp | 1011 | 0 | 24/11 | -Y1r | 41 | Y11 | Y
x3 | 20/11 | O | -6/11 | -5/22 | L/11 | -1/11 | -3/11

Phase 1 ist beendet, da rny < 0 gilt. Die zuldssige Basislosung lautet =1 = %, 2o =0, 23 = %,

_ _ 10 _
24 =0, 25 = 17, 26 = 0.

Phase 2: Streiche die Spalten unter ys,ys,y1. Es ist B = (5,1,3), N = (2,4,6) und

13 -5 —7
Ay =—-|24 -1 1
L\ 1 —3

Weiterhin berechnet man ¢ = (2,4,5,0,0,0), cy = (4,0,0), ¢cg = (0,2,5) sowie

Y\ 380 1
Zochb:(0,2,5) 140/11 = -, TN:CBANchsz(G,S,IS) < 0.
20/11 11 11

Die Losung ist also bereits optimal.

Bemerkung. Die Losung kann mit dem dualen Simplex-Verfahren einfacher berechnet werden,
vgl. §7.
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§ 6 Das revidierte Simplex-Verfahren
Vorbemerkung. Das Simplex-Verfahren (4.20) benutzt die m x (n —m)-Matrix Ay. Im Fall m < n

ist es glinstiger, die m x m-Matrix Ag zu benutzen.

(6.1) Grundidee des revidierten Simplex-Verfahrens. Die Spalten von A seien a!,...,a"™. Sei B
eine Basis.

(1) Berechne die Basislosung xp = b= A]glb. Es gelte xp = b>0.
(2) Lose das LGS mit dem Zeilenvektor A € R™, d.h. A = cBAE;l. Berechne vy = AN —
cN = CBA;AN —cn. Ist ry <0, dann STOP, die Basislosung xg = B, xy = 0 ist optimal.

(3) Wéhle s € N mit r, > 0, etwa geméah (4.12).

(4) Lose das LGS , d.h. @® = Agz'a®.
(5) Ist a® <0, dann gibt es keine endliche Losung: STOP.

b,

Qps

(6) Bestimme einen Index p € B mit = min {[;b— ‘ ais > 0,i=1,... 7m}, etwa gemél (4.12).

(7) Bestimme die neue Basis B durch Ersetzung des Index p € B mit dem Index s € N (analog fiir N).
Gehe dann zu (1).

Insgesamt sind 3 LGS zu l6sen:

Aprp=0b, Mp=cp, Apa’®=a’ (6.2)

Fiir §7: Die Variable A € R™ heifst Simplex-Multiplikator, falls 7y < 0. Dann ist A die Losung des
dualen LPs!
Zwei numerische Methoden zur Lsung von (6.2)

(i) Inverse Basismethode: Explizite Berechnung von Agl durch Betrachtung benachbarter Basen B
und B, vgl. Beispiel.

(ii) Faktorisierung von Ap geméf FAp = R mit R rechte obere Dreiecksmatrix. I.A. ist F' eine regulédre
m X m-Matrix, etwa F' = L = linke untere Dreiecksmatrix.

zu Methode (a): Voraussetzung ist, dass die Matrix Ag,l gegeben ist. Man betrachtet den Ubergang

(@ [ A5 |=[e [ 45 ]

Den Einheitsvektor e, erhélt man durch Elimination der Nichtbasisvariablen x.

Beispiel. Man betrachte das Problem min cz mit ¢ = (=3, —1,—3,0,0,0) unter den Nebenbedingungen

2 1 110 0\ (™ 2
123010 =5
2.2 100 1)\, 6

1. Schritt Start: B = (4,5,6), N = (1,2,3). Man berechnet
)\BZCBA]_31=O, rN =AMy —cn =(3,1,3) > 0.
Wiéhle nun s = 2 mit v, =1 > 0.

1

N B zp @ At N B zp e Ag

L@l 2]oft o of_[t]2]2]1]1 0 0
@55 120 1 0 451 110|-2 1 0
3166 |20 0 1 @6 210]2 0 1
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Wir berechnen nun

A =cpAz' = (~1,0,0)

und

N :)\AN—CNZ (—2,—

,—1)—(-3,0,-3) =(1,-1,2).

2. Schritt Wahle s = 3 mit r3 = 2 > 0 und berechne

1 00 1 1
i*=Ag'a®=-2 1 0| [3]=1]1
-2 0 1 1 -1
B TR a3 Algl N B xp es Agl
2 2 1|1 0 0 N 1 2 1 0] 3 -10
® |1 1 ]-2 1 0 4| 3 1 1 |-2 1 0
6 2 | -1 -2 0 1 51 6 | 3 0|-4 1 1
Wir berechnen
3 -1 0
A=cpAzt=(-1,-3,00[ -2 1 0| =(3,-2,0)
-4 1 1
und
2 1 0
rN=Mpy-cn=(3,-200(1 0 1] —-(-3,0,0)=(7,3,-2).
2 0 0
3. Schritt Wahle s = 1 mit r; = 7 und berechne
3 -1 0 2 5
al=Azta'=1-2 1 of(1]=]-3
-4 1 1 -5
B xp al Agl N B zp e A;l
@1 513 -1 0 N 20 1| Ys | 1|35 -5 0
3 1 |-3]-2 1 0 4 1318510 |-Ys 25 0
6 3 |-5b|-4 1 1 51 6 | 4 0| -1 0 1
Wir berechnen
3 -1 0
1 6 3
A=epdp = 2(=3,-3,0) [ -1 2 0} =(-%,—5,0),
-5 0 5
sowie
1 10
12 6 3
Av=(a*|a"[a®) =2 0 1) =dy=(-% 2 —
2 0 0
und
12 6 3 7 6 3
=My-cy=(———,—2,—2)—(-1,0,0) = (—=,—=,—= 0.
TN N CN ( 5a 57 5) ( s Uy ) ( 5a 57 5)<
Damit ist z = (£, 0, %,0, 0,4) mit 29 = cx = cgrp = —% die optimale Losung.
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§ 7 Dualitat

Seien A eine m x n-Matrix, b € R™, ¢ € R™ und A € R™ ein Zeilenvektor, die sogenannte duale Variable.
Die Idee hinter der Dualitét ist, jedem Primalproblem (P) ein Dualproblem (P*) zuzuordnen, welches
gegebenenfalls leichter zu 16sen ist.

§ 7.1 Duale Programme

(7.1) Duale Programme (symmetrische Form). Zu einem Primalproblem
(P) min {ca: | Ar > b, x> 0}

hat man das Dualproblem

(P*) max{/\b|)\A <c, \> O}.
Bemerkung. DAs Dualproblem des Dualproblems ist wieder das Primalproblem, d.h. (P**) = (P).

Beispiel. Gegeben sei das Primalproblem
min  3z; + 4z + dxs
unter

T, + 29 + 323
21’1 —+ 21?2 + I3

XT1,T2,T3

(A\VARAVARIY]

Das zugehérige Dualproblem lautet dann

max HAp + 6As

unter
A+2x <3
220 +2)X2 < 4
M1+ < 5
A, A2 > 0

Bemerkung. (P*) ist im Beispiel einfacher zu 16sen als (P), etwa auf graphischem Wege.

Das Dualproblem zum Standard LP. Man betrachte wieder
min {xy ’ Az =b, 2> O.}

Dann ist die Gleichung Ax = b dquivalent zu

Az >bA—Ax > b, dh <_AA) x> (_bb) e R*™.

Das Dualproblem lautet also mit einer Variablen w € R*™ dann

max {w (_bb> |w <_AA) <cw?> O} .

Setzt man w = (u,v) mit u,v € R™, so ergibt sich
max{ubfvb|uA—vA§c, U,V > 0}.

Definiert man weiter A := u — v € R™, so lautet das Dualproblem

max{/\b|)\A < c}.

Bemerkung. Man hat nun keine Vorzeichenbedingung fiir A mehr.
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(7.2) Duale Programme (unsymmetrische Form). Zu einem Primalproblem
(P) min{cz|Az =0, x>0}
hat man das Dualproblem

(P*) max{Ab|AA <c, \frei }.

Merkregel zur Aufstellung dualer Programme.

Primalprogramm ‘ Dualprogramm
a;x =b; | A frei, NA <c¢
x; frei | Aa® =¢;

Beispiel. Gegeben sei das Primalproblem (P),

min 3x1 + x9 — 223

unter
4ry +5r9 — 223 = 1
—x1+320+23 > 1
r1,x3 < 0, xo frei

Dann lautet das zugehorige Dualproblem (P*)

max A1+ g
unter
4D —Xy = 3
5A1+3X = 1 (da xo frei)
2X1+ X < =2
/\2 Z 0, /\1 frei

§ 7.2 Der Dualitétssatz

In der unsymmetrischen Form dualer Programm hat man das Primalproblem
(P) min{cz|Az =0,z >0}
und das zugehorige Dualproblem
(P*) max{Ab|AA <c, \frei }.
Die zuldssigen Mengen lauten
K:{xER”’Aac:b,xZO}
sowie
K*:{)\ERm|)\A§c}.
(7.3) Satz (Schwacher Dualitétssatz). Seien x € K und A € K*. Dann gilt A\b < cz.

Beweis. Es gilt Ab = Mz < cx wegen AA < cund =z > 0. O

(7.4) Korollar. Sind x € K und A € K* zuldssige Punkte mit Ab = cx, dann sind z € K und A € K*
optimale Losungen von (P) bzw. (P*).
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(7.5) Satz (Dualitétssatz der Linearen Optimierung). Besitzt eines der Probleme (P) oder (P*)
eine optimale Losung, so besitzt auch das andere Problem eine optimale Losung und der Optimalwert
beider Probleme stimmt iiberein, d.h. Ab = cx fiir entsprechendes A\ und =z.

Beweis. OBdA habe das primale Problem (P) eine endliche Losung Z € K. Setze zg = ¢Z und definiere
den abgeschlossenen, konvexen Kegel

T cr — CT m
C'_{(w)_t'<b—Ax> }zzo,t>0}cRx1R :

Fiir z = z hat man 0 € C. Es gilt also R x R™ = “Zielfunktionswerte x Nebenbedingungen”.
Behauptung;: ( ) ¢ C. Angenommen, es gelte ((;1) € C. Dann gibt es ty > 0 und ¢ > 0 mit

Om

-1\ P cT
Om -0 b— A.’EQ ’
Dann folgt Axg = b mit xg > 0, also ist xyg € K zuléssig. Dies bedeutet cxy > ¢, also cxg — ¢z > 0. Dies

ist aber ein Widerspruch, denn es gilt —1 = #y(czg — ¢Z) wegen ty > 0. Also gilt schon (81> g C.
m

Man betrachtet eine andere Darstellung von C":

t(cx — cz) = c_tw —tzg = cy —tzg, y >0
(cx —cT) =c_tox —tzg =cy —tzo, Yy >

=y
und
t(b—Ax)=th— A _tx =tb— Ay, y > 0.
=y
Wegen (51 ¢ C gibt es nach dem Trennungssatz (A.6) einen Zeilenvektor (Ag, A) € R x R™, (Ao, A) #
(0,0,,), mit

(Mo, \) (SD =X <0< (Mo, N) <L>

fiir alle (Z;) € C. Daher gilt Ay > 0, Division der Ungleichung durch \g bedeutet, Ag = 1 zu setzen. Aus

r cy — tzo .

= >

der Darstellung (w) (tb B Ay) mit ¢ > 0 und y > 0 folgt
0 <cy—tz+ A(tb— Ay)Vt > 0,y > 0.

Betrachtet man den Grenzwertprozess t — 0+, so gilt

0<cy—Ay=(c— A A)yVy > 0.

Es folgt dann schon 0 < ¢ — AMA <= XA < ¢, also A € K* dual zuléssig. Setzt man weiter in obiger
Ungleichung ¢t = 1 und y = 0, so erhélt man

0< -2+ b <= 2zp=cx < \b.
Nach dem schwachen Dualitatssatz gilt Ab < ¢z fiir alle A € K* und = € K, also muss hier schon
2o = Ab=cZx

gelten und A ist somit optimal in K*. O

Bemerkungen.
(i) Es wird nicht die Bedingung rang(A4) = m gefordert.
(ii) Der Dualitdtssatz kann auch mit dem Lemma von Farkas bewiesen werden.

(iii) Fiir rang(A) = m und eine nicht entartete Basislosung vereinfacht sich der Beweis des Dualitéts-
satzes, vgl. (7.10)
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(7.6) Existenzsatz.
(i) Besitzen (P) und (P*) zuliissige Punkte, dann besitzen (P) und (P*) schon optimale Losungen.

(ii) Besitzt nur eines der Probleme (P) oder (P*) zuléssige Punkte, so besitzt das Problem insgesamt
keine endliche Losung.

(iii) Besitzt ein Problem zuléssige Punkte, aber keine endliche Losung, so hat das jeweils duale Problem
keine zuldssigen Punkte.

(7.7) Satz (Komplementaritit, unsymmetrische Form). Seien z € K und A\ € K* fiir die un-
symmetrische Form (7.2). Dann sind dquivalent:

(i)  und X sind optimale Lésungen mit A\b = cx.
(ii) (AA —c)x =0.
(iii) z; =0 = A\a' = ¢; und \a® < ¢; = z; = 0 jeweils fiir allei = 1,...,n.
Beweis. Man hat (AA —¢)z = AMAx — cx = Ab— cx = 0. Bachte AA — ¢ < 0. Dann folgt komponentenweise
(M —¢)x; =0firi=1,...,n. O
(7.8) Satz (Komplementaritit, symmetrische Form). Seien z € K und A € K* fiir die symme-
trische Form (7.1). Dann sind dquivalent:
(i) « und A sind optimale Lésungen mit \b = cz.
(ii) AMA —c¢)x =0 und M(Az —b) =0.
(iii) (1) z; > 0= Xa' = ¢; und Aa’ < ¢; = z; = 0 jeweils fiir alle i = 1,...,n.

2) A; >0=a;xr =b; und ajz > b; = \; =0 jeweils flir alle j =1,...,m.
J J j J j J

§ 7.3 Das duale Simplex-Verfahren

Wir gehen aus von der unsymmetrischen Form
(P) min {ca: | Ar > b, x> O}
(P*) max{Ab|AA <c, A>0}.
Voraussetzungen. Es sei rang(A) = m und gegeben sei eine Basislosung xp = Aglb, zn = 0.

(7.9) Definition. Der Zeilenvektor A = cg A" € R™ heift Simplexmultiplikator zur Basis B.

(7.10) Dualitétssatz. Sei rang(A4) = m. Dann gilt
(i) A =cpAp' ist zulissig fiir (P*) genau dann, wenn ry < 0 ist.

(ii) Die Basislosung zp = Aglb7 xy = 0 sei optimal und nicht entartet. Dann ist A = cBA]g1 eine
optimale Losung von (P*) mit zo = cgrp = cBAglb = \b.

Beuweis. (i) Es gilt \A < ¢ <= (Mg, AMn) < (cp,cn). Wegen A = cg A" gilt schon AAp = cp. Weiter
hat man My <cy <= ry = My —cy <0.

(ii) Sei x optimal und nicht entartet zur Basis B, also gelte zp = A5'b > 0. Nach Satz (4.11) gilt dann
notwendig schon ry < 0. Nach (i) gilt weiter AAx < ¢y und daher AA < ¢, d.h. A € K* ist zuldssig. A
ist auch optimal wegen A\b = cp A;lb = cprp = CT. O]

=rp
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Idee des dualen Simplex-Verfahrens.

Es liege eine Basislosung zur Basis B vor,
(i) die nicht (primal) zulissig fiir (P) ist, d.h. es gilt nicht x5 = Az'b > 0,
(ii) die dual zuléssig ist, d.h. es gilt rn < 0.

Man geht vom alten Simplex-Tableau (4.18) aus und 16st das Problem (P) vom “dualen Standpunkt” aus.
Dabei achte man auf folgendes:

(i) Man erhalte eine Optimalitédtsbedingung ry < 0.
(ii) Man erreiche die Zulissigkeit von z, d.h. x5 = Az'b > 0.
(iii) Man lasse die Zielfunktion \b von (P*) wachsen.

Voraussetzung: Es sei B eine Basis mit Ag = I. Man hat dann das Simplex-Tableau

z;(j €N)
20 TN =T = (T3j)i=0,....m j=0,...n (7.1)

wobei ry = ¢g AN — cn. Das Tableau (7.11) ist
(i) primal zuldssig, wenn b > 0.
(ii) dual zuléssig, wenn ry < 0.

(iii) optimal, wenn b > 0 und ry < 0.

(7.12) Das duale Simplex-Verfahren zur Lésung von (P).

(1) Start: (P) sei dual zuléssig zur Basis B und Nichtbasis N mit Ag = I, d.h. es gelte to; < 0 fur
j=1,...,n—m (ry <0).

(2) Ist tjp > 0 fiir i = 1,...,m (b < 0), so ist die Basislosung optimal. Setze xp(;) = b;, n(;) = 0 und
20 = too. Andernfalls gehe zu (3).

(3) Bestimmung der Austauschzeile. Wéhle einen Index p mit ¢,0 < 0, z.B. t,0 = min;—1 .., tio-

(4) Gilt tp; <0 fir alle j = 1,...,m —n, so besitzt (P*) keine endliche Lésung. STOP. Sonst gehe zu

(5).

(5) Bestimmung der Austauschspalte. Ziel ist die Erhaltung dualen Zuléssigkeit. Dazu wihle man einen
Index s mit

t to;
tos—min{tOJ’tm<0,j—l,...,nm}.

ps pj
Beachte: to; = rn(j)-

(6) Vertausche das s-te Element von N mit dem p-ten Element von B. Fiihre an der Tableau-Matrix
(7.11) eine Pivotoperation mit dem Pivotelement ¢,, < 0 wie in (4.20) durch.

Anwendung auf LPe in symmetrischer Form.

Betrachte das primale Problem
(P)min{cw|Ax >b, x> 0}.

Man hat dann Az > b <= —Ax < b. Man schaut dich dann das System,
—Az4+y=0bz,y>0

an. Vorausgesetzt sei ¢ > 0. Sodann wéhlt man eine Basis B = (n + 1,...,n + m) und eine Nichtbasis
N =(1,...,n). Hier gilt ry = —¢ < 0, also die duale Zuldssigkeit. Das Starttableau lautet dann

x
20=0|ry=—c
y —b —A
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Beispiel. Gegeben sie das primale Problem
(P)min 3z + 4z + 53
unter

T+ 23 +3x3 > 5
21’1 + 21}2 + I3 2 6
> 0

Z1,T2,T3
Das zugehérige duale Problem lautet dann
(P*)min 51 + 6o
unter

A1+ 2)X
2A1 4+ 29
3A1+ A2
A1, A2

IV IA CIA A
o o W

Daraus ergibt sich die Tableaufolge

1. Tableau 2. Tableau 3. Tableau
1 Tz T3 Y2 T2 Zs3 Y2 Y1 T3
0 -3 -4 -5 y2<:—>>w1 9 —3/2 -1 —7/2 y1<:—>>w2 11 -1 1 -1
Y1 | 5| -1 -2]-3 yi | €] —Y2 | | -5 x| 2 [ Y2 |15
yo | €0 | 2 | -2 | -1 ya | 3 | =12 | 1 1/2 xzy | 1 -1 1| -2

Das dritte Tableau ist optimal mit z; = 1, o = 2 und x3 = 0.

Zusammenhang mit der dualen Losung. Man kann zeigen (vgl. als Ubung), dass der Zusammen-
hang

Aj = —TNG)

flir j = 1,..., m besteht.

Anwendung auf Ungleichungen.
Gegeben sei ein System

i=1,....k

a; T
i i=k+1,....m

IN IV

bi7
a biv

Man beachte, dass a;x > b; <= —a;x < —b; gilt. Dann erhélt man als Starttableau

T
z0=0|ry=—¢c<0
—b —ay
y | bk —ay,
brt+1 k41
b, Am

§ 7.4 Sensitivitdt und Schattenpreise

Das LP min{c:r | Ax =b, x> 0} habe die optimale Basis B und es gelte xp = Aglb > 0, d.h. die
Basislosung ist nicht entartet. Die optimale duale Losung lautet dann A = CBAEel und es stellt sich die
Frage nach der Bedeutung von A.
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Idee. Bei “kleinen” Stoérungen b — b + Ab bleiben die Basis B und die Nichtbasis N fiir das gestorte
LP

min{cm|Am=b+6b7x20}

optimal, denn es gilt Tp = Agl(b + Ab) > 0 fiir geniigend kleines Ab. Aufierdem hat man weiterhin
rN = CBA;AN — ¢y < 0. Die Anderung des Zielfunktionswertes betrigt

Az = 03533 — CBIRB = CBAlgl Ab = \-Ab.
=A

Fiir z = z(b) erhélt man daraus die Schattenpreis-Formel

0z
Ob;
firi=1,...,m.

Zusammenfassung zu Simplex-Verfahren

I Primale Simplex-Verfahren

(1) Grundform. Das Grundproblem lautet min {c:c | Ax =b,xz > O}. Voraussetzung ist b > 0, B sei
eine Basis mit Ag = I. Dann ergibt sich das Tableau

zi(j €N)

20 N

mit zg = cgrp und ry = cg Ay —cy. Fir Ungleichungen beachte man Az < b < Ax+y=1»
mit y > 0.
(2) Zwei-Phasen-Methode. Gegeben bei das Problem der Minimierung von cx unter
a;x > bi=1,...,1
ar = bi=I1l+1,...k

a;x bi,i=k+1,...,m

A

mit > 0. Diese Nebenbedingungen sind adquivalent zu

AT — Tngi +y; = bii=1,...,1
aieryi = bl,Z:l+1,7k
ar+y;, = bui=k+1,....,m

mit 1,...,Tptl,Y1,---,Ym > 0. Man betrachtet dann das Hilfsproblem min Zle y; oder

allgemein, falls a;z = b; fiir i € Iy C {1,...,m} das Hilfsproblem min Zielm y;- Es ergibt
sich das Tableau
L1y Tn Y1y s Yntk
1
20 Ei:l Q5 —1,...,—1
1 by a
. ) . 5
Yk by ag
Yk+1 | br+1 k41
. i ) 0
Phase I Setze B=n+1l+ ...,n+l+mund N =1,...,n+ [ sowie zg = cgxp und
—_——
Y1y--Ym L1341

k i1
Zi=1aija J=4L4L...,n

7”J‘:(CBAN_CN)J:{—l j=ntl. 04l

Dann stellt man das Tableau auf und bringt ¥1,...,y; in die Nichtbasis. Anschliefsend
streicht man die Spalten unter y1, ..., yx.
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Phase II Man berechnet die Werte zg = ¢gxp und ry = ¢cgAn — ¢y in der neuen Basis B
und Nichtbasis N. Dazu verwendet man das Simplex-Verfahren (4.20).

ITI Duale Simplex-Verfahren

Allgemeine Voraussetzung ist 7y < 0, d.h. die Basislosung sei dual zuléssig.

(1) Grundform. Das Problem lautet min {cz | Az = b,z > 0}. Voraussetzung ist, dass B eine Basis
mit Ag = I ist. Man erhalt das Starttableau

z;(j €N)
Z0 N SO
.ﬁl(lGB) b Ay

mit zg = cgxp und ry = cgAn — cnN.
(2) Ungleichungen. Voraussetzung ist ¢ > 0. Dann unterscheidet man zwei Varianten.

(i) Fiir die Nebenbedingungen gelte Az > b. Dann betrachtet man Az > b <— —Axz <)
mit y > 0 und erhélt als Starttableau

z;(j €N)
20=0|ryn=—c<0
x;(i € B) —b —A

(ii) Im Falle gemischter Bedingungen, also fiir
a;r > bi,izl,...,k
air < bii=k+1,...,m

multipliziert man ausschlieflich die >-Bedingungen mit —1 und erh&lt das Tableau

T
20=0]ry=—¢<0
—by —ay
y | —bk —ay
bry1 Ak+1
bin am

IIT Gemischte Verfahren

Als Beispiel geben wir die Drei-Phasen-Methode an. Bei dieser wird weder b > 0 noch ry < 0
vorausgesetzt. Allgemein betrachtet man das Problem der Minimierung von cx unter den Neben-

bedingungen
a;r = bi,i: 1,...,]{)

air < bii=k+1,...,m

mit z > 0. Ungleichungen der Form a;x > b; kbnnen auch hier in —a;x < —b; transformiert werden.

Phase I Nach Einfiihrung von Schlupfvariablen betrachtet man a;x +y; = b; fiir i = 1,...,m mit

y; > 0. Dann bringt man die Variablen 1, ...,y in die Nichtbasis und streicht die Spalten
unter yi,...,Yk.

Phase IT Man berechnet eine primal zuléssige Losung g > 0 mit dem dualen Simplex-Algorithmus
(7.12).

Phase ITI Man wendet das primale Simplex-Verfahren (4.20) an, um die duale Zuléssigkeit ry < 0
zu erreichen. Dann ist die Losung optimal.
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Weitere Themen zur Linearen Optimierung

e Ganzzahlige Lineare Optimierung mit = € Z"
e Transportprobleme

e Fliisse in Netzwerken

Parametrische Lineare Optimierung

Alternative zum Simplex-Verfahren: Innere-Punkte-Methoden. Vgl. dazu das Buch von J. Nocedal,
S. Wright: Numerical Optimization, Springer Verlag.
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II Nichtlineare Optimierung

§ 8 Unbeschrinkte Optimierungsprobleme
§ 8.1 Probleme und Beispiele
Sei D C R"™ offen und f : D — R differenzierbar. Das Grundproblem lautet dann
min { f(z) |z € D}. (8.1)

Ein Punkt € D heift lokale bzw. strenge lokale Minimalstelle von f in D, wenn es eine Umgebung
U C D von T gibt mit f(Z) < f(z) fur alle z € U bzw. f(z) < f(z) fiir alle v € U mit z # 7.

Beispiele.

(i) Testfunktion von Rosenbrock (1960):

f(x1,22) = 100(zg — 27)? + (1 — 29)?, D = R?.

Losung: 71 = 1, 1o = 22 = 1. Interessant sind die Héhenlinien von f, d.h. {(a:l, x9) € R? ‘ flxy,20) < c}
fir ¢ € R.

(ii) Testfunktion von Himmelblau:

flz1,20) = (23 + 20 — 11)? 4 (21 + 25 — 7)%, D = R?.

Dies ist ein Polynom 4. Grades mit je 4 Minimalstellen und Sattelpunkten sowie einem lokalen
Maximum in (—0.270845, —0.923039).

(iii) Quadratische Probleme: Sei @) eine symmetrische n x n-Matrix und b € R", ¢ € R. Dann hat man
ein quadratisches Problem

1
f(z) = ixth +blzr +e,
wobei () > 0 meist positiv definit gewahlt wird.

(iv) Nichtlineare Ausgleichsrechnung: Gegeben seien Messdaten (¢;,y;) fir i = 1,...,n. Gesucht ist eine
Approximationsfunktion g(x,t) mit x € R™ und ¢ € R fiir das Problem

n

. L . 2
min ) (yi —g(, )"
i=1
Beispiele fiir solche Losungen sind Ausgleichsgeraden g(x1,x2,t) = x1 + x5 - t, Ausgleichspolynome
g(z1,...,p,t) =21 +22-t+. .. +1,t" ! oder exponentielle Ausgleichsfunktionen g(x1, 2, 73,t) =
r16%2t + 4.

(v) Diskrete optimale Steuerprozesse: Mit z; € R™ bezeichnet man den Zustand eines Systems zu
bestimmten Zeiten ¢; fiir ¢ = 0,..., N. Beispiele sind Lagerbestinde, Biomasse (das sogenannte
optimale Fischen), chemische Reaktionen oder physikalische Koordinaten.

Mit u; € R™ bezeichnet man eine Steuerung zum Zeitpunkt ¢; fiir i = 0,..., N — 1. Den obigen Bei-
spielen entsprechen etwa die Steuerungen Produktion, Fangrate, Temperatur und Beschleunigung.

Weiterhin hat man den Begriff der Dynamik. Dabei sind h; : R” x R™ — R" firi=0,...,N — 1
gegeben. N > 1 ist dabei die Anzahl der Perioden und Entscheidungen mit

Ti41 = hi(xi, Uz)

fir allei=0,...,N — 1.
Fiir die Zielfunktion sind f; : R" xR™ — R fliri =0,...,N—1und g : R® — R gegeben. Gesucht

ist dann
N-1
min f(z,u) = Z filxi, ui) + g(an).
i=0

Voraussetzung ist, dass der Anfangszustand zy € R”™ bekannt ist und keine Bedingung an den
Endzustand xpy gestellt wird. Die Optimierungsvektoren lauten z = (z1,...,2x) € RY"™ und
u=(ug,...,un_1) € RV™.
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Beispiel. Lagerhaltung. Gegeben sei der Lagerbestand z; € R, die Produktionsrate u; € R und
die Nachfrage r; € R. Dann hat man eine Lagerbilanzgleichung der Form

Tit1 = Ty T U — Ty
fiir i =0,...,N — 1.

§ 8.2 Existenz von L6sungen

(8.2) Definition. Sei D C R” offen und f: D — R. Fiir @ € R heifien die Mengen

N(f,a):={z e D|f(z) <a}

die Niveaumengen von f.

(8.3) Satz. Die Funktion f: D — IR sei stetig. Fiir ein y € D sei die Niveaumenge

N(f, f(y)) ={z € D[ f(2) < f(v)}

nichtleer und kompakt. Dann besitzt f auf D mindestens ein globales Minimum.

Beweis. Nach dem Satz von Weierstraf besitzt die stetige Funktion f auf der kompakten Menge N(f, f(y))
ein Minimum. Fiir z € D\ N(f.f(y)) gilt f(z) > f(y). O

(8.4) Korollar. Die Funktion f: R" — IR sei stetig und es gelte lim|,)|, oo f(#) = +00. Dann ist fiir
alle y € R™ die Niveaumenge N(f, f(y)) kompakt. Also gibt es mindestens ein globales Minimum von f
auf R"™.

Beispiel. Sei @) eine symmetrische und positiv definite n x n-Matrix, b € R™ und f(z) = %xtQ:v + b,
Wegen lim |||, oo f(¥) = 400 besitzt f auf R" ein globales Minimum. Aus Vf(z) = 0 = Qz + b folgt
dann z = Q1.

Eine Variante ist das Ausgleichsproblem: Sei A eine m x n-Matrix und b € IR™. Man betrachte das
Problem

min f(z) = HAJ?—bH;.

ceRn
Es gilt f(z) = 1ot A'Ax — 2 A% + L||b]|3. Mit rang(A) = n < m ist Q = A*A > 0 positiv definit.
—Q

§ 8.3 Optimalitidtsbedingungen

Wir fiihren folgende Notationen ein: f'(z) = (aa—mfl(x), cee %(x)) (Zeilenvektor) und Vf(z) = f'(z)t.

Falls f zweimal differenzierbar ist, sei die Hesse-Matrix definiert als

0
f(x) = D2f(x) = <6ac»£$j> <4,5< .
i 1<i,j<n

(8.5) Satz (Notwendige Optimalititsbedingung erster und zweiter Ordnung). Sei D C R"
offen und f: D — IR. Sei weiter T € D eine Minimalstelle von f in D.

(i) Ist f differenzierbar, so gilt f'(z) = 0 bzw. Vf(z) = 0.

(ii) Ist f zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von Z € D, so gelten die Bedingungen
/() =0 und o' f”(z)v > 0 fiir alle v € R™.

Beweis. Vergleiche Analysis II.
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(8.6) Satz (Hinreichende Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung). Die Funktion f: D —
R sei zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung eines Punktes z € D. In T € D gelten die
Bedingungen

(i) f'(@) = 0.
(ii) vt f"(Z)v > 0 fiir alle v € R™ mit v # 0, d.h. f”(Z) ist positiv definit.
Dann gibt es ¢ > 0 und « > 0 mit
F@) 2 f(@) +e- ||z -zl

fir alle ||z — Z||, < a. Insbesondere ist Z eine strenge lokale Minimalstelle.

Beweis. Sei Apin der kleinste Eigenwert von f”(Z). Wegen f”(Z) > 0 positiv definit folgt Apin > 0 und
man hat

v (Z)v = Apinv Vo € R™.
Man betrachte nun die Taylor-Entwicklung

fl@) = f@+ @) -2 +%($ —&)'f"(@)(x - 2) + Oz — 2|[3)
=0

1 _ _
f(@)+ 5/\min |z — xx||§ +O(||lz - IH;)

v

Zu beliebigem 0 < € < %)\min gibt es @ > 0 mit
2 2 2
O(llz —zll3)| < ellz — 2y V|lz — 2[5 < .
Es folgt

1 _ _ _ 21
f@) 2 £(Z) + 5 Amin le — 2[5 — e lle = zll3 = f(2) + ]z — 2|3 (GAmin —¢) O
—_———

=:ic

Beispiele.

(i) Lineare Ausgleichsrechnung. A sei eine m x n-Matrix mit n < m und rang(A4) = n. Weiter sei
b € R™. Gesuch ist

min £(2) = || Az — b][} = (Az = b)7 (Az — b).

Hinreichende Bedingung: f'(z) = 0 = AT Az = ATb, f"(z) = 24T A > 0.

(ii) Rosenbrock-Funktion. f(z1,72) = 100(z2 — 23)? + (1 — 22)? mit Z = (1,1). Dann ist

" (120022 — 40023 +2 —400z; w802  —400
/ (”Cl’“)_( —400z; 200 ) 7@ =400 200 )

Also ist f”(Z) > 0 positiv definit.

Zusammenhang der Bedingung f”(Z) > 0 mit dem Newton-Verfahren

Setze F(x) := Vf(z), F : D — R" stetig differenzierbar in U(z). Man bestimme die Nullstelle z € D
von F', d.h.

F(z)=Vf(z)=0.
Es ergibt sich die folgende Newton-Iteration:
Start. 2% € D.
Iteration. x**! = 2% — F/(2%)"1F(2F) = 2% — f"(2F) 71V f(2F).

Voraussetzung. f”(z*) sei regulir. Wegen f”(z) > 0 gilt f”(z*) > 0 in einer geeigneten Umgebung.
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Zusammenhang mit dem SQR-Verfahren (Sequential quadratic programming)
Man approximiert f(x) in ¥ durch Taylor-Entwicklung

1

1) ~ J@) + 1@ @ = a) 4 Gl =2t @ = ),

Man erhéalt das quadratische Teilproblem

1
min f'(z%)(z — 2%) + Z(z — )T f(2F) (@ — ).
zeR" 2

Minimum ist 21, definiert durch

karl _ :L‘k o f”(:z:k)AVf(xk).

§ 8.4 Sensitivitiatsanalyse

(8.7) Satz (iiber implizite Funktionen). Sei F : R" x R¥ — R" eine in einer Umgebung eines
Punktes (x9,70) € R™ x R¥ j-mal stetig differenzierbare Abbildung (j > 1). Es gelte F(xg,%0) = 0 und
es sei 2 (z0,y0) eine reguléire n x n-Matrix. Dann gibt es Umgebungen U(yo) C R¥ und V(zo) C R"
und eine eindeutige, j-mal stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U(yo) — V(z0) mit

F(p(y),y) = 0Vy € U(yo)

und ¢(yo) = xg. Aulerdem gilt

o, “toF
By (yo) = ¢'(yo) = <8x ($07y0)> By (z0,%0)-
Anwendung auf die Optimierung

Es sei p € R* ein Stor- oder Sensitivititsparameter. Sei f : R* x R¥ — R, f = f(x,p). Fiir das
Sensitivitatsproblem betrachtet man zu festem p € R*

P(p) min f(z,p).

Sei = x( eine lokale Minimalstelle fiir das Problem P(p)y zum nominalen Parameter py € R*.

Voraussetzung. f sei zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von (zq, po).

2
Notation. f,(zo,p0) = 2L (20, p0), fee(T0,p0) = 2L (20, o).

(8.8) Sensitivitdtssatz. Der Punkt zy € R"™ geniige den hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung
fiir das Problem P(pg), d.h. mingegr» f(x,po) und es gelten die Bedingungen

fz(z0,p0) =0, fre(z0,p0) > 0 positiv definit.

Dann gibt es eine Umgebung Py C R* und eine stetig differenzierbare Abbildung = : Py — R"™ mit den
Eigenschaften

(i) z(po) = zo.
(ii) x(p) ist steng lokale Minimalstelle des Problems P(p), min,cgr» f(x,p) fir alle p € P.
(i) 2 f(x(p),p)]

p=po = fp(I.Ova)'

(iv) §E(po) = —fuu(wo,0) ™" fap(20, Po)-

Beweis. Setze F(x,p) := f.(z,p), F : R" x RF — R". Dann ist F einmal stetig differenzierbar in
(20, po)- Es gilt F(xo,p0) = fz(x0,p0) = 0 € R™ und es ist %—g(xo,po) = fez(zo,po) > 0 positiv definit,
insbesondere also reguliir. Es gibt also eine Umgebung Py von py und eine C'!'-Abbildung x : Py — R”
mit

F(x(p),p) = f=(z(p),p) = 0Vp € Ry, x(po) = o.
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Fiir Py hinreichend klein gilt f,..(x(p),p) > 0 positiv definit fiir alle p € Py. Daher ist z)p) eine strenge
lokale Minimalstelle von P(p). Dies zeigt (i) und (ii). Fiir (iii) gilt

0 ox

aip (l’(p%p)}p:po = fﬂﬂ(x(hpo) aip(po) + fp(x()?po) = fp(x07p0)'

=0

Fiir (iv) gilt

0= S F) D), = 5 @) D), ,, = Fou o) 5 () + Fop (oo o)
Es folgt
Ox

%(pO) = _fmr(1'07p0)71fxp(x07p0)' O

Anwendung auf die Echtzeitoptimierung

Man approximiert

£(p) ~ x(po) + g—ﬁ@oxp—po) — oz + gg<po><p-po>.

Dann berechnet man
offline: zy und g—i(po) gemif (8.8) (iv).

online: z(p).

Beispiel. Gegeben sei das Problem min,egn f(z,p) = %x‘o’ — px mit p > 0 und pg = 1. Man hat
folw,p)=a® —p=aw==+p
und

facx('rap) = 2z, fm(\/ﬁ,p) = 2\/]3 > 0.
1

Es folgt, dass # = x(p) = +/p strenge lokale Minimalstelle von P(p) ist. Weiterhin gilt % =575
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§ 9 Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen: Problemformulierung und
der Satz von Karush-Kuhn-Tucker

Sei D C R"™ offen und seien f: D — R und S C D. Das allgemeine Optimierungsproblem lautet

min { f(z) |z € S}. (9.1)

In den Anwendungen ist S gegeben durch Gleichungen und Ungleichungen. Dazu seien g; : R™ — R fiir
i=1,...,m gegeben. Sei k € N mit 0 < k < m. Dann sei

S={zeR"|g(z) <0Vi=1,...,k, gi(x)=0Vi=k+1,...,m}.

Fiir £ = 0 sind also nur Gleichungen gegeben, g;(x) = 0 fiir i = 1, ..., m, fiir k = m hat man entsprechend
nur Ungleichungen, g;(z) < 0 fur ¢ = 1,...,m. Das Standardproblem der Nichtlinearen Optimierung
lautet nun

min { f(z) |gi(z) <OVi=1,....k, gi(z)=0Vi=k+1,...,m}. (9.2)

Andere Notationen und Verallgemeinerungen
Sei K :=RF = {y € RF ‘ Y, <0Vi=1,..., k:} der konvexe, abgeschlossene Kegel mit
Int(k) =K = {y e R"|y; <OVi=1,...,k} £0.
Setze g := (g1,...,9%)" und h := (gk41,-.-,9m). Dann ist (9.2) dquivalent zu
min { f(z) | g(x) € K,h(z) =0} , K =R* K # 0 (9.3)

Verallgemeinerung. Seien X,Y,Z Banachrdume. Gegeben seien Abbildungen f: X — R, g: X =Y
und h : X — Z. Weiter sei K C Y ein abgeschlossener Kegel mit K # (). Das Optimierungsproblem
lautet in diesem Fall

min { f(z) | g(z) € K, h(z) =0} (9.4)
Von nun an betrachten wir das Standardproblem (9.2). Sei z € D zuléssig fiir (9.2), also

9i(Z) <0Vi=1,...,kund ¢;(Z) =0Vi=k+1,...,m.
Man definiert die Menge der aktiven Indizes

I(z):={ie{1,....k} | g:(x) = 0}
und setzt J(Z) :=I(Z) U{k +1,...,m}. Dann gilt

g:(z) =0Vi e J(T).

Fiir (9.2) definiert man die Lagrange-Funktion
L(w,\) = f(x) + Aglw) = f(2) + > \i - gil®) (95)
i=1

mit A= (A1,...,Ap) € R™ und g(x) = (g1(x), ..., gm(x))*. Die A; heiffen Lagrange-Multiplikatoren.

(9.6) Satz (Notwendige Optimalitédtsbedingungen von Karush (ca. 1940) und Kuhn, Tucker
(ca. 1950), KKT-Bedingungen). Sei Z € D eine lokale Minimalstelle des Standard-Problems (9.2).
Sei weiter f : D — R differenzierbar in Z und sei g : D — R™ stetig differenzierbar in einer Umgebung
von Z. Der Punkt Z sei normal, d.h. die Gradienten g;(Z) € R"™, i € J(Z) seien linear unabhéngig. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Zeilenvektor A = (A1, ..., \,,) € R™ mit den Eigenschaften

(i) Lo(z,A) = f'(2) + Ag'(2) = f'(2) + i, Migi(@) =0,
(i)
(iii)

Beweis. In den néchsten Paragraphen.

A\ = 0 fiir i € J(z), also fiir i € {1,...,k} mit g;(z) <0,
A\ >0 fiir i € 1(Z), also fiir i € {1,...,k} mit g;(z) = 0.
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Beispiele. Sei f: D — R differenzierbar. Man betrachte die Niveaumengen N¢o := {x e R" | flz) = c}
fiir ¢ € R, etwa fiir n = 2 und f(z) = f(z1,72) = 2} + 23. Es gilt Af(z) = 22 und man beachte, dass
der Gradient stets senkrecht zur Niveaumenge steht.

(1) Man betrachte min { f(z,y) = 2? + 32 ‘ g(z,y) =z +y—2=0}.

(R
N5
Man sieht, dass der Punkt (Z,3) = (1,1) optimal ist, da die Niveaulinie die Nebenbedingung in

diesem Punkt beriihrt. Die Gradienten Af(1,1) = (2,2) = 2- (Z,7) und Ag(1,1) = (1,1) = (Z, %)
sind parallel. Die KKT-Bedingung (9.6) (i),

L)+ A1, 1) =24+X2+2=0
ist erfiillt mit A = —2. Der Punkt (Z,7) = (1,1) ist normal wegen ¢’(1,1) = (1,1) # (0,0).
(2) Man betrachte min { f(z,y) = (z — 2)? + y* | g(z,y) = 2® —y* = 1 =0}.

g(x,y)=0
\ N
g\
— l N

f'(1,0)

V£(1,1)

Intuitiv vermutet man, dass der Punkt (Z,3) = (1,0) optimal ist. Wir {iberpriifen fiir diesen Punkt
die KKT-Bedingungen. Zunédchst gilt f'(x,y) = (2(x — 2),2y) sowie ¢'(z,y) = (2z,2y) = 2(z,y),
also

f'(1,0) = (=2,0), ¢'(1,0) = (2,0) # (0,0).
Die KKT-Bedingung (i) liefert

F/(1,0) + Ag'(1,0) = (=24 X-2,0) = (0,0) = [A=1>0]

Betrachtet man das gleiche Problem mit der Ungleichung g(x,y) = 2% + y?> — 1 < 0, so geniigt der
Punkt (Z,7) = (—1,0) ebenfalls den KKT-Bedingungen.

Bemerkung. Die Optimalitat folgt aus der Konvexitdt von f und g.
(3) Man betrachte min { f(z,y) =z +y | g(z,y) = 2® + y* — 2 =0}.
2

-

g'(-1,-1)

Intuitive Kandidaten fiir Minima sind (Z, 4) = (1,1) und (Z, §) = (-1, —1). Mit der KKT-Bedingung
(i) erhalten wir

f(Z,9) + M\ (z,9) = (1 +22%,1+ \2%) = (0,0).

Fiir (z,7) = (1,1) erhalten wir also | A = | und fiir (Z,%) = (—1,—1) ergibt sich | A = .3 |.

Mit hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung (SSC, Second-Order Sufficient Conditions) kann man
zeigen, dass (Z,7y) = (—1,—1) ein Minimum und (Z,g) = (1,1) ein Maximum ist.

39



Vorlesungsmitschrift “Optimierung” von Michael Schaefer

Fazit. Bei Gleichungen kénnen die KKT-Bedingungen nicht zwischen Minimum und Maximum
unterscheiden. Hingegen erfiillt im Falle der Ungleichung g(z,y) = 22 +9y? -2 < 0nur (z,9) =
(=1, -1) die KKT-Bedingungen wegen A = § > 0.

(4) Man betrachte min { f(z,y) = (z — 2)% + (y — 1)2 ’gl(x,y) =22 -y <0, g2(z,y) =x+y—2<0}.

zuldssige Menge

I I I
\\\§+y=2

= (1,1) erfiillt die KKT-Bedingungen. Wir haben f'(Z,7) = (—2,0) sowie
=0, es gilt also I(z) = {1,2}. Weiter sind die Vektoren

)

Behauptung. (T,y
gl(fa g) = 92(3_37 g)

gi(i‘,?]) = (2’ _1)7 gé(i‘,?]) = (1’ 1)

linear unabhéngig, also ist (Z, ) normal. Mit der KKT-Bedingung (i) erhalten wir

F1(2,9) + ML (E,5) + Aagh(#,5) = (0,0) = | Ay = Ao = 2 >0,
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§ 10 Tangentialkegel, Linearisierender Kegel und Regularitat
Einfiihrung. FEs sei g : R” — R™ eine C!'-Abbildung.

(I) Gleichungen. Man betrachte eine zuliissige Menge S = {z € R" | g(x) = 0}.

Fall (a). Sei n =2 und m = 1. Man betrachte etwa g(z1,72) = 23 + 23 — 2 = 0.

X+tv,teER

v=(—1,—1)

Der Gradient von ¢’ im Punkt (1,1) lautet ¢'(1,1) = (2,2). Gesucht ist die Menge aller dazu
normalen Vektoren. Dies sind alle v € R? mit

g/(l, 1)'0 = (2,2) <51> =201 +2v3 =0 <= v; + v, =0.
2

Der Tangentialraum beziiglich (1,1) ist T(1 1) = {t <_11) |t € IR}, die Tangente an g im

Punkt = (1,1) wird parametrisiert durch

_ (1 1) [1+¢
x+tv—<1)+t<_1)—<1_t),t€R.

Fall (b). Sein = 3 und m = 1. Man betrachte etwa g(z1, x2,73) = 27 + 23 + 23 —r? = 0 fiir festes
r € R.

Sei 7 € R? ein beliebiger Punkt mit g(Z) = 0. Dann erhilt man die Tangentialfléiche
{U e R? |g’(£)v = 2X1v1 + 2Tovs + 2X3v3 = 0} .

Fall (c). Sei n beliebig und m = 1.
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Im allgemeinen definiert man den Tangentialraum eines Punktes Z durch
{veR"|g (z)v=0}.

Wir werden spéter zeigen, dass es eine Kurve z : [0, ] — R", o > 0, gibt mit g(z(¢)) = 0 fur
z(t)—

t

alle t € [0, ], (0) = Z und zugehorigem Tangentialvektor v = limy o
(ITI) Ungleichungen. Man betrachte die zulissige Menge S = {:c eR” |g(:c) < 0}.
Fall (a). Sein=2und m = 1.

x€R:g(x)<0
Der Tangentialraum in # € R? mit g(z) = 0 lautet
{veR?|¢(z)v <0}

und ist sowohl ein Halbraum als auch ein Kegel.
Fall (b). Sein=m = 2.

Der Tangentialkegel in z € R? lautet
{veR?|gi(z)v <0, gy(z)v <0}
Im obigen Fall gilt ¢1(Z) = g4(Z) = 0, also I(Z) = {1,2}.

§ 10.1 Allgemeine Theorie.
Es sei S C R"™ nichtleer und z € S. Der Tangentialkegel T'(S,Z) von S in & € S ist definiert durch

T(S,z) = {v €R™|3z; € 5,t;, > 0: lim £; = 0,0 = lim xitf ”3} . (10.1)
Veranschaulichung.
x:g(x)=0
¥ \4
Xit
X

Schreibweise. Sei v € T(S,Z). Dann ldsst sich die Bedingung aus (10.1) umschreiben zu

@ =T +tiv+r, r € R" mit lim - = 0. (10.2)

11— 00 '3

(10.3) Lemma. Fiir jede nichtleere Menge S C R™ und T € S ist der Tangentialkegel T'(S,Z) ein
abgeschlossener Kegel mit Spitze im Ursprung.

Beuweis. Als Ubungsaufgabe. Beweisidee: Mit v € T'(S, Z) ist auch av € T(S, Z) fiir o > 0. O
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(10.4) Lemma. Sei K C R™ konvex und 7 € K.
(i) Der Tangentialkegel T'(K, z) ist der Abschluss der konischen Hiille von K in Z,

T(K,z)=K(1) = Jo(K - 7) = {a(z — 7) |2 € K,a > 0}.
a0
(i) Ist K # 0, dann gilt int(T(K, z)) = int(K(Z)).
Beweis.
(i) Wir zeigen beide Inklusionen.

“”. Sei z € K und a > 0. Da K konvex ist und z € K, folgt

“h = a(z — ), also

fiir i > «, denn dann gilt %a < 1. Es folgt

Ty — X

v=a(zx—Z)= lim -

mit ¢; := 1. Daher hat man v = a(z — 2) € T(K,z) und es folgt K(z) C T(K,z). Da T (K, &)
bereits abgeschlossen ist, folgt die gewiinschte Inklusion.

T, — T

. Daher

“” Zuwv e T(K,z) gibt es ¢; € K und ¢; > 0 mit lim; .o t; = 0 und v = lim;
Hi—/
€K(z)

gilt v € K(Z).
Durch den Nachweis beider Inklusionen ist die Aussage (i) gezeigt.

(ii) Als Ubungsaufgabe.

Beispiele zu (10.4).

(1) Betrachte eine konvexe Menge K und z € K.

=l
Il
()

In diesem Fall enthélt K (z) die Kante « = 0 nicht.
(2) Sei K =1 = [a,b] C R. Dann gilt
R, falls z € (a,b)

T(K,z)= {veR’vZa}, falls z = a
{veR’va}, falls z =10

(3) Sei A eine m x n-Matrix und b € R™. Man betrachte K = { € R" | Az = b}. Dann gilt K(z) =
ker A. Da ker A abgeschlossen ist, gilt insbesondere schon T'(K, Z) = ker A.
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(10.5) Satz (Variationsungleichung). Sei D C R™ offen, S C D, f : D — R und z € S. Weiter
sei f in Z differenzierbar. Ist nun Z eine lokale Minimalstelle des Problems min { f(z) | zeSs }7 so gilt die
Variationsungleichung

f(Z)v >0 fiir alle v € T(S, 7).

Beweis. Fiir v € T(S, ) gibt es eine Darstellung wie in (10.2), also x; = & + t;v 4+ r; mit r; = o(¢;), d.h.
lim; .o 7+ = 0. Man betrachtet die Taylor-Entwicklung

fl@i) = f@)+ f(@)(wi — ) + ol|lzi — )
=o(t;)

= f@) +tf(@)v+o(t) +o(t:) = f(z) + [ (T)v + o(t:)
Da Z eine lokale Minimalstelle von min { f(z) | x € S} ist, gilt f(x;) > f(Z) wegen z; € S. Es folgt

0< f(xi)tz @) _ oz + 0(;07
also im Grenzfall
0< lim f(xi); f(@) _ (@)
fiir alle v € T(S, 2). 0

Anwendung. Man betrachte min { f(z) |Ax = b} fiir eine m x n-Matrix A und ein b € R™. die Va-
riationsungleichung besagt f'(Z)v > 0 fiir alle v € T(K,Z). Da T(K,Z) = ker A ein Unterraum ist, gilt
veT(K,Z) = —v € T(K,Z) und man erhilt

(@) =0v € T(K,z).

Dies bedeutet aber T'(K,Z) L ker A. Aus der Linearen Algebra kennt man den Zusammenhang ker A ®
im A* = R", also gilt Vf(z) € im A*. Es gibt dann einen Zeilenvektor A € R™ mit

Vf(z)=A*(=\") < f(z)+ I A =0.
Dies ist gerade die KKT-Bedingung (i).

Sei nun S C D gegeben durch S := {x GlR"|gi(x) <0firi=1,...,k ¢gi(x)=0 fiiri:k;+1,...,m}.
Es gibt dann eine Darstellung

S={zecR"|g(z) € K}

mit K = R* x {0,,_x} und g = (g1,...,9m)* : R™ — R". Ausgehend davon wollen wir nun einen
weiteren Kegel definieren, den linearisierenden Kegel. Dazu sei g differenzierbar in Z. Man linearisiert die
Inklusion g(z) € K durch Taylorentwicklung zu ¢(z) + ¢'(Z) (x — &) € K und erhilt

——

g'(@v e K —g(z) C K(9(2)).
Nach dem Anhang gilt fir K = R* x {0,,_1}

K(g(z)) = {yG]Rm|yi§fallsgi(i):()fiiri:l,...,k,yz‘:Oﬁiri:kJrl,...,m}
= {yeR™|y <,icl(z),y;=0,i=k+1,....,m}.

Der linearisierende Kegel ist nun definiert als

L(S,z) = {v eR" ‘ g () e K(g(i‘))}
= {veR"|g@v<0,icl(z),g(x)=0,i=k+1,....,m}. (10.6)

44



Vorlesungsmitschrift “Optimierung” von Michael Schaefer

Zusammenhang zwischen T'(S,z) und L(S, Z).

(10.7) Lemma. Es gilt stets T'(S,z) C L(S, z).

T;i—T

—*, x; €5, t; > 0 und lim; . ¢; = 0. Mit Taylorentwicklung

Beweis. Sei v € T(S,Z) mit v = lim;
erhdlt man

g/ @y = i 2810 & Ry = ke (g(a))

€K (9(2))

(Letztere Aussage gilt hier speziell, i.A. jedoch nicht!) Es folgt ¢'(Z)v € K(g(Z)), also nach Definition
(10.6) auch v € L(S, 7). O

Bemerkung. Die Inklusion L(S,z) C T(S,Z) ist im Allgemeinen falsch!
(10.8) Beispiel. Sei S = {0} C R" und z = 0. dann gilt 7'(S,z) = {0}.
Fall (a). Setze K = {0} C R und g(z) = 2. Dann ist S = {z € R | g(x) = 0} und es gilt
LS, z)={veR|d(@)v=2av=0} =R
wegen T = 0. Der Ansatz ist ungiinstig wegen ¢'(z) = 0.
Fall (b). Setze K = {0} C R und g(z) = z. Dann ist S = {x cR ‘ g(z) = 0} und es gilt
L(5,z)={veR|d@)v=v=0} ={0} =T(S,z)
wegen ¢'(Z) = 1 # 0. Eine wichtige Eigenschaft ist also offenbar ¢'(Z) # 0.

Ziel ist nun das Finden von Regularitidtsbedingungen (constraint qualifications), die T'(S,Z) = L(S, )
sicherstellen.

Spezialfall. Wir betrachten Gleichungen. Sei also S = {z € R" ’g(x) =0}, also K = {0}. Wir setzen
voraus, dass g : D — IR™ stetig differenzierbar in einer Umgebung von = € S ist. Dann ist

0 0
g1 () T e
g'(z) = : =1 : S ()
9o () G ... Dm

eine m x n-Matrix. Der Punkt z € S heift nun regulér, wenn

Die Gradienten g;u/(Z),i=1,...,m sind lLu., also rang(¢'(Z)) = m bzw. im ¢'(z) = R™.  (10.9)
Eine alternative Bedingung ist

(10.9a) ¢ (2)g' ()" € Myxm(R) ist regulir.

Insbesondere ist dann ¢'(Z)g¢’(Z)* sogar schon positiv definit.

(10.10) Lemma. Es gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen:
(i) T € S ist regulér.
(ii) Es gibt einen Zeilenvektor A € R™ mit A # 0 und Ag'(z) = >, \igl(z) = 0.

Beweis. Dies ist ein einfaches Resultat aus der Linearen Algebra. O
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(10.11) Satz. sei S ={z € R"|g(z) =0} und sei & € S regulir.
(i) Zu v € R"™ mit ¢'(Z)v =0, d.h. v € L(S, Z), gibt es ein a > 0 und eine Kurve z : [—a, ] — S mit

z(t)—Z
——

g(z(t)) =0 fiir alle t € [, a] sowie (0) = Z und v = lim;_,¢
(ii) Es gilt T(S,z) = L(S, 7).
Beweis. Man betrachte die Abbildung
F:R" xR —R" F(y,t) = g+ tv+ ¢ (z)"y).
Ziel ist die Bestimmung eines y = y(t) mit F(y(¢),t) = 0 fiir alle ¢ € [—a, o] fiir ein o > 0. Zunéchst gilt
F(0,,,0) = 0. Es gilt weiter

%(om,o) =¢'(2)g'(®)* € Mpmsm(R)

ist regulér, da Z regulér ist (vgl (10.9a)). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es also zunéchst
ein solches a > 0 und eine Kurve y : [—a, @] — R™ mit F(y(t),t) = 0 fiir alle t € [—a, a]. Dann geniigt
die Kurve
x:[—a,a] = S x(t) =T+ tv+ ¢'(Z)*y(t)
der Behauptung (i): Aus F(y(t),t) = 0 fiir alle ¢ € [—«, o] folgt ndmlich
d

0 = GFWO.D]y = G g @),

= J@ud @) @) )],

=0
dy
— /(= AL 0
¢@' @ % 0)
Da ¢'(z)g'(Z)* regular ist, gilt
dy oy _ oy —y(0) L y(h)
@V =Ty Ty =0
und es folgt lim;_.o x(ti_i = 0. Dies zeigt Aussage (i). Aussage (ii) folgt direkt aus (i), denn man sieht
v e L(S,Z) = v eT(S,z) und damit T(S,z) = L(S, Z). O

Regularititsbedingungen (allgemeiner Fall).

Sei S ={z€R"|g(z) € K} und K =R* x {0p,_x} C R™. Ein Punkt Z € S heit reguléir, wenn

Im (¢'(z)) — K(g(z)) = R™ (10.12)
gilt. Dies geht zuriick auf Robinson (1975) und Kurcyusz, Zowe (1979).

(10.13) Lemma. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent:
(i) Im (¢'(7)) — K(9(z)) = R™.
(i) O € int(Im (¢'(7)) — K (9(2))).
(iii) O, € int(Im (¢’ (7)) + g(7) — K).
Beweis. Wir zeigen (i) = (ii1) = (1) = (i).

(i) = (#i). Die Menge Im (¢'(Z)) + g(Z) — K ist konvex und enthélt 0,, € R™. Angenommen, es gilt
O, & int(Im (¢'(Z) + ¢'(Z) — K)). Nach dem Trennungssatz fiir konvexe Mengen gibt es dann ein
AER™, A+ 0, mit

Ag' (@) +g(2) —y) X0y =0
fiir ale v € R™ und y € K. Multiplikation mit o > 0 ergibt
Ay’ (z)v —y) > 0vv € R,y € K(g(z)) (10.14)

und es folgt Az > 0 fir alle z € Im (¢'(z)) — K(g9(Z)) = R™. Dann muss schon A = 0 gelten.
Widerspruch!
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(#91) = (i1). Wegen K — g(z) C K(g(z)) klar.

(#4) = (i). Nach Voraussetzung gibt es ein 7 > 0 mit

B,(0) = {y € R™| |lyll, <} < Im (¢'(z) — K(g(2))).

ist ein konvexer Kegel

Es folgt also insbesondere

R™ = | J aB,(0) € Im (¢(z)) - K(9(2))-

a>0

Es muss also schon R™ = Im (¢(z)) — K(g(Z)) gelten. O

(10.15) Folgerung. Ein Punkt Z € S ist genau dann nicht regulér, wenn gilt, dass es einen Zeilenvektor
A € R™ gibt mit A # 0,, und

A (Z) =0, X-—y)#0Vy e K(g(z)).

Beweis. Man betrachte (10.14) fir v € R™ und y = 0 sowie v = 0 und y € K(g(7)). O
Die Folgerung (10.15) bedeutet fiir K = R* x {0,,_}:
Ag'(7) =0
(10.15a) ¢ A; > 0, ieI(z)
Ai =0, i ¢ J(T)

Man kann sich weiter die Regularitéatsbedingung von Mangasarian-Fromovitz anschauen:

(10.16) gi(Z),i=k+1,...,m, sind linear unabhéngig
3w e R gi(@)w <0, € 1(7) und gi(@)uo =0,i =k +1,...,m

Bemerkung. Die Bedingungen (10.13) und (10.16) sind dquivalent.

Beweis. Es sei K = R¥ und ohne Einschriinkung sei I(7) = {1,...,s} mit 1 < s < k.

“(10.16) = (10.13)”. Es gibt vp € R™ mit ¢;(Z)vg <0 firi=1,...,sund ¢;(Z) <O firi=s+1,...,k.
Daher kann ||vg||, so klein gewdhlt werden, dass

9i(Z) + g;(T)vg <0

firi=1,...,k gilt. Es folgt dann
g1 (@)vo + 91(2)
O € int ; : | -RE

/

9:(T)vo  +  gk(T)

Damit folgt in (10.13) die Aussage (iii) fiir die Komponenten ¢ = 1,..., k. Auferdem hat man

Jr41(Z)
Op_i € int | Im - {Om—k} ,
Im (T)
da g3 ,1(%),...,9,,(Z) linear unabhiingig sind. Insgesamt erhilt man also

O, € int(Im (g(7)) + 9(z) — K).
Es ist also & € S reguldr im Sinne von (10.12).

“(10.13) = (10.16)”. Ahnlich wie oben. O
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Beispiel. Sei S = {(xl,xg) € R? |g1(x1,x2) =x9 — a3 <0, go(1,22) = 22 < O}.

kil
=

7.

Man setze Z = (0,0)7. Dann hat man ¢}(z) = (0,1) fiir i = 1,2. Die g/(Z) sind also linear abhingig. Es
gilt I(Z) = {1,2}. Wahlt man etwa vy = (0, —1), dann geniigt wegen

gi(2)v0 = gh(@)v0 = (0,1)(0,~1)T = ~1< 0
der Punkt Z der Bedingung (10.16), ist also regulér. Z ist jedoch nicht normall
Wir dndern nun S ab zu S = {z € R? | g1 (2) = 22 — 2} <0, gao(2) = —a2 < 0}.

A

=l

Nun gilt ¢4 (%) = (0,1) und g4(z) = (0, —1). Es gibt also kein vy € R? mit g}(Z)vy < 0 fiir i = 1,2. Damit
ist der Punkt Z nicht mehr regulér! In diesem Fall haben wir T(S,z) = {v = (v1,0) € R?|v1 > 0}, es
gilt aber

L(5,2) = {veR* | g{(Z)v = vy <0, gh(Z)v = —vy <0} = {v € R*| vy = 0,v; € R},

insbesondere also T'(S,z) C L(S, 7).

(10.17) Satz. Sei Z € S regulir mit S = {z € R"|g(z) € K} und K = R* x {0y}
(i) Zu vy € R™ mit g,(Z)vyg < 0 fiir alle ¢ € I(Z) und ¢i(Z) = 0 fiir alle i = k 4+ 1,...,m gibt es ein

a > 0 und eine Kurve z : [0,a] — S mit

o
20)=2, v =Ji%;x()%~

(ii) Es gilt T(S,z) = L(S,2) = {v € R" | ¢'(Z)v € K(9(z))}.
Beweis.

(i) Im Falle £ = m (keine Gleichungen) setze man x(t) = Z + tvg fiir 0 < t < o und o > 0 geniigend
klein.

Sei also k < m. Nach (10.11) (i) gibt es ein & > 0 und eine Kurve « : [—a, @] — R"™ mit

Nz
z(0) =2z, gi(x(t))=0firi=k+1,...,m, Uozthr%x()%'
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Mit Taylorentwicklung fiir ¢ = 1,..., k ergibt sich

gi(z(t)) = g:(Z) + tgi(T)vo + o(t).

Nun gilt fiir alles = 1,. .., k schon g;(x(¢)) < 0 fiir 0 < t < a mit & > 0 geniigend klein: Fiir ¢ € 1(Z)
gilt ¢;(Z) = 0 und ¢;(Z)vy < 0, woraus die Behauptung fiir diese ¢ folgt. Fiir ¢ € {1,...,k} \ I(Z)
gilt ¢;(Z) < 0, woraus ebenfalls die Behauptung fiir diese i folgt.

Sei v € L(5,z) = {veR"|gj(z)v <0Vi € I(2), gi(x)v=0V¥i =k +1,...,m}. Nach (10.16) exis-
tiert dann ein vy € R™ mit den Bedingungen wie in (i). Man setze nun

Vo = avg + (1 — a)v
mit 0 < @ < 1. Dann erhélt man fiir ¢ € I(Z)

97 (Z)ve = agl(T)veg< 0+ (1 — ) gi(z)v<0<0
N—— N——

und fir i = k+1,...,m gilt g/(Z)v, = 0. Nach (i) gilt auch v, € T(S,z) fiir alle 0 < o < 1. Damit
folgt

v = lin%) vo € T(S,T),

weil T'(S, ) abgeschlossen ist. Also gilt L(S,z) C T(S,z) und wegen T'(S,z) C L(S,Z) nach (10.7)
folgt die Gleichheit. O
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§ 11 Die notwendigen Optimalitatsbedingungen von John und Karush-Kuhn-
Tucker.

Man betrachte das Optimierungsproblem

min { f(z) | g(z) € K} (11.1)

mit f: D C R® - R, g: D — R™, D offen und K = R¥ x {0,,_1}. Vorausgesetzt sei stets, dass
zeS={zeR" | g(z) € K} eine lokale Minimalstelle von (11.1), f in Z differenzierbar und g in einer
Umgebung von Z stetig differenzierbar sei.

Methoden und Ideen.
e Linearisierung von f und g in T € S.
e Variationsungleichung f'(z)v > 0 fiir alle v € T'(S, 7).
e Fiir regulidres Z gilt T(S,Z) = L(S, Z), es folgt f/'(Z)v > 0 fiir alle v € L(S, Z).

e Trennungssatz fiir konvexe Mengen.
Motivation. Ist Z eine lokale Minimalstelle, so gibt es eine Umgebung U von Z mit

{(f(‘”?q(_x{@)> e]Rlem‘er}ﬁ{(;) €RxR™

Daher ist der Nullpunkt (0,0,,)* € R x R™ ein Randpunkt der Differenzmenge

B = {(f(x)g&{(_fU;Jf T) &R x R™|winl,r > 0,y € K} . (11.2)

r<0,yeK}:®.

Man beachte, dass B im Allgemeinen nicht konvex ist. Daher betrachte man eine Approximation von B
durch Linearisierung:

B B = {(g,(%;fi)z(;;y) ‘veIR",rEO,yEK}.

Fiir die konische Hiille von B gilt
_J(f@v+r n .
A_{(g’(x)v—y lveR™,r>0,y€ K(g(x)) . (11.3)

Idee. Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen sind dquivalent zur Aussage, dass (0,0,,) € R x R™
Randpunkt des konvexen Kegels A ist.

Erinnerung. z € S heift reguldr, wenn Im (g)’ (z) — K(g(z)) = R™ gilt. Als Folgerung erhlt man,
dass T € S genau dann nicht regulér ist, wenn es ein A € R™ \ {0} mit A¢’(Z) = 0 und A(—y) > 0 fur alle

y € K(g(z)) gibt.

(11.4) Satz. Sei z € S eine lokale Minimalstelle.

(i) (Notwendige Bedingungen von John) Es gibt einen Zeilenvektor (Ao, A) € R x R™ mit (Mg, A) #
Om+1 und

(a) Xof'(z) + Ag'(®) = Mo f'(7) + 2071 Nigi(7) = 0.
(b) (1) Ao >0 und A(—y) > 0 fiir alle y € K(g(z)).
(2) Ao > 0und A(—y) > 0 fir alle y € K sowie A\g(Z) = 0 (Komplementaritét).
(3) Fiir K = RF x {0,,_%} gilt \g >0, \; > 0 fiir alle i € I(z) sowie \; = 0 falls g;(z) < 0.
(ii) (Notwendige Bedingungen von Karush-Kuhn-Tucker) Ist & € S reguldr, dann gilt A\g > 0 in (i).
Daher kann A\g = 1 gesetzt werden. Also gibt es A € R™ (nicht notwendig A # 0,,) mit
(a) f'(Z) +Ag'(2) = 0.
(b) AM(—y) > 0 fiir alle y € K(g(Z)).
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Beweis. Wir beweisen (i) und (ii) zusammen.
1. Fall Ist Z nicht regulér, so sind die Aussagen mit (10.15) klar, da man A9 = 0 setzen kann.

2. Fall Sei also Z reguldr. Die Variationsungleichung (10.5) besagt f/(Z)v > 0 fiir alle v € T(S,Z) und
es folgt

T(S,z) = L(S,z) = {v e R"| ¢'(z)v € K(g(2))}

mit (10.17) (ii), weil Z regulér ist. Somit ist (0,0,,) ein Randpunkt des konvexen Kegels (11.3).
Aus dem Trennungssatz (A.6) fiir konvexe Kegel folgt die Existenz eines (\p,\) € R x R™ mit
(Ao, A) # 0 und

(Mos A) <£:((f))5j;> >0Vw e R",r >0,y € K(g(z)).

Dies bedeutet A\o(f'(Z)v 4+ r) + A(¢'(Z)v —y) > 0.

e Setze r = 0, y = 0. Dann gilt A\of'(Z)v + A¢'(Z)v = (Ao f'(Z) + Ag'(Z))v > 0 fiir alle v € R™.
Es folgt /\of( )+ A (z) = 0.

o Setze r =0, v = 0. Dann folgt \(—y) > 0 fiir alle y € K(g(7)).
e Setze v =0, y = 0. Dann erhalt man A\gr > 0 fiir alle » > 0, also A\g > 0.

Aus letzterem erhélt man, da Z regulir ist, schon A9 > 0 mit (10.15). Mit dem Ubergang A — /\’\—O

kann man \g = 1 setzen. Damit folgt dann (ii). Schlieklich iiberlegen wir noch die Aquivalenz der
Aussagen (1) bis (3):

(1) < (2). Da K ein konvexer Kegel ist, gilt
K(g9(z)) = K +Rg(z) = {y +rg() |y € K,r € R} .
Daher gilt
A(=y) =2 0y € K(g(7)) <= A(—y) = 0Vy € K, Ag(Z) = 0.
(1) < (3) Klar wegen K(g(z)) ={y € R" |y; <0Vi € I(Z), y; =0Vi=k+1,...,m}.

O

Beispiel. Man betrachte min { f(z) = —22| g1(x) = 22 + 2% < 0,92(x) = 22 — 2% < 0}, also das Pro-
blem, x5 zu maximieren.

Esist z = (0,0)* die globale Minimalstelle. Z ist regulér, denn wegen ¢ (Z) = ¢5(Z) = (0, 1) gilt ¢5(Z)vy <
0,i=1,2, fir vg = (0,-1)* € R2. Man beachte, dass Z nicht normal ist. Zunéchst setze man Ao = 1 in
den KKT-Bedingungen (11.4) (ii). Dann ergeben sich fiir A € R? die Bedingungen

F(@) + Mg1(2) + A2g5(2) = (0, =1+ A1 + A2) = (0,0)
und A > 0, weil I(Z) = {1, 2} gilt. Die Menge der Langrange-Multiplikatoren ist also gegeben durch

) ={A=AL A eR*| A+ A =1,1>0}.
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Diese Menge ist konvex und kompakt, jedoch nicht einpunktig!

Wir definieren nun die Langrange-Funktion

Lz, 2o, A) = Xof(x) + Ag(x) = Ao f(x) + ZA,gz (11.5)

mit A € R™ bzw.
L(z,A) = f(z) + Ag(x) (11.6)

fiir den Fall A\g = 1. Dann besagen die Bedingungen von (11.4)

oL
Or
bzw. entsprechend fiir \g = 1

L.(z,\) = f(z) + \¢'(z) = 0.

Die Menge der Lagrange-Multiplikatoren

L:t(‘f,)‘(h)‘) = ("Ea /\0,)‘) :AOfl(j)+Agl(j) :0

Az) = {AeR™| Lo(2,A) =0, AM(—y) > 0Vy € K(9(z))} (11.7)

ist konvex und abgeschlossen.

(11.8) Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) € S ist regular.
(ii) A(Z) ist nichtleer und beschrénkt.

Beweis.

(i) = (ii). Die Aussage A(z) # 0 folgt aus (11.4) (ii), da & regulir ist. Angenommen, A(Z) sei nicht
beschrénkt. Dann gibt es eine Folge {)\’} C A(Z) mit lim; 0 ||/\1H = 00. Nach Definition von
A(Z) gilt

f1(Z) + N'g'(z) = 0 und X'(—y) > 0Vy € K(g(2)).

Es folgt
L (@) + e/ () = 0 und (<) > 0% € K(o(a)
129 1A% 1A% -
fiir alle i € N. Ohne Einschrankung existiere A := lim;_, || H da die Einheitskugel kompakt in

R™ ist. Im Limes gilt daher
A¢'(Z) = 0 und M(—y) > 0Vy € K(g(z))
und A # 0. Nach (10.15) ist dies dquivalent dazu, dass Z nicht reguldr ist. Widerspruch!

(ii) = (i). Sei A!' € A(z), da A(Z) # () nach Voraussetzung. Angenommen, Z sei nicht reguléir. Dann
gibt es nach (10.15) ein A € R™ \ {0} mit

Ag' () =0 und A(—y) > 0Vy € K(g(z)).
Es gilt also

F'@) + (' +aNg' (@) = f'(2) + X' (z) + arg'(z) = 0
=0 =0

A+ aX)(—y) = M (—=y) + ar(—y) 2 0

fiir alle y € K(g(z)) und a > 0. Folglich hat man A! + aX € A(Z) und A(Z) ist nicht beschriinkt.
Widerspruch! O
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(11.9) Folgerung. Ist z € S regulér, so ist A(Z) in (11.7) eine nichtleere, konvexe und kompakte
Teilmenge von R™.

Bemerkung. Diese Folgerung ist wichtig fiir die Stérungstheorie, also fiir die Abhéngigkeit der Losun-
gen von Parametern.

Ziel. Gesucht sind Bedingungen dafiir, dass A(Z) einpunktig ist, also dass A eindeutig bestimmt ist.
Ein Punkt Z € S heifst normal, wenn gilt

(11.10) K =R* x {0p—i} : g,(z),i € J(Z) linear unabhingig
Im (¢'(z)) =V =R™, wobei V = K(g(z)) N (—K(9(z)))

Hierbei ist V' der grofite in K (g(z)) enthaltene lineare Unterraum. Fiir K = R* x {0,,_x} ist
K(g@)={yeR™|y; <OVieI(Z),y; =0Wi=k+1,...,m}.

Es folgt
V= {yElRm|y¢:OVi€J(E)}.

(11.11) Lemma. Ist Z € S normal, so ist A(Z) einpunktig.

Beweis. Wegen V = K(g(Z)) N (—K(g9(Z))) gilt

Im (() (7)) - K(9(7)) = R™,

also ist Z reguliir. Insbesondere gilt A(Z) # (), wenn Z normal ist. Seien nun A\*, A2 € A(Z). Nach Definition
gilt dann

(@) +Ng' () =0 und \(—y) >0
fiir alle y € K(g(z)) und i = 1,2. Setze X := A1 — A%, so ergibt sich
A(2) = (O = 22)g'(2) = 0.

Man iiberlege sich, dass (A} — A\%)(—y) = 0 fiir alle y € K(g(z)) N (—K(g(Z))) gilt. Draaus erhilt man
A (Z)v —y) = 0 fiir alle v € R™ und y € V. Da & normal ist, also Im (() ¢’(z)) — V = R™ gilt, folgt
schon A\ = 0, also A! = \2. O

Bemerkungen zur Numerik. Sei Z € S normal und sei mg :=#(J(z)). Die KKT-Bedingungen stellen
n +mg Gleichungen fiir n +mo Unbekannte z € R™ und (\;);c.(z) dar:

Z Aigi(z) = 0 und g;(x) = 0Vi € J(Z).
ieJ ()

Man wende also das Newton-Verfahren an: Die Funktionalmatrix ist reguldr, wenn die hinreichenden
Bedingungen zweiter Ordnung (Second-Order Sufficient Conditions) erfiillt sind, vgl. §12.

Numerische Schwiergkeit. J(Z) ist im Allgemeinen nicht bekannt. J(Z) wird etwa im SQR~Verfahren
(Sequential Quadratic Programming) iterativ bestimmt.
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A Konvexe Mengen und Trennbarkeit

Fiir eine Teilmenge M C R™ sei span(M) der kleinste M enthaltende lineare Teilraum von R™ und
aff (M) sei der kleinste M enthaltende affine Teilraum von R™. Dann hat man aff (M) = z + U mit
x € M und U geeigneter linearer Teilraum.

Weiter bezeichne M = int(M) das topologische Innere von M beziiglich R™ und M?* das relative topo-
logische Innere von M beziiglich aff (M). SchlieRlich sei &M = M — M der Rand von M mit M der
Abschluss von M.

Beispiele. M = {(xhxg) € R? f 1+ a0 =1, 21,29 > 0}.

“af (M)

Dann gilt span(M) = R? und aff (M) = {(z1,22) € R?| 1 + 22 = 1}. Weiter hat man M = int(M) = 0),
aber M? = {(.%'171'2) € R? ‘ T1+ 2o =1, 21,20 > O}.
(A.1) Definition.
(i) Eine Teilmenge K C IR™ heiflt konvex, wenn ax + (1 —a)y € K fiir alle 2,y € K und « € [0, 1] gilt.
(ii) Fiir eine Teilmenge M C R™ heift
co(M) = ﬂ{M C K, K konvex }
die konvexe Hiille von M. co(M) ist die kleinste M enthaltende konvexe Menge.
(iii) Fiir Vektoren zY,... 2" € R" heift
co(2’,...,2") :==co({2’,...,2"})

das von 20, ..., z" aufgespannte Simplex. Sind die Vektoren 2! — 29, ..., 2" — 2° linear unabhiingig,

so heiftt das Simplex nicht entartet.

X

X, co(x"x"x%)

(iv) Eine Teilmenge K C R™ heiflt Kegel (mit Spitze im Ursprung), wenn fiir alle 2 € K der positive Halbstrahl
{ax | a > O} in K liegt.

(v) Sei M C R" eine beliebige Teilmenge und sei z € M. Der Kegel M (z) := {a(y — ) |y € M, > 0}
heifit die konische Hiille von M beziiglich x mit M (z) = {J s ®(M — ).

Beispiele. Sei A eine m x m-Matrix und sei b € R™. Sei weiter K := {x e R" ’ Ax < b}. Dann ist K
konvex. Fiirb=0€ R™ist K = {x eR" ’ Ax < 0} ein konvexer Kegel. Fiir A = I,,, Einheitsmatrix und
b=0ist

K:{mER"{xSOd.h.xi§0f1'irz':1,...,n}

der konvexe Standardkegel. Bezeichnung: R”™.
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Berechnung der konischen Hiille. Sei n = 2.

1. Fall z € R2 mit x1, 22 < 0.

X YTTT——

Fiir z € int(K) gilt also K (z) = R2.

2. Fall z € R? mit 1 =0 und z» < 0.

Fiir z = (0,22) € K gilt also K(z) = {y € R?|y; < 0}.

3. Fall z € R2 mit 1 < 0 und x5 = 0.

Fiir z = (21,0) € K gilt also K(z) = {y € R*|yz < 0}.

Beispiel. M = Kreisscheibe, © € 9M. Dann ist M (x) nicht abgeschlossen, denn die Tangente an M in
x € M ist nicht enthalten.
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(A.2) Lemma.

(i) Der Durchschnitt einer Familie konvexer Mengen ist konvex.
(ii) Sind K3, Ky € R™ konvex, dann ist die Menge
aKy + Ky = {ax+ﬂy|ac€ K,y € Kg}
konvex fiir alle a, 8 € R.
(iii) Die konvexe Hiille einer beliebigen Menge M C R" ist gegeben durch
k k
co(M) = {Z%’Iz"l‘i € M,Zai =1,0; > 0Vi = 1,...,k},
i=1 i=1
wobei k£ € N variiert.
(iv) Ist K C R™ konvex, dann sind K, K = int(K) und K konvex.
(v) Sei K C R" konvex, z € K und y € barK, so gilt
(l1-a)z+aye K
fiir alle « € [0, 1).
(vi) Fiir eine konvexe Menge K mit K # () gilt int(K) = int(K).
(vii) Eine Teilmenge K C IR™ ist genau dann ein konvexer Kegel, wenn
aK + K = {ozx—l—ﬁy}x,yEK} CK
fir alle o, 8 > 0 gilt.
(viii) Ist K C R™ ein konvexer Kegel, so ist die konische Hiille von K beziiglich x € K gegeben durch
K(z)=K+Ra={y+rz|yc K,rcR}.
Fir K =R” und z € K gilt

K(z)={yeR"|y; <0 falls z; =0} .

(A.3) Definition. Zwei Teilmengen Kj, K3 C IR™ heiffen trennbar durch eine Hyperebene, wenn es
einen Zeilenvektor A € R™ \ {0} und a € R gibt mit der Eigenschaft Az < a < Ay fiir alle z € K; und
y € K5. Die Hyperebene H := {z eR” | Az = a} heifst trennende Hyperebene. Die Mengen K; und Ko
heifsen echt trennbar, wenn K7 U K5 nicht in H enthalten ist.

Beispiele. Im folgenden Bild ist A eine Normale beziiglich H, es gilt Az < 0 < Ay bzw. sogar schon
Ar < 0 < Ay fir alle x € K7 und y € Ks.

Die folgenden Mengen K; und K» sind nicht (durch eine Hyperebene) trennbar:
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Die folgenden Mengen K7 und K5 heifsen echt trennbar beziiglich H (z2-Achse), aber nicht echt trennbar
beziiglich H, wegen K; U Ky C H (x1-Achse):

Die Hyperebene H (im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt) definiert die Halbrdume
H+:{ZER"‘)\ZZ(1}, H_:{ZGIR"‘)\zga}.

Damit gilt K1 C H~ und K, C HT.

(A.4) Trennungssatz. Sei K C R" eine nichtleere, konvexe Menge und sei y ¢ K. Dann sind die

Mengen {y} und K trennbar, d.h. es gibt A € R™\ {0} mit Ay < Az fiir alle z € K. Ist K # (), dann sind
{y} und K echt trennbar, d.h. es gilt Ay < Az fiir alle z € K.

Beweis.

1. Fall Sei y ¢ K. Dann gilt d := inf % ||y — z||, > 0. Die Funktion f(z) = ||z — y||, fiir z € R"™ ist
stetig und nimmt daher auf der kompakten Menge

Kn{zeR"| |z —yl, <2d}
ein (globales) Minimum in 2o € K an. Es gilt dann

d = inf ||z — y[|, = min ||z — y|[, = |[zo — yl|, > 0.
zeK TzeK

Behauptung: A := (zo —y)* # 0 erfiillt die Behauptung des Satzes. Sei dazu z € K beliebig. Wegen
der Konvexitédt von K gilt xo + s(z — x¢) € K fiir alle s € [0, 1]. Es folgt

2o + s(z — x0) = ylI3 > [lwo — yll3 Vs € [0,1],
also

o — yll5 +2s(z0 — )" (& — w0) + 5° [[& — wo[3 > ||z0 — yll3 Vs € [0, 1],
womit

25(x0 — y)*(x — x0) + 8% ||z — 20|53 > 0
folgt. Fiir s > 0 dividiert man durch s und erhélt

2(xog —y)" (x —xz0) + s ||z — x0||§ > 0Vs € (0,1].

Fiir s — 0+ folgt 2(xg — y)*(z — 29) > 0. Damit ist gezeigt, dass (zg — y)*(z — xg) > 0 fiir alle
x € K gilt. Setzt man nun X := (z9 — y)*, so gilt d = ||z — y[|5 = ||A|]> > 0. Mit Mz — ) > 0 fiir
alle z € K ergibt sich
e > Azg = Mzo —y + 1) = Mzo —y) Ay = d° + \y > Ny
———

=d2>0

fiir alle z € K. Resultat: Ay < Az fiir alle 2 € K, falls y ¢ K.
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2. Fall Sei y € OK. Zu y gibt es eine Folge {yx },cn mit yr & K und y = limg_,0 y%. Nach dem 1. Fall
gibt es eine Folge {A\¢},cn» Ax € R™\ {0} mit
Ak

Y < zVx € K.
Akl

OBdA sei also ||Ag||, = 1. Da die Einheitskugel kompakt ist, existiert A = limy_,oo Ax mit [|A||, = 1.
Insbesondere gilt A # 0. Betrachtet man nun den Grenziibergang k — oo, so erhélt man

A
)\kyk < ApaVz € K = b
A&l

klim AU = Ay < A = klim ApzVr € K.
Man iiberlege sich leicht, dass Ay < Az fiir alle z € K gilt. O

(A.5) Korollar (Trennung zweier konvexer Mengen). Seien Kj, K2 C R" konvexe Mengen und
K;N Ky = 0. Dann sind K; und Ks trennbar, d.h. es gibt A € R\ {0} und o € R mit \y < a < Az fiir
alle y € Kj und x € K.

Beweis. Die Menge K := K1 — Ky = {y -z ! ye K,z e KQ} ist konvex und es gilt 0 ¢ ID(, da das Innere
von K; und K disjunkt ist. Nach (A.4) gibt es A € R™\ {0} mit A0 < Az fiir alle z € K. Wegen z = y—x
fiir passendes y € K7 und z € K folgt 0 < A(y — z), d.h.

)\y < /\xVy € Kl,iL‘ S KQ.

Setze weiter a = sup{)\y‘y € Kl}. Dann folgt o < Az fiir alle x € Ks, also a < inf{)\m‘x € Kg},
woraus sich

Ay <a<Vye Ki,x € Ky

ergibt. O

(A.6) Trennungssatz (fiir Kegel). Sei K C IR™ ein nichtleerer, abgeschlossener und konvexer Kegel.
Zuy ¢ K gibt es dann ein A € R™ \ {0} mit Ay < 0 < Az fiir alle z € K.

Beweis. Wegen K = K gibt es nach dem ersten Fall von (A.4) einen Zeilenvektor A € R™ \ {0} mit
Ay < AzVzx € K.

Da0e€ K, gilt \y <0=X-0¢€ R". Zu zeigen bleibt 0 < Az fiir alle x € K.
Annahme: A\zg < 0 fiir ein zg € K. Dann ist axg € K fiir alle a > 0 und es folgt

AMazg) = a(Axzg) TR .

Dies ist ein Widerspruch, da Axg fir ale g € K durch Ay nach unten beschrankt ist. O

(A.7) Alternativsatz (Lemma von Farkas). Sei B eine k x n-Matrix und sei d € R*. Dann gilt
genau eine der folgenden beiden Aussagen:

(i) Das System Bz = d, > 0 hat eine Losung = € R".

(ii) Das System AB > 0, Ad < 0 hat eine Lésung A € R*.

Beweis. Der Kegel K = {Bz | zeR" x> O} C R* ist abgeschlossen, konvex und nichtleer. Es gilt
entweder d € K oder d ¢ K.

d € K ist dquivalent zu Bz = d mit x > 0, also zu Aussage (i). Fir d ¢ K gibt es nach (A.6) ein
A € R¥\ {0} mit Add < 0 < Az fiir alle z € K. Es folgt

0<Az=ABx=(AB)x

fiir alle x € R™ mit > 0 und man erhélt AB > 0. Also ist d ¢ K dquivalent zu (ii). O
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