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0.324 0.471 0.470 0.429 0.367 0.289 0.199 0.102 
0.349 0.425 0.221 -0.073 -0.340 -0.486 -0.463 -0.280 
0.366 0.294 -0.167 ·-0. 482 -0.358 0.091 0.459 0.415 

~L 0.374 0.105 -0.450 -0.279 0.349 0.415 -0.189 -0.489 
0.374 ·-0. 105 -0.450 0.279 0.349 -0.415 -0. 189 0.489 
0.366 -0.294 -0.167 0.482 -0.358 -0.091 0.459 -0.415 
0.349 -0.425 0.221 0.073 -0.340 0.486 -0.463 0.280 
0.324 -0.471 0.470 -0.429 0.367 -0.289 0.199 -0. 102 

0.354 0.490 0.462 0.416 0.354 0.278 0.191 0.098 
0.354 0.416 0.191 -0.098 -0.354 -0.490 -0.462 -0.278 
0.354 0.278 -0.191 -0.490 -0.354 0.098 0.462 0.416 

l>lT 0.354 0.098 -0.462 -0.278 0.354 0.416 -0.191 -0.490 
0.354 -0.098 -0.462 0.278 0.354 -0.416 -0.191 0.490 
0.354 -0.278 -0.191 0.490 -0.354 -0.098 0.462 -0.416 
0.354 -0.416 o. 191 0.098 -0.354 0.490 -0.462 0.278 

;o.354 -0.490 0.462 -0.416 0.354 -0.278 0.191 -0.098 
.r 
\ 

~L 6. 203 1.007 0.330 0.165 0.104 0.076 0.061 0.055 

'DGT 19. ooo 1.292 0.354 0.169 0.105 0.076 0.062 0„055 
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FIGURE 10.6-2. Haar transform basis planes for N = 8. Black= +1; white = -1; 
cross-hatched = 0. 



FIGURE 10.5·3. Hadamard transform basis planes for N = 8. Black= +1; white = -1. 
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Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 1 , Abgabe: 22.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 1: 
Sei T der Cauchysche Hauptwert, also 

Zeigen Sie: 

(a) T'f 

. (b) Tf 

(c) T({) 

Aufgabe 2: 
Sei f E S(Rn). Zeigen Sie: 

Tf = f f~)dx. 

lim 
h--+ 0 

J /(z)-/(-z) dx 
2z 

( )
1/2 

-i ~ sgn { 

Z (a) Ist f homogen vom Grade k (d.h. f(tx) = tkf(x) für t E R 1), so ist j homogen 
vom Grade -k - n. 

(b) Ist f rotationsinvariant (d.h. f ist eine Funktion von lxl), so ist auch J rotations­
invariant. 

Aufgabe 3: 
Sei f E Li(Rn) = {/: f meßbar, f lfldx < oo }. 

Zeigen Sie: T1 = Ti mit 

Aufgabe 4: 
Sei 

f(x) = { ~ ' 

Berechnen Sie J. 

-1~Xk~1, 

sonst . 
k=l,„.,n, 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 2 , Abgabe: 29.10.1990, 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 5: 
Für f E S(Rn), r > 0 sei fr(x) = f(rx). Für TE S' sei 

Trf = r-nr/1/r . 

Zeigen Sie: 

1) Tr ES' 

2) 6 = rn8r 

3) (Tr)A = r-n(T)1/r 

Aufgabe 6: 
Sei Jv die Bessel-Fun~tion 1. Art der Ordnung v, d.h. 

X v oo (-x2/4)k 
Jv(x)=(2) {; k!r(v+k+l) , V~ 0. 

Zeigen Sie: Ist f E L1(Rn), n ~ 2, eine radiale Funktion (d.h. f(x) = f(lxl)) so ist auch 
j radial, und es gi],t 

00 ;"I 

/(p) = />-2-n)l1 r 7:f(n-2)/2(rp)f(r)dr 
0 

Hinweis: Für n ~ 2 und 0 E sn-l gilt 

f eiu0·w dw = (27r r/2,j.2-n)lltn-2)/2( u) 
sn-1 

Aufgabe 7: 
Sei x --+ x' = Ax + a eine affine Abbildung in Rn, d.h. Aist eine nicht-singuläre (n, n)­
Matrix und a E Rn. Seif E S(R11

) und F(x) := f(Ax + a). 

( a) Zeigen Sie: 
A T 1 . e A 

F(A {) =1det(A)(
1

a· /({) . 

(b) T E S' (Rn) heißt radial, wenn für jede Rotation U und jeden f E S(R n) gilt 

Tf = T(f oU). 

Zeigen Sie: Ist T radial, so auch T. 
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Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 3 , Abgabe: 05.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 8: 
Sei f E C 00(Rn), p eine ganze positive Zahl und h = 211'. 

p 

Zeigen Sie: 

(a) 

(b) f 
[0,211']" 

hn L J(hk) = (27r)n L Jpl 
D$k<p l 

J(x)dx - hn E J(hk) = -(27r)n E }pt 
D$k<p l#D 

Hierbei ist 0 < k < p komponentenweise zu verstehen, und k,f E zn. 

Aufgabe 9: 
Ein sich mit der Geschwindigkeit v E Rn bewegendes Bild f E S werde mit Belich­
tungszeit D..t photographiert. Auf dem Film entsteht dann das Bild 

b.t 

g(x) = j J(x + tv)dt. 
0 

Sei T die Distribution 
b.t 

Tf = j J(-tv)dt. 
0 

Zeigen Sie: 

I r /f (a) g=f*T tj 
(2- <jr (b) §(~) = (eia sinc(a) f(O mit a = D..tv · '1' 

Kann man f aus g berechnen? 

Aufgabe 10: 
Ein mit Winkelgeschwindigkeit w rotierendes Bild f E S werde mit Belichtungszeit Y 
photographiert. Auf dem Film entsteht dann das verschmierte Bild 

/ 
g(x) = j J(U(t)x )dt , 

0 

U ( t) = ( c?s w t - sin w t ) 
sm w t cos w t 

Setzen sie 

( 
cos cp ) x=r 
sin cp ' 

J(x) = L fk(r)eikip , 
k 

und berechnen Sie die 9k aus den fk. 

Kann man die J k aus den 9k berechnen? 

g(x) = L 9k(r)eikip 
k 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Öbungen 11ur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 4, Abgabe: 12.11.1990, 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 
t 

Aufgabe 11: 
Zeigen-.Sfe: Für h = f bilden die Funktionen 

/-,,(x) = h-n/2 sinc b(x - hk) , k E zn 

ein Orthonormalsystem in L2(Rn). 

Aufgabe 12: 
Zeigen Sie mit Hilfe der Reihe von Aufgabe 6: 

;( 
f t11 J11-1(t)dt = f 11 Jv(t) , 
0 

V~ 1. /1 / ..( 

Aufgabe 13: 
Sei Sh/ die sinc-Reihe für f E S{Rn), d.h. 

(Sh/)(x) = E f(hk) sinc X(x - hk). 
•ezn 

Zeigen Sie: 

j (Sh/)(x)dx = hn L f(hk) 
1eezn 

Aufgabe 14: 
Sei für E > 0, b > 0 

XE R 1
. 

<. • Zeigen Sie: 
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Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 5 , Abgabe: 19.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 16: 
Sei K = {{ E R2 : 1e11 + le2I ~ b}. 

(a) Bestimmen Sie das quadratische achsenparallele Gitter L maximaler Effizienz für 
Kund geben Sie 'T/(L, K) an. 

(b) Geben Sie ein Gitter L mit 'Tl(L, K) = 1 an. 

Aufgabe 17: 
Wie Aufgabe 16, aber mit 

Aufgabe 18: 
Sei L ein Gitter in Rn. Zeigen Sie: 

(a) L = {{ E Rn : i1r e. XE z' 'v' XE L} 

(b) L hat die Periode p E Rn (d.h. L + p = L) genau dann, wenn p E L. 

(c) Sei nL die Anzahl der Punkte von L pro Einheitsvolumen. Dann ist 

Aufgabe 19: 
Sei f E L2(Rn) b-bandbeschränkt. 

(a) Zeigen Sie: Ist h < ~' so gibt es eine von x, h, f unabhängige Zahl 0 mit 

l/(x)I ~ 0 Max lf(hk)I. 
k E zn 

(b) Gilt dies auch für h = ~ ? 

(c) Wie lautet die Aussage (a) für ein beliebiges Gitter L? 
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Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 6 , Abgabe: 26.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 20: 
Sei 

dft(ßoat * x, int p, int sign) 
bzw. 
Procedure dft(VAR X : ARRAY OF REAL;CARDINAL p; INTEGER sign); 

ein Programm für die eindimensionale diskr~te Fourier-Transformation der Länge p, d.h. 
das Feld x[O], ... , x[p - 1] wird für sign = 1 mit 

1 p-1 
x[k] = - L e-21rijk/Px[j] 

P ;=o 

und für sign = -1 mit 
p-1 

x[k] = E e27rijlc/pxLil 
j=O 

überschrieben. Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm 

dft2(ßoat * x, int p, int sign) 
bzw. 
Procedure dft2(VAR x: ARRAY[l„MAX,1..MAX] 

OF REAL;CARDINAL p;INTEGER sign); 

zur zweidimensionalen Fourier-Transformation der Länge p. 

Aufgabe 21: 

·, 

Schreiben Sie unter Benutzung der. Programme der Aufgabe 20 Programme 

conv(fioat * y, ßoat * w, ßoat * z, int p) 
bzw. 
Procedure conv(VAR x,w,z : ARRAY OF REAL;CARDINAL p) 
und 

conv2(fioat ** y, ßoat ** w, :ß.oat ** z, int p) 
bzw. 
Procedure conv2(VAR y,w,z: ARRAY[l..MAX,1..MAX] 

OF REAL, CARDIN AL p ); 

zur ein- bzw. zweidimensionalen Faltung der Länge p ohne wrap-around-Fehler. 

Aufgabe 22: 
Sei z = w * y eine nicht notwendig zyklische Faltung der Länge p in n Dimensionen. Sie 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 7 , Abgabe: 03.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 24: 
\ N Seif= (/1, ... , /l<..) ein Bild mit 

( ' 

( ) 

l 

Efk = µ, P(/k, /H1) = P · 

Sei A+i = afk + ß eine Schätzung für A+1 und dk = A - fk· 

Zeigen Sie: 

(a) E(~+l) ist minimal für a = p, -ß = (1 - p)µ. 

(b) Sind a,ß wie in a) gewählt, so sind dk, dk+1 unkorreliert. 

(c) Sind a, ß wie in a) gewählt, so ist Edk+l = 0. 

Aufgabe 25: 
Die Transformation/ Uf mit der (N,N)-Matrix 

/2 . kf:1r 
Ukt = V N+t sm N + 1 ' 

heißt Sinus-Transformation. 

(a) Zeigen Sie, daß U unitär ist. 

k,l=l,„.,N 

(b) Zeigen Sie, <!_aß U die Kar)mnen-Loeve- Transformation für die Kovarianzmatrix 

1 p 
p 1 p 

K= p 1 p 

J 
p 1 

ist. Bestätigen Sie, daß K positiv definit ist. 

( c) Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm dst zur schnellen Sinus-Transformation. 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 8 , Abgabe: 10.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 28: 
Sei HP die Hadamard-Matrix der Ordnung N = 2P aus Aufgabe 26 (b). Zeilen und 
Spalten von HP seien mit den Nummern O, ... , N - 1 bezeichnet. Die Dualdarstellung 
von i E {O, ... ,N -1} sei (ip-li ... ,i0 ), also i = io + 2i1 + ... +2P-1ip-l mit il E {O, 1}. 

(a) Zeigen Sie, daß/HP für jedes i E {O,„.,N-1} genau eine Zeile mit genau i 
Zeichenwechseln gibt. 

(b) Die Abbildung z von {O, ... , N - 1} in sich selbst sei erklärt durch 

zo(i) = ip-1 

zl(i) = ip-l + ip-l-1 mod (2) , f = 1, ... ,p - 1 . „.~ 

Zeigen Sie, daß HP in Zeile z(i) genau i Zeichenwechsel hat. 

(c) Seif= (/o, ... , fN-1)T, g = (go, ... 19N-1l und g = Hpf. 

Zeigen Sie, daß 

N-1 
9i = L (-l)ioio+„.+ip-iip-1 /; ' i = 0, ... 'N - 1 . 

j=O 

(d) Sei H =HP® HP die zweidimensionale Hadamard-Matrix, 

f = (/oo, /oi, · · · , f N-1,N-1)T, 

g = (9oo, 901' . .. , 9N-l,N-1)T 

und g =Hf. 

Wie lautet die (c) entsprechende Formel? 

Aufgabe 29: 
Sei K die (N, N)-Matrix 

, ... , 
( 

1 

K- P 

PN-1 

p p2 
1 p 

(a) Zeigen Sie, daß 
det(K) = (1 - p2)N-l , N = 1, 2, ... 

(b) Schließen Sie aus (a), daß K für IPI < 1 positiv definit ist. 

·• 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 9 , Abgabe: 17.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 30: 
Sei </> E C 00[0, oo) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1) 
00 00 

j l</>(s)sld~ < oo, j </>( s )sds -f. 0 . 
0 0 

2) Gilt für ein integrierbares h mit kompaktem Träger 

00 

j </>(ps)h(s)ds = 0, 0 ~ p < oo, 
0 

so ist h = 0. 

Die Funktion </>( s) e-s ist ein Beispiel einer solchen Funktion. Sei fo eine radiale 
Funktion in IR2 mit lfo(e)I = </>Clel) und sei F die Menge aller Funktionen, die durch 
eine affine Transformation aus fo hervorgehen. 

Zeigen Sie: 

(a) Sind f,g E Fund ist N1 = N9 , so geht f aus g durch eine Bewegung hervor. 

(b) Sind f, g E F und ist P1 = P9 , so geht f aus g durch Streckung, eventuell Spiege­
lung, eventuell Punktspiegelung, und eine Translation hervor. 

(c) T1 ist konstant auf F. 

Hinweis: Jede (n,n)-Matrix A läßt sich in der Form A= UDV schreiben mit unitären 
Matrizen U, V und einer Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Elementen. 

Aufgabe 31: 

(a) Sei f E S(IR2
). Sei (Rf)" die eindimensionale Fourier-Transformation von Rf 

bezüglich des zweiten Arguments, und sei J die zweidimensionale Fourier-Transformation 
von f. 
Zeigen Sie: 

(Rf)"(0,a) = (27r)112f(a0), a E IR1 
, e E 8 1 

• 

(b) Benutzen Sie (a), um einen Algorithmus zur Suche nach Geraden in einem N x N­
Bild zu konstruieren, welcher mit O(N2 log N) Operationen auskommt. 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 10 , Abgabe: 07.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 32: 
Seien µk (!) die zentrierten Momente von f. 
Zeigen Sie, daß 

invariant gegenüber Bewegungen ist. 

Aufgabe 33: 
Sei r : X = '"Y(s), 0 ::; s ::; L, eine zweimal stetig differenzierbare Kurve im m2 ohne 
singuläre Punkte. Der Parameter s sei die Bogenlänge. Sei </>( s) der (kleinere) Winkel 
zwischen der Tangente an r in ')'( s) und einer festen Geraden, und sei k( s) = 1 fs </>( s) 1 

die Krümmung von r in 1'( s). Sei 

L 

kt = j k( s) e-2nita/ L ds ' 
0 

(a) Drücken Sie kt durch ')' aus. 

(b) Zeigen Sie, daß kt affin invariant ist. 

Aufgabe 34: 
Für p > 0 gerade sei r der Polygonzug mit p Ecken a 0, ..• , ap-1, der für p = 8 und 
p = 16 unten abgebildet ist. 

(a) Berechnen Sie die Fourier-Deskriptoren lakl, k = O, ... ,p - 1 von r. 

(b) Zeigen Sie: Sind lbkl die Fourier-Deskriptoren eines weiteren Polygonzugs r' mit p 
Ecken und ist lbkl = 1ak1, k = O, ... ,p- l, so liegen die Ecken von r' je zur Hälfte 
auf zwei konzentrischen Kreisen mit Radius X zwischen 1 und r einschließlich. 
Hat einer der Kreise den Radius 1 oder r, so stimmen r und r' bis auf Rotation 
überein. 



p=B 

p = 16 

Innerer Kreis 
Äußerer Kreis 

Radius 1 
Radius r > 1 
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NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 11 1 Abgabe: 14.1.1991 , 15.00 Uhr 

Aufgabe 35: 

Sei F = G = L2(Rn) und A der Operator aus Aufgabe 10, d.h. · 

A~ 

(Af)(x) = J J (U(t)x)dt. 
0 

Zeigen Sie, daß A stetig ist, und untersuchen Sie die Gleichung Af = g auf Schlechtge­
stelltheit. 

Aufgabe 36: 

Seif eine radiale Funktion in R 2
, d.h. f(x) = F(ja:I). Sei R die Radon-Transformation. 

Zeigen Sie: 

Aufgabe 37: 

00 

(Rj)((J, s) = 2 J F(u)u du . 
Ju2 - s2 

lsl 

Sei fr(a:) = f(ra:) und R die Radon-Transformation. 

a) Zeigen Sie: 

1 
Rfr(B, s) = - (Rf)(B, sr). 

r 

b) Schließen Sie aus (a): Es gibt eine Folge (/k)Jc=t,2,.„ in CQ°(R2
) mit 

für k ~ oo. 

1 

1 

1 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 12 , Abgabe: 21.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 38: 
A: F-+ G besitze eine SVD, und / 111 sei die Tychonoff-Phillips-Lösung zu Af = g. 

Zeigen Sie: 

(a) Die Funktion w--+ llA/111 - gll~ + w211/111 1!}, w ~ 0, ist nicht fallend. 

(b) Die Funktion w--+ ll!wllF, w ~ 0, ist nicht wachsend. 

Aufgabe 39: 
Sei A: L 2(mn) - L 2(mn) gegeben durch 

wobei TE S' und Teine beschränkte integrierbare Funktion ist. 

Zeigen Sie, daß die Tychonoff-Phillips-Lösung von Af = g durch 

" t9 
fw = lf'l2 +w2 

gegeben ist. 

Aufgabe 40: 
A: F-+ G besitze eine SVD, und 1 sei der einzige Singulärwert. 

Zeigen Sie: 

(a) A+=A*. 

( · (b) Die Tychonoff-Phillips-Lösung von Af = g ist 

f w = 1 : w2 A • g . 
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Übungen 1ur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 13 , Abgabe: 28.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 41: 
Sei A: L2(X) -+ cm gegen durch 

k=l,„„m 

mit gewissen linear unabhängigen uk E L2(X). Sei /IAJ die Tychonoff-Phillips-Lösung zu 
Af = g. Geben Sie eine Funktion hlAJ(x, y) an, so daß 

flAJ(x) = j J(y)h..,(x, y)dy. 
X 

Aufgabe 42: 
Sei R die Radon-Transformation. 

Zeigen Sie: Für f E S(mn) ist 

R* Rf(x) = jsn-2 1 j f(y) dy , 
IR" lx - YI 

wobei sn die Oberfläche der n-dimensionalen Einheitssphäre ist (also s0 = 2, 8 1 = 27r 
usw.). Falls Ihnen das zu schwierig vorkommt, beschränken sie sich auf den Fall n = 2. 

Aufgabe 43: 
Zeigen Sie: Für gerades g E S( Z) ist 

Hierbei ist g die eindimensionale Fourier-Transformation bzgl. der ersten Variablen. 

( · Hinweis: Gehen Sie aus von 

j R*gf dx = j gRf dE>ds 
IR" Z 

und berechnen Sie (R*g)"' als Fourier-Transformation der Distribution R"g E S'(mn). 
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Prof. Dr„ F„ Natterer -. ' ss 82 

Ubunqen·zur Vorlesung "Numerische BildverarbeitunsL 

- Blatt 1 

Aufgabe. 1 : ·.Sei 

f (x) 

f: YJJ.n .,. lR m:l,t 

1 ,-1, 
sonst 

CO D 
Zeigen Sie: f 6C

0
UR) 

Aufgabe 2: . Sei f E ~( m2 ) 

$eigen Sie: a) f sei homoqen vom Grade. k · · 
A 

lfo 

f {i X ) = --c k. f {x) . 

(r 

* f ist homogen vom Grade .-(2 + k) 
b) f sei rotationsinvariant • 

~ ist rotationsinvariant. { 9;äz__./ m,;;_ (' vrr. t:l1Jk u YH "."{. ) 

p "2au. 9..eo-J . . (; 
, (1.,,->u.f µ I . 

Aufgabe 3·: Bestimmen Sie die Fouriertransformierte 
der· Funktion f: mn .,. JR mit 

1 . fUr -b-~ ~ ~ b k s t, •• „ ,n 

fix) • { 
o sonst 

Aufgabe 4: Beweisen Sie mit Hilfe der Po:lmonschen Summenformel 
die sogenannte 9-Formelo 

<W -

I . exp <-~~-"~ it2> 
k-~~ t . 

f (X) III { 

1 

-1 sonst 

·~ 

·zeichnen Sie die Funktion f und f, wobei 
12·. Glied abgebrochene Fourier Reihe für f 

so lDiskret1si~reWlqspunkte „- . 
' - . 

10 

11\o 
f die nach· dem 
ist„ Benutzen Sie 
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fil>un~n zur Vorles1,lng 1'NU!R..,!rische Bildverarbeitung 

- Blatt 3 -

!..Ufgabe 10: Sei .. f € L2 CmJ und f sei b~bandbeschränkt •. Seien 
, . 

1 für. f x f.<- 4 /2 

)("[ .~· .s ] (x) = { . ...~d - 1 .. • • 
Wiii& X. 7 X [ - u . U.l . -2 '2 .. 

0 ·sonst. 
u u . 2"'2 

Sei f_, = f * x 15 • Welche anschauliche Bedeut:unq hat. f 6(x)? 

Sei h =- ~ , für welche. 6 E lR gilt·:" 

f (x) = I f. (h k) B (x - lik) itlil~ 
ktZ u . 

A.!!Jgabe 11: Sei f(x) = {: 
für 0 !_:X~ 1 

sonst 

a) Berechnen Sie die sinc-Reihe 
. n 

b g " ... 

2 
n € :'!~ 

b) Zei9en Sie 
J Sh bf dx lR . , 

J f dx 
lR 

= 1 
. 1· 

+­. n: (A1iasinq) 

fu h . 1 r = - , n 

c) Berechnen Sie die tiefpaß qefilt.erte Version fb-- von· f, 

d„h. 

f~(x) 

„ 

= {: 
sonst. 

f • 

= 

"' . 

X[-b,b] (siehe Aufq. 10) 

1 
2b J sinc 2wb (x - y)dy 

- 0. 

numerisch. filr b = 5. 

Zeichnen Sie f, _fb'. Sh,bf für. b = 5, h = 0 1 1 in einem 

vernünftigen Maßstab. 

b.w. 
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UbWlgen zur Vorle_sung "Numerisch~ Bildverarbeitung" 
- -Blat.t 4 - . 

. Aufgabe 14: Seien f, 9. bandbesobränkt und bei erfOllter Nyquist „ 
Bedingung- qesmnpelt. Man zeige, daß f•q dwrch die 'trapezreqel 
exakt berechnet wird. 

Aufgabe 15: Sei f :· m2 „ ~ 
.a>·· -~ f hd i;:g e2~~a·x, a €. • 2 , 

.• „. 

lbl f(x) • 1xl-P, 1-/2 < p < 2 

c) fbd :s e-lxl 1 
4 

d) f(x) = e-lxl2, 

e) f(x) ~ Max(0,1-fxf 2> o 

Für well.che s ist . f € a8 ? 

qeqeben durch 

AUf galbe 16 :. Se! . f b-bandbeschrlnkt ad q E x.2 • gb :en~stel,le aus q 

4urc~ Abschneiden seiner Powr!er-Tralilsform!ert:en bei b, d.h. 

fOr lt 1 < b 
. ' ·.~ --

sonst. • 

Dmm gilt . : 

J tbdgbd ax • h I f«hk> c;b(bk> lR . 

falls die Nyquist~Bedinqumq fOr f erfUllt ist. 

a) 

b) 1Ii
8 -Normen .we~dem. als !Feblenaße bei der Bildrekonstruktion 

benutz.t. Wie wirkt sich das ·Fehlen von kleinen Deta.ils .im 

~konstruierten. Bild auuf die H8 -Norm des.!'ehlters fttr vet­
achie&tne s aus? 

„ .„. . ~ .. ,. ' . • ..- ~· - •'. \ 

, __ I 
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Aufgabe 19: Sei. f € L
1 

(JR1) und f (x) g 0 für X )> 0. 

Sei fb· die bandlimitierte Version von f, d.h. ~b (l;J = ~(t) 
A 

für lt 1 < b, fb(~) = 0 sonst. Dann gilt für X > 0 

1 -2bwx 

·o 
J lf(x) ldx • 

Aufgabe 20: Ein Bild f sei durch ein Muster von Ringen gestörte 

Si_e haben Radius R, und ihre Mittelpunkte bilden ein achsen~ 

paralleles Gitter mit Schrittweite h. Die Intensität sei fUr 

alle Ringe gleich.· 

(a) Modellieren Sie die Störung durch eine Dis.tribution f" 

-
(b) Berechnen S-ie "' f 
(c) Schlaqen Sie ein Verfahren zum "structured noi.se removal ev 

' bei bekannten h,, R. aber unbekannter Intensität und Lage 

des Gitters vor. 

Aufgabe 2.1: Ein mit der Winkelgeschw~ndigkeit «ll rotierendes · 

Bild f werde mit Belichtungszeit T photogr~phiert. Auf dem 

Film entsteht dann das -"versclunierte" Bild g 

mit 
T 

g(~) g Bf(x) = J f(V(t).x) dt 
0 

""' ( cos &!lt 
V(t) -

sin Cdt 

...;. sin &11t) 
cos fJ>t 

(a) Ist g = Bf eine Faltungsgleichung? 

(b) FJlhren Sie für x Pol&rkoordinateri r ,q> ein,·und berechnen 

Sie die Fourier-Koeffizienten von f aus denen,von g. 

Zeigen Sie, daß dies jedenfalls fUr 1!-1 roT " 1 möglich ist 

(! Ordnung der Fo~rier-Koeffizienten)o 

(c·) . g = B~ · ist .L2-L2-schlecht gestellto 

(d) ker (B) ~ {O} „ f.l>T, ist irrational._ 

(e) Ist - w'r rational, so läßt 'Sich Cd'l'' aus g· bestimmen. 
. ' 

I 
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Q_bung~n zur Vorles!!!l~ "Nl.imerische Bildverarbeitung" 

Aufgabe 22: 

a 
a} Sei ·f f fx)dx = lim 

-a iE=t-0 

- Blatt 6 -

J f (x)dx 
e<lxl<a 

, 

Zeigen Sie: 4 g!x} dx ~ j g(x) -_g(O) dx 
· -a -a x 

b) Sei g € :f«Z )-. 

Zeiqen Sie: 
CIO 

f ~ 9(a,w) ds d(I) = ~ ! 
n-1 ...GO s s s 

q € c1[-a,a]. 

• 

Aufgabe 23: Berechnen-Sie die Radon-Transformationen folgender 
Funktionen von m2 , .,. lR 

a) '{ 1, 
f «x> 8 

0 

lxl<d 

sonst 

c) f(x) 
-lxl 2/d2 _ z e . 

Aufsrabe 24: 

:m2 ~- lR 
Sei f: { 

. <x,.~> ... ße 

b) f (x) • 

zeigen Sie: R f «s,w) gg o für s • o 

Aufgabe 25: 
( lh..,.."~ 2.'l.) 

Sei f € ~UR2 ) und 9 -

{ 
0

1 p max{ 1 x, 1 , 1 x2 • J < b 

sonst 

Rf o 

-- j q-2 -F(x,q)dq) Zeiqen Sie: f (x) . 1 lim (! F(x,e) :;g -
1f €"'° € E: 

mit 1 2w 
: F(x,q) äl - J g(x "fit + q,w)dq> e 

2w 0 . 
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Ubungen zur Vorlesung "Numerische Bildverarbeitung" 

- Blatt 7 -

Aufgabe 26: Sei f. E .! <m.2) , R ·die Radontransformation 1Dld 
1 j (x) • 1iT • . 

a) Zeiqen Sie: R* Rf = j • f,2 

bl Leiten Sie mit Hilfe- von a) die 2. Radon'sche Formel her. , 

Aufgabe 27: • 2 sei die Faltung filr Funktionen auf. m.2 und 

·a1 sei definiert durct.u (q1 • 1 q2 ) (s,.,,) = ~ 9 1 (t,fd)q2 (s-t,fd) dt • 

a) Zeiqen Sie: R(f,. •2 f2) „ R f1 ., R f2 

l"sl < !! -2} 
sonst 

b) Sei Rf·• q , h(s) • ~ und 

sei R fh • q • h „ 

Zeigen Sie, daß es eine Funktion H gibt mit 

fh · • f • B ; und berechnen Sie H • 

Aufgabe 28: sei .I • {9 E Y<~>: q(s,CAJ) • o für lsl ~ a} 

. r.p 2 
Z~iqen Sie: Es existieren f €~ (m. ) ml~ f(OJ • 0 und 
mit Rf • 9. Hieraus folgt, daß das "Innere Problem" nicht 
eindeutig lösbar ist. 
(Hinweis: Wähle 9' von 
Formel von COrmack.) 

CAJ .unabhän9i9 und benutze die Inversions-

Aufsrabe 29:. Sei 

zeigen Sie: 

n 2 
A • I a .. 

1=1 ax 2 . , 
. i 

,-

2 
a = d 

· ds2 

R(Af) 111 a Rf und 

. . 

R* fllg) • AR*g • 

... 
(. 
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TAIU.i 4.!.7(1). ld rodint ffiUlts for tnaemblt A. 
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TABLE 4.5.7(1). ld codiq resultl for tnttmblt A. 
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