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Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand dieser Vorlesung sind inverse Probleme, insbesondere das der
Wellengleichung. Im Gegensatz zum direkten Problem sind wir nicht an der
eigentlichen Losung interessiert, sondern wir versuchen anhand der uns be-
kannten Lésung Informationen iiber eine andere Unbekannte zu erhalten. Wir
betrachten einige Beispiele:

1) Seismologie

Bei der Seismologie sind wir daran interessiert die Schallgeschwindigkeit ¢(z)
im Erdinneren zu bestimmen. Dazu wird an einer Stelle ¢ auf der Erdober-
fliche eine Schallwelle f, erzeugt (z.B. durch eine Explosion) und der Zeitver-
lauf der reflektierten Wellen w,(z, t) wird bei £ = r mit Geophonen gemessen
und in einem sogenannten Seismogramm aufgezeichnet. u,(z,t) erfiillt die
Anfangswertaufgabe

0%uy _
atg (CC,t) - C(x)(Au(I(xat) + fq(x,t)),
Ou, B
uq(x, 0) = 0, W(Qf,t) = 0.

Durch die Messungen ist u,(r, t) fiir viele Paare ¢, bekannt und unser Ziel
ist es aus diesen Werten c(x) bzw. Unstetigkeitsstellen von ¢, die einer Gren-
ze zwischen zwei unterschiedlichen Erdschichten entsprechen, zu bestimmen.
Fiir die Wahl von ¢ und r gibt es verschiedene Méoglichkeiten:

1. Zero-offset: Es ist ¢ = r und beide laufen gemeinsam iiber die Erdober-
fliche z3 = 0, z.B. entlang der Geraden z, = 23 = 0.

3
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Explosion Geophone

¢ /N rnogq

+—eo—eo—@ —90o—0—0o—0 —

S Z1
offset
C1
/—/62—\
I3 t

Abbildung 1.1: Links: Durch eine Explosion wird eine Schallwelle erzeugt.
Rechts: Common source Seismogramm. Die Schallwelle erreicht die Geophone
auf direktem Weg zur Zeit ¢t = @. Die grossen Ausschlige entstehen durch
die an der Grenze zwischen ¢; und ¢y reflektierte Welle.

2. Common source: Hier ist ¢ fest und u(r,t) wird gleichzeitig fiir alle r
auf einer Geraden oder der gesamten Erdoberfliche gemessen (siehe
Abbildung 1.1).

2) Radar

Wir nehmen an, eine Radarantenne sende an einem Ort ¢ das Signal s(t)
aus. Dann erfiillt die Fourier-Tansformatierte U(z,w) des elektromagneti-
schen Feldes u(z,t) die Helmholtzgleichung

(A + C,jé)) U(z,w) = —6(z — q)5(w).

Hierbei sind § die Fourier-Transformierte von s und ¢(x) die Ausbreitungs-
geschwindigkeit, die vom jeweiligen Medium anhéngt. An der Antenne wird
das elektromagnetische Feld gemessen, so dass U(z,w) fiir x = ¢ bekannt ist.
Durch wiederholte Messungen (dies kann durch eine mobile Antenne g oder
ein sich bewegendes Objekt realisiert werden) versuchen wir nun Informatio-
nen iiber ¢(z) zu erhalten.

3) Computer-Tomogaphie
Ziel der Computer-Tomographie ist es, den Absorptionskoeffizienten fiir
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Abbildung 1.2: Computer-Tomographie

Rontgenstrahlen innerhalb eines Objektes {2 zu bestimmen. Dazu emittiert
eine Quelle einen Rontgenstrahl der Intensitdt I;. Da diese Strahlung sehr
hochfrequent ist, kénnen wir annehmen, dass sie sich entlang einer Geraden
L ausbreitet. Nachdem der Strahl das Objekt €2 durchquert hat, wird seine
Intensitat I mit einem Detektor gemessen. Bezeichnen wir den Absorptions-
koeffizienten mit f, so gilt

Somit ist der Wert des Linienintegrals
1
/f(:r)d:r = log 70
L

bekannt. Diese Messung wird fiir viele Quelle-Detektor Paare wiederholt. Un-
seres Aufgabe ist es also, die Funktion f aus den Werten der Linienintegrale
[, f(z)dz fiir viele Geraden L zu bestimmen.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Fourier-Analyse

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die inversen Probleme stellt die Fourier-Transfor-
mation dar. Fiir 1 < p < oo fithren wir den Banachraum

L,(R") = {f R* - C meﬁbar,/ |f(x)|Pdz < oo}
Rn

o= ( [17epar)”

ein. Im Fall p = oo setzen wir

mit der Norm

Loo(R") = {f : R* = C meBbar,3C >0 |f| < C fii.}

und versehen diesen Raum mit der Supremumsnorm || - ||. Wir definieren
die Fourier-Transformation zun#chst auf L;(R") und werden sie spéter auf
weitere Rdume ausdehnen.

Definition 2.1.1 Sei f € L1(R"). Dann ist fir £ € R
for = eny 2 [ e
R

die Fourier-Transformierte von f.
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Bemerkungen: 1) f ist beschrinkt, denn es gilt

7] < en " [ 1f@)ldz = Cry

2) f ist stetig, denn wegen le=€ f(z)| = | f(z)]| liefert der Satz von Lebesque:

lim f(&) = (2r)™™2lim [ e ™¢f(x)dx
§—%o §—%o
R’I’L

— (27r)”/2/ei‘”'§°f(:v)dx

R

N

= f(&)-

Beispiele: 1) Wir betrachten die Funktion f(z) = e:‘zP/ 2. Wir beschriinken
uns zunéchst auf den Fall n = 1 und berechnen f auf zwei verschiedene
Weisen:

a)
flo) = @n) 2 [ e/t
/

= (2%)_1/26_52/2/e_(’”+i'5)2/2da: (2.1)

R

Da e #'/2 eine ganze Funktion ist, liefert der Cauchysche Integralsatz
S fli e~#'/2dz = 0. Die Integrale entlang I, und I verschwinden
fiir @ — oo und wir kénnen den Integrationsweg in (2.1) auf die reelle
Achse verschieben. Somit erhalten wir

Im
fe = (27T)_1/2€_£2/2/€_$2/2d$‘ ¢
R
I
_ _¢2
= (2n)7%e ¢ 2 (2m)'? I, I
= 6_52/2. -a I3 a Re
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b) Wir differenzieren f nach &

f&) = (@m)v2 / o2 i gy
R

— (27"-)_1/2@/ <die—w2/2> e—i.’[:&dx
X
R
- -1/2; —x2/2 i —ixzé
(2m)~% [ e y dx
X
R

= —(27r)_1/2§/e_$2/26_m5d3:
R

= —£f(9)

Wir haben also eine gewéhnliche Differentialgleichung fiir f hergeleitet.
Zusammen mit der Anfangsbedingung f(0) = (2m)~/2 [, e /2dz = 1
hat diese die eindeutige Losung

f&)=e "
Der Fall n > 1 148t sich nun einfach auf n = 1 zuriickfiihren, denn aus

,|z| /2— zw&_e G 1 3 /2~ z:vj.f] He @3 [2—iz;;

ergibt sich

fle) = (@r)™”? / o—lal? izt g

in
_ ﬁ(zﬂ_)—lﬂ/ex?/?e—ixjfjdl,j
Jj=1 R
= T1(=) & =T[5
1 =1
= ]e €*/2, j (2.2)

Wir erhalten also, dass f(z) = e~1#I’/2 ein Fixpunkt der Fourier-Transforma-
tion ist.
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2) Fiir A # 0 setzen wir fy(z) = f(Az) und erhalten

(1'© = @0 [t oad @ =)

R”

— (27‘(’)_”/2‘)\|_n/€_iz"£/)‘f($,)dxl

= i () (23)

3) Fiir a € R” sei f,(z) = f(z — a). Dann gilt

1O = @ [e=fe—ad @ =a-a)

Rn
— (27r)fn/2€fia-§ eficc’{f(il)dxl
/
e f(€). (2.4)

Eine Translation des Arguments von f éndert also nur die Phase von f nicht
aber den Betrag.
4) Mit x4 bezeichnen wir die charakteristische Funktion der Menge A, also

_J 1 falls z€ A
Xalz) = 0 falls z ¢ A.

Fiir £ # 0 gilt

1
X)) = @m)72 [ e™da
/
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Wir definieren die Funktion sinc : R — R (sinus cardinalis) durch

i _ % falls =z #0
SIC T = 1 falls z=0.

00 w2n+1

Die Taylorreihe sinz = } .7 & = liefert sofort sinc € C*°(R). Da X[-1,4

wegen x[_11]€ L1 (R) stetig ist folgt

)2[,1,1](5) = \/g sinc & VéEeR (25)

Sei nun

n

X-1a () = [ [ -1 (2))

Jj=1

die charakteristische Funktion des Einheitskubus im R”. Als Fourier-Trans-
formierte erhalten wir

™

9 n/2 n
)2[—1,1]"(5) = <_) H sinc &;. (2.6)
j=1

Als letztes betrachten wir die charakteristische Funktion der Einheitskugel
B"={zeR": |z| <1}

L (6) = (@m) " / ¢ s
lz|<1

= el Tn2(€D)

Hierbei bezeichnet J, die Besselfunktion der 1. Art der Ordnung v (siehe
Aufgabe 1).

5) Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen der Fourirer-Transfor-
mation einer differenzierbaren Funktion f und ihrer partiellen Ableitung %.
J

Wir nehmen an, dass f € C'( R") kompakten Triiger hat. Durch partielle
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Integration erhalten wir

(a%j )A(g) = (2m)™? / e‘”'fai%f(x)dﬂf

R»

Ja .
_ —n/2 —iz-€
= —(2n) R[ —8xj e " f(x)dx

= (27r)_”/2i§j/e_i‘”'§f(x)dx
Rr
= i&f(¢). (2.7)
Dem Ableitungsoperator % entspricht also im Fourierraum abgesehen von

dem Faktor 7 die Multiplikation mit ;. Diese Beziehung gilt auch in umge-
kehrter Richtung, denn fiir z;f € L, (R") existiert die partielle Ableitung

ol P .
% f und wir erhalten

0 o .
_ —n/ —iz-€
e = enye / G s

= Cn [ (in) e = f(@)da
Re
= i (2;)" (€)- (2.8)
6) Seien f,g € Li(R"). Aus Bemerkung 1) folgt fg, f§ € L,(R") und es folgt
die Parsevalsche Gleichung

[ feseie = ene [ [es@anga

R” R®

= 0 [ 1) [e =g

R

- / £(2)3(x)d. (2.9)

7) Sei f € C° (R"). Wir untersuchen das Verhalten von f(¢) fiir [£] — oc.
Fiir £ #0 und 1 < j < n folgt aus (2.7)

fe) = % (%f) (©).
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Durch wiederholtes Anwenden erhalten wir fiir jedes beliebige o € N}

1f©) = [E(D*H" ()] < Mg

mit der von o abhéingigen Konstanten M = sup;gn | (D*f)" (€)]. Somit kon-
vergiert f(€) fiir || — oo schneller gegen 0 als jede Potenz von €.

Wir fiihren nun die Faltung f % g zweier Funktionen ein und werden
sehen, dass die Faltung in einem engen Zusammenhang mit der Fourier-
Transformation steht.

Definition 2.1.2 Seien f,g € L, (R"). Dann ist die Faltung f x g definiert
durch

(f +9)(x) = / F(@ = y)g(y)dy.

Eigenschaften: 1.) Es gilt fx g € Li(R") und ||f * g|l1 < ||f|l1 [|g]]1:

I£xal = [ ‘ [ 1o =]z

Rr Rm

< [ [ 11— ulswdvds = [ [ 176 - v)ldzlow)idy
R™ R” R7 R

= [15@ds [ 1o)idy = 1£1: 1l (2.10)
Rn R

2.) Die Faltung ist symmetrisch:
frxg=gxf

3.) Seien F' = supp (f) und G = supp (g) die Tréger von f bzw. g. Dann
gilt

supp (f*g9) CF+G={z+y:x € F,y € G}.
Satz 2.1.1 (Faltungssatz) Seien f,g € Li(R"). Dann gilt fir £ € R"

(f % 9)"(€) = @m)"2f(©)a(€). (2.11)
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Beweis: Durch Einsetzen der Definitionen der Fourier-Transformation und
Faltung erhalten wir fiir £ € R”

(F*g)E) = (2m) ™" / e it / f(z — y)g(y)dyda

= Cn [ eyl [ D@ - y)dady

Rn Rn

= (2m) " / e Wig(y)dy / e " f(z)dz (z=z—y)

Rn Rn

= (2m)"2f()3(9).

Beispiel: Sei f(z) = x{-1,1(«). Dann ist
1
(fxf)=) = [ flz—y)dy
/

0 falls |z| > 2
2 —|z| falls |z| <2.

und

(f=)NE) = @m)2(f(9)?
(2%)1/2% sinc %¢

2
= 2\/jsinc 25.
s

Wir kommen un zur Inversion der Fourier-Transformation. Dazu bendti-
gen wir folgendes Lemma, das uns ein approximatives Einselement der Fal-
tiung zur Verfiigung stellt.

Lemma 2.1.1 Sei ¢ € Li(R") mit [, ¥(z)dz = 1 und fir A > 0 sei
Ya(z) = A" (A" x). Dann gilt fir f € Ly (R™)

lim [y % f = s = 0.
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Beweis: Mit y' = \~1y ist
1 y
[owin= 5 [o(3) = [y =1 @1
R» R» R»

und somit folgt fiir z € R

s o) = 1@ = | [ e =iy - @)

_ ‘ [t - f(x))zm(y)dy‘.

Da (2.12) auch fiir || stimmt, gilt weiterhin |[¢5]|1 = ||¢|; fiir alle A > 0.
Wir fithren den Beweis nun in zwei Schritten:

(i) Zunichst sei f stetig und supp (f) € Bgp = {z € R" : |z| < R}.
Dann ist f beschrinkt, also |f| < M, und gleichméBig stetig. Zu ¢ > 0
existiert also ein § > 0 mit

If(x—y)— f(z)] <e, V|yl <d6VzeR".

Wir kénnen § < 1 annehmen und es ergibt sich

e f =1l = | ‘ [0 =)~ sty e

< ]/n\f(ﬂﬁ—y)—f(x)l\wx(y)\dydx
R™ |y|<d
" / / @ —y) — 1)) ia(y)ldy de
R” |y|>6

< / / e [a(y)|dy dz
|z|<R+1 |y|<d
n / / @ —y) — f(@)ldz () |dy
ly|>6 R"

IA

el / dz + 2| £ / ()dy

|| <R+1 ly|>d
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= eCllylh + 201 / () dy

ly'|>6/X
Wir wihlen Ay so klein, dass
Wy )ldy' <e, VA<
[y'1>8/X

und erhalten
|l f—fllh <eCi, YA<A.

(ii) Sei f € L1(R™) und € > 0. Da C§°(R™) dicht in L,(R") liegt, existiert
ein stetiges g mit kompaktem Triger und || f — g||1 < €. Nach (i) gibt
es ein \g, so dass

lg —va*xglli<e, VA< .

Somit erhalten wir fiir alle A < )\

|f = a* flla If = glli + llg = ¥x * glls + [[on x g — ¥a * flla

2+ [[%llh)e,

<
<

denn nach (2.10) ist

loa* g —n* flli = [loa* (g = H)lls < Mlallill(g = H)Il < [[]]e.

Es gilt also
Hm [[f — 4 * fll1 = 0.
A—=0

d

Unter der Voraussetzung f € L;(R") kénnen wir die Fourier-Transforma-
tion nun invertieren.

Satz 2.1.2 (Fourier’sche Inversionsformel) Seien f, f € Li(R"). Dann
gilt f.1.

f(z) = (2m) "2 / e f(€)de. (2.13)

Rn
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Beweis: Fiir ¢ € L1(R") und z € R” gilt nach (2.4) und (2.9)

[ei©eeie = [ @ = [ ra©o

- / f(€+2)p(€)de = / [z —&)p(=¢£)d¢

Sei (&) = (2m) "2 1€°/2. Nach (2.2) ist ¢ = ¢ und [, ¢(z)dz = 1. Fiir
A > 0 setzen wir (&) = ¥(A€) und erhalten aus (2.3)

P(6) = ATMP(ATIE) = ATM(ATIE) = ¢ (9).
Somit ergibt sich wegen ¥ (&) = (—¢)

(2m) "2 / F()ei e e 2gg = / F( = E)r(E)dE = (r * f)(2).

Wegen f € L;(R") konvergiert die linke Seite nach Lebesque fiir A — 0 f.ii.
gegen
(2 2 [ =<
]Rn
Nach Lemma 2.1.1 konvergiert die rechte Seite in L;(R™) gegen f und somit

konvergiert eine Teilfolge f.ii. gegen f(z) (siehe [2], S.96). Zusammen ergibt
sich die Behauptung:

f(z) = (2m)~"2 / erEf(E)de L.

g

Unser néchstes Ziel ist es, die Fourier-Transformation auf Ly(R") zu er-
weitern. Das Problem besteht darin, dass das Fourier-Integral

/e_”ff(:v)d:v
]Rn
fir f € Ly(R") im Allgemeinen nicht existiert. Wir miissen die Fourier-

Transformation also auf eine andere Art und Weise definieren. Als erstes
Ergebnis erhalten wir folgenden Satz.
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Satz 2.1.3 Sei f € Li(R") N Ly(R*). Dann gilt f € Ly(R™) und ||f]l; =

[1£1l2-

Beweis: Wir fithren den Beweis in drei Schritten:

(i) Sei e > 0. Wir suchen ein ¢ € C§°(R") mit

If —oll, <2 firp=1,2.

Dazu setzen wir hy(z) = e > € C®(R"). Fiir p = 1,2 folgt wegen
|1 —hy| <1lund f e L,(R"):

tm | = fhal = lim [ 1£@) |1 = ha(z) P =0
R~

Wir wihlen A so klein, dass

1f = fhallp <.

Da C§° dicht in Ly(R™) liegt, existiert ein ¢ € C°(R™) mit
1f = 2ll2 <

Fiir o = ¢h, € C§°(R"™) erhalten wir wegen |hy| <1
1f = vhalle < |If = fhalle + [l fhx — ¥hall2

If = ¢l

9
maz(||hall2, 1)

< e+ ||f—tlla <2

und die Holder’sche Ungleichung liefert

If = ellx

Nf = halls < ||f = fhalls + | fha — ®hallx
< etz [[f =9l < 2e.

(ii) Seizundchst f € C§°(R™). Aus Beispiel 7) folgt f € Li(R™). Wir setzen
g = f und erhalten aus Satz 2.1.2:

g

(&)

(2%)_"/2/6_”{]?(33)(1:5

(2m) /2 / eivt f(2)dx
f(6)-

R

R
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Somit ergibt sich mit (2.9

)
112 = / F©)F(€)de = / F(6)g(6)de

= [ 1= [ reseue
— Al

Sei nun f € Li(R") N Ly(R™). Nach Teil (i) gibt es eine Folge (fx) C
C$°(R™) mit
fr = [ in L;(R") und Ly(R").
Nach Teil (ii) gilt
Ife = fill: = N(fe = )"z = I fe = fillo-

Da (f) eine Cauchy-Folge in Ly(R") ist, ist auch (f;) eine Cauchy-
Folge in Ly(R™) und es existiert ein g € Ly(R") mit

fr =g in Ly(R™).
Ausserdem gilt fiir £ € R”

(Fe=DO < @0 [ |4 - o) do

= @m) ™|t - £l — 0
—00

Zusammen haben wir also:

fk — f punktweise
fe =g inLy(R")

und erhalten somit (siehe [2], S.96)

~

f=g fi.
und A X
1£lle = Jlim [[fello = lim [ fillo = [|f]]-
—00 k—o00
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Wir koénnen die Fourier-Transformation nun von L;(R") N Ly(R") auf
Ly(R™) fortsetzen.

Satz 2.1.4 (Plancherel) Es gibt eine Isometrie F' des Ly(R™) mit
Ff=f firfeL(R")N Ly(R").

Wir nennen F die Fourier-Transformation und schreiben F'f = f fir alle

f € Ly(R™).

Beweis: Sei f € Ly(R"). Dann existiert eine Folge (fx) C Li(R*) N Ly(R")
mit f — f in Ly(R™). Aus Satz 2.1.3 folgt, dass (fx) eine Cauchy-Folge in
Ly(R™) ist. Wir setzen

Ff = lim f,
k—o0
wobei der Limes in Ly(R") zu bilden ist. Es gilt:

~

1. Ff=f fiir f € Li(R") N Ly(R")
2. [[Eflle = lim I fellz = lim || fella = [1£]l2-
—00 k—o0
[l

Ist f € Ly(R*)\ L (R"), so existiert das Integral [, e **¢f(x)dx nicht.
Wir schneiden f bei |z| = R ab, d.h. wir betrachten die Funktion fr = fxr,
wobei ypg die charakteristische Funktion der Kugel By ist. Die Holder’sche
Ungleichung liefert

Ifells < lIfll2llxzll2 < oo,

d.h. fr € L;(R") und fg konvergiert in Ly(R") gegen f, denn es gilt

. B 2: . 2 _
Tim [[f — fal}} = lim / f(z) 2z = 0.

|z|>R
Satz 2.1.4 liefert
f(€) = Lim. fr(&) = (2n) ™2 Lim. e f(x)d, (2.14)
R—o00 R—o00

|z|<R
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wobei L.i.m. (Limes im Mittel) den Limes in Ly(R™) bezeichnet. Obwohl das
Integral nicht existiert, schreiben wir im Folgenden

fe) = en) 2 [ = f s
Rn
Dieses Integral ist dann im Sinn von Gleichung (2.14) zu verstehen.

Beispiel: Sei n = 2 und f(z) = ;5. Dann gilt f € Ly(R?) aber f ¢
L1 (R?). Fiir £ = p(cos,sinep)T und p # 0 gilt

a6 = @n) / e f (2)da
lz|<R
R 2w

_ )

= (2m)” //7‘6 irp cos(p— 1+ 2d<pdr

= 27T /
0

r
= / m:]o(?"p)d’r

0

/ —irpcos(p—1)) dQD dr

Wegen

Jo(t) = \/%(cos (t-F)+o@™) firt—oo

konvergiert fR(f) fiir £ # 0 punktweise gegen fo 1z Jo(rp)dr und der Limes
stimmt mit dem Lim. f.ii. iiberein (siehe [2]|, S.96). Somit erhalten wir fiir

p=1€#0 N
0={ v

Jo rp)d
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2.2 Distributionen

In diesem Abschnitt werden wir die Distributionen (verallgemeinerte Funk-
tionen) studieren. Als Distributionen bezeichnen wir die stetigen, linearen
Funktionale iiber einem geeigneten Funktionenraum X. Die Elemente ¢ € X
heiflen Testfunktion.
Sei (2 C R" offen und
D) = C5°(%)

der Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, deren Tréger in (2
kompakt ist. Wir fiihren in D(€2) den Konvergenzbegriff

1) 3K kompakt in Q mit supp (¢x) C K, V£
Pk e ¥ 2) D%py, = D%y gleichmifig , V «
— 00
ein.

Definition 2.2.1 Mit D'(Q2) bezeichnen wir den Raum der linearen, stetigen
Funktionale iber D(Q2) mit punktweiser Konvergenz. Die Elemente von D'())
heiflen Distributionen.

Der Begriff der punktweisen Konvergenz einer Folge (T) C D'(Q2) ist im
selbem Sinn wie bei Funktionen zu verstehen, mit dem Unterschied dass die
,Punkte“jetzt Funktionen aus D({2) sind:

Ty, — TinD'(Q) <= T — T punktweise
—00

k—o00

= Tyl ——Tlel, Vo € D).

Beispiele: 1) Wir fiihren den Raum der lokal integrierbaren Funktionen ein:

LYC(Q) == {f : Q — C meBbar ,/ |f(z)|dzr < 00, V K C 2, K kompakt }
K

Fiir f € L*°(Q) und ¢ € D(Q) setzen wir

Tl = /ftpdx-
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und zeigen, dass T stetig und somit eine Distribution ist. Dazu sei (@) C
D(Q)) eine Folge mit ¢, — . Dann existiert ein Kompaktum K mit
supp (pr) C K fiir alle k¥ und aus der gleichméfiigen Konvergenz der ¢
folgt

Tyl = [ onds = [ onds s [ fodo = Tyle)
Q K K

T} ist also stetig und wir nennen T die von f erzeugte Distribution. Wir iden-
tifiziern f mit Ty und erhalten durch die eineindeutige Zuordnung f — T}
eine Einbettung von L'°¢(Q) in D'(Q).
2) Sei 0 € Q. Fiir ¢ € D(Q) sei
Tlp] = #(0).
Die Stetigkeit von T folgt aus
or = inD(Q) = ¢r — @ punktweise = @r(0) — ¢(0)
= Tlee] = Tlel.

Wir nennen 7" = ¢ die Dirac’sche ¢ -Funktion, obwohl sie im eigentlichen Sinn
keine Funktion ist, denn es gibt kein f € LI°(2) mit T}[p] = ¢(0).

3) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit in 2. Wir definieren

Tulel = [ o
M
wobei o das Oberflichenmafl auf M ist. Ty; = s ist die § -Funktion auf M.

Wir haben gesehen, dass wir die Funktionen aus L¢(Q) als Distributio-
nen auffassen konnen. Wir werden nun einige Operationen von Funktionen
auf die Distributionen erweitern:

1) Differentation:
Fiir T € D'(12) definieren wir die Ableitung

or Oy
=-T .

Diese Ableitung ist wohldefiniert, da mit ¢ auch g—;’; in D(N) liegt.
Beispiele:
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(i) Sei f € C'(€). Wie erwarten, dass die Ableitung der von f erzeug-
ten Distribution mit der von f’ erzeugten Distribution iibereinstimmt.
Tatsédchlich gilt

0
Q

390
T = -T
oz, 7lel 1 [
(ii) Sei 2 = R. Wir definieren die Heavyside-Funktion H durch

dm

1 fallsz >0
H(z) := Xjo,00)(7) = { 0 fallsz <D0.

Wir berechnen die Ableitung

2 Tuldl = ~Ta | 52| = / 2

= —lelg" = ¢(0 )—5[90]
und erhalten H' = §.
(iii) Durch wiederholtes Anwenden der Definition ergibt sich

D°T[p] = (=1)*T[D].

(iv) Sei K C Q, M = 0K glatt. Es gilt

0 dp dp

_T = -T, d

ox; xele] [8331} /XK ox; v

0
Oy
= d
/ ow;

Der Gaufische Integralsatz (siehe (2.20)) liefert

0
8—%Txx [¢] = —/SOVidO-
M
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(v) Fiir die ¢ -Funktion ergibt sich

0
&Ui

aga} _ %

(vi) Wir betrachten eine Folge (7)) C D'(€2) mit

Ty — T <= Tily] k—) T[], Vo € D(Q).
—00

k—00

Dann konvergieren auch die Ableitungen DT} gegen D“T"

DTilg] = (=1 Ti[D*]
—— (-1)T[D%] = D°Ty].
— 00
Beispiel: Sei Q = R und fi(z) = sin(kz). Durch partielle Integration
folgt fiir ¢ € D(Q)

00 ‘ 1 00 ,

Ty (o]l = ‘/sm(lm)go(x)dx :E‘ /cos(kx)gp (x)dx
< 1 [ l@s = Ll — 0
- k Q0$33—k§01k_)oo,

-0

d.h. Ty, — 0 in D'(2). Somit konvergieren auch alle Ableitungen

gegen 0:
o7

2) Multiplikation:
Fiir f € C*°(R") setzen wir

(fT)e] =TIf¢]
Beispiel:

(fO)le] = d[fe]l = f(0)p(0) = f(0)d[«]
= fo = f(0)s
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3) Faltung:
Fir T € D' := D'(R"*) und g € D := D(R") setzen wir

(T * g)(x) = T[(9)a]-
Dabei bedeutet §(y) = g(—v), 9-(y) = g(y — ) und daher (9).(y) = g(z—y).

Beispiele:

(i) Sei f € L'*°(R"). Wir erwarten, dass dann Ty*g = f*g gilt. Tatséchlich
ist

(T g)(@) = Ty(§).] = / @) (@)av)dy

(ii) Wir betrachten T = 6, mit d,[¢] = ¢(a). Fiir g € D ergibt sich
(o 9)(2) = 0al(9)e] = (9)2(a)

= gla—=)=g(z—a)

Satz 2.2.1 SeiT € D', g € D. Dann gilt T x g € C*°(R") und

0
(T g) = (OT) xg =T+ g,

wobei 0; die partielle Ableitung in Richtung des Finheitsvektors e; bezeichnet.

Beweis: Sei h # 0 und x € R*. Da T linear ist, erhalten wir fiir den Diffe-
renzenquotienten

(T + g)(z + he;) —(Tx9)(x) %m@)ﬁhei] SAON)

- o[ 0]

h
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Fiir das Argument von T gilt

(@esne— @) = ol +hei—y) = glo =)
— (3i9)(z — y) = ((8i9)")(y)

h—0

gleichméfig in y. Aufgrund der Stetigkeit von T kénnen wir den Limes in
das Argument von T ziehen:
(T x g)(x + he;) — (T * g)(x)

i 5 = T(((8i9)")s) = (T + Big) (x).

Also ist T x g differenzierbar und %(T xg) = T *0;g. Wegen 0;9 € D konnen
wir diesen Schritt beliebig oft wiederholen und erhalten 7" x g € C®(R").
Weiterhin gilt

((0T) x g)(z) = (OT)[(9)=] = =T1(0:9)s] = T[((0i9)")a] = (T * Dig) ().
O
Da T x g in C*°(R") liegt, kénnen wir 7" % g wiederum als Distribution
auffassen. Als Analogon zu Satz 2.1.1 erhalten wir folgenden Satz.

Satz 2.2.2 Seien T € D' und g € D mit [, g(x)dz = 1. Fir X\ > 0 sei
a(x) = X "g(A'x). Dann gilt

Txg,——T nD.
A—=0
Beweis: Fiir ¢ € D gilt

(T *g)le] = / (T * g2) () p()d = / T((G)s)op(x)dz

R» R7
= ,lllg(l) h %T[(gz\)hl] o(hl) = }g% T[h le%L(gA)hl @(hl)],

denn die Summe ist aufgrund der Kompaktheit von supp (¢) endlich. Da T
stetig ist, folgt

T ool = 7| S @wetn)| =] [ (o]

h—0
lezm R

— 7| [@)-o)eta)ds| =T+

Rn
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Nach Satz 2.1.1 konvergiert gy x ¢ fiir A — 0 in L;(R™) gegen ¢. Wegen
gx, ¢ € D ist die Konvergenz sogar gleichméflig und wir erhalten

lim (T * g))[e] = }%T[gx * ] = T[}\grg)gx o] = T|p].
O

Wir versuchen nun die Fourier-Transformation auf die Distributionen zu
iibertragen. Der Versuch

Tl¢] :==T[¢] fiir o € D

scheitert an ¢ ¢ D. Dieses Problem werden wir 16sen, indem wir den Raum
der Testfunktionen geeignet erweitern. Dazu betrachten wir den Raum der
Schwartzschen Funktionen

S:={f € C®R") : sup |z*D’f(z)| < o0, Vo, 3 € NI },
T€R™
dessen Elemente auch schnell fallende Funktionen heiflen, da sie, sowie ihre
Ableitungen, im Unendlichen schneller abfallen als alle Polynome. Offensicht-
lich gilt D C S. Eine Folge (¢x) C S konvergiert, falls

or — p <= sup |[2°DP (o — )| —= 0 Va,B3 €N,
k—»o0 TER? k—o00

Wir zeigen nun, dass D C § auch im topologischen Sinn gilt. Dazu miissen
wir zeigen, dass die Einbettung i : D — S,i(p) = ¢ stetig ist. Sei (¢x) C D
eine Folge mit ¢ — ¢ in D. Dann gilt D%(¢p — ¢) — 0 glm. in einem
Kompaktum und somit sup |z*D?(p, — ¢)| — 0, also ¢ — ¢ in S. Es gilt
also i(¢r) — i(¢) und das liefert die Stetigkeit von i.

Definition 2.2.2 Mit 8’ bezeichnen wir den Raum der linearen, stetigen
Funktionale iiber S mit punktweiser Konvergenz. Die Elemente von S' heiflen
temperierte Distributionen.

SeiT € &, also T : S — R stetig. Wegen D C S kénnen wir 7' zu einer
Abbildung Tip : D — R einschrinken. Offensichtlich gilt Tjp = T o ¢ und
somit ist Tjp stetig. Indem wir T)p mit T identifizieren, konnen wir 7" als
Element von D’ auffassen und erhalten

S cD.
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Diese Beziehung gilt auch im topologischen Sinn, denn jede in S’ kon-
vergente Folge konvergiert auch in D': Sei ¢ € D und Ty — T in §'.
Wir haben limg_, o Tk[¢] = T[] zu zeigen. Nach Vorraussetzung gilt aber
limy 00 Tx[] = T[] fiir alle ¢ € S und die Behauptung folgt aus D C S.

Dass 8’ eine echte Teilmenge von D’ ist, kénnen wir an folgendem Beispiel
erkennen. Wir betrachten die von f(z) = e/*” erzeugte Distribution 7. Da
f lokal integriebar ist, gilt T; € D'. Fiir p(z) = e~*” € § erhalten wir

Tyl¢) = [ fa)ola)da = [ do = cx.

Somit haben wir Ty ¢ &' und &' # D'.
Wir kénnen nun die Fourier-Transformation fiir temperierte Distributio-
nen definieren.

Definition 2.2.3 Sei T € S'. Wir definieren
T[go] =T[p] firpeS.

Diese Fourier-Transformation ist wohldefiniert, da mit ¢ auch ¢ in S liegt
(siehe Aufgabe 5). Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiele: 1) Wir betrachten die konstante Funktion f = 1. Offensichtlich
gilt f € & und wir konnen die Fourier-Transformierte berechnen:

ﬂﬂ=ﬂ@:/¢uwx

Die Fourier’sche Inversionsformel (2.13) liefert ¢(0) = (2m)~™/2 [ $(&)d€. So-
mit erhalten wir

Flel = (2m)"2p(0) = (2m)"/20]¢]

bzw.
0= (27r)_”/2f.
wenden wir die Fourier’sche Inversionsformel an, so folgt mit f = f

5= (27)7"/2.
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Fiir die d-Distribution erhalten wir eine Integraldarstellung, indem wir fiir f
das Fourierintegral einsetzen:

5(€) = (2m) ™2f = (2m) " / e " Edy.

R

Dieses eigentlich nicht existierende Integral ist im Sinn von &' zu verstehen.
Wir beschrénken uns auf den Fall n = 1 und setzen fiir a > 0

a

1 . a
§a - fz:cfd —
© 21 ¢ ‘ —1€2ma

(efiaﬁ o eia{)

= am 'sinc (£a).
Dann konvergiert 6* in &’ gegen ¢, d.h.:

0*lp] —dlg] Vo €S

2) Fiir ¢ € S(R) setzen wir

T[] = lim @dﬂi.
e—0 e
|z|>e

Wir zeigen zunéchst, dass dieses Integral iiberhaupt existiert:

[ = [ g [ Lan [ AD=e0,

e<|z|<1 e<|z|<1 e<|z|<1 e<|z|<1

p(x) = p(0)
e—0 €T
|z|<1

X

denn der Integrand konvergiert fiir x — 0 gegen ¢'(0) und ist deshalb be-
schrinkt. Wir nennen das Integral den Cauchy’schen Hauptwert und schrei-

ben
}5_90(3:) dz := lim / _(p(x) dz.
€ £—0 T

|z|>e
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Man kann zeigen, dass T stetig ist, also T € §'. Wir bezeichnen diese Dis-
tribution auch mit 7' = % und berechnen ihre Fourier-Transformierte. Dazu
definieren wir f. durch

falls || > ¢
falls |z| < ¢

oh
—
8
S—r
I
—N
o8-

und erhalten (siehe Aufgabe 6)

e—0

Tlg] =7Whmm/ﬁ@ﬂﬂw

e—0

:nm/ﬁwmwm

_ / lim f. (2)p(z)dx

e—0
R

_ —i\/g / sign (2)(x)dz.

R

T@z(9%@=4¢§mma

Fiir f € S(R) definieren wir die Hilberttransformation durch

LI, 11,
Z

)] x—vy s

Wir haben also

(Hf)(z) =

Mit dem Faltungssatz (2.1.1) ldsst sich die Fourier-Transformierte (H f)"
leicht bestimmen:

e = 0" () @i (2.15)
= —isien (©)f(6) (2.16)

Die Hilberttransformation vereinfacht sich also im Fourierraum zu einer
Multiplikation mit der Vorzeichenfunktion. Wir versuchen die Hilberttrans-
formation auf Ly(R) zu erweitern. Fiir f € S gilt

1£1lz = /1l = I(H )2 = [|H f|2- (2.17)
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Sei nun f € Ly(R) und fi € S mit fr — f in Ly(R). Aufgrund von Gleichung
(2.17) konvergiert auch (H fy) in Ly(R) und wir setzen

Hf := lim Hf,.

k—o0

Die Stetigkeit des Skalarprodukts liefert ||H f||o = || f||2. Wir haben also H
zu einer Isometrie auf Ly(R) fortgesetzt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts gehen wir noch kurz auf Fourier-Reihen
ein. Ist f 2m-periodisch, so heisst

kEZ

die Fourier-Reihe von f. Die Fourier-Koeffizienten f; sind durch

fr = % /e““”f(x)dx

-

gegeben. Dass die Reihe iiberhaupt konvergiert ist zuniichst nicht offent-
sichtlich und im Allgemeinen auch nicht richtig. Der folgende Satz liefert ein
Konvergenzkriterium.

Satz 2.2.3 Sei f € Lo(—m,m). Dann konvergiert die Fourier-Reihe in
LZ(_ﬂ-aTr)'

Beweis: Wir fiihren hier nur eine Beweisskizze. Fiir Details siehe [1, S.196].
Fiir K € N gilt
K

K s
2 fe™ = on ) / e ™ f(y)dye™
k=K

k=—K

1 &
= — Z ™Y £ (y)dy.
271./va—1(
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P10

s

=2 -7 ™ 27

Abbildung 2.1: Die Dirichlet-Kerne ¢5 und ¢,. Fiir grofle K ist ¢, hoch
oszillierend mit einem gegen Unendlich gehenden Maximum in 0.

Fiir z ¢ 27Z definieren wir den Dirichlet-Kern durch

1 K 1 2K
_ thz _ _— ,—iKz ikz
dr(2) = 5 e ¢ Ze
k=—K k=0
1 —_— etl(2K+1)z 1 e Kz _ pi(K+1)z
- Kz - 0 =
2 1 — et 21 1 — e
1 e—i(K—F%)z N ez‘(K+§)z
- % e_’% — ei%
_ 1sin((K +§)2)
o7 sin(%)

Der Dirichlet-Kern ist eine approximative Eins der Faltung auf Lo(—m,7)
(vgl. Abbildung 2.1). Durch Einsetzen in die Fourier-Reihe erhalten wir

K 71'
> et = [ onle — ) 1wy — f(@)
k=—K i

O

Sei f € Ly(—m,m). Wir setzen f zu einer 2w-periodischen Funktion auf
ganz R fort. Dann ist 7y € &' und wir kénnen die Fourier-Transformierte
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bilden:

Trlg] = 106 = / f(2)¢(x)dz

Wir erhalten
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2.3 Die Helmholtzgleichung

Als Helmholtzgleichung bezeichnet man die elliptische Differentialgleichung
Au(z) + K*u(z) = f(z), 2€QCR" (2.18)

mit einer reellen Zahl k£ > 0. Wir betrachten nur den Fall n = 3. Dann besitzt
(2.18) fiir  # 0 die Fundamentallosung
eik\m\

" dr|z|’

G(z)

d.h. G erfiillt die homogene Gleichung (siehe Aufgabe 11):
AG+K°G =0 inR3\{0}. (2.19)

Um nun die Helmholtzgleichung zu l6sen bendtigen wir einige Hilfsmit-
tel aus der Analysis. Wir nennen 2 C R™ ein Normalgebiet, falls {2 offen
und beschrénkt ist und die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes zulafit.
Wir setzen C™(Q) = {f € C"(Q) : D*f stetig fortsetzbar auf Q V|a| < n}.
Dann gilt fiir f € C*(Q) der Gaufische Integralsatz:

/ gﬂi dz = / fuido. (2.20)
oN

Q

Dabei bezeichnet v = v(x) € S"~" den dufBferen Normalenvektor an 92 im
Punkt z. Sind u,v € C*(Q), so erhalten wir mit f = uv

/uvl/ida = /aii(uv)dx
Q

o

ou ov
= 8xivdm + /uaxi dz.
Q Q
Das ergibt folgende Regel zur partiellen Integration
0 0
8;jivdx = /uvuida - /ua;)idx. (2.21)
Q o9 Q
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Ist sogar u € C2(f2), so kénnen wir u durch 2% ersetzen:

7]

0%u ou ou Ov

gu O o — d.
0x? 0x; O0x; 0x; o
) )

Durch Summation iiber 7 entsteht die 1. Greensche Formel

/Auvdx:/%vda—/Vu-Vvdx (2.22)
o0

Q Q

mit der Richtungsableitung

ou " Ou
% = ZVZ37 = V'VU;
.:1 A

von u in Richtung v. Sind u,v € C?(2), so kénnen wir v und v vertauschen
und erhalten durch Subtraktion die 2. Greensche Formel

/ (Auv — uAv) dx = / (g—ZU - u%) do. (2.23)
Q

Mit diesen Mitteln konnen wir den folgenden Satz beweisen, mit dem wir
spiter die Eindeutigkeit der Losung zeigen werden.

Satz 2.3.1 Sei Q ein Normalgebiet und v € C*(Q). Dann gilt fir z € Q

we) = [ (G- 0Gem - e =) ot
0N
- / G(z —y) (Au+ k*u) (y)dy.

Beweis: Sei x € 2, By(z) = {y € R* : |y — z| < p} und p > 0 so klein, dass
B,(z) CQ gilt. Wir setzen Q, := Q\B,(z). Dannist v(y) = G(z—y) € C*(Q,)
und wir konnen die 2. Greensche Formel auf die Funktionen u(y) und v(y)
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anwenden:

/ (Auy) + Fu())Glz — y)dy

2

/((AU(y) +E*u(y)G (@ — y) — u(y)(A,Glz — y) + kG — y)))dy

2

[ Quw)6(a 1) - )G~ ) dy

~
=0 nach (2.19)

- / (%@)G@ —y) - u(y)g—% - y)) do(y). (2.24)

9By (x)

Das Minuszeichen vor dem letzten Integral entsteht, da v hier die duflere
Normale der Kugel B,(z) und damit die innere Normale an 2, ist. Wir
untersuchen nun das Verhalten dieses Integrals beim Grenziibergang p — 0.

Mit ‘Z'—;' = rund v = f;:z' ergibt sich
oG o eklzl  giklal x; x;
= — = - ik 2.25
ox; (=) Oz; 4m|x| A ( |z|3 ! |x|2) (225)
oG y—x
—(zx — = -V,G(x —
ety g <x—y B x—y)
A ly—z[ \|lz—yP lz—yP?
etkly=al ( 1 ik )
= - + . 2.26
w \e=oP e (220
Fiir |y — x| = p gilt somit
1
Gz — <
Ga-wl < 4
6G( )| < 1 /1 n k < C
[ x J— RS RN J— RN
vy L - P p) T p?
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fiir geniigend kleine p und eine geeignete Konstante C. Mit M = supg, |Vu|
folgen die Abschitzungen

ou 1
e _ < 20— —

‘ 5, WG y)da(y)‘ <dmp M47rp Mp

ly—z|=p

und wegen |u(z) —u(y)| < M|z —y|
oG C
[ @) —u) G- o) < am M = 4nMCy,
Yy

ly—z|=p

Die beiden Integrale verschwinden also fiir p — 0 und es folgt

i [ (w6t - u) G a - ) do(o)
ly—z|=p
= —u(z) lim S—Z(x—y)da(y)-
ly—z|=p

Somit erhalten wir aus (2.24) durch den Grenziibergang p — 0:

/ (Auy) + Fu())G(z — y)dy

— / (%(y)@(:ﬁ —y) - U(y)g—g(:v - y)) do(y)
N
+u(x) ll)i_I}(l) g—i/(x —y)do(y).

ly—z|=p

Wir haben also nur noch zu zeigen, dass das letzte Integral gegen —1 kon-
vergiert. Aus (2.26) folgt

lim / 0G o _ Ndoly) = lim eikw'( ! ik )do(y)

i | o, s i \le—y?  Ja—y
ly—z|=p ly—z|=p
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Eine Losung von (2.18) erhalten wir durch Faltung von f mit der Funda-
mentallésung G.

Satz 2.3.2 Sei Q ein Normalgebiet und f € C(Q2). Fiir x € R® sei

Dann ist u € C*(R3),

und
—Au — k*u = f.
Beweis: Fiir ¢ Q kénnen wir u problemlos unter dem Integralzeichen dif-
ferenzieren. Sei x € Q. Mit z =z —yund Q, =2 —-Q={z—y:y € Q}
erhalten wir
u(z) = /G(z)f(x — 2)dz.
Qz

Dann ist der Integrand nach z differenzierbar und die Ableitung 148t sich
durch eine von r unabhingige integrierbare Majorante abschétzen

0
8$i

‘G(z) flx—2)| < MG(2).

Daher kénnen wir u unter dem Integralzeichen differenzieren

ou of
o (a) = / G(:) g (a ~ 2)dz

o
= —/G(z)%(x—z)dz
Qp '
oG

= a—zz(z)f(ac — z)dz

Qg

~ [ Sete- i

Q
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Wir betrachten die vorletzte Darstellung

O () = / G ) 2)de.

Qg

Diesen Ausdruck kénnen wir mit demselben Argument wie oben unter dem
Integralzeichen differenzieren und erhalten

P 9G . of
@ = /a—zi(z)axi(x—z)dz
Qg
9G . of
= — a—z(z)a—z(x—z)dz
Qg

Durch Summation iiber 7 entsteht

Au(z) = —/VG(z) V. f(x — z)dz.

Um die 1.Greensche Formel anwenden zu konnen, schneiden wir eine kleine

Kugel aus €, heraus und setzen €, , =, \ B,(0). Dann folgt aus (2.22)
Au(z) + k*u(z)

= lim(—/VG(z)-sz(:r—z)dz+k2/G(z)f(x—z)dz)

p—0
Qo
. 9 oG
= lim (AG(z) + k°G(z)) f(z — z)dz + —(2)f(z — 2)dz
p—0 81/
Qo |z|=p
= _f(x)a
denn das erste Integral verschwindet wegen (2.19) und das zweite Integral
konvergiert wie im Beweis von Satz 2.3.1 gegen — f(x). O

Wir haben also eine Losung der Helmholtzgleichung gefunden und be-
schéftigen uns nun mit der Frage, wann diese Losung eindeutig ist. Das Di-
richletproblem ist im Allgemeinen nicht eindeutig losbar, denn setzen wir
) = Byy,(0) mit einem [ € N, so ist nach (2.19)

el sink|z|

ImG(z) =1 =
m G(z) m47r|a:| 47 ||
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eine Losung der homogenen Gleichung Au + k*u = 0 in Q und es gilt
Im G(z) = 0 auf 0Q2. Um die Eindeutigkeit zu erzwingen, fordern wir, dass
u die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung

u(z) = (| |) fiir |z] — o0 (2.27)
(%—zku)( ) = O(#) fiir |z| — oo
erfiillt. Dabei ist = ﬁ V die Ableitung in der radialen Richtung r = ﬁ
Satz 2.3.3 Se: f C$°(R®). Dann gibt es genau eine Lisung von
~Au — k*u = f,
die die Sommerfeldsche Ausstmhlungsbedingung (2.27) erfillt.
Beweis: Nach Satz 2.3.2 ist u(z) = [gs G( f(y)dy eine Losung. Wir zei-

gen zunéchst, dass u die Ausstrahlungsbedlngung erfiillt. Dazu sei supp(f) C
Bg(0) und |z| > R. Fiir |y| < R gilt dann |x — y| > |z| — |y| > |z| — R und

somit
B i (1|
u(x < / <
(@) s T

\y|<R

= o(1z)

und nach (2.26)

ly|I<R
1 T T —vy , a:—y)
= — — |- + ik - y)|dy
w ) | (|x—m3 TP )
ly|I<R
1 ik (a: T—y >‘
= e (el )1 w)ldy
7 ) o=y & o=y Y|V
ly|[<R
1 x
S Fl
rell) e R e AL
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Aus der Fernfeldapproximation |z —y| = |z| — -y + O(ﬁ) folgt durch

xr
Division durch |z — y|

2> —z-y 1
1+0 P (2.28)

||z —y|
1
‘O<W)'

(2 i) o

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dass u eine Lésung der
homogenen Gleichung —Au — k?u = 0 sei und die Ausstrahlungsbedingung
erfiille. Wir miissen dann u = 0 zeigen. Sei z € R® fest und R > |z|. Aus
Satz 2.3.1 folgt mit Q = Bg(0)

und wir erhalten

wo) = [ (66 -nGiw -t -v) dot)
ly|=R
_ L @ v y—x ; T —y " etklz—yl "
a 47Ty|:R(37" W+ |yl (Iw —yl? " k\x - y|> (y)> |z — y\d )
1 ou , etklz—l
= 1 /, (5(.@) - Zku(ll)) mdg(y)

Y Yy—x eik‘:ﬂ*w
+— = - U do(y
in /R\y\ FErERArEidY)

1 y -y ) eklz=y|

+— — - + 1) iku(y do(y).

4W|R(|y| ooyl )y
y:

Da u die Ausstrahlungsbedingung erfiillt, folgt aus (2.28), dass sich die Inte-
granden wie O(|y|™®) bzw. wie O(|y|™) verhalten. Somit gilt

w1 0 1) (k) +0() ~0(}3) =
und es folgt u(z) = 0. O

Die Fundamentallgsung G(x) ist lokal integrierbar und verschwindet im
Unendlichen. Daher kénnen wir sie als temperierte Distribution auffassen,
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also G € §'. Fiir ¢ € S erhalten wir
(A -F)Gle] = G[(-A k)¢
_ / G(2) (A — K)p(2)da.

R3

Sei ¢ Losung der Gleichung —Ay¢ — k?¢ = f. Da ¢ die Sommerfeldsche
Ausstrahlingsbedingung erfiillt, ist ¢ nach Satz 2.3.3 die eindeutig bestimmte
Losung und es gilt:

p(r) = /G(fc —y) f(y)dy

sowie

R3
o(0) = [ G)s Wi
R3
Insgesamt erhalten wir

(—A - B)Glg] = / G(2)(~A — K)p(2)dz

_ /G(x)f(x)dx = ¢(0) = 3[¢),

also

(=A - k3G =4, (2.29)

Satz 2.3.4 Es gilt G € S' und (—A — k)G = 6.

Bewezis: s.o. n

Sei u(z) = [G(z — y)f(y)dy die Losung der Helmholtzgleichung. Fas-
sen wir G als temperierte Distribution auf, so konnen wir Integration und
Differentation vertauschen:

(-A — B)u(z) = / (A — B)G(x — 9)f(y)dy

R
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_ / 5(z — y) f(W)dy = f().

Da G eine temperierte Distribution ist, konnen wir G bilden. Dazu wenden
wir die Fourier-Transformation auf Gleichung (2.29) an:

—(AG)\(€) — K*G(¢) =
= [¢PG(6) - K*G(€) 1( m) 2
() — (g

Auf diese Gleichung wenden wir die Fouriersche Inversionsformel an, obwohl
das Integral eigentlich nicht existiert

1 .
Gla) = (2m) " [ e de
Rn

Der folgende Satz sagt uns wie wir dieses Integral zu verstehen haben.

Satz 2.3.5 FEs gilt
T sz
Gle) = ?3%/ &7 -

Beweis: Wir beweisen den Satz nur fiir n = 1. In diesem Fall ist G(z) =
~e*l7l und wir kénnen z > 0 annehmen, da beide Seiten gerade sind. Wir
berechnen das Integral mit Hilfe des Residuensatzes. Dazu bestimmen wir
zundchst die Nullstellen des Nenners mit Hilfe der Taylorreihe /1 + 2z =

1+ 24 0(2%:
& = i\/k2+ze—ik,/1+ﬁ

- ik(1+2—k2+0( £%)

= (k+zﬁ+0( £?)).
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Sei Ky der Rand des Halbkreises {z € C : |z| = R, Im z > 0}. Fiir hin-
reichend kleine € und grofle R liegt &, innerhalb und £_ ausserhalb von
KgrU[—R, R] und der Residuensatz liefert:

m:§ 'Lz§ iw§
——df+ / , = 2m Res
/ £ — k* —ie £ — (€ =&)(E-¢)
eiré+
= 2mi——.
&+ —&-)
Beim Grenziibergang R — oo verschwindet das Integral entlang Kz und wir
erhalten .
/ eSS dé_ ) i€+
=2M—.
£ - &+ —¢-)
und somit

eiz§+ eik:c

zw§
] — i — i
27re13%/52 e ) T ok
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2.4 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung

2
%(w,t) = c*(z)Au(z, t)
beschreibt das Ausbreiten einer Longitutinalwelle in einem Medium mit Aus-
breitungsgewschwingigkeit ¢(x). Dabei ist u(z, t) der Druck zur Zeit ¢ am Ort
x. Die inhomogene Wellengleichung
2

%(x, t) = (z)Au(z, t) + h(x,t)

ot?
beriicksichtigt zusédtzlich noch Quellen h. In der Seismologie ist typischer-
weise h(z,t) = 6(x)f(t), d.h. die Quelle ist in einem Punkt lokalisiert. Wir

betrachten zunéchst nur konstante Ausbreitungsgeschwindigkeiten ¢ > 0.

Lemma 2.4.1 Sei h € CP(R" x R) und f(t) = [, h(z,t)dz. Dann gilt

|| <t

F(t) = / h(z, t)dz + / g—?(x,t)dm.

z|=t |lz|<t

Beweis: Wir stellen f mit Hilfe der Heavyside-Funktion H dar:

(1) = / H(t = |2))h(z, t)dz.

Die Behauptung folgt dann aus H' = 6:

oh
O = [~ 2Dhia,dz + H(t o)) 5 (0,0)ds
Rn
oh
= /h(m,t)d:v—i— / E(z,t)dm.
o=t @ <t
U
Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir die Anfangswertaufgabe
Tuat) = Cua,
gz (1) = Au(z,
u(z,0) = 0, %(m,ﬂ)zh(m) (2.30)

16sen.
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Satz 2.4.1 Sei h € C°(R®), ¢ > 0. Dann ist die Lisung der Anfangswert-
aufgabe (2.30) durch das sphdrische Mittel

w(z, ) = % / h(z + ct6)do(6)

52

gegeben.

Beweis: Offensichtlich ist u(x,0) = 0. Fiir die Ableitung gilt

ou oh 1
et = 1 [ S+ ct)do(6) + / h(z + ctf)do(0)
s? s?
und somit 2%(z,0) = L [, h( = h(z). Wir setzen

™
S2

H(z ) = 4i / h(z + ct0)do (0)

und leiten H nach ¢t ab:

0H
E(x,t) = 47r 8- Vh(x + ctf)do(6) (y = ctb)

_ 1 y
= I / m Vh(x + y)do(y)

lyl=ct
= 47rct2 / —hx-l—y do(y)
|y|=ct
1
= Ayh(z + y)dy.
|y|<ct

Die letzte Umformung folgt aus der 2.Greenschen Formel (2.23) mit v = 1.
Fiir die 2.Ableitung ergibt sich aus Lemma 2.4.1
0’H
t
ot? (z,8) = dmetd

/Ahx+y)dy+4t2 / Ayh(z +y)do(y).

ly|<et ly|=ct
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Aus u(z,t) = tH(x,t) folgt

0%u 0H 0’H
2 9% c4d
12 ot &) +ige(@t)
2 2
= / Ayh(z + y)dy — o / Ayh(z + y)dy
ly|<ct ly|<ct
1
+4—7Tt Ayh(.’l? + y)da(y)
ly|=ct

_ 4% Agh(z +y)do(y) (y = ctf)

ly|=ct

g 1
= — [ A +
¢y h(x + ctf)do(0)
52

= ?Au(x,t).
U

Unser Ziel ist es nun die Anfangswertaufgabe der inhomogenen Wellen-
gleichung

0?u )
w(w,t) = ¢ Au(z,t) + h(z, 1)
w(z,0) = 0, ‘3—1:(:5,0) —0 (2.31)

zu losen. Der folgende Satz sagt uns wie wir die Lésung aus der Losung von
(2.30) gewinnen konnen.

Satz 2.4.2 (Duhamel) Sei h € C°(R® x (0,00)). Sei ¢"(z,t) die Lisung
von

62 T
a—g(x,t) = A¢(2,1)
S = 0 % nr) = e, m)

Dann lést u(z,t) = fot ¢"(x,t)dr die Anfangswertaufgabe (2.31)
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Beweis: Offensichtlich gilt u(z,0) = 0. Weiterhin ist

t
ou B 09"
E(l’at) - (bt(xat) + W('x,t)dT

0
t

_ [9¢
= / E(w, t)ydr

0

Somit ergibt sich 2%(z,0) = 0 und

0%u ool
— (z,t) = o

atQ ('/'C’ t)

= hz,t)+c [ A¢"(z,t)dr
/
= h(z,t) + FAu(z, t).

0

Satz 2.4.3 Sei h € C°(R® x R). Dann ist u als Lisung der Anfangswert-
aufgabe (2.31) eindeutig bestimmt und es gilt

1 / h(y,t — 2=4)

<—dy.
|z —y|

lz—y|<ct

Beweis: Wir wenden Satz 2.4.1 an, um (2.30) zur Anfangszeit 7 zu 16sen:
t—1
¢ (x,t) = T / h(z + c(t — 7)8,7)do(0).
T
S2

Wir wenden Satz 2.4.2 an und erhalten fiir u

u(z,t) = /t¢7(x,t)d7'

_ ﬁ/(t—T)/h(m+c(t—7‘)0,T)do(0)dT (r=t—r)

0 S2
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t
1
= E/r/h(x-i—cr@,t—r)da(&) dr (y =1r0)
0 g2

1 h(x + cy,t —
_/ (z+cy \y\)dy (2= 2+ cy)
A |y
ly|<t
_ 1 / h(z,t — @)dz
4mc? |z — x| '
|z—z|<ct

O

Die Wellen- und die Helmholtzgleichung stehen in einem engen Zusamen-
hang. Wir betrachten die inhomogene Wellengleichung

0%u

_ 2
ﬁ(x,t) = c¢"Au(z,t) + h(z,1)
mit den Anfangswerten
ou
0)=0, —(«z,0)=0.
u(z,0) =0, SH(,0)

Diese sind #quivalent zu
u(z,t) =0, t <0,

falls h(z,t) = 0, t < 0. Wir bilden die inverse Fourier-Transformierte der
Losung u beziiglich der Zeit:

Uls,w) = (27) 12 / ety (z, 1) dt.
0

Wegen u(z,t) = 0 fiir t < 0 geniigt es hier iiber R, zu integrieren. U(z,w)
erfiillt die fouriertransformierte DGL

—wU(z,w) = AAU(z,w) + h(z,w).

Wir setzen k = % und erhalten

(A = E)U(z,w) = < h(z,w),

c2
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d.h. U(z,w) erfiillt die Helmholtzgleichung. Unter Beriicksichtigung der Aus-

strahlungsbedingung
1
U(.T,(A)) = 0 m

w9 = ikUe) = 0 ()

ist die Losung durch

U L[ e o
(z,w) = C—Q/m (y,w)dy

RB

gegeben. u(z,t) ergibt sich aus U(z,w) durch Fourier-Transformation:

u(z,t) = (2%)_1/2/e_i“’tU(x,w)dw.

R

Wir zeigen nun, dass dieses u die Bedingung u(z,t) = 0 fiir ¢ < 0 erfiillt.
Dazu nehmen wir an, dass w eine komplexe Zahl w = w; + iwy sei. Dann gilt
Ulx,w) —— 0
w2—>00
e W = gmite2t 4 (0 fiir ¢t < 0.
w2—>00
Sei Kp = {w € C: |w| = R,ws > 0}. Fiir t < 0 folgt aus dem Cauchyschen
Integralsatz

R
/e_i‘”tU(x,w)dw =— / e (2, w)dw — 0

— 00
“R

Kpg

und somit u(x,t) = 0 fiir ¢ < 0. Die Ausstrahlungsbedingung im Frequenz-
bereich ist also dquivalent zu u(z,t) = 0 fiir ¢ < 0 im Zeitbereich.

Anstatt v aus der Wellengleichung zu berechnen, kénnen wir also auch
eine Schar (w € R) von Helmholtzgleichungen lésen. u ist dann die Fourier-
Transformation der Losungen U (z, w). Aus numerischer Sicht ist dies effizien-
ter, da die Helmholtzgleichung eine Dimension weniger hat als die Wellenglei-
chung. Auch wenn wir eine Schar von Helmholtzgleichungen 16sen miissen,
ist diese Methode immer noch schneller.
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2.5 Integralgeometrie

2.5.1 Die Radon-Transformation

Die n-dimensionale Radon-Transformation ordnet einer Funktion auf R" die
Werte ihrer Integrale iiber alle Hyperebenen des R" zu.

Definition 2.5.1 Sei f € CP(R"), § € S"! und s € R. Dann ist die
Radon-Transformation durch

(RF)(0,5) = / f(z)da

T-0=s

= /f(50+y)dy
_ /f(x)é(x-ﬁ—s)ds

definiert.
Die Radon-Transformation ist offensichtlich gerade, d.h. es gilt
(Rf) (=0, —s) = (Rf)(0,s).

Sei f € C§°(R™) mit supp f C Bg(0). Dann folgt

(Rf)(0,s) = /f(s@ +y)dy=0 fallss > R,
oL

denn es ist [s6 + y|[* = s* + |y|> > s®. Somit haben wir (Rf)(f,-) € C°(R)
und wir konnen die Fourier-Transformierte beziiglich des zweiten Arguments
bilden. Der folgende Satz liefert einen engen Zusammenhang zwischen (Rf)"
und f.

Satz 2.5.1 (Projektionssatz) Sei f € C§°(R"™). Dann gilt

(Rf)"(6,0) = (2m)"~D/2 f(08).
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Beweis: Durch Einsetzen der Definitionen erhalten wir

(RI)B.0) = (2m)V2 / (RY) (8, s)e**"ds

R

= (2m)7Y/? // f(s0 +y)dye™™°ds (r=s0+y=s=uz-0)

RgL

= 2n) Y2 [ f(z)e ®%dx
/

= (2m)®™I2f(00).
4

Sei g € C3°(S™ ! x R). Dann definieren wir die Riickprojektion R* durch

(R*g)(z) = / 90,2 - 0)do (6).

Sn—1

Ist g(6,s) = (Rf)(,s), so ist g(#,x - §) der Wert, des Integrals von f iiber
die Hyperebene mit Normalenvektor # durch = und (R*g)(x) ist das Integral
iiber alle Ebenen durch x. Daher koénnten wir erwarten, dass R*Rf eine
Approximation fiir f ist.

Satz 2.5.2 Sei f € C§°(R"). Dann gilt

i) =157 [ Ly =152 ()

|z —y| ]

Beweis:

(R°Rf)(x) = / (RF)(6.2 - 6)do(0)

_ S/ /f(x-00+y)dydo(0).

Ssn—1 gL
Wir fiihren die orthogonale Projektion Ey von R auf 6+ ein:

Epr=x—z-600 € 0+
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Wegen Ejyz € §+ konnen wir im inneren Integral y durch y + Eyx ersetzen.

(RRf)(z) = / / (@00 + Eyz +y)dy do(6)

Sn—1 eL =T
= / /f(ac + y)dy do(6).
Sn—1 gl
Um den Beweis zu beenden, miissen wir noch die Integralformel
_ 1
[ [ teavasoy =157 [ = rway (2.32)
Sn—1 gL R”

zeigen. Wir beschrinken uns auf den Fall n = 2. Durch Einfiihrung der
Polarkoordinaten y = rf erhalten wir

/ ﬁf(y)dy = / 70 F(r6)dr do(0)

- / F(r6)dr do (9)

Sl —oo

und mit |S°| = 2 folgt

s [ )y = | [ tetraras) (=ro

St R

_ / / F(2)dzdo(0) (0 — 6,)
St (6)

— / / F(2)dzdo ().

Sl eL
U
Sei g = Rf und Ag eine Rekonstruktion von f, d.h. f ~ Ag beziehungs-

weise A & R™'. Wir betrachten ein Punktobjekt f(z) = d(z — ) = 0y (7).
Dann nennen wir P(z) = ARd,,(z) die Point Spread Function von A. P ist
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also das Ergebnis der Rekonstruktion eines einzelnen Punktes. Fiir A = R*
erhalten wir somit die Point Spread Function

P() = (R*Réy)(z) = |s"-2|<ﬁ  8,0)(2)

_ 1

= 157 [ -y
]Rn

1

= |5"?

|z — z0|

P ist also wie d,, um den Punkt z, konzentriert. Allerdings gilt supp P = R"
und somit ist R*Rf eine ,,verschmierte“Version von f. Eine exakte Inversion
von R liefert der folgende Satz.

Satz 2.5.3 (Radonsche Inversionsformel) Sei f € CP(R") und g =
Rf. Dann ist

f=RKy,
wobei K fir h € C§°(R) durch

1 ~
(KR o) = 5(2m)" |0 " h(o)
gegeben ist.

Beweis: Sei x € R". Mit Hilfe der Fourierschen Inversionsformel (2.13) und
des Projektionssatzes 2.5.1 erhalten wir

f@) = (@n)™" / FrEfE)de (€= ob)

R
o0

= (2m)"™? / / "1 f(50)do (0) do

0 gn-1

= (27r)1/2_"/ / o 1e®4(0, 0)do(0) do 0 — —0,0 - —0)

0 sn-1
0

= (2m)¥/* / / (—o)" Le%5(0, 0)do (6) do.

—00 Sn—l
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Durch Addition der letzten beiden Zeilen ergibt sich

2f(z) = (2m)/2 / / "7 (8. 5)do (6) do

R Sn—1

— 2(2m) 12 / / €0 (K g(0, ) (0)do(6) do
~ / (2m) 112 / €70 (K g(0, )" (0)do do (6)
_ / Kg(0, - 0))do(0)
_ R K@),
O

Wir untersuchen die Radonsche Inversionsformel fiir n = 2,3 etwas ge-
nauer. Sei zunéchst n = 3. Dann folgt aus (2.7)
1

(Kg(0,-) o) = g50°9(0,0)

- o (550.9) @

und die Fouriersche Inversionsformel liefert

1 0%¢
Kg(g, S) = —@@(9, S).
Die Radonsche Inversionsformel vereinfacht sich daher zu (Radon 1917)
1 0%g

SZ

Fiir n = 2 erhalten wir
1 R
(Kg(aa ))A(U) = 4_|O-|g(05 0)
T

1. .
= - sign (0)og(0,0)

— L Gen (o) (%9, -))A (0).

47y 0s
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Im Unterschied zum Fall n = 3 haben wir hier den Faktor sign (o), den wir
mit Hilfe der Hilbert-Transformation (2.15) eliminieren:

(9(0.)"0) = o= (#326.)) (o)

Somit erhalten wir

89

Kg(0,5) = 47r 0s 25 %)

und (Radon 1917)

fla) = 47T (Hggw )) G- 0)do(0)

= / / ;g :_‘98 do (6). (2.34)

Wir kénnen R als Operator R : Ly(R") — Ly(S™ ! x R) auffassen. In
Ly(S™ ! x R) fiihren wir das Skalarprodukt

)= [ [900.5):(6.5)d5do(6)

Sn—1 R

ein. Der folgende Satz liefert dann, dass die Riickprojektion R* der zu R ad-
jungierte Operator ist. Dies rechtfertigt im Nachhinein die Bezeichnung R*.

Satz 2.5.4 Seien f € C°(R") und g € C(S™ ! x R). Dann ist

(Rf,9) = (f,R"g). (2.35)

Das Skalarprodukt auf der linken Seite ist in S™™' x R das auf der rechten
Seite in R™ zu bilden.
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Beweis: Durch einfaches Nachrechnen erhalten wir

(Rf,9)

//Rf )(0,5)5(0, s)ds do(0)

San

///f30+yg¢93dydsda(0)

Sn—1 R gL

/ /f(:v)g(&,x . 0)da do (0)
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2.5.2 Die Rontgen-Transformation

Die Rontgen-Transformation ordnet einer Funktion f die Werte ihrer Inte-
grale entlang aller Geraden zu. Diese Geraden werden durch einen Richtungs-
vektor # und einen Punkt x auf der Geraden charakterisiert. Den Punkt x
withlen wir so, dass er in + liegt.

Definition 2.5.2 Sei f € CP(R?), § € S™! und x € 6+. Dann ist die

Raontgen-Transformation durch

(P£)(0,2) = / F(@ +10)dt

definiert.

Bemerkung: Fiir n = 2 ist die Rontgen-Transformation bis auf die Notation
mit der Radon-Transformation identisch:

(RF)(0,5) = / (60 + y)dy = / F(56 + t6%)dt
9L R

= (Pf)(6",s0).

Sei £ € #*. Dann konnen wir die Fourier-Transformierte (Pf)"(8,¢)
= (2m)~(=V/2 [ e="E(P[f)(6, z)dz beziiglich des zweiten Arguments bil-
den und erhalten den Projektionssatz:

Satz 2.5.5 Sei f € C°(R™). Dann gilt fiir £ € 0+
(PHNO,€) = (2m)' 2 f ().
Beweis: Fiir £ € 6+ gilt

(P06 = (x) O [e=4(Pp)(6,0)ds
eJ_
= (2m) /2 / e @t / fz+t)dtdz (y=xz+10)

gJ_

= (@m)2(2n) 2 / eV f (y)dy

Rn

= (2m)'2f(6).
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Beim vorletzten Gleichheitszeichen haben wir y - & = 2 - +1t0 - & = - €
ausgenutzt. O

Als direkte Konsequenz des Projektionssatzes erhalten wir

Satz 2.5.6 Seien f,g € C°(R™). Dann gilt fir z € 0+
(P(f x9))(0,2) = ((Pf)(O,-)* (Pg)(0,)) ().

Beweis: Fiir £ € 0+ folgt aus Satz 2.5.5 und dem Projektionssatz (2.1.1)

(P(f*g)"(0,8) = (2m)"*(f x9)" (&)
= (2m)™2f(©)4(€)
(2m) "= D2(PF)N6,£)(Pg)"(6,€)
= ((PF)(B,") = (Pg)(8, )" (&)

Die Behauptung folgt dann aus der Fourierschen Inversionsformel. U

Sei g eine Funktion auf T = {(,z) : § € S"~ !,z € #+}. Dann definieren
wir den Riickprojektionsoperator P* durch

(P*g)(z) = / 90, Ey)do.

Sn—1

Identifizieren wir mit (6,z) € T die Gerade {z + 0 : t € R'} , so bildet
(P*g)(z) den Mittelwert von g iiber alle Geraden durch x. Wie bei der Radon-
Transformation ist P* die L?-Adjungierte zu P:

Satz 2.5.7 Sei f € C°(R") und g € C(T). Dann gilt

(Pf,g)=(f,Pg).



60 KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Beweis: Es ist

(Pf.g) = / / (PF)(60,2)3(6, 2)dz df

Sn—1 gL

_ ///f(a&—i—t&)dtg(&,x)dacd& (y =z +t0)

gn—1 gL R

- / / £ (1)3(60, Eoy)dy do

Sn—1 Rn

= / f() / 9(0, Egy)do dy

n—1

- / @) (P9) (v)dy

= (f,Pg)

Satz 2.5.8 (Inversionsformel) Sei f € C§°(R™) und g = Pf. Dann gilt
f=PKy,
wober K fiir h € C°(R*!) durch

1

= mmh(@

(Kh)"(€)
gegeben ist.

Bewess: Fir x € R ist

f@) = @n) 2 / € F(€)de

Rn

— —n/2 iiw-f £ d
(2m) / e lelfede
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Aus Gleichung (2.32) und dem Projektionssatz erhalten wir

f@=|y$//”%fﬁw)

Sn—1 gL

—1-n)/2
= B [ [ estean. oo

Sn—1 gL

= Cner [ [ a0, ) g do o)

Sgn—1 gL

= / Kg(0, Egz)do(0)

= (P'Kg)(z).
0

Bemerkungen: 1) Fiir n = 2 ist die Inversionsformel dquivalent zur Rad-
onschen Inversionsformel (Satz 2.5.3).

2) Fiir n > 3 ist die Formel praktisch nutzlos, denn zur Rekonstruktion von
f miissen die Werte von Pf fiir alle # € S*! und x € #* bekannt sein. Dies
ist ein 2(n — 1)-dimensionaler Datensatz. Da zur Rekonstruktion einer Funk-
tion f : R® — R prinzipiell ein n-dimensionaler Datensatz geniigt, bendtigt
diese Inversionsformel zu viele Daten. In der Praxis werden nur ein Teil die-
ser Werte gemessen. Der folgende Satz zeigt, dass diese bei geeigneter Wahl
schon ausreichen, um f eindeutig zu bestimmen.

Satz 2.5.9 Sei f € C°(R?) und die Menge S3 C S? habe mit jedem Grop-
kreis auf S? einen nichtleeren Schnitt. Dann ist f eindeutig bestimmt durch
(Pf)(0,z), 0 € S2, z € 0+

Beweis: Sei £ € R*\ {0}. Dann ist £+ N S? ein GroBkreis und es gibt ein
0 € Sz N (5N S?). Somit ist £ € 0+ und aus Satz 2.5.5 folgt

f(&) = 2m)2(P1)"N0.€) = (QW)_"/Q/e_i‘”'g(Pf)(ﬁ,x)dfr

[ES

f , und damit auch f, ist also eindeutig bestimmt. Il
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Beispiele: 1) S2 = S! ist vollstindig.
2) Sei

ACRIE

cos ¢ cos v
0(p,9) = | sinpcosd | €S? 0<p<2m 9] <
sin 9

und 9y > 0. Dann ist SZ = {0(p,9) € S?: |9] < 9y} vollstéindig.
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2.5.3 Die Cone-Beam-Transformation

Definition 2.5.3 Sei f € C°(R"), a € R* und § € S™'. Dann ist die
Cone-Beam-Transformation durch

(Df)(a,8) /fa—i—t&
0

definiert.

Eine typische Anwendung ist die 3D-Tomographie, bei der sich eine Rént-
genquelle entlang einer Kurve ¢ : R D A — R® bewegt. Nachdem die
Rontgenstrahlen das Objekt f passiert haben, misst ein 2-dimensionaler
Detektor ihre Intensitdten. Durch die Messwerte ist also (Df)(a(A), ) fiir
A€ A0 €S2 C S?% gegeben. Dabei hingt S2 von der Grofle des Detektors
ab.

Wir erweitern D f zu einer Funktion auf R* x R"\ {0}, indem wir

(Df)(a,z :/f (a+tx)dt ,zeR*"\{0}
0

setzen. Wir erhalten

(Df)(a,z) = /f(a—i—tm)dt:%/f(a-i-s%)ds
= PN,

d.h. Df ist im zweiten Argument homogen vom Grad —1.

Dabher gilt (Df)(a,-) ¢ Li(R™), Lo(R™) fiir n > 2. Allerdings ist (D f)(a, -)
lokal integrierbar und hat somit als temperierte Distribution eine wohldefi-
nierte Fourier-Tansformierte.

Satz 2.5.10 Sei f € C°(R™). Dann gilt fiir € # 0

(DF)(a,€) = / 2 (o) dp
0
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Beweis: Fiir ¢ € S erhalten wir

Toslel = Tosld] = / (DF)(a,)3(6)dé

Im inneren Integral wenden wir Parseval (2.9) an

toldl = [ [Ua+ e ©edsd

/OO / () (2 ee)dear
/Oo / t"ei“f/tf(f)so(ﬁ)dsdt
_ / o(€) /Oo it/ f(%)dtdg.

Somit ergibt sich

o6 = [ (o=})

o0
= [ e fipe)a
0

O
Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die Cone-Beam-Transformation inver-
tieren, vorausgesetzt die Quellkurve a erfiillt die Tuysche Bedingung: Jede
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Ebene, die supp f trifft, schneidet a transversal. Dies bedeutet, dass fiir alle
x € supp f, 6 € S% ein A\(0, ) € A existiert, so dass -0 = a(A(f, z)) -6 und
a' (A0, 1)) -0 # 0 gilt.

Satz 2.5.11 (Tuy 1983) Sei f € C3°(R*) und a erfiille die Tuysche Bedin-
gung. Dann gilt fir © € supp f

@) = 2m) 2 [ s e (D) N D)y 40 6)

S2
Beweis: In der Fourierschen Inversionsformel fiihren wir Kugelkoordinaten
ein und erhalten

f(z) = (2n) 3/2// ™0 f(p)dp do(6).

Sei z € supp f und § € S%. Da a die Tuysche Bedingung erfiillt, existiert ein
A(f,z) mit z -0 = a(A(0,)) - 0, und es folgt

Fz) = (2m) 3 / / 241000029 () dp dor(6). (2.36)

Aus Satz 2.5.10 folgt

d d
D 0) = — P10 £(ph)d
EXCHUCN) dA/ 9 (o) dp
0
Nach Voraussetzung ist f € C°(R?) und somit f € S(R?). Wir kénnen also
unter dem Integralzeichen differenzieren und erhalten

(DY @), 0) = i/ () -0 / PN (o) dp

0

Das Integral auf der rechten Seite stimmt mit dem inneren Integral in (2.36)
iiberein. Somit ergibt sich

@) = @2 [ s e (D) Ny 8o 0)

52
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Wir versuchen nun die Cone-Beam-Transformation noch auf einem ande-
ren Weg zu invertieren, indem wir einen Zusammenhang zwischen D f und
der Radontransformation Rf herstellen. Wir betrachten (Rf)(es, 0), also das
Integral von f iiber die x1-z2-Ebene. Mit z = (Z, z3), T € R?, erhalten wir

(Rf)(es,0 /fde:c-//rfrHOdrda()

Wir konnten vermuten, dass wir zum selben Ergebnis kommen, falls wir
iiber alle Werte von D f, die in dieser Ebene liegen und von a = 0 ausgehen,

integrieren:
/( o, //fr@()drda)

Sl

Aufgrund des fehlenden Faktors r ist dies nicht mit (Rf)(es, 0) identisch. Der
Grund hierfiir ist, dass die Cone-Beam-Strahlen nicht parallel sind, sondern
von dem Punkt ¢ = 0 ausgehend divergieren. Es stellt sich heraus, dass wir

einen Zusammenhang herstellen konnen, wenn wir zu den Ableitungen von
Rf und Df iibergehen:

Satz 2.5.12 (Gindikin) Sei f € C°(R?). Dann gilt fir 0,v € S?, v ¢ 6+,
0 1 0
S ®N0.a-0) = [ LD aw)dow)
6+nS?

Dabei bezeichnet 2 (Df)(a,w) = L(Df)(a,w + uv)|,—o die Ableitung von
Df in Richtung v.

Beweis: In Aufgabe 22 haben wir

(= 3;22)“ ) = 0.9 (RF)(0,5)

gezeigt. Somit erhalten wir fiir v € S?

3

v 9%(Rf)(0,a-9) - il/i(Rgf)(Ga §) = (Rzyzaf) 6,a-0)

=1

_ (Ra_f)(e,a-e)=/g—£(a-ee+y)dy.
o

ov
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Wir substituieren y — y + Epa und wegen a = a - 0 0 + Eya ergibt sich

0 0
05 B)0a-0) = [Larns  w=r)
= / /rg—ljja-i—rwdrda( )
9+tns2 0
= d drd
= / /Tgf(a-l-nu—i-sy)h_o rdo(w).
9+tns2 0

Wir setzen s = ru. Dann ist r und wir erhalten

du

fla+rw+ ruv) ‘u:OdT do(w)

§|9~

a o
0.2 (RY)(0,0-6) = 0/

_ /i
B du
9

fla+r(w+ uu))dr|u:0da(w)

0\8

/ %(Df)(a, W+ uv) |u:0d0(w)
01Lns2
0
- [ SONEwisw).
01Lns2
|

Bemerkung: Dies ist eine Erweiterung der Formel von Grangeat (1987), die
sich auf den Fall v = 6 beschrénkt.

Wir kénnen nun die Cone-Beam-Transformation mit Hilfe der Formel von
Gindikin invertieren, falls die Quellkurve a : A — R die Tuysche Bedingung
erfiillt. Fiir A € A und 6 € S? setzen wir

GO0 =5 [ (DHa).w)do). (2.37)

9Ltns2
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Dann liefert die Formel von Gindikin

LRNG,3-0) = RHO,0(A6,2)) 0)
— G(\0,2),0). (2.38)

Mit (2.37), (2.38) und der Radonschen Inversionsformel

F@) = g [ oz (BIG.2-0)do(0)

148t sich nun f aus D f bestimmen.
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2.6 Das Abtasttheorem

Fiir f € S(R") fiihren wir die shah -Distribution

shah n[f] = ) f(hk)

kezn

mit Schrittweite A > 0 ein und bilden die Fourier-Transformierte

(shah,)"[f] = shah,[f] = Y f(hk)  fir f € 8.

kezmn

Die Ergebnisse dieses Abschnitts beruhen alle auf dem folgenden Satz.

Satz 2.6.1 (Poissonsche Formel) Fir h > 0 gilt

(shah gnm)" = (27) 2" shah .

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass fiir f € S gilt:

3 f(%”k) = 2m) RS f(hk).

kez™ kezZ™

Dazu definieren wir die Funktion

Da ¢ in allen Argumenten die Periode 27” hat, kénnen wir g in [-7,%]" in
eine Fourierreihe entwickeln:

g(f) _ Z gkefz'hk-ﬁ_

kez™
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Die Fourierkoeffizienten gy vereinfachen sich zu

g = (2vr)—“h" / g(€)eFEdg

:v-\a
:-\a

_ 271' —npn / Zf £— ) th'fdf

jus E n lez™
R h
27
— -npn ethk-€ ¢ 20
— (21)""h de (g_g hz)
leZn,E 7
h’h
— 27T nhnz / zh,k§ ZQﬂkldf
lEZn ) 2.". =1
3 i A
= Cn) i [ feentag

= (2m) “2h"f(hk).
Wir setzen dieses Ergebnis in die Fourierreihe ein
9(&) = (2m) "2h" Y | f(hk)e M*E.
keZn
und erhalten durch Vergleich mit der Definiton von g:
. A 2T
9 ) /2 pm —ihk-€ _ ( _am ) ‘
(2m) 720" Y - f(hk)e > et (2.39)
kez» lezn

Indem wir & = 0 setzen ergibt sich das gewiinschte Ergebnis

@m) 2y fhk) =Y f( _ —z) Z f( ) (2.40)

kezm™

g

Bemerkung: Gleichung (2.39) und (2.40) sind dquivalent: Fiir n € R" setzen
wir f,(x) = f(z)e”™*. Dann folgt

(€)= Cm) " [ e meeedn = g+ ).
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Wir ersetzen f in (2.40) durch f, und erhalten

(2m) "2 f(hk)e MR =" f( n+—z

kezm lezn

Folgerung: Wir l6sen (2.39) nach f(£) auf und erhalten

f€) = @m) 2 Y flhk)e R~ ST fe - —z

keZn lezm\{0}

v

aliasingFehler

Verschwindet der aliasing-Fehler, so ist f eindeutig durch die Werte von f auf

dem Gitter hZ"™ bestimmt. Wir untersuchen unter welchen Voraussetzungen
dies der Fall ist (siehe Abbilbung 2.2).

Definition 2.6.1 FEine Funktion f heifit bandbeschrinkt mit Bandbreite €,
falls

fe =0 vig > Q.

Wir beschréinken uns auf n = 1. Sei f {2-bandbeschrénkt und Q2 < 7. Fiir
€| < %, insbesondere also fiir [£] < 2, und I # 0 ist dann & — 271 ¢ [—Q, Q]

und wir erhalten f(£ — 21]) = 0. Der aliasing-Fehler ist also 0 in [—£, Q] und
es gilt

F(&) = (@m)7 ) f(hk)e ™ fiir £ € [-Q, Q). (2.41)

kEZ

Nach Voraussetzung ist f (:-bandbeschrénkt und f(€) = 0 fiir [¢] > Q. Daher
ist f und somit auch f eindeutig durch die Werte von f auf dem Gitter hZ
bestimmt. Da (2.41) auch noch fiir |{| < ¥ richtig ist, folgt

F(&) = @m) PR f(hk)e ™ Fxpn(€)

kEZ
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Abbildung 2.2: Der Aliasing-Fehler einer ()-bandbeschrinkten Funktion f
entsteht bei einer Abtastrate & > %, da sich die Tréiger von f(€ & 2%) und

f (€) iiberschneiden.

fiir alle £ € R. Wir erhalten f durch inverse Fourier-Tansformation:

D@7 (@) = @07 [ e tesag
R
w/h

— (271')_1/2 / el(w_hk)fdg

—7/h

_ ot oila—hk)E _ o—i(z—hk)T
i(x — hk)

_1/25in((x — hk)7)
x — hk

= (27T)1/2if1 sinc ((x — hk)%)

= 2(2m)

Fiir f ergibt sich
f@) =3 f(hk)sinc ((x - hk)%).
kEZ

Satz 2.6.2 (Shannon, Whittaker, Kotelnikov) Sei f € S(R) Q-bandbe-
schrinkt und h > 0 erfille die Nyquist-Bedingung h < &. Dann st f ein-
deutig bestimmt durch die Werte f(hk), k € Z, und es gilt

f@) = f(hk) sine ((x - hk)%).

kEZ
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Beweis: s.o. O

Bemerkung: Sei f(z) = sinc (Qz). Dann ist f Q-bandbeschrénkt und ist
in (=&, &) positiv. Ausserhalb dieses Intervalls oszilliert f und konvergiert
gegen 0. Somit représentiert f ein Objekt der Grofie %” Das entspricht einem
Grundsatz der Nachrichtentechnik:

e Um Details der GroBe 2 darzustellen, bendtigen wir Funktionen der

Q
Bandbreite ().

e Umgekehrt stellen Funktionen der Bandbreite (2 Details der Gréfie %’T,
aber keine kleineren, dar.

Wir nennen 22 die Aufldsung von f. Die maximale Abtastrate (Nyquist-Rate)
& einer solchen Funktion ist also gerade die Hélfte ihrer Auflésung.

Folgerung: Sei f Q-bandbeschriinkt und h < 22. Einerseits liefert (2.40)

f0) = @m0 f) — S F(5H).
ke 1€Z\{0}

=0

Andererseits ist f(0) = (2m)~"/2 [, f(z)dz. Somit folgt

/ fl@)dz =Y f(hk), (2.42)

kEZ

d.h. die Trapezregel ist exakt. Sind f, g Q-bandbeschréinkt und h < Z, so gilt

kEZ

[ f@a(@yds = 1Y pug(hb), (2.43)

denn fg hat die Bandbreite 292 (vgl. Falungssatz 2.1.1).



Kapitel 3

Das Inverse Problem der
Wellengleichung

3.1 Migration

Die Migration ist eine Technik, die friiher in der Seismologie genutzt wur-
de, um die Schallgeschwindigkeit c(x) eines Mediums (z.B. des Erdinneren)
zu messen. Die Migration macht keinen Gebrauch von der Wellengleichung,
sondern beruht auf einfachen Laufzeitiiberlegungen. Wir betrachten ein ein-
faches zweidimensionales Erdmodell {(z1,z3) : 3 > 0}, wobei z3 die Tiefe
bedeutet. In diesem Halbraum habe die Schallgeschwindigkeit ¢(z) oberhalb
einer Kurve I' den konstanten Wert ¢y, unterhalb sei ¢(z) = ¢; # ¢p. Das
bedeutet, dass eintreffende Schallwellen an T' teilweise (abhiingig von der
Differenz cq — ¢;) reflektiert werden. Sei nun g(z1,t) das zero-offset Seismo-
gramm, d.h. die Quelle ¢ und der Receiver r befinden sich beide an der Stelle
(z1,0) und das reflektiert Signal wird in Abhéngigkeit der Zeit ¢t gemessen.
In diesem Seismogramm ist I' als eine [" &hnliche Kurve I'' zu sehen. Unser
Ziel ist es nun, I' aus der uns bekannten Kurve IV zu bestimmen.

Wir nehmen zunéchst an, dass a = (ay,a3)” € T der einzige Reflektor
ist. Dann betriigt die Laufzeit ¢ einer Schallwelle von der Quelle ¢ = (z1,0)”
zum Punkt a und zuriick

2
t= —\/(acl —a1)? + as.

Co

74
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Das bedeutet, dass a im Seismogramm als die Hyperbel

R, = {(ml,t) = 02—0\/(:161 —a1)?+ ag}
zu sehen ist. Wir werden sehen, dass I die Einhiillende der Hyperbeln R,
a €T, ist.
Dazu benétigen wir das folgende Lemma. Wir betrachten die Kurven-
schar £ = o(t,s) = (p1(t, s), p2(t,s))T im R?. Als Einhiillende dieser Schar
bezeichnen wir eine Kurve, die jede Kurve der Schar beriihrt.

Lemma 3.1.1 Seit =t()\), s = s(\) eine Kurve in der s-t-Ebene, entlang

der det (‘Z—‘f, ‘Z—f) = 0 ist. Dann ist x = p(t(\), s(\)) Finhiillende der Schar

x = @(t,s).

Beweis: Wir leiten z(X) = ¢(¢(\), s(A\)) nach \ ab:

dr  dt 9y ds 9y
= 2y E)sO0) + 22 (1), 5(N).
Aus det (%—‘f, g—f) = 0 folgt
oy B dyp
35 (H),5(0) = w(N) 5o (), 5(1).
Somit gilt
o _ (j_i N w(,\)Z—D 22 40, 5(V),

d.h. die Tangente an x = ¢(t(\), s(A)) hat die selbe Richtung wie die Tan-
gente der Kurve (¢, s()\)) im Punkt ¢ = ¢(A). O

Beispiele: 1) Wir betrachten die Schar der Kreise mit Radius r und Mit-
telpunkt auf der z;-Achse. Diese ist durch

cost S
o= (i )+ ()
gegeben. Es gilt

dp Op
0= de (at’as>

—rsint(A) 1
rcost(A) 0

‘ = —rcost(A) < t(\) = ig.
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Wir setzen s(A) = A und erhalten die Einhiillenden
0 A
x—r(jﬂ)-l—(O).

2) Die Kurvenschar sei durch

y=f(.%‘,8)

gegeben. Setzen wir z(t) =t und y(t) = f(x(t), s), so erhalten wir die Para-
meterdarstellung
t
ot s) = ( f(t,s) ) .
Somit haben wir
Jp Op 1 0 of
det (E, a) = ‘ of of ‘ = E(t’ 8).

Zur Berechnung der Einhiillenden miissen wir also %(x, s) = 0 nach s = s(z)
bzw. x = z(s) auflésen und erhalten die Einhiillende

y = f(z,s(x)) bzw. ¢(x(s),s) = < F(x(s), s) ) i
Mit dem Lemma 3.1.1 kénnen wir folgenden Satz beweisen.
Satz 3.1.1 I ist die Finhiillende der Kurvenschar R,, a € I.
Beweis: Sei a = a(s) eine Parameterdarstellung von I'. Wir kénnen I' als

Funktion #(x;) darstellen, wobei ¢(z1) die minimale Laufzeit aller von (z1, 0)
ausgehenden und an I' reflektierten Schallwellen ist, also

t(z1) = min z\/(al(s) —x1)? + di(s).

S CO

Die Kurvenschar R,, a € I', ist durch

a1, ) = —yf(ar(s) = 21)? + a3()

Co
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gegeben und die Einhiillende ist durch die Gleichung

42

dsco (a1(s) —x1)?2+d(s) =0 (3.1)

bestimmt. Dies bedeutet aber gerade, dass die Einhiillende die Wurzel mini-
miert und somit mit I iibereinstimmt. O

Beispiel: Sei I' die Gerade a(s) = (s,as + )T bzw. 23 = ax; + 8. Wir
erhalten

0 = % (a1(s) — x1)? + a3(s) = %\/(s—xl)2+(ozs+ﬁ)2
_ s —x1 + alas + B)
V(s —21)? + (as + B)?
— 1, = (®+1)s+afb (3.2)
Fiir ¢ ergibt sich
u:§¢@—ﬁy+aw+m2:§¢w+1@@+m. (3.3)
0 0

Wir sehen, dass [V ebenfalls eine Gerade ist, die sich allerdings von I" unter-
scheidet. Losen wir némlich (3.2) nach s auf und setzen das Ergebnis in (3.3)
ein, so bekommen wir

t= (02 + 1) 2(az + ).
Co

Wir haben gesehen, wie wir [' aus I' erhalten. Das Ziel der Migration
ist es aber I' aus I zu rekonstruieren. Das kénnen wir auf folgende Weise
realisieren:

1. Suche fiir jedes a' € IV die Hyperbel R,, welche I"' in o’ beriihrt.
2. Verschiebe o' nach a.

Das ist die geometrische Migration nach Hagedorn (1954).



7T8KAPITEL 3. DAS INVERSE PROBLEM DER WELLENGLEICHUNG

3.2 Die Born-Approximation

Wir nehmen an, die gesuchte Schallgeschwindigkeit ¢ unterscheide sich nur in
einem Gebiet () geringfiigig von der konstanten Hintergrundschallgeschwin-
digkeit cg:

é = (1 -I-f)clg, Q=supp(f) C {z € R®: 23 >0}, |f|Kklein.

Die Quelle ¢ und der Receiver r befinden ausserhalb von €2, typischerweise
auf der Erdoberfliche {z € R : z3 = 0}. Zur Zeit ¢t = 0 wird an der Stelle
q ein )-Impuls ausgesandt und der Zeitverlauf der reflektierten Schallwellen
an den Receivern r gemessen. Wir beschreiben dieses Experiment durch die
Wellengleichung

2
% = A(Au+68(z —q)8(t)) in R* x R, (3.4)

u = 0 firt < 0.

Gegeben sind die MeBwerte g(r, q,t) = u(r,t) und die Aufgabe besteht darin,
¢ bzw. f aus den Meflwerten g zu bestimmen.
Sei ug die Losung fiir f = 0, also

0%u .
3t20 = c5(Aug+6(z — q)d(t)) in R® x R, (3.5)
u = 0 fir ¢t < 0.

Wir zerlegen die Lésung v in v = ug + v. Dann gilt

1+ f) (882;;0 + %) = ci(Aug + Av + §(x — q)6(t)).

Aus (3.5) folgt

Die Born-Approximation besteht nun darin, in dieser Gleichung v durch wg
zu ersetzen. Wir sprechen auch von einer Linearisierung des Problems, da der
“f“Term” nun von v unabhéngig ist und v und f somit linear voneinander
abhingen. v erfiillt dann
2 2
@ = cAv— f8 Yo
ot? ot?
v = 0 fiirt < 0.

in R® x R, (3.6)
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Satz (2.4.3) mit h = —fa;t%o liefert uns die Lésung

a _ lz=yl
v(,t) / Uk Ul )dy
47Tco |z —y| .

lz—y|<eot

Wegen ug(x,t) = 0 fiir t < 0 konnen wir auf die Integrationsgrenzen verzich-
ten. Ziehen wir noch die Ableitung vor das Integral, so erhalten wir

lz—y|
1 f U’O ya —)
t) = . .
v(@,1) Anck o2 / |z — vyl @y (3.7)

Analog ergibt sich fiir ug

Uglz,t) = =
o(,%) 4 |z —y| At |z —q|
lz—y|<cot

R RS PSS S

Wir setzen dieses Ergebnis in (3.7) ein:

1@ /f(y)é(t—W)

)= : -
V)= ey ] T w—yly—a (3.8)

Um dieses Integral weiter auszuwerten, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.2.1 Sei ¢ : R* — R eine Funktion mit |V¢| > 0 und sei M =
{z € R" : ¢(z) = 0}. Dann gilt fir ¢ € C§°(R"™)

_ [ o)
R[ st = [ gt

Bemerkung: Bevor wir das Lemma beweisen, iiberlegen wir uns zunéchst,
wie wir die linke Seite zu verstehen haben. Sei x € L;(R") mit ||x|; = 1,
x(z) > 0 und supp (x) kompakt. Wir setzen x.(z) = ¢ "x(¢ 'z). Dann gilt
Xe — ¢ in D'(R"™) und wir definieren:

(00d)lp] = lim(x. o 9)l¢]

= lim [ x.(¢(x))p(x)dz.

e—0
Rn
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Beweis: Wir 16sen ¢(z) = z nach z,, auf und setzen z = (', z,)7, 2/ € R*%.
Dann kénnen wir z,, als Funktion von 2’ und z auffassen: z, = ¢ (', z). Mit
dz = |5 el ~|dx,, erhalten wir

[s6@e@ic = [ [ s, o)da i

Ro-1 R
5 1
- / [t vt ) |G vt )| dea
— /(p(x',w(x',O)) ;j (', (2!, 0)) . dx’'.

Rn—1

Die Mannigfaltigkeit M ist durch z,, = ¥(z’,0) gegeben. Somit gilt fiir das
Oberflichenmaf o (vgl. [2], S.142f)

dx’.
i=1
Aus
¢(z',4(a,0)) =0
folgt 06 96 o
(9:13Z + 0z, 0z; =0
Mit der Schreibweise ¢; = erhalten wir
oY _ bi
oz; o
und

n—1 n
s, 1 , |V¢|
do=,|1+ dx’ = |2 da’ = dz’.
2 i r ¥ = e 2 e =T

Daraus folgt die Behauptung

[ ste@etonts = [ £ dotw

R
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Abbildung 3.1: Ellipsoid I, 4 ; mit den Brennpunkten r und gq.

Sei nun

T=Y +|y—q
o) =1 LYW
Co

das Argument der J-Funktion in (3.8). Die Nullstellen von ¢ sind durch die
Mengen I ,: = {y € R* : |x — y| + |y — ¢q| = cot} gegeben. Weiterhin ist

o 1 <ﬂ«“i—yz' yi_Qi>

dyi co\lz—yl |y—d

und somit

1 — —
V¢:_($ y Y q)_
co \|lt—yl |y—q

Aus Lemma 3.2.1 erhalten wir

. v
U(.Z',t) = 167T200 o2 / Hy _ q|(x — y) — |-T - y|(y - Q)‘

,q,t

do(y).

Da uy bekannt ist, kennen wir auch v(r,t) = u(r,t) — uo(r,t). Setzen wir
g(r,q,t) = g(r,q,t) — ug(r,t), so besteht unsere Aufgabe darin, die Funktion
f anhand von

i 1 & f(y) o
9@t = ~{gc o / =l —d- G-y Y

Irq,¢
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aus den modifizierten Daten ¢ zu bestimmen. Das ist ein Problem der Inte-
gralgeometrie.

Wir untersuchen die Mengen I, ,; etwas genauer. Da fiir y € I, 4, die
Summe der Abstidnde zu r und ¢ konstant ist, handelt es sich um Ellipsoi-
de mit den Brennpunkten r und ¢ sowie der groflen Halbachse %t (siehe
Abbildung 3.1).

Wir kommen nun zur Born-Approximation im Frequenzbereich. Wir neh-
men an, dass supp (f) C Bg(0) gilt. Die Quelle ¢ und die Receiver r befin-
den sich weit ausserhalb dieser Kugel, also |g|, |r| > R (in der Praxis reicht
schon |g|, || > 2R). Anstatt des -Impulses werde das zeitharmonische Si-

gnal w(t) = e“* mit der festen Frequenz w ausgesandt. Wir erhalten die
Differentialgleichung

0? ,

@u(x, t) = *(Au(z, t) + §(z — q)e™").

Mit dem Ansatz u(z,t) = U(z)e™? ergibt sich
—U(z)w?e™ = (AU (z)e™" + §(x — q)e™").
Die Exponentialfunktion fillt somit heraus und mit k£ = % haben wir
AU + E*(1 + f)U = —6(x — q). (3.9)
Wir zerlegen U in U = Uy + V, wobei U, die Losung fiir f = 0 ist:
AUy + k*Uy = —6(z — q). (3.10)

Aus Satz 2.3.4 folgt, dass Uy die Fundamentallésung der Helmholtzgleichung

ist, also
eik‘m‘*‘”

Us(z) (3.11)

- 4z — q|
Diese Losung ist unter Beriicksichtigung der Sommerfeldschen Ausstrah-

lungsbedingung (2.27) eindeutig bestimmt. Aus (3.9) und (3.10) ergibt sich
fiir V' die Helmholtzgleichung

AV + KV = —k*fU.

Wie oben ersetzen wir U durch Uy (Born-Approximation). Die resultierende
Differentialgleichung
AV + k*V = —E*fU,
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hat zusammen mit der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung die ein-
deutige Losung

etklz—yl
V(e) = #/————anuw@

Az — y|
RS
2 / ez‘k(\z—y|+|y—q|)f( y 5.12)
= y)dy. 3.12
1672 z —ylly —q|
Bgr(0)

Wir machen nun eine Fernfeld-Approximation. Fiir |z| > R und |y| < R ist

x 1
— ol = - y+0[=). 1

Somit folgt

1 1 1
oyl " Bl- 5y 0(L) R+ O0(L)

Aus der Taylorreihe (1 +z)' =1 — x4+ O(z?) erhalten wir

! ! (1+O(é)). (3.14)

z—yl o]

1

Wir setzen (3.13) und (3.14) in Gleichung (3.12) ein. Wegen ¢l = 1 +
O(ﬁ) ergibt sich

B k2 etk(zl+lal) ,ik(i+i).y 1 1
Br(0

Somit gilt an den Receivern x = r ndherungsweise

k‘2 eik(|r|+‘q‘) N r q
Vir) = 1202 g f(k(m + m))

Wir setzen o = & und 8= {7, a, B € S2. Dann ist

X 4(2m)1/?

f (ko + kB) = ——5—e "D |r]|g|V(r).
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&
kp

ka

3]

Abbildung 3.2: Ewald-Kugel fiir eine feste Quellposition a.

Ist & € S? fest und durchliuft 3 die Einheitsspire S2, so sind die Werte
von f auf der sogenannten Ewald-Kugel {¢ = ka + kB : 8 € S?} gegeben
(siche Abbildung 3.2). Falls o und 3 die ganze Einheitsspire S? durchlaufen,
durchliiuf & = ko + kS die Kugel Ky (0). Somit ist f(€) fiir alle |€] < 2k
bestimmt.

Bemerkungen: 1) Da f(¢) fiir |¢| < 2k bekannt ist, ist f mit der 6rtlichen

Auflssung 2X = T rekonstruierbar. Der Zeitanteil ¢™* des ausgesandten Si-
gnals hat wegen & = £ die Wellenlinge A = I = 2T. Die Auflosung ist
also gerade die halbe Wellenldnge. Um die Auflésung zu verbessern, kénnten
wir einfach die Frequenz w erh6hen. Das ist jedoch nicht so einfach, da mit

w auch die Dampfung wéchst.

2) Wir wollen nun die Giiltigkeit der Born-Approximation untersuchen und
eine Bedingung fiir U ~ Uj herleiten. Wir beschrinken uns auf den 1-
dimensionalen Fall und betrachten die homogenen Helmholtzgleichungen

U'+k*(1+ U = 0,
Ul + KUy = 0.

Ist f in |z| < p konstant, so lauten die Lésungen

U(ﬁ) — eﬂ:ik\/1+w

UO (ZE) — eﬂ:z’kz'

Damit nun U ~ U, gilt, diirfen sich die Phasen nur um deutlich weniger als
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7 unterscheiden. Wir erhalten also die notwendige Bedingung

lz||k/1+ f—kl<m V]| <p.
Wegen /T + f =1+ £ + O(f?) erhalten wir fiir kleines f

27
AFI << o= A
Diese Formel wird von den Ingenieuren tatsichlich benutzt, wobei < hier

etwa den Faktor 0.1 bedeutet.

3) Um eine gute Auflésung zu erhalten, miissen wir k& — oo laufen lassen.
Weiterhin gelte f — 0, so dass kf konstant bleibt. Dann werden die Ober-
flichen der Ewald-Kugeln nahe des Ursprungs zu Ebenen. Sei § = —a + 7,
v~ 0, v L o. Dann gilt

flka +kB) = f(ky) = (2m) 2P £) Mo, k).

Wir erhalten also ein Problem der Rontgen-Transformation. Das ist nicht
weiter verwunderlich, da fiir groles £ und kleines f die Schallwellen kaum
abgelenkt werden und die Mefiwerte P f entsprechen.
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3.3 Radar

Einfache Radarmodelle beruhen auf Messungen der Laufzeit, die ein elektro-
magnetisches Signal von der Antenne zum Objekt und zuriick benétigt. Wir
betrachten hier die mathematische Modellierung (ab 1960) iiber die Wellen-
bzw. Helmholtzgleichung. Wir nehmen an, eine Antenne ¢ sende ein Signal
s(t) aus, dessen Fourier-Transformierte S(w) = §(w) die Form eines Recht-
eckimpulses hat, also

27 W — We
S(w) = 7X[—1/2,1/2]( b )

Das Signal s besteht somit aus allen Frequenzen zwischen w, — g und w, + g
Fiir s(t) erhalten wir (siehe Abbildung 3.3)

wc+%

s(t) = b71/2 / e dw

b
We—3

b
eiwt wet3
= p 2| —
it

b
We—3

ibt/2

e

iwet
b—1/26_( e

1t

= Vbe™sinc (%) (3.15)

—ibt/Z)

Das Signal s erzeugt ein elektromagnetisches Feld u(x, t), das die inhomogene
Wellengleichung

Pu 2 c
2 = C (Au+d0(z — q)s(1)), =17 7 (3.16)

erfiillt. Sei
U(z,w) = (27)_1/2/ei‘”tu(x,t)dt
R

die inverse Fourier-Transformierte von u(z,t). Durch inverse Fourier-Trans-
formation geht (3.16) dann in die Helmholtzgleichung

—w’U = (AU + 6(z — q)S(w))
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$(w) Re(s(t))

mwﬂ[\ﬂn AAM/\AM

11 ikl

We—U/2 W wetl2

Abbildung 3.3: Links: Das ausgesandte Signal S ist im Fourierraum ein Recht-
eckimpuls mit Bandbreite b und der zentralen Frequenz w.. Rechts: Re(s(t)).

iiber (siche Abschnitt 2.4). Setzen wir k = 2, so ergibt sich
AU+ E*(1+ f)U = —=6(z — q)S(w). (3.17)

Wir nehmen an, dass Up(z,w) die Lésung fiir f = 0 ist. Aus Satz 2.3.2
erhalten wir

etklz—yl
%uﬂg:/l————(y—@swmy

ik|xz—q|
5 e
Am|z — y|

i BECERr M

Sei nun U = Uy + V. Setzen wir diese Zerlegung in (3.17) ein, so sehen wir,
dass V die Gleichung
AV +k*V = —k*fU

erfiillt. Durch die Born-Approximation erhalten wir
AV +E*V = —E*fU,

und somit (Satz 2.3.2)

ik|z—y|
Vi) = B [ £ iUty

R3
kQS(w) eik(|$_y|+‘y_Q|)

fly
1672 z —ylly — q|
RS
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Wir behandeln hier nur den Fall des Mono static radar. Das bedeutet, dass
die Antenne sowohl Sender als auch Empfinger ist (entspricht dem zero-offset
in der Seismologie). V(z,w) ist also fiir x = ¢ bekannt:

k2S(w) [ e**lv=d
1672 J |y —q|
RZ’)

Vig,w) = f(y)dy.

Unter der Annahme, dass die Antenne weit vom Objekt entfernt ist (|y| <
lq|), kénnen wir die Fernfeld-Approximation |y—g| =~ |g| —ﬁ-y und |y—q| ! ~

lq| ! anwenden und erhalten mit § = &

k2S(w) e*klal ok
Vig,w) = Tfrz)w/e 2R f (y)dy
R3
k2S(w) eQik|q| ~

= Ty g 20

Bis auf einen uns bekannten Faktor ist V(g,w) also mit f(2k#) identisch.
Ist |w — we| < 2, s0 ist S(w) # 0 und f(2k0) ist somit bekannt. Indem wir
Messungen fiir viele ¢ durchfiihren, versuchen wir f (€) in einem moglichst
groflen Gebiet (2 zu erhalten. Wir betrachten zwei Beispiele:

Beispiele: 1) SAR (Synthetic Aperture Radar)

Die Antenne g bewege sich entlang einer Geraden, die weit vom Objekt
entfernt ist (z.B. an einem Flugzeug). Dann durchlduft 6 den Halbkreis
{6(¢) = (cosp,sinp)” : |p| < Z}. Mit der Normierung co = 2 ist 2k0 = wf
und f(€) ist in dem halben Kreisring Q = {£ = wf() : |w—w,| < Plol <2
gegeben (sieche Abbildung 3.4).

2) ISAR (Inverse SAR)

Der Unterschied zu SAR besteht darin, dass die Antenne ¢ fest ist und sich
das Objekt (z.B. ein Flugzeug oder Schiff) bzgl. der Antenne dreht. Eine
eventuelle Translation wird nicht beriicksichtigt. Sei R(t) die Rotationsmatrix

cosp(t) —sing(t) 0
R(t)= | sing(t) cose(t) 0
0 0 1
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€2

. Wet

3|

\\\\ b{

Abbildung 3.4: SAR. Links: Die Antenne bewegt sich entlang einer weit vom
Objekt entfernten Geraden. Rechts: f(§) ist in einem halbem Kreisring der
Breite b bekannt.

Wir nehmen an, dass der Winkel ¢(t) durch |p(t)] < ¢ = 1° beschriinkt
und durch Dopplerradar bekannt ist. Zur Zeit ¢ wird somit nicht mehr f(z)
sondern f(R(t)z) gemessen. Wir erhalten

k%S (w) e?*ldl

View) = g [ <RGN 0/ = R

k2S(w) e%iklal i R
= S [ s
R3
k%S (w) e**lal
= 74(271’)1/2—|q|2 f(2kR(t)0).

Da g bzw. 6 fest ist, ist f(f) nur in dem sehr kleinen Bereich 2 = {& = wf(yp) :
lw—we| <2 ]p| < ¢} gegeben (siehe Abbildung 3.5). Wir beschéftigen uns
nun mit der Frage, inwiefern f durch diese Werte von f bestimmt ist.

Ist f € Co(R) und ist f(€) fiir € € [—r,r] C R gegeben, so ist f theoretisch

eindeutig besimmt, denn

fo) = Cny 2 [ e f @)

R
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&

q(fest) ,,/’Wb/l}%wccb
) L] &

Abbildung 3.5: ISAR. Links: Die Antenne g ist fest und das Objekt dreht
sich um die eigene Achse. Rechts: f(£) ist nur in einem kleinem Segment des
Kreisrings bekannt.

ist analytisch in £ und kann durch Potenzreihenentwicklung auf ganz R be-
rechnet werden. Dieses Verfahren ist aber duflerst instabil und hat daher
keinen praktischen Nutzen.

Wir versuchen auf einem anderen Weg Informationen iiber die Funktion
f zu erhalten. Wir definieren

oo J 1 falls £e€Q
K(€) = { 0 falls £&¢ €.

Dann ist K f durch die ISAR-Daten bekannt und wir kénnen
(Kf)~ = (2m) K « f

berechnen (ist stabil). Wir nehmen fr = K * f als eine Rekonstruktion der
Funktion f. Die Faltung bezeichnen wir als Filterung von f mit dem Filter
K. Wir sagen (fiir n =1), K sei ein

e Tiefpass, falls K(£) = 0 fiir |£] > &,
e Hochpass, falls K (&) = 0 fiir |£] < &,
e Bandpass, falls K (£) = 0 fiir [£] < &V [€] > &..

Wir untersuchen, inwiefern f und die Rekonstruktion fr = K % f zusam-
menhéngen. Wir beschrinken uns zunéchst auf den 1-dimensionalen Fall.
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1D: Wir berechnen zunéchst den Filter K (vgl. (3.15)):

we+b/2
K@) = (27)2 / £

we—b/2

: b
= (27)"Y2be™ sinc (§.T)
Es folgt

(K * f)(z) = / K(e - ) f(y)dy

R

_ (27T)1/2b/6iwc(wy) sinc <g(x_y)) f(y) dy.
5 < -— _

=F, (y)

Sei f € C§°(R). Dann ist auch F,, € C§°(R) und eine Hochfrequenzanalyse
ergibt

(K+f)() = (2m) 2peies / e~ E, (y)dy
R
= bei“’cwﬁx(wc)
be“*O(w, ™), VN >0,

denn die Fourier-Transformierte einer C3°-Funktion verschwindet im Unend-
lichen schneller als jede Potenz von &. Das bedeutet, dass wir keine glatten
Funktionen sehen kénnen!

Seinun f =7, fi6(x—x;) ein Objekt, das aus p Punkten an den Stellen
x; besteht. Wir erhalten

(K f)(z) = Zfl(K*d)(:c — 1)

=1

= ZflK(x — 1)
=1

= (27T)_1/2biflei“’c(w_”) sinc (g(x - xl)>

=1
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Die Funktionen sinc (2(z — z;)) représentieren ein Objekt der Breite T um

den Punkt ;. Ist |lzy — x]| > 2% fiir alle k # | (Faktor 1.5 reicht in der
Praxis), so sind die Objekte weit genug voneinander entfernt um sie zu un-
terscheiden und es gilt ungeféihr

0+ @) = @m Y | sine (2o —a)|

=1

Wir erhalten also die Auflésung 477’, die nur von der Bandbreite b nicht aber

von der zentralen Frequenz w, abhéngig ist. w,. ist dafiir zusténdig, die glat-
ten Teile der Funktion f zu vernichten.

2D: Sei
K(&):Kb(g_wca)a OfESl,
wobei K, die charakteristische Funktion des Quadrats mit Seitenléinge b, also

K (&) =0 fiir ||€]|oo > &, sei. Aus (2.3), (2.4) und (2.6) folgt

K(z) = ¢“*"Ky(z), Ky(z)= 5—2 sinc (g:vl) sinc (g@)

™

Wir berechnen K % f fiir verschiedene Funktionen f:

1) Sei f € C°(R?). Wie im 1-dimensionalen Fall folgt K * f = O(w ) fiir
alle N > 0.

2) Sei f(z) = Y], fid(x—x;). Wie oben erhalten wir (K« f)(z) =Y 7_| fiK(z—
x;), d.h. die Punkte sind mit der Auflésung 47“ sichtbar.

3) Das Objekt sei eine Kurve I' : = v(s), s1 < s < o mit |[7/(s)| = 1. Wir
konnen f als Distribution auffassen. Fiir ¢ € D(R?) gilt

52

flel= [ elado@) = [ e(s)ds.

T S1
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Somit folgt laut Definition der Faltung fiir Distributionen

52

(F+K)@) = f1(K)d = / (K)a((s))ds
= /K(’y(s) —1x)ds = /K(a:—’y(s))ds

= /ei“’co"(m‘7(5))Kb(x — 7(s))ds.

S1

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

a) Sei z ¢ T'und dist (z,T) > 2. Da K, glatt und e*<*(@=7() hochoszil-
lierend ist, gilt

(K * f)(z) =0w;N) VN >0.
b) Sei z € T', x = v(sp) mit s1 < sg < s9. Dann ist

(K e (@) = [ 020 o) (5.

S1

i) Sei I glatt in einer Umgebung von z. Dann gilt bis auf O((sq — s)?)

7(50) = () = (50— )7"(50)-
Mit 8 = +'(so) folgt

(K D@) = [ s K- 5)0)ds (s s )

S1

S0—S1
= / e P Ky (sB)ds

S0—S2

= (27T)1/2I~{b,ﬂ(wca . ﬁ), Kb,g(s) = Kb(sﬂ).

Fiir a | Bist (K f)(z) = (27)"/2K, 5(0) nicht klein fiir w, — oco. T heifit in
diesem Fall specular und iibertont alle anderen Signale. Ist dagegen « || £,
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so gilt (K * f)(x) = (27)"/2K} s(+w,) ~ 0 und T ist nicht zu sehen.
ii) Sei z = 7(sp) eine Ecke von « mit

ion B falls s < s
7 (s)= { B, falls s> s

und 3, # B_. Dann ist

_f (so—s)p- falls s<s
7(s0) = (5) = { (sﬁ — )y falls s> N

und mit ¢(z) = e“*?K;(z) folgt durch wiederholte partielle Integration
S0
(£ Pla) = [ s g (s - 5)0.)ds

S1
52

N / eiweaB+(50=9) ¢ (50 — 5) B, )ds

50

= ﬁ(m(o) —c(B-(s0 — s1)))
e (J3(0) = (B 50— 52))) + O ),

Wir kénnen c(B+(so — s1/2)) gegeniiber K3(0) = ¢(0) vernachlassigen und
erhalten

1 1
Wwe * By iwear - B

(5« )~

d.h. Ecken sind auf einem ISAR-Bild sichtbar.

Wir haben oben angenommen, dass K (€) = K, (¢ — w.) die charakteri-
stische Funktion des Quadrates {2 mit Seitenldnge b und Mittelpunkt in w.«
ist. In der Situation von Abbildung 3.5 ist « = e; und €2 ist kein Quadrat,
sondern in etwa ein Rechteck mit den Seitenlingen b; = b und by = 2¢w,.
Das bedeutet, wir erhalten zwei verschiedene Auflosungen, ndmlich

) K0) + O,

e “Tin z;-Richtung (downrange) und

. % in z5-Richtung (crossrange).



Kapitel 4

Tomographie

4.1 Gefilterte Riickprojektion

Die gefilterte Riickprojektion ist ein Verfahren zur Rekonstruktion einer
Funktion f aus den Werten ihrer Radon-Transformation Rf, das auf dem
folgenden Satz beruht. Wir beweisen den Satz nur fiir C§°-Funktionen, wer-
den ihn spéter aber auch auf andere Funktionen anwenden.

Satz 4.1.1 Sei f € C°(R"), g = Rf, v € C(S™ ! x R) und V = R*v.
Dann gilt
Vxf=R(=xg).

Beweis: Fiir x € R" gilt

Vs f)a) = / Ve —y)f(y)dy = / (R*o)(z — )/ (y)dy

= R/ / v(, (x—y)-eﬂj;(y)dG(H) dy
- / /v(e, (x—y)-0)f(y)dydo(8) (y=50+z z€6F)
= / //v(&,ac -0 —s)f(s + z)dzds do(0)

95
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_ / /u(e, 20— $)(RF)(0, 5)ds do(0)

Sn—1 R

_ / (v % ) (0, - 6)do(6)

= (R'(vxg))(z)

O

Unser Ziel ist es, V' so zu wahlen, dass f ~ V «x f gilt, d.h. V muss eine
Approximation der d-Funktion sein. Durch Fourier-Transformation erhalten
wir

fr (Vs )= 2n)"?V T,
also X
V ~ (2%)_"/2.
Sei flls o]
A ~1 alls |o| <1
M”{:o falls  |o| > 1.

Dann setzen wir fir 2 > 0
Va(e) = () 26 ()

und erhalten somit
faVaxf=R"(vqx*g), (4.1)

wobei vq durch Vo = R*vq gegeben ist. Gleichung (4.1) erkléirt den Namen
gefilterte Riickprojektion: Die Datenfunktion g wird zunéchst mit dem Fil-
ter vg gefalten (gefiltert) und dann riickprojeziert. Da mit Vi, auch Vg * f
(2-bandbeschrinkt ist, hat die Rekonstruktion die Auflosung €2, d.h. die klein-
sten sichtbaren Details haben die Gréfie 2%

Der folgende Satz hilft uns, vg aus Vi zu berechnen.

Satz 4.1.2 Sei g € S(S™ ! x R) gerade, d.h. g(—0,—s) = g(0, s). Dann gilt

(29)'(€) = 220" 23 (5 ).
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Beweis: Da R*g im Allgemeinen nicht in L; (R™) liegt, miissen wir die Fourier-
Transformation auf der linken Seite in &’ bilden. Sei also ¢ € §. Dann haben
wir

B = [EoE©eee
/ / 9(0, $) () (0, 5)ds do(0)
/ / 0,s) (Rp) (9 5) dsda(H)
Sn—1 R (" 1)/2

o

= (2m)D / / 36, 5)p(6)ds dor ()

Sn—1
+(2m) 1/ / / (0, 5)p(sl)ds do(8).

Sn—1 —oo

Im letzten Integral substituieren wir s -+ —s und # — —6. Da mit g auch g
gerade ist, stimmen die letzten beiden Integrale iiberein und wir erhalten

(R )My = 2(2m)D/2 / / (0, s)p(s8)ds do(6) (€ = sb)

Sn—1

— (n—1)/2 1-ns [ S d
2(2m) HJ“'9<MVW)”@5

Mit diesem Satz konnen wir nun 7o bestimmen:

— l T (1-n)/2|¢n—1 *UQ A
in (Sal€l) = 500 R (R )@

= DI TaE)
= senera ().
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Wir sehen, dass 9g nur vom zweiten Argument abhingt. Setzen wir ¢ als
gerade voraus, so erhalten wir

bol0) = (2m) "o"14(7) (4.2)

und

va(s) = 27T /\0\” 1o Zwd

- %(27?)_ / o6 () 7o

-0
Es gibt viele verschiedene Vorschlige fiir die Wahl des Filters. Wir unter-

suchen einige typische Beispiele fiir den Fall n = 2.

Beispiele: 1) Wir betrachten den idealen Tiefpass

oy 1 falls jo| <1
¢(0) _{ 0 falls |o| > 1.

Wir erhalten

2

1 ; Q
va(s) = 5(27?)_2 / lo|e"*°do = 4—7T2uRL(Qs)

mit ugr,(s) = sinc(s) — $sinc?(£). Dies ist der Ram-Lak Filter, der nach
Ramachandran und Lakshmlnarayanan benannt ist.

2) Sei nun
- sinc (%) falls |o| <1
0 falls  |o| > 1.

Es ergibt sich der Shepp-Logan-Filter (sieche Aufgabe 41)

0?2 Soss0s pols +z
vo(s) = ﬁuSL(QS) usp(s) = { (5)l s alls zfj:i
T - -2
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3) Zuletzt betrachten wir den Cosinus-Filter, der durch

vy Joeos(%) falls [0 <1
¢(")_{ 0 falls  |o| > 1

gegeben ist. Im Gegensatz zu den beiden vorherigen Beispielen ist é stetig.
Wir erhalten

va(s) = 89—7; (uRL (sQ + g) + ugL (sQ — g)) :



100 KAPITEL 4. TOMOGRAPHIE

4.2 Standard Parallelgeometrie

In diesem Abschnitt werden wir (4.1) fiir n = 2 diskretisieren. Wir nehmen
an, dass f fiir || > p verschwindet und wesentlich Q-bandbeschrinkt ist,
d.h. f(€) ~ 0 fiir |¢| > Q. Dann ist g(0, s) = (Rf)(0,s) = 0 fiir |s| > p. Sei
g(0, s) fiir

COS @5 . ]
0j=< %>’ pi=JAp, Ap=7, j=0,....p—1,
l

sin ¢,
s;=1As, As= g

gegeben.
Im ersten Schritt berechnen wir das Faltungsintegral

(vg * 9)(8, 5) = / vals — $)g(0, 8)ds'. (4.3)

—p

vg ist Q-bandbeschriankt (siehe Gleichung (4.2)) und der Projektionssatz
2.5.1 liefert, dass g wie f wesentlich (2-bandbeschrinkt ist. Aus der Folgerung
zu Satz 2.6.2 folgt, dass wir (4.3) mit einer Schrittweite

pS2

baw. g > 2t 4.4
. g2 (4.4)

As <

2=

diskretisieren miissen:

q

(v xg)(0,s) = As Z va(s — s1)g(0, s1)- (4.5)

l=—q

Da g nur wesentlich Q2-bandbeschrankt ist, ist die Trapezregel hier nicht ganz
exakt, der Fehler ist aber vernachlissigbar klein.
Im zweiten Schritt diskretisieren wir die Riickprojektion

27

R(un+9)@) = [0 x9)00)2-0)ds. 000) = 5n? ).

sin ¢
0

Wir iiberlegen uns, welche Schrittweite A wir wiahlen miissen, um den Dis-
kretisierungsfehler moglichst gering zu halten. Der Integrand h(p) = (vq *
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9)(0(p),z - 0(p)) ist 2m-periodisch. Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten

e = 5 / (00 9)(0(¢), 2 - 0()) . (4.6

Aus dem Faltungs- und dem Projektionssatz folgt

(vo * g)(0, = - ) (va * 9)")~ (6,2 - 6)

(
= (2m)"(009)" (0,2 - 6)

Q

I pr———
—-Q

= (2m)'” / 7 050(0) f(08)do

Q
— (27r)_1/2 e 05, (o) e‘wa'yf(y)dy do
Jere |

lyl<p
Q
= 0 [ 1) [ e i(o)dody,
ly|<p -0

Wir wéhlen ¢ € [0,27) so, dass © —y = |z — y|0(¢) gilt. Somit haben wir
(5 =) 0(9) = | — yl0(Y) - B(¢) = & — y| cos(ip — ) und erhalten

(v0 +9)(0(e),2-0(0)) = @n) 2 [ f(u) [ 1w (o) dy.

lyl<p

Dieses Ergebnis setzen wir in (4.6) ein und vertauschen die Integrationsrei-
henfolge:

27

Q
iLk — (271')_3/2 / f(y)/ﬁﬂ(o_)/eiﬂz—ycos(tp—w)—ikzpd(pdo_dy.

yl<p -0 0
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Im innersten Integral substituieren wir ¢ — ¢ + 1 und erhalten (siehe Auf-
gabe 1)

2w 2
/ew|a)y| cos(cpfw)fzkgadgp — efzkw / ew|:cfy| cos cpfzkgadgp
0 0

= 27ife ™ Ji(o]z — y))

sowie

Q
o= em) 7 [ e [ on(o) ol — yl)do dy

lyl<p —Q

Wir benutzen die Debyesche Beziehung, die besagt, dass Ji(x) vernachlissig-
bar klein ist, falls |z| < |k| und |k| gro8 ist. Fiir || < p ist |o|z — y|| < 2pQ2
und wir erhalten

he =0 fiir [k| > 2pQ

S hge e

|k|<2pQ2

Ist nun 2p > 2pQ2, so liefert Aufgabe 37a

und niherungsweise

2m 2p—1

[rorde = X / g 3 b3
0 |k|<2p$2 |k|<2pQ2
7T2p—1
= _Zh(wj)a
p =0

d.h. die Trapezregel ist unter der Annahme h; = 0 fiir|k| > 2pQ exakt. Wir
erhalten also in etwa

Rnso)z) = Ap Y (aro)0,2-0)
= 2003 (tn*9) (05,2 0y), (1)

J=0
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falls .
p>pQ bzw. Ap < —.
pS2

(4.5) und (4.7) ergeben zusammen

(Vax f)(z) = 2A¢Asi Z va(z - 0; — s1)g(8;, s1)- (4.8)

=0 I=—q

Da f wesentlich Q-bandbeschréinkt ist, miissen wir (4.8) auf einem Gitter der
Schrittweite %, also fiir O(Q2®) Werte von z, auswerten. Fiir jedes 2 benétigen
wir O(pq) = O(Q?) Rechenoperationen. Insgesamt hat eine direkte Imple-
mentierung von (4.8) somit die Komplexitit O(Q4).

Wir kénnen den Rechenaufwand reduzieren, indem wir einen Interpolati-
onsschritt einfiigen. Zunéchst berechnen wir (vo*g)(6;, s;). Hierfiir benotigen
wir O(Q%) Rechenoperationen. Dann benutzen wir (4.7), um (Vo * f)(x) zu
berechnen. Die Werte (vq *g)(0;, z-6;), die wir hierfiir benétigen, kénnen wir
durch lineare Interpolation bestimmen. Fiir den zweiten Schritt brauchen wir
auch O(02?) Rechenoperationen, so dass wir insgesamt auf eine Komplexitiit
von O(92?) kommen.

Wir erhalten folgenden Algorithmus zur Berechnung der Rekonstruktion

Ir:
1. Fiir j =0,...,p — 1 berechne die Faltung

q

hjk = As Z va(sk — 31)9(9]', s), k=-—q,...,q.
l=—q
2. Fiir jeden Rekonstruktionspunkt x berechne die Riickprojektion

p—1

fr(x) =280 (1= O)hjx + Ohjpe),

§=0

wobei k = k(j,z) und ¥ = 9(j, x) durch

gegeben sind.
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4.3 Fiachergeometrie

In diesem Abschnitt werden wir eine andere Abtastgeometrie betrachten. Wir
nehmen an, dass eine Rontgenquelle auf einem Kreis mit Radius » um das
Objekt f rotiert und dabei Rontgenstrahlen in einem Kreissektor (Fécher)
mit dem Offnungswinkel 2y = 2 arcsin £ emittiert. Dann sind die Daten

9(Bj,cu) = (Df)(ro(B;),0(cu + B +m))
= (Rf)(O(cu+B; — ) rsin o),

0,...,p—1,

l= N

o =lAa, Aa=12,
q

gegeben (siehe Abbildung 4.1). Unser Ziel ist es, in der Formel

(Vo f)(z // 0(¢) — 5) (RF)(0(¢), 5)ds i

die Koordinaten 3, a einzufiihren. Es ist

gozoz—l—,@—g, s =rsina.
Dies ist eine Bijektion zwischen [0,27) X (—7,7v) in der [-a-Ebene und
[0,27) X (—p,p) in der p-s-Ebene. Die zugehorige Funktionaldeterminante
lautet

dp B
(g, s) _ % % — 1 1 = rcosa.
(B, ) g_; 3_2 0 recosa

Somit erhalten wir
2y
(Vo x f)(z) = r//vg(:c Bla+p - g) —rsina)g(8, a) cos ada df.
0 —

Diese Formel diskretisieren wir mit den Schrittweiten

0T pas L

AB < —
p< ro pQ)’ ~ rQ
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Abbildung 4.1: Fichergeometrie. Links: Die Rontgenquelle r6(/3;) emittiert
ficherférmige Strahlen, die das Gebiet |z| < p abdecken. Rechts: Zusammen-
hang zwischen (D f)(r0(8;),0(c;+ B+ 7)) und (Rf)(0(cu+ B; — 5, rsinoy)).

(siehe [6, S.75ff]) und bekommen

™

p—1 ¢
(Vo f)(@) = rABAaY " vale - Oau+ f; — 5) = rsina)g(8, ) cos au.

=0 1=—q

Eine direkte Implementierung dieser Formel liefert einen Algorithmus der
Komplexitdt O(Q*). Da z - (cy + ; — %) sowohl von « als auch von j
abhéngt, ist es in diesem Fall nicht so einfach - aber dennoch moglich -, den
Rechenaufwand durch lineare Interpolation auf O(Q3) zu reduzieren (siche

(6, S.911f]).



Kapitel 5

Schlecht gestellte Probleme

5.1 Einfiihrung

Seien H, K normierte Rdume und A : H — K ein linearer Operator. Wir
betrachten folgendes Problem: Fiir g € K 16se

Af =g. (5.1)
Definition 5.1.1 (Hadamard) Das Problem (5.1) ist gut gesellt, falls
1. es fiir alle g € K ldsbar ist,
2. die Losung eindeutig ist,
3. f stetig von g abhdngt.

Ein Problem ist schlecht gestellt, wenn es nicht gut gestellt ist.

Beispiele: 1)a) Seien H = K = C([0,1]) und (Af)(z) = [ f(2')dz’. Dann
0
ist .
Af =g < /f(:v’)dw’ = g(z)
0
schlecht gestellt, denn es ist nicht 16sbar, falls g(0) # 0 ist.

b) Sei nun K = {g € C'([0,1]) : g(0) = 0} mit der || - ||c-Norm. Dann
ist Af = g fiir alle ¢ € K eindeutig I6sbar und die Losung lautet f = ¢'.

106
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Das Problem ist aber weiterhin schlecht gestellt, da f nicht stetig von g
abhéngt: Sei g, = g+ + sin(nz). Dann gilt g, — ¢ in K, aber die Losungen
fn =g, = ¢ + cos(nz) konvergieren nicht gegen f = ¢'.

c) Sei K wie in b) allerdings versehen mit der Norm ||g|| = maxj 1 |¢'(z)|.
Dann ist das Problem gut gestellt:
g ——gin K < g —— ¢ glm.in[0,1]
n—oo n—oo
<~ fp,—— fglm. in[0,1]
n—o0

<~ fn—— fin H.

n—oo

2) Seien K = H = C|0, 00) und

T

ane = [ L0 a

Dieses Problem ist schlecht gestellt, da A~! nicht stetig ist (vgl. Aufgabe 31).
Sei nun f : R? — R radialsymmetrisch, also f(y) = F(|y|). Dann ist (siehe
Aufgabe 32)

()0, =2 [ P

und f hingt nicht stetig von den Daten ¢ = Rf der radialsymmetrischen
Radon-Transformation ab. Allerdings kénnen wir Stetigkeit durch Filtern
der Daten erzwingen.

3) Ein typisches Beispiel fiir lineare Operatoren sind Integralgleichungen 1.
Art:

(4N = [ Ky, €D,

Diese sind im Allgemeinen schlecht gestellt. Wir kénnen die Radon-Transfor-
mation als eine solche Integralgleichung auffassen, indem wir z = (6, s),
k(z,y) =6(y -0 — s) und Q2 = R™ setzen.
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4) Wir betrachten eine spezielle Integralgleichung, bei der der Kern K nur
von der Differenz = — y abhéngt, also K(x,y) = K(z — y). Es ergibt sich die
Faltungsgleichung

(Af)(x) = / K(z—y)f()dy = (K * [)(z), =R

Ist K € Ly(R"), so kénnen wir A als Abbildung A : Ly(R") — Lo(R")
auffassen. Durch Fourier-Transformation erhalten wir

(ANE) = (2m)"* K (€)/(&).
Fiir K(£) # 0 ist diese Gleichung l5sbar:

) — (o) (AN
fiey = (om0

Allerdings ist diese Losung nicht notwendig quadratintegrabel.

5) Als letztes Beispiel betrachten wir den endlich dimensionalen Fall
A:C"—=>C"

mit einer (m x n)-Matrix A. Im Allgemeinen ist

Af =g

dann ein {iber- bzw. unterbestimmtes lineares Gleichungssystem.
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5.2 Der endlich dimensionale Fall

Beispiel: Wir diskretisieren die Integralgleichung

t/K@wﬁwMyzﬂ@

und erhalten

L

S Ky fww =g(x;),  j=1,...,J.

=1

Wir werden etwas konkreter und betrachten das Beispiel

/f@My=g@)

Mit z; = jh und y; = [h lautet dies in diskreter Form

J

hY f(h) =g(jh),  j=1,....J (5.2)
=1
Wir setzen
1 0 f(h) g(h)
A=h ., F= : ., G=
1 1 F(Jh) g(Jh)

und konnen (5.2) in der Form
AF =G
schreiben. Wir berechnen nun die Konditionszahl £ (A). Dazu benétigen wir

die Inverse
1 0

1
A"l =2
h
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Mit [[Alloo = max; 32 |ajs

= hJ und ||[A™!||s = % erhalten wir
koo (A) = [ Alloo A7 |0 = 2.

Bei der Diskretisierung schlecht gestellter Probleme treten also Matrizen mit
schlechter Kondition auf.

Wir wollen nun den Begriff der verallgemeinerten Inversen wiederholen.
Sei A eine (m x n)-Matrix. Dann nennen wir f* die verallgemeinerte (oder
Moore-Penrose) Losung von Af = g, falls gilt

1) f* minimiert [|[Af — g||o-

2) Unter allen Losungen von 1. hat f* die kleinste Norm || f||2.
Diese Bedingungen sind jeweils dquivalent zu

1) A*Aft = A*g (Normalengleichung)

2’) fT € range(A*).

f7 ist eindeutig bestimmt und die durch f* = A*g definierte lineare Abbil-
dung heifit die verallgemeinerte Inverse von A.

Die verallgemeinerte Inverse existiert auch im unendlich dimensionalen
Fall, allerdings ist sie dann im Allgemeinen nicht stetig. Durch Regulari-
sierung konnen wir Stetigkeit erreichen. Wir bleiben zunichst beim endlich
dimensionalen Fall und fiihren das Funktional

To(f) = IAf = gl + wl fII3 (5.3)

mit dem Regularisierungsparameter w > 0 ein. Wir nennen f,, die regulari-
sierte Losung, wenn f, das Funktional J, minimiert, also

Jw(fw) < Jw(f) VfeR".

Die beiden Bedingungen 1) und 2) werden also zu einer Minimierungsaufgabe
zusammengefasst und je nach Wahl von w unterschiedlich gewichtet. Dies ist
die Regularisierung nach Tychonoff und Phillips (1944).

Satz 5.2.1 f, st die eindeutig bestimmte Losung von

(A*A +wl)f, = A'g. (5.4)
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Beweis: Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Fiir f € R" gilt
(AA+wh,)f, f) = (AAf, f) +w(f, f) = (Af, Af) +w(/f, f)
——

>0

> w(f, )

Wegen w > 0 ist A*A + wl,, positiv definit und invertierbar. Somit ist die
Losung von (5.4) eindeutig bestimmt.

Sei f, die Losung von (5.4) und C' = A*A + wl,. Wegen C'f,, = A*g und
C* = C erhalten wir

Ju(f) (Af —g9,Af —g) +w(f, f)
(AAf, ) = (A%, f) = (f,A%9) + (9,9) + (], f)
= (Cf.f) = (Cfo. f) = (f,Cfo) + (9, 9)
(C(f = fu), /) = (Cf, fu) + (9,9)
= (C(f=fu), )= (C(f = fo), fu) = (Cfu, fu) + (9,9)
= (C(f = fu) [ = fo) = (Cfu, fu) + (9, 9).
Wir sehen, dass f, J, minimiert. O

Satz 5.2.2 FEs gilt lir% fo=1/1".
w—r

Beweis: Wir setzen ohne Beweis voraus, dass f,, konvergiert und setzen fy, =
lim f,. Aus
w—0

”Afw - g”% +w||fw||§ = Jw(fw)
T (f*) = |Af* = glls + @l 7113

IAfo =gl <
<

folgt
lAfo— gll3 = tim AL — ol < 1AF* — gl

Somit 16st fo 1).
Wir miissen noch zeigen, dass fo Bedingung 2) bzw. 2’) erfiillt. Aus

A*(AA* + wl,) = (A*A + wl,) A"

folgt
(A*A +wl,) TA* = A*(AA* + wl,) !
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und
fo=(A*"A+wl,) ' A*g = A*(AA* + wl,,) " g € range(A*).
Also ist fy € range(A*). O

Wir betrachten nun einen anderen Zugang zur Regularisierung. Sei A
eine (m x n)-Matrix. Dann ist A*A eine symmetrische und positiv definite
(n x n)-Matrix, denn (A*Af, f) = (Af, Af) > 0. A*A habe die Eigenwerte

a%,...,oﬁ,(],...,() ,0<o01 <... < 0.

N~
n

S/

Die zugehérigen Eigenvektoren

U1y.++,Upy Upyt1,...,Un

bilden eine ONB des R". Die ersten p Vektoren fassen wir zu der (n x p)-

Matrix V' = (vq,...,v,) zusammen. Fiir £ =1,..., p setzen wir
1
up = —Av, € R™. (55)
Ok
Dann gilt
1
A*uk = —A*A’Uk = OV (56)
(5.5) O
und
AA%up = A = oluy. 5.7
Uk 5oy TR og) THU (5.7)

A*A und AA* haben also die gleichen von Null verschiedenen Eigenwerte o7
und wir konnen die Eigenvektoren u; durch Vektoren aus dem Kern von AA*
zu einer ONB des R™ ergénzen. Fiir k = p+1,...,m ist also (A*uy, A*uy) =
(AA*ug,ug) = 0 und somit A*u, = 0. Analog gilt Avy = 0 fiir £ = p +
1,...,n.

Sei nun f € R®. Dann haben wir fiir Af die Darstellung

m

Af = D (Afuw)ue =Y (f, Amup)ug
k=1 k=1
= Y (fAuw)ur = > ow(f, v)un
k=1 -6) o1

p
= ZO’kU;‘ka. (58)
k=1
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Setzen wir

V=
Up
so ist (5.8) gleichbedeutend mit
Af = USV*f.

Wir nennen

A=USV* (5.9)

die Singulirwertzerlegung (kurz SVD: singular value decomposition) von A.

Satz 5.2.3 Fsist At = VY 1U*.

Beweis: Mit (AB)t = BTAT (V*)* =V und Ut = U* folgt die Behauptung
sofort aus (5.9). O

Fiir die Moore-Penrose-Losung f* erhalten wir also

p
1
f+ = VE_IU*Q = Z —(g, uk)vk. (510)

g
k=1 K

Ist nun g nur niherungsweise bekannt, so konnen kleine o, den Datenfehler
verstirken. Wir regularisieren die Losung, indem wir die Summe abschneiden

1
=" —(gwvk, w>0. (5.11)
1<k<p ¥
op>w

Dann gilt
lim ff = f*.
w—0

Eine allgemeinere Methode zur Regularisierung von (5.10) erhalten wir,
indem wir

p

1

ng: E O__ka(Uk)(g,uk)Uk
k=1
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setzen. Dabei ist F, (o) eine Funktion, die die kleinen oy herausfiltert. Wir
betrachten einige Beispiele zur Wahl von F,,.

Beispiele: 1) Wir setzen F,(0) = 1. Dann erhalten wir die Moore-Penrose-
Lésung:
p

1
T.g=) G_k(gauk)vk =f"

k=1

Eine Regularisierung findet also nicht statt, da F,, gar nicht von w abhingt.

2) Sei
1 falls o>w
(o) _{ 0 falls o0<w.
Dann ist ]
1,9 = Z — (g, ur)ve = [,
1<k<p F
Uka
3) Wir setzen F,(0) = ﬁ und erhalten
P11 L1
T = — , Uk )V = , OpUE)U
wg ;Ukl'i‘%(g Ic)lc gaz—kw(g kk)lc
3 (g, Avue = 32 (g, Auy)
= Ve )V = Ur)U
(5.5) . 10',%-1—&) 9, k)Yk i O']%-f-u) g, k)Vk

Aus (A*A + wl,)vp = A* Avg + wog = (07 + w)vy folgt
(02 + w) o = (A* A+ wi,) tyg.

Da mit A*A + wl,, auch (A*A + wl,) ! selbstadjungiert ist, ergibt sich

T.9 = Z((A*A +wl,) T A g, vy,
k=1
(A*A+wl,) tA*g.
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Aus Satz 5.2.1 folgt
1,9 = fo

mit der Tychonoff-Phillips-Losung f,.
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5.3 Erweiterung auf Operatoren

Im Folgenden sei A : H — K ein linearer, stetiger Operator zwischen den
Hilbertraumen H und K. Ist A zuséitzlich kompakt, d.h. A bildet beschrinkte
Mengen auf relativ kompakte Mengen ab, so erhalten wir wie im endlich
dimensionalen Fall

A*Av, = o, k=1,....,p, p<o0
AAYyy, = azuk
Avy = opuy.
Die Eigenwerte seien so numeriert, dass
012092>...20,2>0

gilt. Dann konnen wir den Operator A darstellen als

p
Af = on(f, vk)ug.

k=1
Die verallgemeinerte Inverse
1
Atg= —
g Z o (g: uk:)vk
o, >0
ist im Allgemeinen nicht mehr stetig, kann aber durch
1
T.9 = Z o__kFW(ak)(ga uk)vk
o >0

regularisiert werden.

Satz 5.3.1 Gilt klim or =0, so ist Af = g schlecht gestellt.
—00

Beweis: Falls ein k£ mit o, = 0 existiert, ist A nicht invertierbar und Af =g
ist schlecht gestellt. Sei nun o, > 0 fiir alle £ € N und limy_,, 0, = 0. Wir
nehmen an, dass A~! stetig sei. Dann folgt aus Avy = opvy

lim ||vg]] = lim [|[A™ (ogus)|| = [|A™(lim oug)|| = 0.
k—00 k—00 k—00

Dies ist ein Widerspruch zu ||v|| = 1. Also ist A~! nicht stetig und das Pro-
blem ist schlecht gestellt. U



5.3. ERWEITERUNG AUF OPERATOREN 117

Definition 5.3.1 Af =g ist
1. gut gestellt, falls op > 09 > 0,
2. mdfig schlecht gestellt, falls o, ~ k™, a € Ry

3. extrem schlecht gestellt, falls oy ~ e7*.

Beispiele: 1) miflig schlecht gestellt:

e Die Radon-Transformation sowie alle weiteren Integralgeometrischen
Probleme mit vollstdndigen Daten

e Inverse Probleme der Wellengleichung und der Helmholtzgleichung (bei
grofiem k)

2) extrem schlecht gestellt:
e Impedanz-Tomographie
e optische Tomographie

e Inverse Probleme von elliptischen und parabolischen Differentialglei-
chungen

3) gut gestellt:

o Identitét
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