Prof. Dr. F. Natterer SS 04

Ubungen zu Mathematische Grundlagen der Nachrichtentechnik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: 29.4.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Sei A eine reelle invertierbare (n,n)-Matrix und b € R". Sei g(x) = f(Az + b) mit
f e SR").

Zeigen Sie:

(a) ge€SR")

(b) g(f) = \detl(A)| eib'A_Tgf(A_Tf) .

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei f € S(RY) und v(€) = /(1 + [€?).

Zeigen Sie:

(a) veSRY

(b) —Aé+9=fin R" .

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Welche der folgenden Funktionen liegen in S(R™)?

1

(a) f:R"—= R, f(z)= { el z[ <1
0 sonst

(b) f:R"— R, f(z) = |\x|aec|z|2

,a>0,ceC.

Aufgabe 4: (Programmieraufgabe)

Die Fourier-Transformation einer Funktion f € S(R) ist definiert durch

(&) = (2m)12 / =€ £ (2)dz .

R

(a) Schreiben Sie ein Programm zur niherungsweisen Berechnung von f(¢), indem Sie
f auf das Intervall [— M, M] einschréinken und die Trapezregel anwenden.



(b) Benutzen Sie eine numerische Bibliothek (NAG, IMSL, Numerical Recipes, scilab
), um f(&), & = mk/M, effizient zu berechnen, k = —N ... N — 1.

Testen Sie Thr Programm am Beispiel f(z) = e ®’/2 M =8, N = Anzahl der Diskreti-
sierungspunkte = 1024.
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Ubungsblatt 2 , Abgabe: 7.5.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Sei H die Heaviside-Funktion. Zeigen Sie:

B T v 1
H=,/-0+—-
2 \V2rx
Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei n = 2. Zeigen Sie:
(a) diveiy = 276
ozt 1 —XT9
(b) diviz =0, = —< o )
Aufgabe 3: (4 Punkte)
Fiir z € C, z = z + 1y, sei a% = % (% + ia%). Zeigen Sie:
0
Z a5
oz

Bemerkung: §(z) = d(z, y).

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Sei f(z) = p(z)e~*"/2 mit einem Polynom p vom Grade n. Zeigen Sie, da$ f die gleiche
Gestalt hat.
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Ubungsblatt 3 , Abgabe: 13.5.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Ein sich mit der Geschwindigkeit v € R" bewegendes Bild f € S(R") werde mit Belich-
tungszeit At photographiert. Auf dem Film entsteht dann das Bild

At

g(z) = / Fla+tv)dt .

(=]

Sei T die Distribution

Zeigen Sie:

(a) g=f*T .
(b) (&) = e sinc(a) f(§) At mita= Atv-£/2.

Kann man f aus g berechnen?

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Ein mit Winkelgeschwindigkeit w rotierendes Bild f € & werde mit Belichtungszeit T’
photographiert. Auf dem Film entsteht dann das verschmierte Bild

cos wt —sin wt
sin wt cos wt

g(:v)=/ fU@z)dt, U :(
Setzen Sie

e ( cos ¢ ) , f@) =3 filr)e™, glz) =3 gr(r)e™”

sin

und berechnen Sie die g; aus den f.

Kann man f aus g berechnen?

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Fourier-Reihen von

(a) f(ac)={‘g : g'j;r@?r (b) f(z) =|sinz].



Aufgabe 4: (Programmieraufgabe)

(a) Schreiben Sie ein Programm, das die Cosinus-Reihe % + i ay cos(kx) zu der Funk-
k=1
tion
1, |z <3

f(@) :{ 0 , sonst

auswertet.

(b) Berechnen Sie numerisch das Maximum der Reihe im Intervall [§ — 0.1, T + 0.1] fiir
n = 100, 1000, 10.000 und erkldren Sie das Ergebnis .

(c) Wiederholen Sie den Versuch mit der Reihe

n

iy (M) - (ay cos kx) .

2 =\ kn/2n
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Ubungsblatt 4 , Abgabe: 20.5.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Fiir h < T gilt

e =3 e*sine %(x — kh)
ke

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei f lokal integrierbar in R' und periodisch mit der Periode 2A. Zeigen Sie:

f = (QW)I/Qkaéwk/Aa
k

+A
s 1

fr = ﬂ/f(a;)e_i”k/"‘dx.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei f stetig differenzierbar in R' und periodisch mit der Periode 2A. Zeigen Sie:

A

/f(x)da::hpi f(hk)—QAngp, h=2A/p

4 (40

mit den f aus Aufgabe 2.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Sei mit der Notation von Aufgabe 3, Blatt 2

k k
R? _ AR e <
f:R r—)R,f(x)—{ o | somst.

(a) Stellen Sie f(z) in [—1,+1]? auf einer 129 x 129-Matrix dar, k = 10, 20, 30, 40.
(b) Stellen Sie die zweidimensionale sinc-Reihe Sy, f fiir A = 1/16 wie in (a) dar.

(c) Vergleichen Sie die beiden Bilder.
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Ubungsblatt 5 , Abgabe: 10.6.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

4

7

£

S
L
S
5

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Sei K die Menge

Konstruieren Sie ein Gitter minimaler Dichte, so dafi sich K-bandbeschrinkte Funktionen
fehlerfrei aus den abgetasteten Werten rekonstruieren lassen.

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei f Q-bandbeschriankt, h < 7/, und

(Inf)(z) =3 F(hl)x (fv ;Zhl>

l

mit der charakteristischen Funktion x von [—3, 3] (“Sample and Hold”). Zeigen Sie:
Inf = Fp* f+ an,
wobei ap,(§) = 0 fiir || < 7/h und

_ . i
Fie) = (2@1/2{ Zl,nc( D, lel<



Aufgabe 3: (4 Punkte)
Stellen Sie die Funktionen Fj, und F}, graphisch dar.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Machen Sie sich mit den Funktionen zur Audioausgabe in Matlab oder Scilab vertraut.
Benutzen Sie die Funktionen wavwrite und sound bzw. savewave.

(a) Schreiben Sie ein Programm, das eine 7' Sekunden lange Audiodatei mit dem Kam-
merton A (440 Hz) bei einer Abtastrate von P Samples pro Sekunde erstellt.

(b) Schreiben Sie ein Programm, das eine Audiodatei erstellt, die die Funktion sin(%/A?)
(chirp) fiir t = 0...7T (Sekunden) mit einer Abtastrate von P Samples pro Sekunde re-
prasentiert.

(c) Testen Sie Thr Programm fiir 7 = 5 und P = 8192. Wéhlen Sie A so, daf bei t = 5
die Frequenz 1000 Hz betrigt.

(d) Spielen Sie Thre Datei ab und erkliren Sie das Ergebnis. Wie mufl P mindestens
gewihlt werden, damit der Effekt nicht mehr auftritt?
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Ubungsblatt 6 , Abgabe: 14.6.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)

Geben Sie einen Algorithmus fft6 (ifft6) zur Berechnung der schnellen (inversen) Fourier-
transformation der Linge n = 6 an, mit Hilfe des Algorithmus von Cooley und Tukey.
Geben Sie, wie in der Vorlesung, alle Zwischenergebnisse an. Wieviele Rechenoperationen
benétigen Sie?

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Geben Sie einen Algorithmus fft7 zur Berechnung der schnellen Fouriertransformation der
Liange n = 7 an, mit Hilfe des Algorithmus von Rader und Winograd. Benutzen Sie die
Routinen fft6 bzw. ifft6 aus Aufgabe 2. Wieviele Rechenoperationen benotigen Sie?

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Programmieren Sie die FFT fiir die Lédngen 6 und 7. Testen Sie Ihre Programme, indem Sie
die Fouriertransformierte der Vektoren x mit x, = exp(27ikj/n) berechnen, j = 0..n — 1.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Machen Sie sich mit der zweidimensionalen Fouriertransformierten in Matlab und Scilab
vertraut. Losen Sie damit das folgende Problem:

Ein Bild B (http://wwwmath.uni-muenster.de/u/wuebbel /bild) soll komprimiert werden
durch Weglassen von Fourierkoeffizienten. Berechnen Sie zunéchst die Fourierkoeffizienten
von B, setzen Sie dann ca. 2% der Fourierkoeffizienten auf Null, und berechnen Sie die
Riicktransformation, fiir z = 50, 60, 70, 80, 90, 95, 96, 99. Lassen Sie sich die neuen Bilder
jeweils anzeigen.
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Ubungsblatt 7 , Abgabe: 17.6.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Sei f € S(R) reell und kausal. Zeigen Sie:

ft) = 4(2n)" Y2 /Ooo Re f(w) cos wtdw

= —4(2m) /2 /Ooo Im f (w) sin widw

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Fouriertransformation der kausalen Signale, die fiir £ > 0 durch

T,(t) =t"e ™ A>0,n=0,1,2,...

bzw.
y(t) = cos(wot)

gegeben sind. Hinweis zu y: Setzen Sie den Realteil von § als ¢ - (§(w — wp) + 0(w + wp))
an und berechnen Sie mit der Hilberttransformation den Imaginérteil.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Seien x, h stabil und y = h * x. Zeigen Sie, dal dann auch y stabil ist.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Fubini in der Form des Buches J. Elstrodt, Maf- und
Integrationstheorie.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Sei x €2-bandbeschrinkt und y = Hz. Zeigen Sie:

y(t) = 2 /x(t - S)Mds.

™ S
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Ubungsblatt 8 , Abgabe: 1.7.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Impulsantwort des Butterworth—Filters der Ordnung 3. Stellen Sie diese
zusammen mit der Impulsantwort des idealen Tiefpasses graphisch dar.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Invertieren Sie die z-Transformation fir

fiir [z] > 1/2 und fiir 1/4 < |2]| < 1/2.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Fiir die kausale Folge

Tn =1"(sinna), a € R, n € N, r > 0,

gilt ‘
rsin o
X(z) = > 7.
(2) z—2rcosa+r%/z’ 2| >

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Sei H(z) die z-Transformation eines kausalen Filters der Linge n. Sei wy, = exp(27wik/n),
k=0...n— 1. Zeigen Sie:
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Ubungsblatt 9 , Abgabe: 8.7.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Zeigen Sie, daf} sich ein Butterworth—Filter der Ordnung 2 durch einen LRC-Schaltkreis
realisieren 14f3t. Bestimmen Sie die Werte fiir L, R und C aus dem Parameter ).

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Ein FIR-Filter h hat lineare Phase genau dann, wenn die Phase von H'(w) eine lineare
Funktion von w ist.

Zeigen Sie: Ein reeller FIR-Filter h hat lineare Phase genau dann, wenn h,,.xr = hp_k
fiir ein m und alle k.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion W' (w) des Blackman-Windows

2
W, = 0.42 + 0.5 cos 7;\[—” + 0.08 cos %n’ In| <N

numerisch fiir N = 60. Stellen Sie [W'(w)| in 0 < w < 27 - 5 kHz graphisch (in dB) dar
und vergleichen Sie mit der Ubertragungsfunktion des Rechteck—Fensters. Wahlen Sie die
Schrittweite a als 10~* Sekunden.
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Ubungsblatt 10 , Abgabe: 15.7.04, 13.00 Uhr, Ubungskasten 49.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Die Operatoren 1 ¢ and | p kommutieren genau dann, wenn ggT(p,q) = 1.

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Bestimmen Sie einen kausalen Filter mit |H'(w)| = cos
deutig bestimmt?

2 5. Ist er bis auf die Phase ein-

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei B der Operator

in Ly(R'). Zeigen Sie:

1. B2=B.

2. B ist positiv semidefinit.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Ein Filter heifit Allpass—Filter, falls seine z-Transformation auf dem Einheitskreis den

Betrag 1 hat. Zeigen Sie:
L

H(z) =]

=1 Z =z

21z1 — 1

ist die z-Transformation eines Allpasses, falls die z; alle strikt aulerhalb des Einheitskreises
liegen.



Aufgabe 5: (4 Punkte)

Im Standard fiir ISDN-Kommunikation wird ein ADPCM-Encoder (Adaptive Differential
PulseCode Modulation) definiert. Die schematische Definition des Netzwerks finden Sie
unten. Der Prediktor aus A und B macht eine Vorhersage fiir das wahrscheinliche Signal
z, die Differenz x — & wird kodiert. In unserer Betrachtung ignorieren wir den Quantisierer
(@ und betrachten vereinfacht lineare Filter.

1. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion dieses Netzwerks.

2. Zeigen Sie: r(n) = z(n).

d(n) y(n)

()
./ @
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