Westfilische Wilhelms-Universitiat Miinster WS 2005/06
Institut fiir Numerische Mathematik
Prof. Dr. F. Natterer / E. Dhamo

1. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe der Losungen am Mi, 26.10. bis 19:00 Uhr, Ubungskasten 65.

1. Aufgabe (7 Punkte)

a) Eine Funktion u € C*°(R™\{0}) heifit homogen vom Grade o, wenn
u(tr) = t%u(x), VeeR" z#0, teR'

gilt.
Zeigen Sie: u € C*°(R™\{0}) ist genau dann homogen vom Grade a, wenn

n
g T, — = Qu.
(93{:z

b) Losen Sie die Aufgabe
r1—+xo— = 0 in R*\{0},

u = f(z) auf dem Kreis um 0 vom Radius 1. Setzen Sie hinreichende Regularitét
von v und f voraus.

2. Aufgabe (7 Punkte)

Sei u € CH(R?).

a) Zeigen Sie: u ist genau dann eine radiale Funktion (d.h. u(x) hingt nur von x% + z2
ab), wenn
Toly, — Ty, = 0.

b) Leiten Sie eine entsprechende Differentialgleichung fiir Funktionen w her, welche
entlang der Ellipsen

(21— m1)’ (w2 — m»)”
a? + b? =1
konstant sind. Dabei seien (my,my) € R?, a = kb, k € R\{0}, b € R\{0} fest

vorgegeben.

3. Aufgabe (6 Punkte)

Sei f € C'(R) beliebig.
Zeigen Sie: Erfiillt u € C*(R?) die Beziehung
1

Ty = §U3 +f(u—l'1),



so ist u Losung der Differentialgleichung

ou 5 Ou
+

oz, " Oxy
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2. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Mi, 02.11. bis 14:00 Uhr, Ubungskiisten: 65 (Fr-Ubung), F60 (Mo-Ubung).

1. Aufgabe (6 Punkte)

Losen Sie die Aufgabe

Pu i
oz or2
ou

mit einer Konstanten ¢ > 0 und Funktionen f € C*(R), g € C(R).

2. Aufgabe (8 Punkte)

Sei u = f(x,y,c) eine Flichenschar im R? mit Parameter c. Sei g eine Funktion mit

& ey (r) = 0.
Dann heisst u = f(x,y, g(x,y)) Einhiillende der Flchenschar.

(a) Zeigen Sie: Ist jede Fliache der Schar Losung der partiellen Differentialgleichung

ou Ou
F<x7y7ua%aa_y) _Oa

so auch die Einhiillende.

(b) Zeigen Sie, dass die Fliachen

u:\/l—(x—c)2—y2, (x—c)2+y2<1

fiir jedes ¢ Losungen der Differentialgleichung

(e (3)) -

sind und bestimmen Sie eine weitere Losung durch Bildung der Einhiillenden.



3. Aufgabe (6 Punkte)

Berechnen Sie (per Hand oder mit Maple) die Charakteristiken der folgenden drei Dif-
ferentialgleichungen und lassen Sie sich die von ihnen definierten Flachen von Maple fiir
die jeweils angegebenen Definitionsbereiche graphisch anzeigen.

ou ou
(a’) : xa_y - y% =0, U(I70) = lIlZL', (CL’ G]O’ 1])a

ou ou
(b) : :Ca_y - ya_x = u, U(%,O) - hlilj', ('ZC 6]07 1])7

ou ou
Coaust - o - —2.2)).
(c) xuax 3y 0, wu(z,0)==z, (ze€][-2,2])

(Hinweis: Verwenden Sie jeweils s = x fiir die Parametrisierung der Anfangskurve.)
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3. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 08.11. bis 11:00 Uhr, Ubungskisten: 65, F60.

1. Aufgabe (4 Punkte)

Wir betrachten die Differentialgleichung

ou n ou 9
_ — = U
or 0Oy
Zeigen Sie, dass die Anfangswertaufgabe
u=2x entlang I':x4+y=0

eine in einer Umgebung von I' eindeutig bestimmte Losung hat, welche bei Annéherung
an die Hyperbel 22 — 3% = 4 betragsmiissig unendlich wird.

2. Aufgabe (6 Punkte)

(a) Seien a, b € C*(R?). Wir betrachten die lineare homogene Differentialgleichung

ou ou
—+b— = 0.
@ or * oy
Zeigen Sie: Ist u € C1(R?) entlang jeder Losung von
dx dy
% - CL(l’,y) ) % - b(l’,y)

konstant, so ist u eine Losung der Differentialgleichung auf R2.
(b) Bestimmen Sie nach der Methode aus (a) eine Losung von

Uy + 37%u, = 0.

3. Aufgabe (6 Punkte)

Wir betrachten die Differentialgleichung

Die Gleichungen der Raumkurve K, durch welche die gesuchte Losungsflache hindurch-
gehen soll, seien
x = 0, Yy = s, u = s.

(a) Ist die Kurve K eine Charakteristik der Differentialgleichung?

(b) Geben Sie eine Losungsfliche an, die durch die Kurve K hindurchgeht.



4. Aufgabe (4 Punkte)

Wir betrachten die Differentialgleichung

ou n ou N ou .
6171 6.132 81’3 N ’

Bestimmen Sie diejenige Losungsflache der Differentialgleichung, welche die parametri-
sierte Mannigfaltigkeit
Ty = S1+8, Ty = Ss1—5, x3 =1 u = ss.

enthalt.
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4. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 15.11. bis 11:00 Uhr, Ubungskisten: 65, F60.

1. Aufgabe (6 Punkte)
Man betrachte das Cauchy-Problem fiir die Differentialgleichung
Uty +uy = 1

mit I' = {(z,y) € R? | 22 = y?, y > 0} und ur = 0.

Finden Sie die Losung u(x,y) mit Hilfe der Charakteristikenmethode und geben Sie den
maximalen Definitionsbereich der Losung an. Illustrieren Sie die erhaltenen Resultate in
der (x,y)-Ebene anhand einer Skizze.

2. Aufgabe (14 Punkte (44+5+5))

Losen Sie mit Hilfe der Charakteristikenmethode die folgenden Anfangswertprobleme.

a)
ou Ou

0z 0y

ou\” u\’ 9
<8ac) + (8y) u, u(x,0) e+

= 1, u(z,0) = In(z), = >0.

Dabei soll die Raumkurve

zo(s) = cos(s), yo(s) = sin(s), up(s) = 1

in der Losungsflache enthalten sein.
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5. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 22.11. bis 11:00 Uhr, Ubungskisten: 65, F60.

1. Aufgabe (7 Punkte (3+4))

Losen Sie mit Hilfe der Charakteristikenmethode die folgenden Anfangswertprobleme.

a)
ou ou\?

ou\? ou\?
) @) - omn ven

2. Aufgabe (6 Punkte)

Man betrachte das Cauchy-Problem

2
F-(5) =0 w0 = sw,
mit f € C'(R).
a) Zeigen Sie: Fir f'(z) > 0 ist das Anfangswertproblem lokal eindeutig losbar.
b) Lésen Sie es fiir f(z) = 3 a°.

¢) Zeigen Sie: Fiir Cauchy-Daten u(0,y) = g(y) mit g € C'(R) und der y-Achse als
Anfangsmannigfaltigkeit ist das entsprechende Anfangswertproblem immer lokal
eindeutig losbar.

3. Aufgabe (7 Punkte)

Sei fiir z1 € R, x5 > 0 die Funktion n gegeben durch

o

n(x) = T ag/m’

mit den Konstanten ng,m > 0.
Zeigen Sie: Ist (x,u,p) ein charakteristischer Streifen von |Vu| = n, so durchlauft x
einen Kreis.
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6. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 29.11. bis 11:00 Uhr, Ubungskisten: 65, F60.

1. Aufgabe (8 Punkte (242+4))

(a) Zeigen Sie: Das System
8u1 E)ul 8u2

— — = 0
Jy or ox
8u1 8u2 8u2 .

ist in (x,y) hyperbolisch, parabolisch, elliptisch, je nachdem a(z,y) > 0, = 0,
bzw. < 0 ist.

(b) Stellen Sie im hyperbolischen Fall die Normalform her.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe von MAPLE die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung fiir a = 1 und f(z,y) = xy. Losen Sie dann die Anfangswertaufgabe mit
u(z,0) = 0.

2. Aufgabe (6 Punkte)

Das System

ou ou
— +A—=0DB 1
8y+ I u+c (1)

sei in €2 hyperbolisch. Sei

¢ (z,y) — (2, y),n(z,y))

eine stetig differenzierbare und umkehrbar eindeutige Abbildung von €2 auf €. Sei u eine
Losung in Q und sei v = uo ot

Zeigen Sie: v ist Losung eines hyperbolischen Systems 1. Ordnung, dessen Charakteri-
stiken von der Form ¢C' sind mit Charakteristiken C' von (1).

3. Aufgabe (6 Punkte (3+3))

Wir betrachten das lineare System in u(z,t), v(x,t):

CC L
T
v Ov



a) Zeigen Sie, da das System in R? hyperbolisch ist und berechnen Sie die Charak-
teristiken.

b) Zeigen Sie, dal die Losung der Anfangswertaufgabe
u(z,0) =z, wv(z,0)=0, ze€R

existiert und geben Sie ihren Definitionsbereich an.

Hinweis: Dafiir miissen Sie nicht unbedingt die Losung ausrechnen. Benutzen Sie die
Sétze aus der Vorlesung.
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7. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 6.12. bis 11:00 Uhr, Ubungskiisten: 65, F60.

1. Aufgabe (8 Punkte)

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
0%u 0%u 0%u

a8x2+b8x8y+cay2:f (1)
und das lineare System 1. Ordnung
op  Op  Oq
8x+bay+68y = f,
(2)
op 91 _
oy O0r

Dabei seien a, b, ¢ # 0, f stetige Funktionen von x, 3 in einem Gebiet Q C R?.
Zeigen Sie:

(a) Besitzt (1) eine Losung u € C?(Q), so ist

oo
- oz’ q_ay

(3)

p

eine Losung von (2).

(b) Sind p, ¢ € C*(Q2) Losung von (2) und ist Q einfach zusammenhéngend, so gibt es
eine Losung u € C%(Q2) von (1) mit (3).

(c) (1) ist genau dann elliptisch (parabolisch, hyperbolisch), wenn (2) elliptisch (para-
bolisch, hyperbolisch) ist.
2. Aufgabe (6 Punkte)
In welchen Punkten des R? sind die Differentialgleichungen

a.)  Ugg + YUy + 3uy =0,
b.) Uy, — yug, =0, (Tricomi— Gleichung)
c.) Uy — Uy + Bu, =0, «a,B €R, (Telegraphengleichung)

hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch? Benutzen Sie MAPLE, um eine explizite allge-
meine Losung anzugeben und erkldren Sie die auftretenden Funktionen.



3. Aufgabe (6 Punkte)

Sei u € C%(), Q C R" ein Gebiet, und sei

1
v(z,r) = — / u(z + ry) do(y).
nSn—l
Zeigen Sie: v geniigt der Gleichung
-1
Vpr + n v, —Av =10
r

und den Anfangsbedingungen

v(z,0) = u(z), v (z,0) = 0.

wy, bezeichnet dabei wieder die Oberflache der n-dimensionalen Einheitskugel.
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8. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”
Abgabe: Di, 13.12. bis 11:00 Uhr, Ubungskésten: 65, F60.

1. Aufgabe (4 Punkte)

Sei © ein Gebiet in R” und v € C(€2). u habe in  die Mittelwerteigenschaft, d.h. fiir
jedes € Q ist u(x) der Mittelwert von u iiber die Oberfliche jeder ganz in 2 liegenden
Kugel mit Mittelpunkt x.

Zeigen Sie: Dann ist u in {2 harmonisch.

Hinweis: Die Losung eines lokalen Dirichlet-Problems zur Laplacegleichung ist harmonisch.
Aus der Mittelwerteigenschaft folgt das Maximumprinzip.

2. Aufgabe (7 Punkte)

Zeigen Sie, daf das Poissonsche Integral in R? fiir den Kreis vom Radius » um den Null-

punkt die Form
r? — |zf? 9(y)
= d
u(®) 27r / |z — y|? Y

ly|=r

hat.
3. Aufgabe (5 Punkte)

a) Sei Q die Kugel vom Radius r um xo in R”, n > 3, und sei u € C(Q2) harmonisch in
Q.

Zeigen Sie: Ist u > 0, so gilt Vo € Q

(;yﬁ2 i L) u(zo) < u(r) < (T = d >"—2 rtle - x0|u($o)-

T+ |z — x| T+ |z — x| T — o r— |z — x|

b) Zeigen Sie: Eine in R™, n > 3, harmonische Funktion, die nur ein Vorzeichen hat,
ist konstant.

4. Aufgabe (4 Punkte)

a) Sei Q C R” ein Normalgebiet, v € C?(Q2) harmonisch und z € €. Sei r so klein, da
auch die Kugel B,.(z) um x mit Radius r noch in € liegt. Dann gilt

n n

u(z) = / u(y)dy = — / u(z + ry) dy.

7w, Wp,
B, (z) Bi1(0)

b) Beweisen Sie mit Hilfe von a) den Satz von Liouville: Jede beschrénkte auf ganz R”
harmonische Funktion ist konstant.

Hinweis zu b): Schitzen Sie |u(x) —u(0)| fiir € R™ mit Hilfe von a) nach oben ab.
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9. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 20.12. bis 11:00 Uhr, Ubungskisten: 65, F60.

1. Aufgabe (7 Punkte)

Sei Q ein einfach zusammenhingendes Gebiet in R?, das mindestens einen endlichen Punkt
nicht enthélt, und sei y € 2. Sei f, die analytische Funktion, welche ) eineindeutig auf
den Einheitskreis abbildet, und zwar so, dass f,(y) = 0, f,;(y) = 1 gilt (Riemannscher
Abbildungssatz).

Zeigen Sie: Die Greensche Funktion von (2 ist

1

log |f,(z)| .

(Dabei wird der Punkt x = < 1 ) € R? mit der komplexen Zahl z = z; + iz, € C

)
identifiziert.)
Hinweis. Benutzen Sie dabei die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir f,.

2. Aufgabe (6 Punkte)

Sei f eine Funktion in R", n > 2, die entlang z,, = 0 stetig und beschréankt ist. Fiir x,, > 0

sel 9 f( )
Tn

yn=0
Zeigen Sie: u 16st die Dirichletaufgabe

—Au =0 , z,>0,
u g f y xn:

3. Aufgabe (7 Punkte)

Sei f € C'(R?), und f verschwinde auflerhalb einer beschréinkten Menge. Sei u € C?(R?)
eine Losung von
Au+FKk(1+flu = 0 in R3
u(z) = e**? (),
wo ¥ € S?, k > 0 und v die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillt.
Zeigen Sie: Fiir |z| — oo gilt

e

wobei fiir |w| =1
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10. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 10.01.2006 bis 11:00 Uhr, Ubungskésten: 65, F60.

1. Aufgabe (5 Punkte)

Sei A eine reelle invertierbare (n,n)-Matrix und b € R". Sei g(z) = f(Az + b) mit
f e Li(R").

Zeigen Sie:

a) g € Li(R");

b) §(€) = rtere™™  F(ATTE),

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei n = 2. Zeigen Sie:

(a) div = 2m0;

|z

(b) div%:07 xL:(_xz).

X1

3. Aufgabe (5 Punkte)

Fir 2€C, z =x + iy, sei £ =1 (8% —i—z’(%). Zeigen Sie:

9z 2
0 (1

Bemerkung: 6(z) = §(z,y).
4. Aufgabe (5 Punkte)

Sei f(x) = p(x)e**/? mit einem Polynom p vom Grade n. Zeigen Sie, dass f die gleiche
Gestalt hat.
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11. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 17.01.2006 bis 11:00 Uhr, Ubungskésten: 65, F60.

1. Aufgabe (6 Punkte)

Sei Q ein Normalgebiet in R, und sei u € C%(Q x (0,00)) eine Lésung von

2
% = Ayu in Qx(0,00),
u = 0 in 0 x (0,00) .
Zeigen Sie:
(a) Es ist

unabhéngig von .

(b) w ist eindeutig bestimmt durch die Werte von u und ‘?9—7; fir t =0.

2. Aufgabe (7 Punkte)
Sei u Losung der Aufgabe
Uy — Uy —q(x)u =0 , (z,y) € R?

u(z,0) = ¢(x) , z€eR.

mit stetigen Funktionen ¢, ¢. Zeigen Sie: Ist o(x) # 0 fiir alle z € R!, so ist ¢ durch die
Funktionen ¢ und (0, - ) eindeutig bestimmt.

3. Aufgabe (7 Punkte)
Losen Sie die Anfangswertaufgabe

Ut = Ugg u(x,O) = 0 ) ut('ra O) - g($)

1, —e<z<e
g(fﬂ)z{

0 , sonst.

Stellen Sie u(z, z) fiir ¢ > ¢ als Funktion von x graphisch dar.
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12. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 24.01.2006 bis 11:00 Uhr, Ubungskésten: 65, F60.

1. Aufgabe (7 Punkte)

Sei F' € C*(R! x S™1) und

Zeigen Sie, dass

() = / (F(z -0 +t,9)+ Fz -0 — t,9))do()
Sn—1
Losung der Wellengleichung mit den Anfangswerten u(z,0) = f(x), u:(x,0) = 0 ist.
2. Aufgabe (5 Punkte)

Verifizieren Sie die Kirchhoffsche Formel fiir n = 1

-+t
uat) = 5 Har0)+ fa-0)+; [ oy
) t x+(t—71)
+§O/ _(Z | h(y, T)dydr .

3. Aufgabe (8 Punkte)

Leiten Sie die Kirchhoffsche Wellenformel fiir n = 2 ausfiihrlich her.

) = o | =W to 5% | /05t
u(@,t) = o e e Ve
ly|<t lyl<t

t—lyl

N i// P97 gy
2m (t=7)* =y

lyl<t 0
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13. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 31.01.2006 bis 11:00 Uhr, Ubungskésten: 65, F60.

1. Aufgabe (7 Punkte)

Sei f(z) = el

a) Berechnen Sie die Radon-Transformation Rf von f.
Hinweis. Fiir f € C°(R"), 9 € S"~! und s € R ist

RF(D,s) = /f(x)dx

r-I=s

b) Losen Sie die Wellengleichung mit den Anfangsdaten w(z,0) = f(z), w(z,0) = 0
fiir n = 3.
Hinweis.
e vgl. Aufgabe 1 auf dem 12. Ubungsblatt.

e Radonsche Inversionsformel fiir n = 3:

1 0?2

fl@) = =55 | 52BN,z -9)do(D).
S2
2. Aufgabe (7 Punkte)
Zeigen Sie: In D!(R') gilt
: 1 L
lim — = — —imd,
e—0t T 41 z

wobei 1/z fiir den Cauchy’schen Hauptwert steht.
3. Aufgabe (6 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir jedes h € C*(R!)
u(z,t) = h(t—|z[)/|z]

eine Losung der Wellengleichung in (R*\{0}) x R ist.
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14. Ubungsblatt zur Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”

Abgabe: Di, 07.02.2006 bis 11:00 Uhr, Ubungskésten: 65, F60.

1. Aufgabe (6 Punkte)

Sei f € L'(R™) und u die Lésung von

% = Au, reR" t>0
ot
u(z,0) = f(z), zeR™
Zeigen Sie:
/ u(z,t)de = f(z)dx, Vit>0.
n R

2. Aufgabe (7 Punkte)
Seien f,g € C([0,00)), und sei u fiir x € R?® die Losung von

0%u ou

oz = Auu(@0) = f(l2),  S(2.0) = g(la]).

Zeigen Sie: w héngt nur von |z| und ¢ ab, und die Funktion w(r,t) = ru(z,t), |z| = r lost

Pw 0w Ow
2 = g w(r,0) = rf(r), E(T’O) = rg(r).

Geben Sie eine explizite Darstellung von u an.

3. Aufgabe (7 Punkte)

Zeigen Sie: Sei u € C?(G x (0,T)) N C(G x [0,T]) Losung der Differentialgleichung
U = Au+b-Vu—cu

mit stetigen b, ¢ und ¢ > 0. Dann nimmt » sein Maximum und sein Minimum auf dem
parabolischen Rand von G x (0,7 an.
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