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Kapitel 1

Einleitung

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion w mehrerer Variablen xy,...,x, (n > 1) und einigen
ihrer partiellen Ableitungen. Sie hat demnach die Form

2
F(ml,...,xmu, Ou Qu O7u )zO.

77.-.77772’...
0xy Ox,, " Oxi

Die hochste Ordnung der auftretenden Ableitungen heiffit Ordnung der Dif-
ferentialgleichung. Unter einer Losung der Differentialgleichung in einem Ge-
biet D C IR"™ versteht man eine Funktion u, welche samt der in der Dif-
ferentialgleichung auftretenden Ableitungen in D wohldefiniert ist und dort
die Differentialgleichung identisch erfiillt. Meist ist klar, welches Gebiet D
gemeint ist, z.B. IR" oder ein natiirlicher Definitionsbereich von F. Dann
spricht man von einer Loésung schlechthin.

BEISPIELE

1) (%‘1 = 0 ist eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung. Thre Losun-
gen sind genau die Funktionen u, welche nur von zs, ..., x, abhédngen.

2) 89?125@ = 0 ist eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung. Ihre

Losungen fiir n = 2 sind genau die Funktionen der Form
u(xy, x2) = v(xy) + w(xe)
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mit beliebigen differenzierbaren Funktionen v, w.

3) Sei f stetig in IR?. Dann ist

9%u
8x18x2

= f(svl? 1:2)

eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir koénnen sie leicht
16sen. Zunéchst integrieren wir nach x,:

ou B x282u(x1,n2) ou
87951(%’1;2) = | 0w, d772+87x1($1,0)

o 9
= /f($1’772)d7]2+87u($1’0)
0 11

und danach nach zy:

z]

Ou(n,
u(ry, xa) = /de—l—u(&xg)

T T2

- //f(m, no)dmdny + u(zy1,0) + u(0, z2) — u(0,0)

0 0

Dies ist eine Losung fiir jede Vorgabe von u(xy,0), u(0, x9).
4) Seien ay, ay reelle Zahlen. Wir betrachten die Differentialgleichung
Sie besitzt die Losung

u(zy, xe) = w(ar; — a1x3)

fiir jede differenzierbare Funktion w einer Variablen.



5) Sei g(x1,x2) eine differenzierbare Funktion. Wir betrachten die Differen-

tialgleichung
dg Ou dg Ou 0

61’2 8$1 B 8x1 8x2 N

Jede Funktion der Form

u(:cl, 1'2) = ’lU(g(ﬂjl, .1'2))

mit einer differenzierbaren Funktion w einer Variablen ist Losung.

6) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

Pu_
ox? Oz

hat die Losungen
u(z1, x2) = f(21 — ) + g(21 + 22)

mit beliebigen zweimal differenzierbaren Funktionen f, g einer Variablen. Sie
geht durch die Transformation

Y1 =21 + o, Yo = T1 — X2

in die oben behandelte Differentialgleichung 0*u/dy,dy, = 0 iiber.

7) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
Pu  Pu

—+=—==0
or?  0x3
hat die Losungen

u(xy, x2) = f(a —ix2) + g(xy + ix2)

mit beliebigen analytischen Funktionen f, ¢ (z.B. Polynome).



8) Einige Beispiele aus der Physik:

n 2
Eikonal-Gleichung : Z (@u) =1
0

= \ Oz;
n 2u
Laplace-Gleichung Z—Z =0
= Ox;
n 82
Poisson-Gleichung : Z—Z =f
= Ox;
_ " P,
Helmholtz-Gleichung Z ] +cu=0
i=1 9%
Wairmeleitungs- oder
- . ou " 9%u
Diffusionsgleichung : — = DZ—Q
ot = Ox;
0%u " 0%
llengleich =AY
Wellengleichung BT c ; 922
"0 ou 1
Minimalflachengleich : — |p=— ] =0 =
inimalflichengleichung ; oz, (p 3:1:1-) , P =

Cauchy-Riemannsche Dgl. = = —

Wir sehen aus diesen Beispielen, dafl partielle Differentialgleichungen sehr
viele Losungen haben koénnen. Typisch enthélt die allgemeine Losung einer
Differentialgleichung p-ter Ordnung in n Variablen p willkiirliche Funktionen
von n — 1 Variablen.

Zur eindeutigen Festlegung der Losung einer Differentialgleichung mufl
man also Zusatzbedingungen stellen. Eine Moglichkeit fiir solche Zusatzbe-
dingungen ist eine sogenannte Anfangsbedingung: Man schreibt fiir eine Dif-
ferentialgleichung der Ordnung p in n Variablen die Werte von u und seiner
Ableitungen der Ordnung < p entlang einer Mannigfaltigkeit der Dimension
n — 1 vor. Dabei darf man natiirlich Funktionswerte und Ableitungen nicht
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unabhéngig voneinander vorgeben: “Innere” Ableitungen der Mannigfaltig-
keit sind ja schon durch die Funktionswerte entlang der Mannigfaltigkeit
bestimmt. Man schreibt daher zweckméfig v und seine Ableitungen bis zur
Ordnung p — 1 in einer aus der Mannigfaltigkeit herausfithrenden Richtung,
z.B. der Normalen, vor. Dies ist die Cauchy’sche Anfangswertaufgabe.

Wir wollen uns dies an Hand des Beispiels n = 2 klarmachen. Die (n—1)-
dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit ist dann eine Kurve

[:a=gp(s),
wobei der Parameter s die Bogenlénge bedeute, d.h.

1 ()] = /(24 ()2 + (h(s))2 = 1.

Tangential- und Normaleinheitsvektor sind dann

T o= ¢,
Das Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung 1. Ordnung besteht
einfach in der Vorgabe von u entlang I', also

Bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung schreibt man dariiber hinaus die
Ableitungen 1. Ordnung von u entlang I' vor. Die Ableitung in Richtung 7
ist aber durch f bereits bestimmt, denn es gilt ja

Mlp(s) = ulpls) +imlco

= 7 grad u(p(s))
= f(s).
Also geniigt bereits die Vorgabe von
du
() = 9(s)

8



um sédmtliche Ableitungen 1. Ordnung entlang I" festzulegen. Die Cauchy’sche
Anfangswertaufgabe fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei

unabhéngigen Variablen besteht also in der Vorgabe von u, % entlang einer
Kurve I'.

BEISPIELE

1) 88—;‘1 = 0. Nehmen wir als Anfangsmannigfaltigkeit 1y = 0 und schrei-

ben wir dort vor:
u(0,2) = f(z2) .
Die Losung der Anfangswertaufgabe ist offenbar

u(z1,2) = f(x2)

und diese Losung ist eindeutig bestimmt.

Wir versuchen als Anfangsmannigfaltigkeit x5 = 0 und schreiben dort

u(r1,0) = f(x1)

vor. Diese Anfangswertaufgabe ist offenbar nur losbar, wenn f konstant ist,
und in diesem Fall ist jede Funktion u der Form

u(zy, xe) = w(xs)

mit w(0) = f(0) Losung.

2) Fiir die Differentialgleichung
oot _
ox3  Ox3

besteht das Anfangswertproblem in der Vorgabe von u und du/0v entlang
einer Kurve I'. Nehmen wir als I" die z1-Achse, so geben wir also

u(r1,0) = f(a1)

9,
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vor. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist (vgl. oben)
u(wy, x2) = v(z + x2) + wW(T] — T9)
mit beliebigen Funktionen v, w. Die Anfangsbedingungen fithren zu
v(z) + wx) = fl(z)
V(z) — w'(z) = g(z),
also

vla) = wlar) = [ glndn +c

mit einer beliebigen Konstanten c. Es folgt

1

v(ar) = ;{ﬂxl) +/ g(n)dn+c}

w(z) = ;{f(xl) - /g(n)dn - C}
und damit
u(en,w) = {7 +w) + f - o) 4y [ ol

Dies ist die eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe.

Wiéhlen wir nun als Anfangskurve I" die erste Winkelhalbierende x; = x5,
geben wir also

u(ry,v1) = f(z1)
ou ou

~—(r1,21) — 5—(71,71) = g(z1)

8x1 8952

vor, so miissen v, w die Bedingungen

v(2z1) +w(0) = f(z1)
V' (221) + w'(0) — ' (221) +w'(0) = g(xy)
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erfiillen. Ist das Problem also iiberhaupt l6sbar, so muf g konstant sein, und
es ist dann jedes u der Form

u(zy, x2) = f((x1 + x2)/2) — w(0) + w(xy — x9)
Losung, wenn nur w'(0) = ¢(0)/2 gilt.

3) Losen wir die Anfangswertaufgabe fiir die Laplace’sche Differentialglei-
chung

ou
ox?  0xd
ou
u(r1,0) = f(x1), 87:2(931’0):0

mit der analytischen Funktion f. Der Ansatz
u(zy, xe) = v(xy +ix2) + w(w) — i22)

fithrt zu
v(zy) +w(zy) = f(zr), o'(x1)—w'(z)=0.

Ahnlich wie im letzten Beispiel fithrt dies zu der Losung

u(zy, w2) = 5 (f(z1 +iza) + fz1 — iz2)) .

DN | —

Die Aufgabe ist also losbar, jedenfalls fiir analytisches f. Nehmen wir z.B.
fu(s) = €™,
so wird die Losung
U (71, 79) = €™ cosh(mas) .
Wir haben also fiir m — oo und z5 # 0

L iz

’fm| =1 ) |um’ - COSh(mxz) 2 — 00 .

11



Dies bedeutet, daf§ die Abbildung f — wu, welche den Anfangswerten die
Losung zuordnet, nicht stetig ist. Das gleiche gilt fiir simtliche Geraden als
Anfangsmannigfaltigkeit. Dies folgt daraus, dal die Differentialgleichung ge-
geniiber Rotationen und Translationen invariant ist.

Damit erweist sich die Anfangswertaufgabe fiir die Laplace’sche Differen-
tialgleichung als nicht sinnvoll.

Wir werden sehen, dafl hingegen die Randwertaufgabe sinnvoll ist. Diese
besteht darin, den Wert von u entlang einer geschlossenen Kurve I' vorzu-
schreiben, welche ein Gebiet 2 umschlieft. Die (Dirichlet’sche) Randwert-
aufgabe lautet dann

u  0%u
T ' 0
or?  0x3 0 ’

u = f auf 08 .

Eine Losung v wird man jetzt etwa in C?(2) N C'(Q) suchen. Ist T' der Kreis
|z| = 7, so werden wir sehen, daf die Losung durch die Poisson’sche Formel

2 x?
uw == [ ey <a

gegeben ist.

Nach Hadamard heifit eine Aufgabe gut gestellt, wenn
1) sie losbar ist.
2) die Losung eindeutig bestimmt ist.
3) die Losung stetig von den Daten abhéngt.

Andernfalls heifit eine Aufgabe schlecht gestellt. Schlecht gestellte Aufgaben
gelten als nicht sinnvoll. Aufgabe der Theorie partieller Differentialgleichun-
gen ist es, unter anderem, gut gestellte Probleme zu formulieren.
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Kapitel 2

Partielle
Differentialgleichungen 1.
Ordnung

2.1 Die quasilineare Differentialgleichung in
zwei unabhingigen Variablen

Wir beschéftigen uns zunéchst mit Differentialgleichungen 1. Ordnung in
zwei unabhéngigen Variablen, die wir mit z, y bezeichnen. Eine solche Dif-
ferentialgleichung heifit quasilinear, wenn sie von der Form

ou ou
a(x,y, u)% + b(z, y,U)afy = c(z,y,u) (1.1)

ist. Im iibrigen seien a, b, ¢ stetig differenzierbare Funktionen in Q x IR' mit
einem Gebiet  C R2.

Sei u eine Losung von (1.1), d.h. w € C1(Q) erfiillt (1.1) in Q identisch.
Dann stellt z = u(z,y) die iiber Q liegende Losungsfliche dar. Wir suchen
Kurven

z=z), y=ylt), z2=201),
welche auf dieser Losungsfliche liegen. Fiir deren Projektion in die x — y-
Ebene wahlen wir Losungen von

dz

E = a(x,y,u(x,y))

13



Wy, g, ule,y))

dt
und setzen
z=u(x,y) .
Es ist dann
dz ou dr  Ou dy

+ 7<£L',y)

T g g,y

= ey ule ) G + bl ) e
= @y, ulz,y)) -

Also erfiillen die Funktionen x, y, z das System gewohnlicher Differential-
gleichungen

dx

E = a(:ic,y,z),

d

dit/ = b(x,y,2), (1.2)
d

7 = o).

Dieses nennt man “charakteristisches System”, seine Losungen “Charakteri-
stiken” von (1.1).

Im folgenden werden wir haufig Anfangswertprobleme fiir Systeme gewhn-
licher Differentialgleichungen 16sen miissen. Wir stellen dazu folgenden Satz
bereit.

Satz 1.0: Sei f € C°(R™"), to, € R, o € R™. Dann gibt es ein tg
enthaltendes Intervall (a,b) und eine Umgebung Q von o, so daff das An-
fangswertproblem

o= fte),  alt) =¢

fir jedes £ € Q in (a,b) eine Lisung x = @(t,§) besitzt. Ist sogar f €
CHIR™1), so ist ¢ eindeutig bestimmt, und es gilt ¢ € C'((a,b) x Q).

Beweis: Dies folgt durch Kombination der Satze 1.2, 7.1, 7.2 aus Chapt.
1 von Coddington—Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations.
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Satz 1.1:  Sei P ein Punkt einer Lisungsfliche von (1.1). Dann liegt jede
Charakteristik durch P ganz auf der Lisungsfliche.

Beweis: Sei P = (20, Yo, 20) und sei z, y, z eine Charakteristik durch P,
d.h. eine Losung von (1.2) mit

0)=x0,  y(0)=9, 2(0)=2-.

Sei z = u(z,y) eine Losung von (1.1). Wir miissen zeigen, dafl

2(t) = u(z(t), y(t)) (1.3)
fiir alle ¢. Fiir ¢ = 0 ist dies richtig, denn P liegt ja auf der Losungsflache.
Weiter ist

d dz Ou dr  Ou dy

ou ou
= C(SL’,y, Z) - %(I,Q)Q(I,y,z> - @(Ivy)b($7ya Z) :

Hier und im folgenden ist x = x(t), y = y(t), 2 = z(t) zu setzen. Mit
w(t) = z(t) — u(z(t), y(t)) lautet dies

dw ou ou
E - C(.T, Y, U(ZE, y)+w)—%(x, y)a(x, Y, U(J], y>+w)_87y(x7 y)b(l’, Y, U(ZL’, y)+w) .

Da u die Differentialgleichung (1.1) erfiillt, hat diese Differentialgleichung die
Losung w = 0. Dies ist die einzige Losung mit w(0) = 0. Also ist w = 0.

Unser Ziel ist die Losung der Anfangswertaufgabe: Gesucht ist eine Losung
von (1.1), welche entlang einer in € verlaufenden Kurve

Prz=o(s) , y=1(s)

vorgegebene Werte annimmt. Anders ausgedriickt: Die Losungsfléche soll eine
vorgegebene in ) x R' verlaufende Raumkurve

K:z=p(s), y=1(s), z=x(s)



Charakteristiken
durch K

Losungsflache

/ durch K in die x-y-Ebene

Abbildung 2.1: Charakteristiken und Projektionen.
enthalten. Wir setzen die Funktionen ¢, ¥, x als stetig differenzierbar voraus.

Nach Satz 1.1 bietet sich folgende Konstruktion der Losungsflache an:

Man berechne fiir jeden Punkt der Kurve K eine Charakteristik durch diesen
Punkt. Fiigen sich diese Charakteristiken zu einer Flache zusammen, so wird
dies eine Losungsflache sein.

Analytisch sieht das so aus: Fir jedes s 16sen wir (1.2) mit den An-
fangswerten (p(s), ¥(s), x(s)), d.h. wir berechnen Funktionen x(t, s), y(t, s),
z(t, s) mit

g“: = a(z,y,2), x(0,s)=(s)
W= by, yl0.) = ls) (1.4)
gi = C($,y,2) s Z<O7 8) = X(S) ’

s spielt hier die Rolle eines Parameters. Die Losung des Anfangswertproblems
ist dann - in parametrischer Form - durch

x=ux(t,s), y=1y(t,s), z=z(t,s) (1.5)

16
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gegeben.

Die Charakteristiken durch K werden sich dann zu einer Fléche zusam-
menfiigen, wenn ihre Projektionen in die x-y-Ebene transversal zu I' sind,
also nicht die Richtung der Tangente von I" haben. Nach (1.4) haben die-
se Projektionen die Richtung (a,b)”, wobei a, b in dem iiber dem Punkt
(z,y) € I liegenden Punkt (z,y,2) € K zu nehmen sind. Demnach miissen
wir fordern, daf8 (a,b)” nicht in dieselbe Richtung zeigt wie (¢, %’)?, wobei
¢, ¢ fir den zu (z,y) gehorigen Parameterwert s zu nehmen sind. Also muf

ap(s). (). x(9) © @) )
Rang (b<¢<s>,w<s>,x<s>> | ¢'<s>)‘2 (1.6)

gelten entlang K. Kurven K mit dieser Eigenschaft heiflen “nicht charakteri-
stisch”. Dies ist verstindlich, denn fiir Charakteristiken ist (1.6) gerade nicht
erfiillt. Dementsprechend heiflen Kurven, entlang denen (1.6) nicht erfiillt
ist, “charakteristisch”. Aus der Herleitung der charakteristischen Gleichung
folgt, dafl eine charakteristische Kurve, welche auf einer Losungsflache liegt,
eine Charakteristik ist.

Satz 1.2: Sei K nicht charakteristisch. Dann besitzt die Anfangswertauf-
gabe eine Losung, welche in einer Umgebung von I definiert ist.

Beweis: Nach Satz 1.0 ist (1.4) fiir jedes s in [t| < to(s) losbar, wo ty(s) >
0, und die Losungen hingen stetig differenzierbar von ¢, s ab. Fiir t = 0 ist

%) Rang [ ©PE 060X L @)
rans (5 ) =rane (GEEONE)  00) -2

Also ist die Abbildung
r=x(t,s), y=y(t,s)

in einer Umgebung von ¢ = 0 umkehrbar. Die Umkehrabbildung
t=tzy), s=s(zy)

existiert in einer Umgebung D C R? von I' und ist dort stetig differenzierbar.
(1.5) definiert also eine schlicht tiber D liegende Fliche

2= z(t(x,y),s(z,y)) = u(z,y) .

17



Wir zeigen, daf§ u Losungsfliche ist. Dazu beachten wir, daf3

u(z(t, s),y(t,s)) = z(t,s) .

Differentiation nach ¢ ergibt einerseits

0 _ Ou Jx  Ou dy
ou ou
= %(%y)a(%yaz)‘f‘aﬁy(%?Jﬁ(%Z/ﬂ) )

wobei man x,y, z an den Stellen (¢, s) zu nehmen hat, also

o) = 52 (o p)al, (e, v) + 51 (o, )b, g u(e. )

Andererseits ist - mit gleicher Notation -

0 0z
&U(%y) - a - C(fL’,y,Z) - c(x,y,u(x,y)) :

Dies gilt fiir alle (x,y) € D. Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir du/0t
zeigt, daB u in der Tat Losung in D ist.

Bemerkung: Eine Losung kann in der Form (1.5) erhalten werden.

Satz 1.3:  Sei K nicht charakteristisch. Dann gibt es in einer Umgebung
von I' nur eine differenzierbare Losung des Anfangswertproblems, und zwar
die durch (1.5) gegebene.

Beweis:  Sei u eine Losung der Anfangswertaufgabe in einer Umgebung
von I', und sei (1.5) die - eindeutig bestimmte - Charakteristik durch ¢(s),
¥(s), x(s). Nach Satz 1.1 liegt diese Charakteristik auf der Losungsflache;
(1.5) bestimmt also u eindeutig.

18



BEISPIELE

1) % = 0. Das charakteristische System lautet

dx dy dz

- oamh w"

Charakteristiken sind also die Geraden parallel zur x-Achse. Charakteristisch
sind genau die Kurven, welche in einer Ebene parallel zur z-z-Ebene verlau-
fen. Eine Kurve, die in der y-z-Ebene und nie senkrecht verlauft, ist also
nicht charakteristisch und das Anfangswertproblem damit eindeutig 16sbar.
Die Losung erhalten wir, indem wir durch die Anfangskurve Geraden in Rich-
tung der x-Achse ziehen.

2) u% + g—;‘ =1, u= %x entlang der 1. Winkelhalbierenden.
Die charakteristischen Gleichungen sind

de o dy | odz
a7 dat 0 dt

und die Anfangskurve ist durch

gegeben. Es ist

Rang(X(S) ¢/(8)>:Rang<‘9{2 1)22 fir s+# 2,

d.h. die Anfangskurve ist auflerhalb (2, 2) nicht charakteristisch. Die Charak-
teristiken durch diese Anfangspunkte sind

1 1
x(t,s) = §St + §t2 +s,
y(t,s) = s+t,

1
z(t,s) = 38 +t.
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Auflésen der ersten beiden Gleichungen nach ¢, s ergibt

y—u T —y?/2
= , §S= .
1—y/2 1—y/2
Dies ist auflerhalb des Punktes (2,2) der Anfangskurve sinnvoll. Setzt man

dies in die dritte Gleichung ein, so erhélt man als Losung der Anfangswert-
aufgabe

t

T —1y*/2 y—x
2—y 1—y/2

u(r,y) =

fiir y # 2.

Satz 1.4: Sei K charakteristisch. Das Anfangswertproblem besitze eine dif-
ferenzierbare Léosung. Dann ist K eine Charakteristik, und es gibt unendlich
viele Losungen des Anfangswertproblems.

Beweis: Sei die Kurve K durch

gegeben. Da K charakteristisch ist, sind die Vektoren

(76, (s v
P s), wLs), X

linear abhéngig. Also konnen wir einen Parameter - wir bezeichnen ihn wieder
mit s - einfithren, so dafl

P'(s) = ale(s), v(s), x(s))
W'(s) = ble(s),¥(s),x(s)) -

K soll auf der Losungsfliche z = u(x, y) liegen, d.h. es muf

sein. Differentiation ergibt

X5) = (o), wls))e + o (pls), V5DV ()
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_ ?;(go(s),w(s))a(w@),¢(S),U(90(S),@/)(S)))

+gZ<¢(s), D(5))b(g(s), ¥ (s), ule(s), (s)))

— c(gp(s),lﬁ(s),X(S)) .

K ist also in der Tat eine Charakteristik.

Sei nun zp = ¢(s0), Yo = ¥(s0), 20 = x(So) ein Punkt von K, und
sei C' eine nicht charakteristische Kurve durch diesen Punkt (Solche gibt es
unendliche viele). Fiir C' kénnen wir das Anfangswertproblem 16sen. Wegen
Satz 1.1 liegt K auf der Losungsflache. Fiir jede Kurve C' bekommen wir also
eine Losung der Anfangswertaufgabe fiir K.

BEISPIELE:

1)  Wir versuchen, fiir das obige Beispiel

ou Ou

R,
U8x+3y

die Anfangswertaufgabe fiir die Charakteristik

zu l6sen. Losen wir das charakteristische System mit diesen Anfangswerten,
so bekommen wir

w(ts) = s+,

y(t,s) = s+t,
z(t,s) = s+t.

Hierdurch ist aber keine Fliche dargestellt, sondern eine Kurve (ndmlich die
Charakteristik K'). Wie zu erwarten, versagt also unsere Methode zur Losung
der Anfangswertaufgabe, wenn die Anfangskurve eine Charakteristik ist.
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Um die Anfangswertaufgabe zu 16sen, kann man einmal wie beim Beweis
zu Satz 1.4 vorgehen. Speziell in diesem Fall kann man aber auch ausnutzen,
dafl man fiir jedes w € C! durch Auflésen von

1
x:§u2—|—w(u—y)

nach u eine Losung der Differentialgleichung erhélt (Dies ist eine Aufgabe
3 entsprechende Ubungsaufgabe). Wéhlt man w(0) = 0, so enthélt jede so
berechnete Losung die Kurve K und ist also Losung der Anfangswertaufgabe.

2) Die Kurve

K:p(s)=s", ¥(s)=2s, x(s)=s

ist charakteristisch, aber keine Charakteristik. Wir versuchen, die Anfangs-
wertaufgabe fiir diese Kurve zu 16sen. Die Losung des charakteristischen Sy-
stems mit diesen Anfangswerten ist

1
x(t,s) = 5152 +ts + s
y(t,s) = t+2s
2(t,s) = t+s.

Das Gebiet > y?/4 der x — y—Ebene entspricht in umkehrbar eindeutiger
Weise der rechten Halbebene der ¢, s-Ebene, und es ist

t = 2y/x—y?/4,
s = gly-2nfro2/)

Setzt man dies in z(¢, s) ein, so bekommt man eine Funktion

u(w,y) = ;(y +2¢/x —y?/4)

welche man leicht als Losung der Differentialgleichung erkennt, und diese
enthélt die Kurve K.
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Trotzdem liegt kein Widerspruch zu Satz 1.4 vor, denn w ist entlang K
nicht differenzierbar.

Satz 1.5: Seien u', i = 1,2, differenzierbare Losungen der Differentialglei-
chung, deren Losungsflichen sich in einer Kurve K schneiden. Die u'? seien

verschieden in dem Sinne, daf entlang K Vu™ # Vu® gilt. Dann ist K
eine Charakteristik.

Beweis: K besitze die Darstellung

Die Differentialgleichung fiir u® entlang K lautet

ou® Ou®

a(e, v, X)%(% P) + b, v, X)gy(so,w = c(p, ¥, x) -

Entlang K sind die «® durch y gegeben, also
u (i, 9) = x .
Differentiation ergibt

ou ,0u?
o7 (o, )+ .

¢’ (o, 0) =X

Das Gleichungssystem mit der Matrix

A:<a(307¢7X) ) b(@?d@X) ) _0(9071/}7X)>
90/ ’ ¢/ ’ _X/

hat also die beiden Lésungen

Su(®)

(0, v)

u(® o

(0, 9) , 1=1,2,
1
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welche nach Voraussetzung linear unabhéngig sind. Also kann A hochstens
den Rang 3—2 = 1 haben. Die beiden Zeilen von A sind also linear abhéngig,
und wir konnen einen neuen Parameter - wir nennen ihn wieder s - einfiihren,
so da} der Proportionalitédtsfaktor 1 wird. Dann sind aber ¢, ¢, x Losung
der charakteristischen Gleichungen.

24



2.2 Die allgemeine Differentialgleichung in
zwei unabhingigen Variablen

Nun betrachten wir die Differentialgleichung
oo
Tor 17 oy

mit einer in Q x IR® zweimal stetig differenzierbaren Funktion F, wo € ein
Gebiet in IR? ist. Wir setzen immer voraus, daf

dp dq

ist. Losung (in ) nennen wir jede Funktion u € C?(f2), welche die Differen-
tialgleichung in €2 identisch erfiillt.

F(z,y,u,p,q) =0 p (2.1)

Wie in §1 beginnen wir damit, Kurven zu suchen, welche auf einer Losungs-

fliche z = u(z, y) liegen. Wie in §1 suchen wir solche Kurven x(t), y(t), z(t)
als Losung von

d F
ﬁ - ;)(x,y,z,p(x,y),q(m,y)) ’
d F
ﬁzimm%mme»
Differentiation der letzten Beziehung ergibt
—=p@y)— +alny)

= p(xay)?;(rv,y, z,p(x,y), q(z,y)) + Q(ray)gl;(%y, z,p(,9),q(x,y)) -

Dies sind drei gewohnliche Differentialgleichungen fiir die fiinf Funktionen
x,y,2,p,q. Zwei weitere Differentialgleichungen erhalten wir auf folgende
Weise: Wir differenzieren (2.1) partiell nach x und y, also

OF OF 9OFdp OF dq
oz " ouPtopor T ag o
oF OF OF 0p OF Oq
ay " oul T apay " 9 oy

= 0
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und beachten (es ist u € C?!)

Op _ Pu _0q
oy  0xdy Oz

Es folgt
OFop  OFdy _ OF oF
op 0xr  0q dy or  Ou
0F 0y  0Fdy _ OF OF
Op 0r  Oq Oy Jdy  Ou 1
Damit erhalten wir
d _ Opdx  Opdy
aP Y = oo T ey
opOF | OpoF
Oxr Op 0Oy OJq

5@y = —5 =g

Wir haben also fiinf gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die fiinf Funk-
tionen x,y, z,p = p(z,y), ¢ = q(z,y):

dz 87F(x 2, q) @_aj( )
8]7 ,% 7p7q ) dt - aq xa?Ja%PaQ )

=
Zl; = paai(x,y, Z,p,q) + qaa];(w, Y,2,0,9) , (2.2)
dp OF OF

= —%(x,y,z,p, q) — %(-r7yuzapa q)p

dq oF OF

o= —a—y(x,y,z.p, q) — %(w,y, Z,0,9)q

Dieses System heifit wieder “charakteristisches System”, seine Losungen z, y, z, p, g
“Charakteristik”. Charakteristiken sind jetzt also kompliziertere Gebilde,
namlich “Streifen”.
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Ist z = u(z,y) irgendeine Flidche, welche eine Kurve = = z(t), y = y(t),
z = z(t) enthilt, so gilt entlang dieser Kurve die “Streifenbedingung”

d:_ do dy
at ~ Par T Tar
wobei die Funktion p, ¢ durch

) = 5o O.00) 0=,

gegeben sind. Ein Quintupel von Funktionen z, y, z, p, ¢ mit (2.3) heifit “Strei-
fen” | ein Quintupel reeller Zahlen xg, yo, 20, o, qo “Streifenelement”.

(2.3)

(@), y(t))

Satz 2.1:  Sei Sy = (o, Yo, 20, Po, Qo) €in Streifenelement mait

F(xo,yo, 20, Po, QO) =0

und sei x,y, z,p, q eine Charakteristik, welche Sy enthdlt. Dann ist

F(z,y,2,p,q) =0.

Beweis:  Sei 2(0) = xq, y(0) = yo, 2(0) = 20, p(0) = po, ¢(0) = qo. Wir
setzen ¢(t) = F(x(t),y(t), 2(t),p(t),q(t)). Dann ist ¢(0) = 0, und nach (2.2)

do _drOF  dyOF  dz0F _dpOF _dgOF
dt  dt ox dtdy dt Ou dt Op  dt Oq
OF OF 9F OF (paF aF> OF <8F 8F> OF <8F 8F> OF

apor agoy  \Pap "% ) au \ox TPau)ap ~\ay ") Bg
= 0 .

Damit ist ¢(t) = 0.

O

Wir kommen nun zur Formulierung der Anfangswertaufgabe. Sei I' : x =
v(s), y = ¥(s) eine Kurve, entlang der wir Werte z = x(s) vorschreiben. Sei
also

K:z=p(s), y=1v(s), z=x(s)
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eine Anfangskurve. Gibt es durch diese eine Fliche z = u(x,y), welche (2.1)
auch nur entlang K erfiillt, so muf3

d _ dp  db
ds—pds qu
F(e,,x,p,q9) =0

gelten. Dabei sind p = u,(p, ), ¢ = u,(p,1) Funktionen des Kurvenpara-
meters s. K 148t sich dann also notwendig zu einem Streifen ¢, ¥, x, p, q
ergédnzen. Demnach lautet jetzt die Anfangswertaufgabe sinnvollerweise:

Sel

S:x=9(s), y=uv(s), z=x(s), p=p(s), qg=q(s)

ein Streifen mit F'(p, 9, x,p,q) = 0. Gesucht ist eine Losung u der Differen-
tialgleichungen, fiir welche entlang I"

u(p, ) = x
ug(p, ) = p
“y(%@b) = dq

gilt.

Wie in §1 sagen wir, ein Streifen sei nicht charakteristisch, wenn

oF )
Rang( gj(%w,x,p,q) ;P >:2

(e, xopq) Y (2.4)

ist. Ist dieser Rang entlang des Streifens < 2, so heifit der Streifen charakte-
ristisch.

Zur Losung des Anfangswertproblems geben wir wie in §1 vor:
Wir 16sen das Anfangswertproblem gewohnlicher Differentialgleichungen

dx(t,s)  OF B

825 - ap (l’7y, Z>p7 Q) I ZL’(O, S) - 90(8) )
oy(t,s)  OF B

3t - 8(] <m7y7Z7PJQ) I y(078> _1/)<S) )
dz(t,s)  OF OF B

825 - pap (xvyvzap7q)+qaq (xayvzapa(D? Z<Oa8)_X(S) )
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ap(t, s) oF oOF

8{/_ = _aix(xay7zvp7Q>_aiu(xay7z7p7q)p) p(O,S) :p<8) )
dq(t,s)  OF oF B
o - oy (@,9,2,p,0) = 5-(2,9,2,0)¢ a0 s5)=qls),

driicken t,s durch z,y aus - was wegen (2.4) nahe S moglich ist - und setzen

u(z,y) = z(t(x,y)), s(x,y)) (2.5)

Satz 2.2:  Der Anfangsstreifen S sei nicht charakteristisch. Dann gibt es
eine Umgebung von T, in der das Anfangswertproblem ldsbar ist.

Beweis: Daf} die Funktionen (2.5) wohldefiniert sind, wird wie beim Be-
weis von Satz 1.2 gezeigt. Wir setzen
p(@,y) =p(t(z,y),s(z,y), d(@,y)=q(t(z,y),s(z,y))
und zeigen
P, y, ulz, y), p(z,y),q(z, y)) = 0

in einer Umgebung von I'. Dazu betrachten wir die Funktion

o(t,s) = F(z,y,u(z,y),p(r,y),q(x,y)) z=z(t,s),y=y(t,s)
= F(xz(t,s),y(t,s), 2(L, s),p(t, s),q(t, s)) -

Fiir jedes s ist x(-,s),...,q(-,s) ein Streifen, und das Streifenelement
x(0,s),...,q(0,s) erfillt die Differentialgleichung. Nach Satz 2.1 erfiillt also
der ganze Streifen die Differentialgleichung, d.h. ¢ = 0.

Wir miissen noch zeigen, daf3

oo
ist. Dazu setzen wir
0z ox oy
M T T T
(2.6)
g - 92 _ 0 _ Oy
s p@s q@s
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und zeigen U = V = 0. Fiir V ist dies einfach die dritte charakteristische
Gleichung. Fiir U bilden wir

8£ oV Op Or 0Oq Oy Op Ox Oq Oy

ot  0s Ot 0s Ot Os  Os ot | 9s ot

denn die Ableitungen zweiter Ordnung heben sich wegen x,y,z € C? (vgl.
Satz 1.0) alle weg. Driicken wir die Ableitungen nach ¢ durch die charakteristi-
schen Gleichungen aus und beachten wir, dafl wegen V' = 0 auch 9V /ds =0
ist, so erhalten wir

oU _ (0F | OF\Or (OF _ OF\oy 0pOF o OF
ot \or Pou)os  \ay " Tou) s as ap " 9s og
_ OF N éh: e Oy 0z OF
T 9s Pos T99s " 9s) ou’
als Argument von F' sind dabei immer z(t,s),...,q(t,s) zu nehmen. Der

Faktor von 0F/du ist nun gerade —U, und wegen F' = 0 ist auch 0F/0s = 0.
Also erhalten wir schlieflich
ou oF
—=-U—. 2.7
ot ou (27)

Die Streifenbedingung fiir den Anfangsstreifen bedeutet nun aber gerade
U(0,s) = 0. Zusammen mit (2.7) folgt U = 0.

Differenzieren wir z(t,s) — u(z(t, s),y(t,s)) = 0 nach ¢, s, so entsteht

0: _ouds _oudy _ |
ot odxot oyot
0z Oudxr Oudy

0s Oz Os 0y 0s

Dies ist das lineare Gleichungssystem fiir Ou/dz, Ou/dy, das wir in (2.6) fiir
p, q erhalten haben. Die Matrix dieses Systems ist

ou 0y oF or
ot t — 0 0

(E£)-(7 %)
0s  Os ¥
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und hat in einer Umgebung von I'" den Rang 2. Also ist p = Ju/dz, q¢ =
Ou /0y, oder, ausfiihrlicher

plx,y) =p(t(z,y) ,s(x,y)) = gz(m,y)

und entsprechend fiir q.

Satz 2.3:  Der Anfangsstreifen S sei nicht charakteristisch. Dann gibt es
in einer Umgebung von I' nur eine Losung des Anfangswertproblems.

Beweis: Wegen F' € C? sind die Funktionen des charakteristischen Sy-
stems alle C! und das Anfangswertproblem des charakteristischen Systems
damit eindeutig 16sbar. Nun kann man wie beim Beweis zu Satz 1.3 argu-
mentieren.

O

Satz 2.4:  Sei der Anfangsstreifen S charakteristisch. In einer Umgebung
von I' gebe es eine Losung des Anfangswertproblems. Dann ist S eine Cha-
rakteristik.

Beweis: Wie beim Beweis zu Satz 1.4 sehen wir, daf§ - evtl. nach Einfithrung
eines neuen Parameters -

. OF

¢ = ?p(so,w,x,p, q)
, oF

w — %(@7¢7X)p7Q)

gelten mufl. Daneben muf fiir die Losung u

X = u(e,v)

= M)
p - 8.1' 90,
ou
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gelten. Differentiation dieser Beziehung fiihrt, wie oben, zu den charakteri-
stischen Gleichungen.

Bemerkung: Wiein Satz 1.4 kann man zeigen, dafl es fiir Charakteristiken
als Anfangskurven, jedenfalls in der Regel, unendlich viele Lésungen gibt. Die
Konstruktion dieser Losungen ist die gleiche wie bei Satz 1.4, nur mufl man
jetzt mit Streifen arbeiten. Zwei verschiedene Losungen kénnen sich entlang
der Charakteristik sogar beriithren. Entlang Charakteristiken kann man also
von einer Losung zu einer anderen iibergehen, ohne die stetige Differenzier-
barkeit zu verletzen. Entlang Charakteristiken sind also Verzweigungen der
Losungen moglich.
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BEISPIEL:

Das charakteristische System der Eikonalgleichung

Pg =1
1st @ _ dy _ o
gt - p2 5 ) dt q,

& = 20+4q¢) ,
@ = 0 49—,

dt > dt

Die allgemeine Losung mit den Zahlen x(0) = xo usw. ist
x=2tpo+xo, Yy=2q+yo, z=2(5+a)t+z0,

bP=DPo, 4d=4qo-

Fiir Charakteristiken, welche auf Losungen liegen, ist p2 + g2 = 1. Sie werden
getragen von Geraden, welche mit der © — y—Ebene einen Winkel von 45°
bilden. Aus solchen Streifen kann man die Ebenen z = wu,(z,y) mit

us(x,y) = xcoss + ysin s

aufbauen. In der Tat bestéitigt man sofort, dafl dieses ug fiir jedes s eine
Losung ist. Aus den Charakteristiken kann man aber auch den Kegel z =

v(x,y) mit
v(z,y) = \J7* +y?

aufbauen, und auch v erkennt man sofort als Losung. v ergibt sich iibrigens
als Einhiillende (vgl. Aufgabe 8) der Schar (us)p<s<or. Die Losungen v und
us beriihren sich. Die Beriihrung erfolgt ldngs einer Charakteristik.
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X

Abbildung 2.2: Monge’scher Kegel.

2.3 Geometrische Interpretation einer
Differentialgleichung 1. Ordnung

Geometrisch bedeutet die Differentialgleichung

F(ZE,y,U,p,q) :0) (31)

daB wir eine Flache z = u(x,y) suchen, so dafl in jedem Punkt (z,y,u(z,y))
der Fliche die Steigungen p = du/dx, ¢ = 0u/dy die Beziehung (3.1) erfiillen.
Anders ausgedriickt: Die Flédche soll in jedem Punkt x, y, z eine Ebene der
Schar

Z—z=pl'—2)+q —y), Flz,y,z,p,q) =0 (3.2)

beriihren. Diese Ebenenschar hat in der Regel eine kegelartige Flache mit
Spitze in (x, y, z) als Einhiillende. Diese nennt man den “Monge’schen Kegel”.
Eine Flache ist also dann Losungsflache, wenn sie in jedem ihrer Punkte den
dortigen Monge’schen Kegel beriihrt.

Man kann iibrigens zeigen, dal die Richtung der Beriihrungskurve von
Losungsflache und Monge’schem Kegel die einer Charakteristik ist.
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BEISPIELE:

1) Die Eikonalgleichung p? + ¢*> = 1. Mit p = cos s, ¢ = sin s nimmt (3.2)
die Gestalt
2 —z=coss(x' —x) +sins(y —y)

an. Die Einhiillende ist

Y-z =y /(@ —2) + ( —y)?

Der Monge’sche Kegel ist hier also wirklich ein Kegel.

2) Fiir die quasilineare Gleichung
ap+bqg=c, a=a(x,y,u) usw.

sind (3.2) genau die Ebenen, fiir die der Normalenvektor (p, ¢, —1) senkrecht
ist zu (a, b, ¢). Der Monge’sche Kegel entartet hier zu den Geraden mit Rich-
tung (a,b, ¢) durch (z,y, 2).

3) Die Differentialgleichung
P-g=1.
Mit p = cosh s, ¢ = sinh s nimmt (3.2) die Gestalt
2 — 2z =coshs(z' — x) + sinh s(y — y)
an. Die Einhiillende ist

e L A I

Dieses Gebilde wird man nicht mehr als Kegel bezeichnen.
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2.4 Das vollstindige Integral

Eine Funktion ¢ € C? heifit vollstéindiges Integral der Differentialgleichung
F=01in Q C R?, wenn

1) u(z,y) = ¢(x,y,a,b) fir jede Wahl von a, b Losung der Differential-
gleichung in €2 ist,

2) in Q
¢ 9’9  9%¢
Oa  Oadxr  Oady o
Rang ( 26 6 5% ) = (4.1)
b  dbdx Dby
ist.

Die zweite Bedingung bedeutet, dal ¢ auch wirklich von zwei Parametern
abhéngt und sich nicht durch nur einen ausdriicken 148t. Wéare ndmlich mit
einer geeigneten Funktion

QS(I’, y? a? b) = w<x7 y7 C<a7 b)) )
liele sich also ¢ durch einen einzigen Parameter ¢ darstellen, so wire

% s oy | (%) (%P0 v
9¢ ¢ 0¢ % dc’ 0cdx’ Bcdy )

ob  0boxr  Oboy

und diese Matrix konnte hochstens den Rang 1 haben. Die Bedingung (4.1)
schliefit dies also aus.

BEISPIELE:

1) Die Eikonalgleichung hat das vollstdndige Integral
¢(z,y,a,b) = xcosa+ysina+b.

2)  Die Clairautsche Differentialgleichung v = px + qy + f(p,q) hat das
vollstéandige Integral

¢(z,y,a,b) = ax + by + f(a,b) .
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3) Die Differentialgleichung
P+ +1)=1
hat das vollstdndige Integral

o(z,y,a,b) = \/1—:U—a —(y—0)2.

4) Die quasilineare Differentialgleichung

pr+qy = au
hat fiir a # 0 das vollsténdige Integral
o(z,y,a,b) = azx® + by

Aus einem vollstandigen Integral kann man durch Bildung von Einhiillenden
weitere Losungen gewinnen, z.B. die singuldre Losung nach Aufgabe 8. Wir
wollen nun mit Hilfe eines vollstdndigen Integrals das Anfangswertproblem
losen. Sei

S:x=9(s), y=v(s), z=x(s), p=p(s), qg=q(s)

der Anfangsstreifen, also F'(y, 1, x,p,q) = 0. Wir bestimmen die Parameter
a(s), b(s) eines vollstédndigen Integrals ¢ so, dal die Anfangsbedingung im
Punkt (¢(s),%(s)) der Anfangskurve erfiillt sind. Dies bedeutet

X(s) = 6e(5),6(5),a(s),(6))
ps) = S2(p(s). (s),als). b(s)) (4.2

als) — f;j(so(sst),a(s),b(s)).

Wir wollen zeigen, daf a(s), b(s) in der Regel durch (4.2) eindeutig bestimmt
sind. Ist etwa die aus den ersten beiden Spalten gebildete Teilmatrix in (4.1)
nicht singulér, so kénnen wir die ersten beiden Gleichungen von (4.2) ein-
deutig nach a(s), b(s) auflosen. Weil S die Differentialgleichung erfiillt und
¢ Losung ist, haben wir

Fp(s),9(s), x(s),p(s),q(s)) = 0,

Fp(5), 0(5), 6(0(8), (s).al5). 5D, 500 500) = 0,
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wo fiir die Ableitungen von ¢ die gleichen Argumente wie fiir ¢ verwendet
werden. Die ersten vier der Argumente von F' in diesen beiden Gleichungen
stimmen iiberein. In der Regel wird dann auch das letzte Argument {iber-
einstimmen, und dies liefert uns die dritte der Beziehungen (4.2). Diese ist
also automatisch erfiillt, wenn die ersten beiden erfiillt sind. Genauso argu-
mentiert man, wenn eine andere 2 x 2-Untermatrix von (4.1) nicht singulér
ist.

Fiir jedes s ist nun
2 = 6(z, 9, a(s), b(s)) (4.3)

eine Losungsflache, welche im Punkte (¢(s),1(s)) der Anfangskurve die An-
fangsbedingungen erfiillt, d.h. den Anfangsstreifen beriihrt. Dies ist dann
auch fiir die Einhiillende der Schar (4.3) der Fall, und zwar in jedem Punkt
der Anfangskurve. Damit ist diese Losung des Anfangswertproblems.
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2.5 Der Fall von n unabhingigen Variablen

Wir betrachten nun den Fall von n > 2 unabhéngigen Variablen x4,...,x,,
die wir in dem Vektor x € IR" zusammenfassen. Die Unterschiede zwischen
dem Fall n = 2 und dem allgemeinen Fall sind im Wesentlichen eine Sa-
che der Notation. Wir werden uns also sehr kurz fassen. Die quasilineare
Differentialgleichung lautet nun

n ou

;ai(x, u)axi = c(x,u) (5.1)
und die charakteristischen Gleichungen sind
dx; :
dag = a;(x,z2), i=1,...,n (5.2)
d
ch = c(z,2). (5.3)

Dies ist ein System von n + 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen. Die
Losungen von (5.2) nennen wir wieder Charakteristiken von (5.1); sie sind
jetzt Kurven im (n + 1)-dimensionalen Raum. Satz 1.1 gilt unveréndert.

Das Anfangswertproblem lautet nun: Sei
K : T =(s), z=x(s), S=1(S1,-+,Sn-1)
eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit im IR™*'. Die Matrix (9¢p;/0s;)
habe den Rang n — 1. Gesucht ist eine Losung u von (5.1), welche K enthilt,

also
u(p(s)) = x(s) -
Wie im Falle n = 2 16sen wir die Anfangswertaufgabe

ox
o = x.2) . 2(0.5) = ()
0z
5 = C(«T, Z) ) Z(O?S> = X<S)

und l6sen z(t, s) = = nach ¢, s auf. Dies ist in einer Umgebung der Anfangs-
mannigfaltigkeit I' : x = ¢(s) moglich, wenn

¢ 390):”

(5.4)

R
ang (a(so,x), s De
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ist. K heilt dann nicht charakteristisch. Die Losung u ergibt sich wieder
durch Einsetzen von t = t(x), s = s(x) in z(t, s). Ist (5.4) verletzt, so ist das
Anfangswertproblem wieder nur in Ausnahmefillen und dann mehrdeutig
16sbar.

Die allgemeine Differentialgleichung lautet fiir n unabhéngige Variable

Fz,u,p) =0,  p = g; (5.5)
und die charakterischen Gleichungen sind
CZZ = g}i(x,z,p), i=1,...,n
CZ = lz: Di gi(x,z,p) , (5.6)
CZ? = —gz(x,z,p)—pig];(x,z,p), i=1,...,n.

Die Losungen dieses Systems von 2n+1 gewthnlichen Differentialgleichungen
nennen wir wieder Charakteristiken. Wieder gilt Satz 2.1.

Zum Anfangswertproblem fiir eine Anfangsmannigfaltigkeit K ergéinzen
wir K zu einer “Streifenmannigfaltigkeit”

S [E:(,O(S), Z:X<S)7 pzp(S)
mit 5 n g
X Pi .
—— = 5 , =1,....n—1
9s; ~ 2P, J "

und F(¢, x,p) = 0. Es ist dann eine Losung u von (5.5) gesucht, welche S
enthélt, d.h.

x(s) = u(p(s))

pi(s) = g;(¢(8)), i=1....n.

Wie in Satz 2.2 sieht man, dafl dies mdéglich ist, wenn S nicht charakteristisch
ist, d.h. wenn

(5.7)

Op dp \ .
881’.“’(95”,1 N

Rang <VPF(QD? X?p)> a_
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ist. Zur Berechnung der Losung 16st man das Anfangswertproblem

ot - aip'(xwzap)v :L’Z(O,S):gﬁl(S) ) Z:l,...,n
0z ° OF

a ~ LPamenr).  A09=xe),

o = " on\®ap) i (@2p), pil0:s) =pils)

und 16st z(¢, s) = x nach ¢, s auf. Dies ist in einer Umgebung von I' : & = ¢(s)
moglich. Die Losung ergibt sich dann wieder durch Einsetzen von t = t(x);
s=s(x)in z(t,s).

Ein vollstdndiges Integral ist im Falle von n unabhingigen Variablen
natiirlich eine Losung ¢(x, aq, . . . , a,), welche von den n Parametern ay, . . . , a,

auch wirklich abhéngt, d.h.

Rang VCL(b,Va%,...Va@ =n.
81’1 &”cn

2.6 Hamilton - Jacobi - Theorie

Wir haben gesehen, dafi die Losung einer partiellen Differentialgleichung 1.
Ordnung auf die Losung eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen
zuriickgefithrt werden kann. Wir zeigen nun, dal auch umgekehrt ein System
gewOhnlicher Differentialgleichungen aus einem vollstéandigen Integral einer
geeigneten partiellen Differentialgleichung berechnet werden kann.

Sei H = H(t,x,p) eine - hinreichend oft differenzierbare - Funktion von
t € RY, z,p € R™ Wir betrachten das System

_od _ a1 1
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von 2n gewoOhnlichen Differentialgleichungen. Man nennt ein solches System
“kanonisch” und H seine Hamilton - Funktion. Diesem System ordnen wir
die Hamilton - Jacobische Differentialgleichung

u ou

— + H{(t =0 ;g = =— 6.2
g THLZP) =0, pi=g- (6.2)
fir die Funktion u(t,z) zu. Dies ist eine partielle Differentialgleichung 1.
Ordnung in n+ 1 unabhéngigen Variablen ¢, x4, ..., x,, in der u nicht explizit
vorkommt und die nach einer der Ableitungen von wu, ndmlich der nach t,
aufgelost ist.

Wir nehmen nun an, es sei eine Losung ¢(t, z,ay, . .., a,) bekannt mit
¢ 0¢
R a sy Va = . 6.3
ang <V A \Y 8%) n (6.3)

Es ist dann ¢ + ag ein vollstédndiges Integral von (6.2). Wir wollen die allge-
meine Losung von (6.1) durch ¢ ausdriicken. Dazu 16sen wir die Gleichungen

99

5 (t,z,a) =1b;, i=1,...,n
Q;

nach = auf und erhalten Funktionen
x; = x;(t,a,b) .
Dies ist wegen (6.3) moglich, zumindest lokal. Danach setzen wir

pi(t,a,b) = gf(t,x(t,a,b),a) ) (6.4)

Wir zeigen, dafl die so definierten Funktionen z;, p; fiir jede Wahl von a, b
Losungen von (6.1) sind. Zunéchst differenzieren wir

d¢
?%(t’l’(t’ a, b)a CL) - bl =0
nach ¢ und 5
af (ta,a) + H(t, 2, V.0t 7,a)) = 0 (6.5)
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nach a;. Dies ergibt
82¢ L (92gb dxj
— = 0
8t8ai + z_: (%zzjaai dt ’

0? no 92 OH
¢ 5 ¢
Oa;0t 1 da;0x; Op,

(77v¢> = 07

wobei ¢ und seine Ableitungen immer an der Stelle (¢, z(t, a,b),a) zu neh-
men sind. Die Matrix dieser beiden Gleichungssysteme ist wegen (6.3) nicht
singulédr. Also miissen ihre Losungen identisch sein, d.h.

dl’j 8H
e aTUj(tiU’p) : (6.6)

Danach differenzieren wir (6.4) nach ¢ und (6.5) nach z;. Es folgt

62¢ n (92¢ d.’]?j dpl
8x18t+]z:1 R A
a2¢ Sy 5%

mit den gleichen Argumenten von ¢ wie oben. Wegen (6.6) folgt dp;/dt =
OH/Ox; und damit die Behauptung.

43



Kapitel 3

Systeme von
Differentialgleichungen 1.
Ordnung

3.1 Lineare Systeme in zwei unabhingigen
Variablen

Wir betrachten lineare Systeme der Form

ou ou
A ~—_B 1.1
a9y + A(,y) pe (z,y)u+b(x,y) (1.1)

mit (n,n)-Matrizen A, B, einem n-Vektor b und den Vektoren

Uy Ouq /Ox

u = : @ = : usw

- . ) a - . .
Uy, o ouy, /0x

A, B, b seien in einem Gebiet Q C IR? stetig.

Wir wollen (1.1) in eine einfache Form bringen und setzen dazu v =
Wv mit einer noch zu bestimmenden (n,n)-Matrix W. Die neue abhéngige
Variable v erfiillt

ow ov ow ov

— W—+A|— W_— | =BW b
ayv—l— 8y+ <8xv+ 835) v+
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oder p 5
00yt a 20 _
ay+W AWax Cv+c,
c=w"! EW—@Z—A@Z ,c=W.
dy ox

Wir nennen (1.1) im Punkt (z,y)
hyperbolisch,  wenn A(x,y) n verschiedene reelle

parabolisch ,  wenn A(z,y) 1 < k < n verschiedene reelle

elliptisch , wenn A(z,y) keine reellen

Eigenwerte besitzt. Ist (1.1) hyperbolisch (parabolisch, elliptisch) in jedem
Punkt eines Gebietes, so nennen wir (1.1) dort entsprechend.

Sei nun (1.1) hyperbolisch in Q. Dann hat A(x,y) fiir (z,y) € Q n re-

elle Eigenwerte A\ (z,y), ..., A\n(x,y) mit linear unabhéngigen Eigenvektoren
wy(x,y),...,ws(x,y). Es ist dann mit W = (wq, ..., w,).
A1 (0]
WTAW = 5 =A.
(@) An

Die transformierte Differentialgleichung nimmt dann die Form

ov ov

— 4+ A—=Cv+c 1.2
dy ox (1.2)
an. Komponentenweise lautet dies
Gvi Ovi L .
ay+)\iax:j:16ijvj+ci, i=1,...,n. (1.3)

mit den Elementen c;;, ¢; von C' bzw. c. Dies nennt man die Normalform
eines hyperbolischen Systems.

Man konnte nun auf die Idee kommen, die n Gleichungen (1.3) genau
so zu losen wie wir das in Teil II fiir eine einzelne Differentialgleichung ge-
macht haben. Der j-ten Gleichung wiirde man dann die charakteristischen

Gleichungen
dx; dy;
7; = Xi(5,95) 7; =1 (1.4)
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zuordnen. Man wiirde nun eine Losung vy, ...,v, von (1.3) entlang einer
Losung von (1.4) betrachten, also die Funktionen

zij(t) = vi(z;(t), y; (1))
einfithren. Es ware dann

dZij o 8vi dxj avi dy]
i ox (zj,v5) dt + By (zj,v5) dt

Fiir ¢+ = j erhielte man wie in Teil II

dzi; " .

;t :kz::l CikZki + Ci i=1,....,n. (1.5)
Fiir ¢« # j bekommen wir aber keine Differentialgleichungen fiir z;;, so dafl
(1.4), (1.5) fiir n > 1 kein geschlossenes System gewohnlicher Differential-
gleichungen bilden. Damit ist der in Teil II erfolgreiche Ansatz gescheitert.

Trotzdem nennen wir die Losungen von (1.4) Charakteristiken von (1.1).
Sie spielen beim Aufbau der Losungen von (1.1) eine groBe Rolle.

Einen anderen Zugang zu den Charakteristiken bekommt man iiber das
Anfangswertproblem. Das Anfangswertproblem fiir (1.1) besteht darin, ent-
lang einer Kurve

oz=e(s), y=1v(s)

Werte fiir den Vektor u vorzuschreiben, also

¢, 1 und x seien stetig differenzierbar, und es sei (¢')? + (¢¥/)*> > 0. Wir
fragen uns, ob durch die Vorgabe von u entlang I' auch die Ableitungen 1.
Ordnung von u entlang I' bestimmt sind. Wir haben entlang I"

ou ou
LAY~ Butb
8y+ o7 u+
w’@_{_ ’@ — dl
oy Por  ds
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Die rechte Seite dieses linearen Systems von 2n Gleichungen fiir die 2n Un-
bekannten du/dx, du/dy ist bekannt. du/dy sind also bestimmt, falls

I A
det(w,j 90’I>7é0 (1.6)

entlang I'. Verschwindet die Determinante in (1.6) entlang I', so sind die
Ableitungen von u nicht durch die Werte von u entlang I" bestimmt. Es hat
dann das lineare System
v+Aw = 0
Yv+ow = 0
eine nichttriviale Losung. Wegen (¢')? + (¢/)* > 0 kann nicht ¢ = 0 sein.

Wir konnen daher auf I' einen Parameter s so einfithren, dafl ¢/ = 1 ist.
Dann folgt durch Elimination von v

Aw = Qw

d.h. ¢’ ist Eigenwert von A. Die Kurven I'; entlang denen die Ableitungen
von u nicht durch uw bestimmt sind, sind also gerade die Charakteristiken.

BEISPIEL
1) Das System

. (751
lautet mit v = ( )
Uz

ou_ (0 1)ou_,
oy 1 0)ox

0 —1
A:<_1 0>7 )\1:1, )\2:—1

Es ist also

Das System ist also hyperbolisch, und Charakteristiken sind alle Geraden,
die einen Winkel von +45° mit der z-Achse machen.
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2) Das System
8U1 (9u2 8U2 aul

ox oy = Ox Ay
(Cauchy-Riemann) lautet

8u<01

8—y—|— 1 O)u:O, Al=1i, A=—i.

Das System ist also elliptisch.
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3.2 Das Anfangswertproblem fiir
hyperbolische Systeme

Wir wollen nun Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir das Anfangswertpro-
blem hyperbolischer Systeme beweisen. Entlang einer Kurve

Do z=os), y=1v(s)

mit p, P € C, (¢')? + (¢')? > 0 soll also u gegeben sein. Gesucht ist eine
Losung des Systems in einer Umgebung von I', welche auf I' die vorgegebenen
Werte annimmt.

Dazu kehren wir zur Normalform (1.3) eines hyperbolischen Systems
zuriick. Sei C; eine der Charakteristiken, und sei D; die Ableitung

Dav(ai(t) (1) = ol (2), (1)

D; ist also (bis auf den Faktor ((dw;/dt)? + (dy;/dt)?)"/?) die Richtungsablei-
tung entlang C;. Wegen

ov;  Ov;
Div; = N\i—— .
Y ox + dy
148t sich (1.3) in der Form
Divizz Cijv; + ¢ 1=1,...,n (2.1)

j=1
schreiben.

Wir wollen nun die Anfangswertaufgabe 1osen. Sei (£,7) € €, und die
Charakteristiken C, ..., C,, durch (£, n) treffen I' in den Punkten P (€, 7), ..., P.(§,n):

Natiirlich sind die ¢; Funktionen von &, 7.
Wir integrieren (2.1) entlang C; von P;(&,n) bis (&, 7):

w(€m) = w(B(&m) + [ D) y(0)dt

(2.2)

— u(REm)+ (Z cus +) (1), )l
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Abbildung 3.1: Charakteristiken durch einen Punkt (£, 7).

Wir haben ein System von Integralgleichungen fiir die Funktionen v; erhalten.
Dieses werden wir, genau so wie man das bei gewohnlichen Differentialglei-
chungen macht, durch Iteration 16sen und damit Existenz- und Eindeutig-
keitssitze fiir das Anfangswertproblem bekommen. Diese Riickfithrung auf
ein System von Integralgleichungen ist moéglich, wenn I' in keinem Punkte
die Richtung einer der Charakteristiken durch diesen Punkt hat, d.h. wenn

/ .
Rang (i, )f):Z, i=1,...,n

entlang I'. Wir nennen I' dann nicht charakteristisch. Z.B. ist die z-Achse
nicht charakteristisch (Das liegt daran, dafl wir den Koeffizienten von du /0y
nichtsingulér, ndmlich als Einheitsmatrix gew#hlt haben.).

Die Charakteristiken durch (£, n), welche zum grofiten bzw. kleinsten Ei-
genwert gehoren, heiflen Aulencharakteristiken.

Satz 2.0: (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz): Sei D eine nicht-
leere abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X. Set T : D — D
kontrahierend, d.h. es gibt ¢ < 1 mut

1Tz =Tyl <qllz—yll, VazyeD.
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Dann hat die Gleichung x = Tx genau eine Lésung T in D. Die Folge xpq =
Txy, konvergiert fiir jedes xq € D gegen T, und es gilt

k
— q
e =2l < 37 llz1 = ol -

Beweis: Siehe etwa W. Walter, Gewohnliche Differentialgleichungen, S.
45.

Sei nun A in ) stetig differenzierbar. Dann sind die Charakteristiken
durch einen Punkt (§,7) eindeutig bestimmt. Wir betrachten ein Gebiet G,
das von den Auflencharakteristiken Cy, C,, durch (&, n) und die Anfangskurve
I' begrenzt wird.

Satz 2.1: Sei v = x auf I' stetig vorgegeben und sei I' nicht charakteri-
stisch. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Lisung der Anfangswertaufgabe

mit v;, Dyv; € C(G),i=1,...,n.

Beweis: Sei X der Raum der n-dimensionalen Vektoren mit Komponenten

aus C(G). X ist ein Banachraum mit der Norm

ul| = Max  Max __ |u(z,y)|.
i (x,y) € G

Die Konvergenz in X ist die gleichmiiflige Konvergenz in G simtlicher Kom-
ponenten. Der Operator T : X — X ist erklédrt durch

ti(z,y)
(Tv)i(z,y) = xi(Pi(z,y)) + / (Z cijvj + ci) (xi(t),y;(t))dt . (2.3)

0 J
T bildet X in sich ab. Sind u,v € X, so gilt

ti(z,y) n

((Tv); = (Tw)i)(z,y) = / cij(v; = ug) (xi(t), yi())dt .

Jj=1
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Sei S der Streifen {(x,y) € G : 0 < t;(z,y) < s,i=1,...,n}, und sei Y der
Banachraum der stetigen Vektoren in S. Dann gilt fiir u,v € Y

|Tv — Tul| < sMn|v—ul, M = Max Max |¢ (z,y)| .
i, ] G
Wir wéhlen nun s so klein, daf§ sMn < 1. Dann ist 7" in Y kontrahierend.
Nach Satz 2.0 gibt es also genau ein v € Y mit v = Tv, und dieses v ist

Losung der Anfangswertaufgabe in S. Jede weitere Losung miifite ebenfalls
diese Gleichung erfiillen und also nach Satz 2.0 mit v identisch sein.

Damit ist der Satz jedenfalls fiir einen Streifen mit Rand I" gezeigt. Durch
Wiederholung des Arguments fiir weitere Streifen folgt die Behauptung.

O

Satz 2.2: Seien A, B, b in Q stetig differenzierbar, und sei u entlang T’
stetig differenzierbar vorgegeben. Sei I micht charakteristisch. Dann ist die
Losung aus Satz 2.1 in G stetig differenzierbar.

Beweis: Nach Beweis von Satz 2.1 und Satz 2.0 konvergiert die Folge

ti(zy) 7
v (@, y) = xi(Piw,y) + / (Z cijof + Ci) (@i(t), yi(t))dt

0 j=1

(0)

)

(k)

%

stetig differenzier-
bar. Man mufl nun zeigen, dafl auch die Ableitungen der vgk) gleichméfig in
G konvergieren. Dies geschieht dhnlich, aber komplizierter als beim Beweis
zu Satz 2.1. Man muBl dabei beachten, da8 ja z; = x;(t, z,vy), vi = vi(t, z,y)

1st.

gleichméBig gegen v;. Wéhlen wir v, = 0, so sind alle v

O

Bemerkungen:

1) Der Wert von v in (z,y) héngt natiirlich nur von den Werten von v auf
I' zwischen den Auflencharakteristiken durch (z,y) ab. Der zwischen diesen
AuBlencharakteristiken liegende Teil I'(z, y) von I' heifit Abhéngigkeitsgebiet
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Abbildung 3.2: Unstetigkeiten pflanzen sich entlang Charakteristiken fort.

von (z,y). Umgekehrt heiBft das von diesen Auflencharakteristiken begrenzte
Gebiet EinfluBgebiet von I'(z,y).

2) Sei P ein Punkt von I', in dem die Anfangsfunktion einen “Knick” hat,
d.h. v ist auf '\ P stetig differenzierbar, und die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte von dv/ds existieren. Wir wollen diese Situation zunéchst fiir

den Fall 9 P
u u

— 4+ A—=0

oy * ox
mit einer konstanten Matrix A studieren. Die Integralgleichung (2.2) lautet
dann

vi(z,y) = vi(Py(z,y)) i=1,...,n.
Die rechte Seite ist stetig differenzierbar fir alle (z,y) € G, durch die keine
P treffende Charakteristik geht, also iiberall in G mit Ausnahme der von P
ausgehenden Charakteristiken.
Die Losung v ist also stetig differenzierbar in G' mit Ausnahme der von P
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ausgehende Charakteristiken, und dort existieren die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte der 1. Ableitungen von v.

Wir sehen also, dafl unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 v (und damit
u) i. allg. nicht differenzierbar in G ist, sondern daf sich Unstetigkeiten in
der Ableitung der Anfangswerte entlang der Charakteristiken in G hinein
fortpflanzen.

3) Haben die vorgegebenen Funktionswerte in einem Punkt P einen Sprung,
so setzt sich auch dieser ins Innere von G entlang Charakteristiken fort.

o4



3.3 Anfangs-Randwertprobleme
hyperbolischer Systeme

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Variable y ausgezeichnet:
Die Koeffizientenmatrix von du/dy war die Einheitsmatrix (oder irgend ei-
ne invertierbare Matrix). Die Charakteristiken x(t), y(t) verlaufen dann nie
waagerecht, d.h. die x-Achse ist stets nicht charakteristisch. Wir kénnen die
x-Achse also stets als Anfangskurve I' wihlen. Dies nennen wir die reine
Anfangswertaufgabe:

ou ou
—+A— = B
ay + 9z u—+c,
u(z,0) = x(x), —oco<zr<o0.

Physikalisch bedeutet y hier die Zeit und u(z,y) den Zustand eines durch die
Koordinate x beschriebenen Systems zur Zeit .

BEISPIEL:
Die Wellengleichung

geht durch die Einfithrung von

_tow L _ow
ul_c@t’ uz_ﬁx

iiber in das System

Ou (0 c¢\Ou _ 00y — _(w
ot ¢c 0)oxr \ = O ’ S \ug )
Die charakteristischen Gleichungen sind, wenn wir ¢ als Parameter einfiihren,

dzs
dt

dy
dt

= c(xy) , = —c(x9) .
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Xt

Xl X2 X

Abbildung 3.3: Charakteristiken einer eindimensionalen Wellengleichung .

Die Charakteristiken Cy, Cy durch (z,t) schneiden die Anfangskurve t = 0
also in Punkten xq, x5 mit

xz T

/ dr y / dr y
J ) ] o)
Ist ¢ konstant, so ist

r1=x—ct, To=x+ct.

Wir sehen also, daf} ¢ die Geschwindigkeit ist, mit der sich Signale in dem
System ausbreiten. Im nicht konstanten Fall bedeutet ¢(x) dementsprechend
die Ausbreitungsgeschwindigkeit bei x.

Soweit die reine Anfangswertaufgabe. Héufig erstreckt sich das System
nicht von —oo bis 400, sondern nur iiber eine Halbgerade, etwa von 0 bis oo.
Wir unterscheiden zwei Félle:

(a) Samtliche Eigenwerte \;(x) von A sind in (0,00) negativ. In diesem
Fall ist der Abhéngigkeitsbereich eines Punktes (z,y) mit > 0 immer noch
Teil der positiven z-Achse, und es gentigt, dort Anfangswerte vorzuschreiben.
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Xt

X

Abbildung 3.4: Charakteristiken zu A mit negativen Eigenwerten.

u ist dadurch fiir alle x,y > 0 eindeutig bestimmt.
(b) Es gibt ein k > 0, so daf fir x > 0

AM>XA > >N >0> N> > A\, (3.1)

Sei C; die Charakteristik durch (0,0), welche zu \; gehort.

Fiir alle Punkte unterhalb C; liegt dann der Abhéngigkeitsbereich immer
noch auf der positiven z-Achse. Unterhalb von C ist also w immer noch
durch die Anfangswerte auf der positiven z-Achse bestimmt. Oberhalb C} ist
dies aber nicht mehr der Fall. Die zu \; gehorige Charakteristik durch einen
Punkt oberhalb Cj endet jetzt auf der y-Achse, ¢ = 1,..., k. Wir miissen v;
fiir diese 7 also entlang der y-Achse vorschreiben:

v:(0,y) = g:(y) , i1=1,...,k .
Allgemeiner betrachtet man die Anfangs-Randwertaufgabe
ou ou
I it
oy ox
u(@,0) = x(z), >0

= Bu+c,

Uz(o7y)_ Z mz]U](Ohy) = gZ(y)7 y207 Zzl7uk
Jj=k+1



Ck+1

X

Abbildung 3.5: A mit positiven und negativen Eigenwert.

mit gewissen Konstanten m;;. I. allg. werden die beiden letzten Gleichun-
gen bei (0,0) nicht kompatibel sein. Dies entspricht einer Unstetigkeit der
Anfangswerte. Wir werden daher entlang der von (0,0) ausgehenden Cha-
rakteristiken Unstetigkeiten von u haben.

Entsprechend behandelt man den Fall eines endlichen Intervalls [a, b].
Unter der Voraussetzung (3.1) betrachten wir die Anfangs-Randwertaufgabe

ou ou
@+A%:Bu+c,
u(z,0) = x(x),a<zx<b,
vila,y) = Y myvi(ay) = gly), i=1,...k,
j=kt1
k
vi(b,y)—l—zlmijvj(b,y) = gy, i=k+1,....n.
=

o8



3.4 Der nichtlineare Fall

Das System
ou ou
—+ A —=b
oy (@,9)5, = b@y,u)
heifit halblinear. Es wird genauso wie im linearen Fall auf Normalform ge-
bracht. Diese lautet nun

Dy = ¢i(x,y,v) , i=1,...,n.

Satz 2.1 - 2.2 bleiben fiir b € C! in einer lokalen Version richtig, d.h. man
muf die Aussage auf eine hinreichend kleine Umgebung von I' beschrénken.

Das System
ou

ou
—+ A — = 4.1
o Ay ) 3 = by (@)

heifit quasilinear.

BEISPIEL

Bewegung eines Gases in einer Rohre mit Strémungsgeschwindigkeit u, Dich-
te p und Druck p = p(p)

ap ap ou

el -F = =0

ot "ox T ou

ou du 10p

ot T Mor T son

Hat A(z,y,u) fiir ein u n reelle verschieden Eigenwerte \;(z,y,u), so nen-
nen wir das System fiir dieses x, y, u hyperbolisch. Die charakteristischen
Gleichungen lauten nun

dy;

dx; .
dxt = Ni(xq, yi, u(zs, ui)) o =1, i=1,....n.

Sie hédngen also von u ab, und das gleiche gilt dann fiir ihre Losungen, die
wir wieder Charakteristiken nennen.

Die Normalform (1.2) ist nun nicht mehr sehr niitzlich. In der Matrix
C dieser Normalform treten namlich die Ableitungen von W auf, und diese
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enthalten jetzt die Ableitungen von u und damit von v. Um einen Ersatz
fiir (1.2) zu erhalten, multipliziere man (4.1) von links mit W~!. Wegen
WA = AW! ergibt sich

W—lgu + AW—lg“ =W 1.
y X

Bezeichnet p! die i-te Zeile von W1, so lautet dies

ou ou
TN =4 N=—|=pb, i=1,....n.
p’L <ay+ ax> pz ) Z M 7n

Hier tritt wieder die Richtungsableitung D; = 9/0y + \;0/0z in Richtung
der i-ten Charakteristik auf. Diese Ableitung wirkt jetzt aber auf alle Kom-
ponenten von u, nicht nur auf die i-te wie in (1.2). Eine Trennung ist nun
nicht mehr méglich.

Trotzdem kommt man wieder zu Existenzsidtzen fiir die Anfangswert-
aufgabe. Sei u = x entlang [' vorgeschrieben. I' sei nicht charakteristisch in
dem Sinne, dal I' nirgends die Richtung einer Charakteristik A;(z,y, x) hat.
Ist also

so mufl

Rang (4/(s)1 + ¢'(s)A(e(s), ¥ (s), x(5)) = n

sein. Dann gelten wieder lokale Analoga der Satze 2.1 - 2.
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Kapitel 4

Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

4.1 Typeneinteilung von Differential-
gleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten die quasilineare Differentialgleichung 2. Ordnung

0%u 0%u 0%u
2b =f. 1.1
¢ o2 + 0xdy e 0y? / (1.1)
Hier sind a, b, ¢, f stetige Funktionen der Variablen x, y, u, p = du/0x,
q = 0u/0y. Wir stellen wieder die Anfangswertaufgabe:

Seien entlang einer Kurve I' in der z, y—Ebene u, p, ¢ gegeben. Gesucht ist
eine Losung von (1.1), welche entlang I gerade diese Werte und Ableitungen
annimmt.

Wie in III.1 fragen wir uns, ob die Anfangsbedingungen wenigstens die
zweiten Ableitungen von u entlang I' eindeutig bestimmen. Sei

I': ox,y) =0, (0p/0x)* + (0¢/0y)*> > 0 entlang T
und sei ¢ irgend eine weitere Funktion, so dafy die Abbildung
5 = W% y)
(1.2)
n = ¢(y)
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in einer Umgebung von I' umkehrbar eindeutig ist. Das Bild von I liegt dann
auf der &~Achse n = 0. Durch diese Transformation geht (1.1) iiber in eine
Differentialgleichung fiir die Funktion U(&,n) = u(x,y). Es ist

ou oUu oy oU 0y ou oUOY 90Uy

o9r ~ 0for " onox’ oy 0oy omow

@ 9 éLu 8 oU oy LU U Oy
ox? Ox Ox 9¢ dx  On Oz

0?U (0 02U oy 0 0?U (0
_ QU (0, v 0p U (00)"
082 \ Ox oo Oz ox ' on? \ oz
wo die Punkte Ausdriicke bedeuten, welche hochstens Ableitungen 1. Ord-
nung von U enthalten. Entsprechend erhilt man

0° U (ow)? 2 2U
o U (00N, U Ou0s 0 (00,
0y? 082 \ Oy 8507] Jdy Oy  On?> \ Oy

0%u 02U o) O (81& oo O 890) N 02U Dy O

dxdy €2 Oy Ox agan or oy = Oy Ox

on? Oy Ox
Damit geht (1.1) iiber in

02U 02U 02U
Aa—ngrQBagannLC’a—n?—F (1.3)

mit

A = a(@@b) +2ba—wa—w+ (81/1)

ox oxr Oy oy
Oy oY dp 0P Iy oY dp
b = 8x6:c+b<8x8y+8y8x e dy Oy
_ (% 9p0p (0
¢ = (m) Ty T <0y

und einem Ausdruck F, der nur noch erste Ableitungen von U enthélt.
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Entlang n = 0 sind U, oU/9¢, OU/dn bekannt, ebenso 0?°U/J&? und
02U /€. 92U /0On* 1Bt sich aus (1.3) bestimmen, wenn C' # 0 ist. Ist
C = 0 entlang I, so lassen sich dagegen nicht alle zweiten Ableitungen be-
stimmen. Solche Kurven nennen wir charakteristisch. Die Kurve ¢ = 0 ist
also charakteristisch, wenn

dp Op
- = = 1 =
Q ( ; fy) 0 entlang ¢ =0,

Q(&n) = a&® +2bn+cn*.

@ heifit die “charakteristische quadratische Form” von (1.1).
Wir nennen (1.1) (in z, y, u, p, q)

elliptisch , falls @ definit , dh. ac—0>0
parabolisch , falls @ semidefinit , dh. ac—0 =0 |,
hyperbolisch |, falls ) indefinit , dh ac—b <0

Die Definitheitsbedingungen bekommt man, wenn man die Eigenwerte der

Matrix ( Z i ), also die Nullstellen von

N —(a+e)A+ac—b =0

mit Hilfe der Vietaschen Sitze untersucht.

BEISPIELE:
1) Die Laplacesche Differentialgleichung

Pu Pu_
ox2  Oy?

ist elliptisch. Sie hat keine charakteristischen Kurven.

2) Die Warmeleitungsgleichung

o _ o
ot Ox2
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ist parabolisch. Charakteristische Kurven sind die Parallelen zur x—Achse.

3) Die Wellengleichung

Pu  0Pu

o2 Ox?
ist hyperbolisch. Charakteristische Kurven sind die Geraden mit Steigung
+1.

Soweit der Fall zweier unabhéngiger Variablen. Die quasilineare Differen-
tialgleichung in n > 2 unabhéngigen Variablen lautet

zn: aij O f, A=/(a;) symmetrisch (1.4)
e ij 8x,8x] - ) — \Uqy Yy ) .

mit stetigen Funktionen a;;, f von x, u, p; = Ou/0z;. Das Anfangswertpro-
blem besteht darin, v und p; entlang einer (n — 1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeit I' vorzuschreiben. Wir beschreiben I' in der Form ¢ = 0 mit einer
Funktion ¢ € C*(IR"), deren Gradient entlang T nicht verschwindet. " heif}t
charakteristisch, wenn

Q(Vy)=0 entlang ¢ =0,

Q&) = &M A¢.
Wir nennen (1.4) (in z, u, p)
elliptisch , wenn alle Eigenwerte von A das
gleiche Vorzeichen haben,
parabolisch , wenn genau ein Eigenwert von A verschwindet und
alle anderen ein und dasselbe Vorzeichen haben,
hyperbolisch , wenn genau n — 1 Eigenwerte ein und

dasselbe Vorzeichen haben und
der verbleibende das Entgegengesetzte.
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4.2 Die Poissonsche Differentialgleichung

Als Poissonsche Differentialgleichung bezeichnet man die elliptische Glei-

chung

2
— . 2.1
5 (2.1)

Q
IS

—Au=f, A=

n
1=

ENN)

1
Fiir f = 0 spricht man von Laplace- oder Potential-Gleichung. Losungen der
Laplaceschen Gleichung nennt man harmonische Funktionen.

Fiir n = 2,3,... definieren wir die “Grundlésung” von (2.1) als

1

ﬁ|x|27" , n > 2 y
) :{ e (2.2

5- log v, n=2.

Hierbei bedeutet |x| die euklidische Norm von z € IR" und w,, die Oberfliche
der n—dimensionalen Einheitskugel, also

27Tn/2
Wp = N
I'(3)

Man kann nachrechnen, da8 7, eine in IR" \ {0} harmonische Funktion ist.

we =2m, w3 =4m.

Im folgenden nennen wir €2 ein Normalgebiet, wenn es beschrankt ist und
die Anwendung des GauBschen Integralsatzes zulidt. Mit C?(£2) bezeichnen
wir die Funktionen aus CP(f2), welche samt ihrer Ableitungen bis zur Ord-
nung p eine stetige Fortsetzung auf ) besitzen. Es gibt dann auf 9Q ein

stetiges Vektorfeld v mit |v| = 1, so daf fiir f € C*(Q)
of

8@»
Q

de = | fydo . (2.3)
J

Hier ist o das Oberflichenmaf} auf 02 und v; die i-te Komponente von v. Ist
08 in einer Umgebung von = € Jf) hinreichend glatt, so ist v(z) die duBere
Normale an 99 im Punkte z. Ist f = uv mit u,v € C*(Q), so wird aus (2.3)
eine Regel zur partiellen Integration

ou
(91:1-
Q

ov

u
al’i
Q

vdr = / uoy; do — dx . (2.4)
)
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Ist sogar u € C*(9), so haben wir
0*u du du v

vdr = —v;v do —

— —d
0x2 8371 8371 8@ T
[2/9] Q

und nach Summation iiber ¢ entsteht die 1. Greensche Formel

ou
/ (Au)v dx :84 v do —([ Vu- Vv dx (2.5)

Q
mit der Richtungsableitung

0 " 0
o =2 o

in Richtung v. Vertauschen von u, v und Subtraktion ergibt fiir u, v € C*(Q)
die 2. Greensche Formel

/ ((Au)v — (Av)u)dx = / (ayv — ayu) do . (2.6)

Q o0

Satz 2.1:  Sei Q) ein Normalgebiet, und seiu € C*(Q2). Dann gilt fiir v € Q

u(z) = / (%(rc - y)gg(y) - U(y)gy%(:r - y)) do(y)

oN

— [ e = y)duly)y

Beweis:  Wir schneiden aus €2 eine Kugel um x vom Radius p heraus. Das
entstehende Gebiet nennen wir €2,. Die 2. Greensche Formel fiir (2, ergibt

/ (Y (2 — y)Auly) — u(y) Ay (r — y))dy

:‘/<m@—y>gﬂw—u@>£g4x—yﬂddw
[s]9)

(a0 50 - ) g e ) doto)

ly—z|=p
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Im letzten Integral ist v die duflere Normale auf |y — x| = p. Wir fiithren den
Beweis nur fiir n > 3. Die Modifikationen fiir n = 2 sind geringfiigig. Fiir
ly — x| = p gilt

[z —y)| <

0
_ _ <
Iay%(:r y)| < p

Daraus folgt

/ V(T — y)g(y)da(y)

ly—z|=p

und

M =n Max Sup
1 y €

LaBt man also p — 0 streben, so entsteht
[l = y)duly)dy
Q

= / (%(m —y) gz(y) - u(y)(,i Yn(@ — y)> do(y)

o0N

+u(z) lim / ;V Yoz — y)do(y) .

p =0 jy—zl=p

Fiir das letzte Integral erhédlt man den Wert —1.
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Satz 2.2:  Sei Q ein Normalgebiet, f € C(Q), und

u(@) = [ (e = y)f()dy.

Q
Dann ist u € C'(IR"™), und es gilt
ou 0
5 (z) = / B Yoz —y) f(y)dy . (2.7)
(2 Q 1

Ist sogar f € CY(Q), so ist u € C*(Q), und es gilt
—Au=f
in €.

Beweis 1  (F. John, Plane waves and spherical means, Seite 10):

Hier setzen wir voraus, daf§ f in ganz R" definiert und C° bzw. C! ist und
auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet. Es ist fiir x # 0 (sowohl fiir
n > 2 als auch fiir n = 2)

0V () 1

- —-n,..
o, wn\x! T .

Durch Differenzieren unter dem Integralzeichen erhalten wir also

(9u
&ch |37 - y|n

Fiir stetiges f mit kompaktem Triger existiert dieses uneigentliche Integral.
Damit ist die erste Formel bewiesen. Zum Beweis der zweiten setzen wir
r —y = z und erhalten

ou 1
=—— [ zlz| " f(z —2)dz .

ox; Wy,

Ist f € CYR") mit kompaktem Triiger, so existiert auch das uneigentliche
Integral

1 0 .
@) = —— o [ale @ 2)dz
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1
= J Z¢|Z|_n§i($—2)d2’

1. _,0f
= —i—w—n/l)% zi|2| a—%(x—z)dz.
|z|>p
Der Gaufische Integralsatz, angewendet auf ein hinreichend grofles Gebiet,
ergibt

/ zllz\_"ng (x —2)dz = / zilz| " f(x — 2) (|_Zz|i)da(z)
|2[>p ’ I2/=p
0 —n
-/ gl e — )

|z1>p

Wir haben bereits nachgerechnet, dafl

Also ist

Fiir p — 0 konvergiert dies gegen —w,, f(x), womit die zweite Formel bewiesen
ist.

Beweis 2 (Courant-Hilbert):

Wir fithren den Beweis nur fir n > 3. Die Modifikationen fiir n = 2 sind
geringfiigig.

Wir fithren eine “gegléttete Fundamentallésung” v, , ein, welche C* ist und
fiir |z — y| > p mit ~, tibereinstimmt. Eine Moglichkeit hierzu ist

1 | z[>7" , zl>p,
Tnp(T) = (7= 2)onm



Zum spéteren Gebrauch notieren wir, daf fiir |z| < p

S ipl—n .

L— ‘am(x)
Whn,

81’2'

[Vnp()] < m

Wir setzen nun

up(r) = / Yol —y) f(y)dy -
Q

Sicher ist u, € C*(R"). Mit Hilfe von (2.8) finden wir

Jup(2) = u(z)] =

/ (Ynp(® —y) — m(z =) fly)dy

(2.8)

< M [ (@ n@dy, M= Max [f(y)]
lyl<p yen
M
o K 1

und dies strebt mit p — 0 gegen 0. Also strebt u, fiir p — 0 gleichmafig

gegen u, so dafl u € C'(IR"™) ist. Weiter ist sicher

Ou, OV p

Wir setzen

w) = [ S -y

Wieder mit Hilfe von (2.8) finden wir

‘(gz . u) @] = ‘ Q/ (@g;; - chj) (& — 5)F(5)dy

OVnp On
< 9
< M / (‘ oz (y)‘Jr‘axi(y)Ddy
lyl<p
M 1-n 1—n
S /(p +ly'™) dy
ly|<p
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und dies konvergiert ebenfalls gegen 0 mit p — 0. Also konvergiert %
gleichméBig gegen u;. Damit muf u € C'(RR") sein, und 2% = w;. (2.7)
ist gezeigt.

Wir wollen vom GauBschen Integralsatz in der Form (2.4) Gebrauch ma-
chen. Fiir z € Q wenden wir (2.4) an auf die Funktionen

u(y) =yl —y), vy)=fly).

Dies ist wegen der Singularitdt von u bei x nicht moglich. Benutzen wir (2.4)
trotzdem, so entsteht wegen (2.7)

8%1 / (@

Dies rechtfertigt man wie im Beweis zu Satz 2.1 durch Wegschneiden einer
Kugel vom Radius p > 0 um x und anschlieBendem Grenziibergang p — 0.

< Jy = [ e = ) W)wy)do(y)

o0

Das erste Integral ist wie oben eine differenzierbare Funktion von x,
und man darf unter dem Integralzeichen differenzieren. Das zweite Integral
enthilt fiir z € Q gar keine Singularitéit. Also ist u € C%(), und es gilt

_ [0 of G,
) = / oz, Yol —y) 9, (y)dy +/ o Yol — y) f(W)vi(y)do(y) .
Q 0
Fiir das erste Integral konnen wir

— [ e = 0)5-((0) = Sy

schreiben und dies wieder mit (2.4) zu
[ (e =) = SNy = [ (e = )(0) -~ S day)

o0

umformen. Wegen f € C*(Q) ist die Singularitéit im ersten Integral integrier-
bar. Die Rechtfertigung ist dann wie beim Beweis zu Satz 2.1 moglich. Es
folgt

/a 7 (@ = (f(y)—f(:v))derf(x)/ 8(3 (T = y)vi do(y) .
oo 7"
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Summation iiber ¢ ergibt

0
Bu(a) = [ Byle =) = f@)dy+f@) [ —nla=y)doly) , (2.9
) o9
wo 0/0v die Normalableitung beziiglich y bedeutet.

Das erste Integral in (2.9) verschwindet, weil Ay, (x —y) = 0 fir y # .
Wir beenden den Beweis, indem wir

[ 2 e~ wyioty) = 1 (210)
o0

zeigen. Dazu wenden wir Satz 2.1 an mit u = 1.

Satz 2.3 (Eigenschaften harmonischer Funktionen):  Sei 2 ein Normalge-
biet, und sei u € C*(Q) harmonisch in 2. Dann gilt

(i)

/ guda =0 (GaufSscher Integralsatz) .
v
o9

(11) Seix € Q und r so klein, daf$ auch die Kugel vom Radius r um x in Q
liegt. Dann ist

u(z) = . / u(y)do(y) (Mittelwerteigenschaft) .

wpr™—1
|z—y|=r

(iii) Nimmt u sein Mazimum oder sein Minimum in Q in Q an, so ist u in
Q konstant (Maximumprinzip).

(iv) Erfillen uy, up die Voraussetzungen iber u und ist uy = ug auf 982, so
18t up = ug in .
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Beweis:

(i)
(i)

(iii)

Dies ist die 1. Greensche Formel mit v = 1.

Sei 0 < p < r. Wir wenden die 2. Greensche Formel an auf das Nor-
malgebiet G = {y : p < |y — x| < r} mit v(y) = 1 (y — x). Es ergibt
sich 9 9
0= / ai; Yy — x)do(y) — / u %(ayyx) do(y) -
oG oG
Yn(y—2x) ist auf |y—z| = p und auf |y—xz| = r konstant. Also verschwin-
det das erste Integral wegen (i). Fiir das zweite Integral berechnen wir

0 ( ) —L i auf |y —z|=r,
- T — — n
oy " Y o P auf |y—zx|=p.

Damit ergibt sich

1
o / udo(y) .

Jy—al=p ly—al=r

Das linke Integral strebt fir p — 0 gegen u(x).
Wir zeigen den Satz fiir das Maximum. Sei

M = Max u(x), F={yeQ:uly)=M}.
z €

Wir zeigen, dafl F' sowohl offen als auch abgeschlossen in Q2 ist. Dann
ist entweder F' = © und damit u in  (also auch in ) konstant, oder
es ist I’ =, d.h. v nimmt sein Maximum nicht in  an.

Die Abgeschlossenheit von F' folgt sofort aus der Stetigkeit von u. Um
zu zeigen, dafl F' offen ist, nehmen wir ein x € I’ und zeigen, dafl auch
die Kugel um = vom Radius r in F' liegt, wenn nur r so klein gewéhlt
wird, dafl diese Kugel in € liegt. Nach (ii) ist dann

udo(y) , O<p<r.

Dies kann nur richtig sein, wenn u(y) = M auf ganz |z — y| = p gilt.
Damit ist u(y) = M fiir |y — x| < r. Also ist F offen.
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(iv) Mit uy, ug ist auch u = uy — ug harmonisch. Maximum und Minimum
von u in € sind nach (iii) wegen u = 0 auf 02 beide Null.

O

Bemerkung: Beim Beweis des Maximumprinzips wurde nur die Mittelwer-
teigenschaft verwendet.

Wir wollen nun das Dirichlet-Problem

—Au = f in
u = 0 auf 90N

mit einer Funktion u € C?(2) N C(Q) 16sen. Dazu fiithren wir die Greensche
Funktion G, (z,y) ein. Fiir jedes y € ) ist

mit einer Losung w( - ,y) von

Aw(z,y) = 0 in
w(z,y) = —y(z—1y) auf 00

und w( - ,y) € C*(Q).

BEISPIEL: Sei Q= {z € R": |z| <r}. Dann ist
lyl
Gn(,y) = m(T —Yy) = <:v — Y
oyl
Greensche Funktion. Denn
lyl
w(z,y) = —n (m — Y
r |yl
ist natiirlich eine harmonische Funktion von z, solange das Argument von 7,
nicht verschwindet. Dies ist aber nur fiir |z||y| = r? der Fall und kann daher
fir z, y € 2 nicht eintreten. Fiir |z| = r ist

2
Yy r
oo Do =P 72 =20y = oo
]
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und damit G, (z,y) = 0.

Satz 2.4:  Sei Q) ein Normalgebiet. Dann gult:

(i) Es gibt hichstens eine Greensche Funktion. Sie ist positiv fir z, y € Q,
x #y.

(ii) Die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.
Gn(z,y) = Gu(y,x) , Vor,yeQ.
(iii) Ist f € CY(Q), so ist
u(@) = [ Gula.y)f(y)dy
0

Lésung des Dirichlet-Problems.

Beweis:

(i) w( -,y) ist eine harmonische Funktion, welche am Rande die Werte -,
annimmt. Nach Satz 2.3 (iv) ist w eindeutig bestimmt. Sei y € Q und
p > 0 so klein, daB |x — y| < p noch in Q liegt und G(z,y) dort > 0
ist. Das Gebiet Q, = {z € Q: |z — y| > p} ist dann ein Normalgebiet,
auf dessen Rand die harmonische Funktion G( - ,y) > 0 ist. Nach dem
Maximumprinzip mufl G( - ,y) > 0 gelten.

(ii) Seien y1, y2 € Q. Sei p so klein, dafl auch die Kugeln vom Radius p um
Y1, Y2 noch in 2 liegen und sich nicht schneiden. Sei 2, das Gebiet, das
aus () durch Wegschneiden dieser Kugeln entsteht. Wir wenden die 2.
Greensche Formel in €2, an mit

u:Gn('ayl)a /U:Gn('ay2>-
Da diese Funktionen auf 0€) verschwinden, ergibt sich

> [ (Gl P o) ) o) <0

i=1 _
lz—yil=p
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(iii)

Wir betrachten das Integral um y;. G, (z, y1) verhilt sich dort wie p>~",
wihrend 0G,,(z,y2)/0v dort regulér ist. Also gilt fiir den ersten Teil

lim / Gz, 1) W do(z) =0.
p—0 le—y1|=p
Fiir den zweiten Teil schreiben wir
6Gn<x) yl)
Gn(y1,Y2) / Tda(m)
|z—y1|=p
oG, (x,
+ / (Gn(z,12) — Gn(y1,42)) éyyl)da(:v) )
lz—y1|=p

Der Integrand im zweiten Integral verhilt sich wie p - ™" = p*™,
liefert also nach dem Grenziibergang p — 0 keinen Beitrag. Fiir das
erste Integral erhélt man wie beim Beweis zu Satz 1.2 den Wert —1.
Das Integral um g, liefert also insgesamt beim Grenziibergang p — 0
den Beitrag —G,,(y1,y2). Entsprechend liefert das Integral um ys den
Beitrag +G,,(y2,y1). Damit folgt

—Gn(y1,92) + Gnl(y2, 1) =0,
d.h. G,, ist symmetrisch.
Da w( - ,y) harmonisch ist, folgt aus Satz 2.2 sofort u € C?(Q) und
—Au=f

in €. Wir miissen noch zeigen, dal u auf 0€2 verschwindet. Dazu brau-
chen wir eine Abschiitzung fiir G,,. Sei r so groB, daf  in jeder Kugel
vom Radius  um einen beliebigen Punkt von {2 enthalten ist. Sei y € Q2
beliebig und K, (z,y) die Greensche Funktion der Kugel vom Radius r
um y, also

K(2,y) = Y — y) — Yulr) -

Es ist dann v = K,( - ,y) — G,( - ,y) harmonisch in 2, und v > 0 auf
0 wegen (i). Nach dem Maximumprinzip ist also v > 0 in Q. Es folgt

0 < Gu(x,y) <z —y) — mlr) .
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Sei nun zp € 0N und Q, = {z € Q : |z — 29| < p}. Dann ist

u@) = [ Gulw ) f)dy+ [ Gulwy)f(y)dy

Q\Q,

Fir z — x¢ bleibt G, (z,y) im zweiten Integral beschrinkt, so dafl das
zweite Integral wegen G, (zo,y) = 0 gegen 0 strebt. Das erste Integral
148t sich abschétzen durch

Mo [ (e —y) = m)ldy, M= Max [f(x)].

ly—zo|<p r €

und dies strebt gleichméfig in = gegen 0 mit p — 0. Es folgt u(z) — 0
fir z — zg.

O

Die Greensche Funktion G, (z,y) kann interpretiert werden als das elek-
trische Potential in einem Punkt z € (), das von einer Punktladung am
Punkt y € Q erzeugt wird. Dabei ist 02 ein Leiter, auf dem das Potential
als 0 festgesetzt wird. Das Potential in x, das von einer Ladungsverteilung
f in Q erzeugt wird, entsteht dann durch Uberlagerung der Potentiale der
Punktladungen, und dies ergibt die Formel von Satz 2.4 (iii). Die Symmetrie
von G, bedeutet dann einfach, daf§ das Potential in = einer Punktladung in y
gleich dem Potential in y einer Punktladung in x ist (Reziprozitatsprinzip).

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, eine harmonische Funktion mit
vorgegebenen Randwerten zu finden. Sei also {2 ein Normalgebiet. Gesucht
ist u € C*(Q) N C(Q) mit

—Au = 0 in Q,
(2.11)
u = f auf 0 .

Satz 2.5 (Poissonsches Integral): Die Dirichletsche Randwertaufgabe (2.11)
besitze eine Losung u € C*(Q). Dann ist

u(w) = — [ 29I a0y

ov
a0
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Beweis: Man zeigt, dal Satz 2.1 auch fiir G, anstelle von 7, gilt.

BEISPIELE:

1)  Sei Q2 die Kugel vom Radius 7 in R" um den Nullpunkt. Dann ist (nach
Vertauschung der Argumente z,y) fir n > 3

(’y —a " - (E’)“Iy - (T)Q:c|2"> ,

|z]

1

D g

Aufgrund der Formel

erhalt man

2 o = (L - - Ao B

Oy Wn |y_$|n r |y_ (\m|)2x|n

Fiir y € 09, also |y| = r ist (vgl. oben)

i || T \2

Damit vereinfacht sich die Formel zu

i) = o (= m— (- (D)

walz —y|

Ay ||
1- ()
= — .
<J‘J'rz|x - y|
Wegen 0/0v = i+ V folgt nun
0 0 W N s
9 G, y) = — e _ .
v wlz =yl [yl rwnlz -yl
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Das Poissonsche Integral lautet also

u(z) = = |af? / fly) do(y) .

Wy, lz —y["
ly|=r

Dies gilt auch fiir n = 2 (vgl. Ubungsaufgabe).

2) Fiir f =1ist u =1 Lésung von (2.11) mit u € C*(9). Also ist

1= —/ 9l Y) 1oty (2.12)

ov
o0

Dafl durch das Poissonsche Integral umgekehrt fiir jedes f € C(0f2) eine
Losung von (2.11) gegeben ist, ist nicht so einfach zu beweisen. Dafl u in
harmonisch ist, ist klar, dafl u aber die Randwerte f hat, ist schwierig. Wir
beschrinken uns auf den Fall, dafl Q2 eine Kugel ist.

Satz 2.6:  Sei Q eine Kugel, und sei f € C(0). Dann liefert das Pois-
sonsche Integral eine Lisung von (2.11).

Beweis: Daf§ v in €2 harmonisch ist, ist klar. Wir zeigen, dafl u die Rand-
werte f annimmt.

Sei xy € 0. Wegen (2.12) ist

u(w) = f(ao) = — [ 2D (1) pag)yaon).

o0

Wir machen um z, eine (kleine) Kugel vom Radius p. I'; sei der in dieser
Kugel gelegene Teil von 0€) und I'y der Rest, also 02 = I'y UTl's. Wir schétzen
zunéchst das Integral iiber I'y ab. Fiir x € ) ist

I ov B |y_$0|§P

[P ) - o) < M it)=sia] [ |25 ao
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0G,(x,y)
< Max  |f(y) — f(zo)| (— ———— do( ))
ly — 0| < p ! aé v ’
= Max  [f(y) — f(x0) -
ly — 0| < p

Dabei haben wir benutzt, dafi 0G,(z,y)/0v < 0 fir y € 0Q (wegen
Gn(z,y) > 0 firy € Q, G,(z,y) =0 fur y € 0N) ist.

Soweit gilt der Beweis fiir beliebige Normalgebiete. Bei der Abschétzung
des Integrals iiber I'y machen wir Gebrauch von der speziellen Gestalt von
Gy, fur die Kugel. Danach ist fir |z — xo| < p/2

af? — 1

[ 25 ) — fan)aoty)| <

5 2 Max |f(y)|/da
Iy o)

ron(p/2)" "y € 90

Sei nun € > 0 vorgegeben. Wir konnen wegen der Stetigkeit von f p so klein
wéhlen, daf das I'1-Integral < £/2 ist. Danach wéhlen wir eine Umgebung U
von 1z, so dafl das I's-Integral < £/2 fiir alle x € U. Fiir diese x gilt dann
|u(x) — f(xo)] < e. Also haben wir

lim  wu(z) = f(zo) .

r — Xy
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4.3 Die Helmholtzsche Differentialgleichung

Wir betrachten die (inhomogene) Helmholtzsche Differentialgleichung
—Au—Ku=f (3.1)

mit einer reellen Zahl k # 0. Sie ist natiirlich elliptisch. Fiir n = 3 besitzt sie
die Fundamentallésung

ezk|x\
" Anlx]
Wir beschrianken uns auf den Fall n = 3. Das Dirichlet-Problem ist i. a. nicht
eindeutig losbar. Ist Q die Kugel in IR* um den Ursprung mit Radius mm/k
mit ganzem m > 0, so ist

K(x)

u(z) =ImK(x) = sin kfz]

47 ||
eine Losung u € C*(2) N C(2) von
Au+ku=0 inQ, u=0 aufof.

Die beiden folgenden Satze beweist man ganz analog zu Satz 2.1 - 2.

Satz 3.1: Sei Q C R? ein Normalgebiet. Ist u € C*(Q), dann gilt fir v € Q
o) = [ (K= 0G0 - utn) e =) doty

— /K(a: — ) (Au + k*u)(y)dy .

Satz 3.2: Sei Q C R® ein Normalgebiet, und sei f € C(2). Dann ist

ulw) = [ K@= y)f(y)dy
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in CY(), und es darf unter dem Integralzeichen differenziert werden. Ist
sogar f € CY(Q), so ist u € C*(Q) Lésung von (3.1) in €.

Wir interessieren uns fiir den Fall Q = IR3. Um die Eindeutigkeit zu
erzwingen, verlangen wir die “Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung”.

— - Vu(z) —ik u(z)| < M (3.2)

2]

r Max |u(z)| <M, r?  Max
jzf = |z =

mit einer Konstanten M < oco. In der Literatur schreibt man r fiir |z| und

0 x
E_m'v.

Satz 3.3: Sei f € C'(IR*) und f = 0 auferhalb einer beschrinkten Menge.
Dann besitzt (3.1), (3.2) genau eine Losung u € C*(IR?).

Beweis:  Sei () die Kugel um 0 mit Radius R. Wir machen R so grof}, dafl
f = 0 auBerhalb . Dann kénnen wir in Satz 3.2 Q durch IR? ersetzen und
haben dann eine Losung u € C?(IR?) von (3.1). Weiter ist

LT =y T —y
V.K(x —vy) = K(x — ik — = -V, K(x —
0= = Ko - {ik =l - T K-

und damit fiir || > R

L. Vu(z) —iku(r) = / <|$ VoK (z —y) — ikK(r — y)) f(y)dy

eiklz—y| . T - (33 — y) ) T- (3: _ y)}
- b Y T e dy .
5 Amlr =yl {Z <|iv||l“—y| ! 2]z — y[? f(y)dy

Fiir |x| — oo 148t sich der Integrand auf € durch M|z|~2 mit einer Konstan-
ten M abschétzen. Damit erfiillt u die zweite der Bedingungen (3.2), und die
erste folgt direkt aus Satz 3.2. Die Existenz von u ist also gezeigt. Fiir die
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Eindeutigkeit zeigen wir, dal u = 0 falls f = 0. Satz 3.1 lautet fiir f = 0 und
lz| < R

we) = [ (Ko 9/Ge) -~ ut) g Ko =) dot)

ly|=R
B L gy e—y oy -y "
A D {Ge+ = ) - = B Lao)
= [ K- {5 - ik

ly|=R

. y-lz—y\ y-@-y\ >
+<Zk (H Iyllx—yl) |y|lw—yl2> (y)}d v

Fiir festes  und R — oo strebt dies wegen (3.2) gegen 0. Also u(x) = 0 fiir
jedes z € R3.

83



4.4 Hilbertraum-Methoden fiir
elliptische Differentialgleichungen

Existenzfragen fiir Randwertprobleme lassen sich in grofler Allgemeinheit
durch Hilbertraum-Methoden beantworten. Diese Methoden bilden auch die
Basis fiir numerische Methoden, insbesondere die Methode der Finiten Ele-
mente. Wir werden die Theorie in ihren Grundsétzen darstellen.

Sei V' ein reeller Hilbertraum mit innerem Produkt ( , ) und Norm

1£1 = (f, )2

BEISPIELE:
1) € sei eine mebare Menge in IR" mit positivem Maf. Der Hilbertraum
Ly(€2) besteht aus den in © quadrat-integrierbaren Funktionen, und es ist

g)=/ fgdz .
Q

2)  Sei Q offen in R™. Wir versehen C'*(Q2) mit dem inneren Produkt

e (5 2 B

a =1 Z; :Cl

Leider ist C''(Q), versehen mit diesem inneren Produkt, nicht vollstdndig und
daher kein Hilbertraum. Wir bezeichnen mit H'({2) die Vervollstindigung

von C1(Q) beziiglich der Norm || f||; = (f, f)1%. H'(£) heiBt Sobolev-Raum
der Ordnung 1. Er besteht aus all den Funktionen f € Ly(), fiir welche es

eine Folge (f;,) in C*(Q) gibt, so dafl f, — f in Ly(9), und (df’“), i=1,...,n
in Ly(2) konvergieren.
Die Funktionen in H'((2) sind i. a. nicht im iiblichen Sinn differenzierbar.

Sie besitzen aber verallgemeinerte (oder schwache) Ableitungen. Man sagt,
f € Ly(£2) besitze die verallgemeinerte Ableitung 0f /0z; € Ly()), wenn

B
Y oveClQ) /fax :—/ 8£vd:c
K Q 1
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gilt. Da C(Q) in Lo(Q2) dicht liegt, ist df/dz; eindeutig bestimmt. Existiert
Jf/0x; im iiblichen Sinn und ist 0f/0z; € Lo(R2), so ist df/Jz; natiirlich
identisch mit der verallgemeinerten Ableitung. Fiir n = 1 hat z.B. die Funk-
tion |z| die verallgemeinerte Ableitung sgn .

Sei nun f € H'(Q2). Dann gibt es eine Folge (f;) in C*(Q), so daB

fe — f in Ly(Q)

0 )
o fe — g in Ly(Q)

mit gewissen Funktionen g; € Ly(Q2). Es gilt dann fiir v € C}(Q)

8v - . 81} B . 8fk _ .
Q/fa%' dr = lim Q/f;,c 3xidx = lim ( / oz, vdx) = !gzvdx.

k — o0 k — oo

Also besitzt f die verallgemeinerte Ableitung 0f/dx; = g;.

Man kann die Funktionen in H'(2) als Funktionen in Lo(T') interpretie-
ren, wo [' eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von €2 ist. Dazu
nehmen wir an, daf§ T' die Eigenschaft hat, da8 fiir ein w € R", |w| =1 der
“Streifen” S = {I' +tw : 0 < t < r} zu Q gehort. Wir zeigen: Es gibt eine
Konstante C', so dafl

/ vdo < ClP|2, ¥ veCYQ). (4.1)
T

Zum Beweis nehmen wir n = 2, w = e, [ = {(0,25) : 0 < 29 < 1} an.
Integration iiber den Streifen ergibt

2
r/deag 2/v2dzv—|—27"2/<(%> dx |
8301
r S s

und hieraus folgt (4.1).

Sei nun v € H'(Q) und (v;) eine Folge in C*(Q) mit vy — v in H'(Q).
Nach (4.1) ist dann (vg) in Lo(I") konvergent. Es gibt also eine Funktion
U € Lo(I') mit vy, — T in Lo(I"). T ist durch v eindeutig bestimmt. Man nennt
v die “Spur” von v auf I'. Die “Spurabbildung” v — ¥ von H'(Q) in Ly(T)
ist stetig. Mit der “Funktion v auf I'” meint man .
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3)  Wir bezeichnen den Abschlul von C}(Q) beziiglich der Norm || - |
mit H}(Q). Wir betrachten H{ () als die Funktionen aus H'(£2), welche
auf 0f) verschwinden. Das ist jedenfalls gerechtfertigt fiir Gebiete €2 mit der
“Segmenteigenschaft”. Bei solchen Gebieten kann man den Rand 02 durch
endlich viele Teile I'y, ..., I', iiberdecken, so daf es zu jedem I'j, einen ganz
in 2 gelegenen Streifen gibt. Dann ist fiir v € H*(Q2) v auf 99 als Funktion
in Ly(0N2) wohldefiniert. Wegen der Stetigkeit der Spurabbildung ist v = 0
auf 9. Ist Q beschriinkt, so hat man in H}(€) neben der Norm || - ||; die
dazu dquivalente Norm
> )1/2

/= OZ(
(9} =1

Die Poincarésche Ungleichung sagt, dafl es eine Konstante C'(2) < oo gibt,

so daB fiir f € H}(Q)

Ifll < C@Q)fl -

Es geniigt, die Ungleichung fiir f € C3(Q) zu beweisen. Wir fiihren den
Beweis fiir n = 2 und Q C [0, 1]?. Dann ist

To 0f
f@rws) = f(,0) + [ 22 (an,ah)da,
4 8!172
Wegen f(z1,0) = 0 und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
1 2
0
fA (w1, 0) < / (f) (1, 2%)dasy .
0 61'2
Integration iiber [0, 1]? ergibt

([fzdeSI/(;‘i)de

und daraus folgt die Poincarésche Ungleichung.

4) Die Sobolev-Raume H*(2), H§(Q2) fiir s = 1,2,... sind entsprechend
definiert. Fiir eine allgemeine Theorie der Sobolev-Réume vergleiche man
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Agmon, S. : Lectures on Elliptic Boundary Value Problems.
Van Nostrand 1965.

Adams, R.A.: Sobolev Spaces. Academic Press 1975.

Smirnov, W.I.: Lehrgang der héheren Mathematik. Teil V, Kap.
IV. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1973 (6.
Aufl.).

Der wichtigste Satz iiber Hilbertrdume ist der Rieszsche Darstellungssatz.
Er beschreibt die linearen stetigen Funktionale in Hilbertrdumen. Sei ¢ ein
solches auf dem Hilbertraum V', d.h. ¢ : V' — IR hat folgende Eigenschaften:

Linearitdt:  o(af 4+ Bg) = ao(f) + Bo(g), Va,B€ R, f,geV.
Stetigkeit: I C <oo:|o(f)| <C|fll, V feV.Alsoist

|9l = Max |é(f)] < oo.
£l =1

Dann gibt es genau ein ¢ € V mit

o(f)=(fe), ¥V feV.

Uberdies ist
ol = llell -

Umgekehrt erzeugt jedes ¢ € V durch diese Formel ein lineares stetiges
Funktional auf V.

BEISPIEL: Sei f € Ly(Q2) und V = H{ (). Dann ist fiir v € H}(Q)

g[f’udx

< |[[fllea@llvlza@ < 1 fla@ vl

d.h.
F(v) = / fvdz
)
ist ein lineares stetiges Funktional auf H}(Q). Also gibt es genau ein u €
Hj () mit
Fv) = (v,u);, YV veH;Q).
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u erfiillt also

" Ov Ou 1
Q/fvdx_!<uu+; o 8%) de, YoueHNQ).  (4.2)

Wir wollen nun annehmen, es sei sogar v € C*(Q2), und Q sei ein Normalge-
biet. Dann folgt durch partielle Integration fiir v € CZ(£2)

/(f—u—i—Au)vdx:O,
Q
d.h. u ist Losung von
—Au+u = f in Q,

(4.3)
u = 0 auf 0€ ,

letzteres wegen u € H} (). Ist umgekehrt u € C?(€2) eine Losung von (4.3),
so erfiillt w auch (4.2), jedenfalls fiir v € CZ(£2). Wir nennen daher ein u €
H}(Q), welches (4.2) erfiillt, verallgemeinerte (oder schwache) Lisung von
(4.3).

Dieses Beispiel kann erheblich verallgemeinert werden. Sei a eine Bilinear-
form auf V', und sei F ein stetiges lineares Funktional auf V. Wir betrachten
die “Variationsgleichung”:

Gesucht u € V, so daf3

a(v,u) = F(v), VoeV. (4.4)

Satz 4.1 (Lax-Milgram): Sei a stetig, d.h. 3 M < 0o
a(u,v) < M||ull||v] , V u,veV
und V -elliptisch, d.h. 3 a > 0 mit
a(v,v) > allv||?, VoeV.

Dann ist die Variationsgleichung (4.4) eindeutig losbar, und es gilt fir die
Lésung u

1
< —||F| .
Jull < ~|1F]

38



Dabei ist ||u|| die Norm von w in V und ||F|| die Norm von F' als lineares
Funktional dber V.

Beweis: Fiir jedes u € V ist v — a(v, u) ein stetiges lineares Funktional
auf V. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es also ein Element Au €
V' mit

a(v,u) = (v, Au) , VoveV,
und es gilt

[Aul] = Max |a(v,u)] < Mful]
[ofl =1

Die - offensichtliche lineare - Abbildung A : V' — V ist also auch stetig.
Auflerdem ist

|Au|| = Max |a(v,u)|2a<u,u>
o] = 1 [l
" a(u,u) 2 afu]
= —al(u,u) > olul| .
[l

Also ist A invertierbar und [|A7!]] < 1/a. Wir zeigen AV = V. Da A~ stetig
ist, ist AV abgeschlossen. Ist w € (AV)*, so gilt

0= (w, Aw) = a(w,w) > afw|?*

also w = 0. Also (AV)+ = {0} und damit AV = V.

Nach dem Darstellungssatz gibt es f € V mit F(v) = (v, f), V v eV
und || f|| = || F||- Die Variationsgleichung (4.4) lautet damit

(v, Au) = (v, f), VoeV

oder einfach Au = f. Wir haben gerade gesehen, dafl diese Gleichung eine
eindeutig bestimmte Losung u mit

) 1
lall < 1AM < 2

besitzt.

89



BEISPIELE

1) Sei 2 C IR” ein Normalgebiet und V = H} (). Die Norm in V sei | f];.
Sei a(u,v) = [Vu-Vodr. a ist trivialerweise V-elliptisch. Fir f € Ly(Q)
O

ist F'(v) = [ vfdx ein stetiges lineares Funktional auf V.
0

Der Satz ergibt hier eine schwache Losung der Dirichlet-Aufgabe

—Au=f in Q, u=20 auf 09 .

2)  Sei V =HYQ)und a(u,v) = [(Vu-Vv+uv)dr+ [ guvdo mit einer
Q o9
stetigen Funktion g auf 99). Erfillt Q die Segmentbedingung, so ist a eine

stetige Bilinearform auf V. Sie ist V-elliptisch, wenn g > 0. Fir f € Ly(2)
hat die Variationsgleichung

/(Vu - Vo + w) dx + /guvda = /fvdm , Vouedi(Q)
Q o) QO
eine eindeutig bestimmte Losung in H'(Q).

Lassen wir v die Funktionen aus C}(2) durchlaufen, so folgt wie oben fiir
ue C*Q)
—Au4+u=f in Q. (4.5)

Die erste Greensche Formel ergibt fiir v € C'(Q)
ou
/(—Au+u)vdw+/ W + gu | vdo = / fudx .
0 go \Y Q
Die Integrale iiber 2 fallen wegen (4.5) weg. Es folgt

%%—gu:() auf 0€) .
v

Wir haben also eine schwache Losung der gemischten Randwertaufgabe ge-
funden.
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3) Sei eine Losung der Randwertaufgabe

n n

Lu:—z ”8 81:] Z +cu-f in

3,7=1 =1 X
u =0 auf 0N

gesucht. Wir setzen a;; € C*(Q), b; € CH(Q), ¢ € C(Q) und a;; = aj; voraus.
Wir stellen zunéchst die schwache Form her. Multiplikation mit v € C}(9),
Integration und anschlieSende partielle Integration ergibt

/(Z a@g 0 (aijv )+Zbi?v+cuv> dx:/fvdm
! Q

Q \&j=l Lj i=1 Ti
oder
- ou v (& (9@,,] ou B
SZ {i;1aij8:m0xy (; (Z:: Oz, b) aixz +Cu) U} dr = Q/f")dx .

Durch die linke Seite dieser Gleichung ist eine in V = H} () stetige Biline-
arform a(u,v) definiert. Es ist

ov Ov ", 0v 9
a(v,v) = ([(%aijaxi&cj—i_;biamiv—i_w)dx’
po— 3 2 e o
' = O Z
J
Es ist fiir v € C}(Q)
8v 0 1 0
' / 2, _ 1 1\ 2
9) 9)
also
ov Ov /9
a(v,v)—/(Zaija la—]+ v)dx,
Q b
, 1 0




a ist also V-elliptisch, falls (a;;) positiv definit und ¢ > 0 in  ist. Dann be-
sitzt die Randwertaufgabe eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte Losung.

Hilbertraum-Methoden sind hervorragend zur numerischen Losung von
Randwertaufgaben geeignet. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 sei V},
ein endlich-dimensionaler linearer Unterraum von V. Dann definieren wir
eine Ndaherung u, € V}, fiir v als Losung der Variationsgleichung

a(up,v) = F(v), VoeV,.

Ist vy, ..., v, eine Basis von V},, so ist
n
Up = Z CrUk
k=1
wobei der Vektor ¢ = (¢;) das lineare Gleichungssystem Ac = b 16st mit

A = (a(vg,vp)) , b= (F(vg)) -

up, heifit die Galerkin-Néaherung fiir u.

Satz 4.2:  Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 ist uj eindeutig be-
stimmt, und es gilt

M .
lv —unll < — Min |lu—wv.

@ veV,

Beweis: Dafl u, eindeutig bestimmt ist folgt aus Satz 4.1, angewandt
auf Vj, an Stelle von V. Durch Subtraktion der fiir alle v € V}, giiltigen
Beziehungen

a(u,v) = F(v)

a(up,v) = F(v)

folgt
a(u —up,v) =0, YveV,.
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Daraus ergibt sich fiir jedes v € V},

allu —up|® < alu—up,u—up)
= a(u—up,u—up+0)
< Ml|lu— upl|||u — up + vl .

Ist ||lu — up|| = 0, so ist die zu beweisende Ungleichung trivial. Andernfalls
kiirzen wir den Faktor ||u — up|| weg und erhalten

allu — up|| < M||u—up + vl -
Da dies fiir alle v € V}, gilt folgt

allu —up|| <M Min  |ju—v].
veV,
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4.5 Die Anfangswertaufgabe
fiir die Wellengleichung

Die n-dimensionale Wellengleichung lautet
0%u
ot?

82

5 .
o0x;

N

=cAu, Au=) (5.1)
i=1

Thre Losungen u(z,t) beschreiben die Ausbreitung von Wellen: wu(z,t) ist

der Zustand eines n-dimensionalen Systems an der Stelle x zur Zeit t. Die

Konstante ¢ > 0 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit. Durch Einfiithren der

neuen Zeitskala ¢’ = ¢t wird ¢ = 1. Dies wollen wir im folgenden immer

annehmen.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ¢(x,t) = 0 ist nach §2 charakteri-

stisch, falls
e ’ 2
ot = |Vap|” .

Nehmen wir ¢(x,t) =t — ¢ (z) an, so bedeutet dies
Vel =1, (5.2)

d.h. ¢ erfiillt die Eikonal-Gleichung. Dieses Wort leitet sich vom Griechischen
eikon = bildliche Darstellung, Ebenbild (man vergleiche auch Ikone) ab und
deutet die Beziehung zur Optik an.

Die Charakteristiken (genauer: Die Kurven, welche Streifen tragen, welche
Losungen des charakteristischen Systems von (5.2) sind) von 5.2 nennen wir
Bicharakteristiken von (5.1). Nach Teil I1, §2 sind dies die Geraden t = 0-2+a
mit § € S" ! und a € R. Die Lésungen von (5.2) lassen sich aus diesen
Geraden aufbauen und sind daher kegelartige Mannigfaltigkeiten, die den
x-Raum unter einem Winkel von 45° schneiden.

Die Mannigfaltigkeit ¢ = 0 ist nicht charakteristisch. Das Cauchysche
Anfangswertproblem fiir diese Mannigfaltigkeit lautet

82
87;1} = AU s t>0 s
(5.3)
0
u(@,0) = fa) . So(,0) = g(a).
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Fiir n = 1 haben wir dieses Problem schon in der Einleitung gel6st:

T+t

(fx —t) + flz + 1) + ; / g(s)ds . (5.4)

x—1

N —

u(z, t) =

Mit Hilfe des (eindimensionalen) Mittelungsoperators

T+t

MW =5 [ Fs)ds

—t

konnen wir dies in der Form

(1) = SN 1)) + (M (D)) (55

schreiben. Fassen wir zusammen

Satz 5.1: Sei f € C*(R), g € CY(R). Dann hat die Anfangswertaufgabe
(5.3) genau eine Lisung u € C*(IR x (0,00)) N CYIR x [0,00)), und diese
ist durch (5.5) gegeben.

Zur physikalischen Interpretation schreiben wir (5.4) als
u(z,t) =v(x —t) +w(x+1).

Betrachten wir zundchst den Fall w = 0. Dann entsteht u(x,t) = v(x — t)
durch Verschiebung der Funktion v um ¢ nach rechts.

u stellt also eine sich nach rechts mit der Geschwindigkeit 1 ausbreitende
Welle dar. Entsprechend ist u(x,t) = w(x + t) eine sich nach links ausbrei-
tende Welle. (5.4) ist also eine Uberlagerung von Wellenausbreitungen nach
links und nach rechts, jeweils mit der Geschwindigkeit 1.

Im x — t-Raum sprechen wir wieder wie in Teil III, §2 vom Abhéngig-
keitsbereich eines Punktes (x,t) (also das Intervall [x — ¢, x +t] der z-Achse)
und dem Einflufibereich des Intervalls [a, b] der z-Achse {(z,t) € R x R" :
[z —t,z+t]N[a,b] # 0}

Wir wollen nun den Satz 5.1 auf hohere Dimensionen n iibertragen. Dabei
ergeben sich physikalisch bedeutsame Unterschiede zwischen dem Fall gerader
(z.B. n = 2) und ungerader (z.B. n = 3) Dimensionen. Zunéchst behandeln
wir den Fall n = 3.
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u(x,0)=v(x) u(x,t)=v(x-t)

/ /

|
t X

Abbildung 4.1: Eine Losung einer eindimensionalen Wellengleichung.

Satz 5.2: Sei f € C3(IR?), g € C*(IR?). Dann hat das Anfangswertpro-
blem (5.8) genau eine Lisung u € C?(IR? x (0,00)) N CH(IR* x [0, 00)), und
diese ist durch (5.5) mit dem (dreidimensionalen) Mittelungsoperator
1
(MON)(@) = 1= [ f+19)do()
T,
gegeben.
Beweis:
(a) Es ist klar, da8 die rechte Seite von (5.5) eine Funktion in C?(IR? x
(0,00)) N CH(IR? x [0, 00)) ist.

(b) Wir zeigen, daf die Funktion u aus (5.5) die Differentialgleichung erfiillt.
Da ein grofer Teil der Rechnung fiir beliebige n gilt, fithren wir sie auch
fiir beliebiges n durch.

Sei fiir v € C?(IR™), n = 2,3, ...
o(w,t) = / (i +t0)do(0) .

Snfl
Dann ist
0 _
Slat) = /10VMx+WMd® (t6 = y)

S
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N / |Z‘7j| . VU(.T + y)dg(y) (tnilda(e) = da(y))

0

tn / 8—5(9{: +y)do(y) .
tSn—1

Nach dem Gauflschen Integralsatz ist fiir jedes Normalgebiet 2 und

jedes v € C?%(Q)

—da—/ Avdz .

Damit erhalten wir

a _ 1-n
&v(x t) =t ||/t Av(z + y)dy
yl<

t

= tk"/ / Av(z + y)do(y)dr .

0 pgn—1

Eine weitere Differentiation ergibt

~

It = (- 0/ Sn/_ v+ y)da(y)dr
i / Av(z +y)do(y) -

tSn—1

Fiir w = tv erhalten wir damit
2 2

ﬁw(x t) = 2§@(m,t) + t@@(m,t)

t
= (2t1_” +(1— n)tl_") / / Av(z + y)do(y)dr +
0 TS"71
+7" / Av(z + y)do(y) .
tSn—1
Fiir n = 3 vereinfacht sich dies zu
92

@w(:p ) = t_li Av(r +y)do(y)  (y=1t0)
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— ¢ / Av(z + t0)do(0)

= Aw(z,t).
Damit ist klar, daf (5.5) die Differentialgleichung erfiillt.
(c) Wir zeigen, dafl (5.5) die Anfangsbedingungen erfiillt. Zunéchst ist

u(z,0) = (M(0)f)(z) = f(z) .

Weiter haben wir

G0 = e +2 | SaronE)|
= g(r)+2 ;ﬁ;ﬂ f(a:+t9)da(0)]
S2 t=0

= 9@+ 5 [ 6-Vi@)io()
g2

= g(x).

(d) Wir zeigen, daB jede Losung u € C2(IR* x (0,00)) N C*(IR? x [0, 00))
durch (5.5) gegeben ist. Sei u eine solche. Wir setzen fiir jedes = € IR?
vz (ryt) = rM(r)u( - ,t)(x)

und zeigen, daB v, der eindimensionalen Wellengleichung in ¢ und r
geniigt. In (b) haben wir gezeigt, dafl
2

Da u die Wellengleichung erfiillt, gilt
Ayvg(rit) = r(M(r)Au( - ,t))(x)

(r,t) = Agvg(r,t) .

= () TE( )@
82

= M- D))
82

= @vx(r,t).
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Zusammen gilt also in der Tat

0? 0?
%vx(h t) = @U‘r(ra t) .

Schon in der Einleitung haben wir gesehen, dafl die eindimensionale Wellen-
gleichung die allgemeine Losung

Uz (1) = @a(r + 1) + thu(r — 1)
mit Funktionen ., ¥, € C?(IR) hat. Wegen v,(0,t) = 0 gilt sogar
UI(Ta t) = sz’(r + t) - pr(t - ’I“) .
Differentiation nach r und t ergibt
Gort) = Gttt -1)
or " v v
0
&U$(T’ t) = Splx(r + t) - gplx(t - T)
und durch Addition dieser beiden Gleichungen folgt

, o 0
200 +0) = (g1 o) ).

Setzen wir nun r = 0, so entsteht

2, () = (M (0)u( -, 1))(x) = u(z,1) ,

und fiir ¢t = 0 erhalten wir

26,(r) = MOl 0) + (rM(r) P (- 0))(x)
= TrME)N)@) + (M ()g)a)

Vergleich dieser beiden Formeln fiir 2¢!, zeigt, dafl v (5.5) erfiillen mu8.
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Das entsprechende Resultat fiir R? lautet

Satz 5.3:  Sei f € C3(R?), g € C*(IR?). Dann hat das Anfangswertpro-
blem (5.8) genau eine Lisung u € C?(IR? x (0,00)) N C*(IR* x [0, 00)), und
diese ist durch (5.5) mit dem (zweidimensionalen) Mittelungsoperator

arone =g, [ L

|y‘<t \/ |y|2

gegeben.

Beweis: Wir benutzen die “Hadamardsche Abstiegsmethode”. Wir losen
die dreidimensionale Aufgabe mit Funktionen f, g, welche nicht von x3
abhéngen. Fiir den (dreidimensionalen) Mittelungsoperator M gilt fiir ein

solches f mit z = /1 — 0?2 — 63

(M(t)f)(g;):;T [ 1+ t6)do(6)
g2

1 0z 0z
= % / f(.il?l +t91,$2+t€2) J + <891> + <892> d91d92

02+62<1

f(ﬂ?l + t91, To + t¢92>

1
2 2
" 03+63<1 y1-—01—0

db,dbs

1 flz1 4+ vy, 22 +

_ / (1 4+ y1, 22 y2)dy1dy2.
27t 12 — 2 — g2
<t 1Y

Damit ist gezeigt, daBl (5.5) Losung der Anfangswertaufgabe fiir n = 2 ist.
Jede weitere Losung wire auch eine Losung des Problems fiir n = 3 und
miifite daher nach Satz 5.2 mit (5.5) iibereinstimmen.

Bemerkung: Die Abhéngigkeitsbereiche eines Punktes (x,t) sind also im
zwei- und dreidimensionalen ganz verschieden: In zwei Dimensionen ist es der
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Vollkreis |y — x| < ¢, in drei Dimensionen die Sphére |y — | = ¢. Dies kann
man leicht beobachten: Wahrend ein in der dreidimensionalen Atmosphére
ausgeloster Schufl keinen Nachhall erzeugt, zieht die von einem ins Wasser
geworfenen Stein auf der zweidimensionalen Oberflache erzeugte Welle einen
ganzen Wellenzug nach sich.

Wir kommen nun zur inhomogenen Wellengleichung

U Nuvh R" x (0, 00) (5.6a)
— =Au in 00 .6a
ot? ’
mit eine stetigen Funktion h(z,t). Es geniigt, das Anfangswertproblem
0
u(z,0) =0, a—?(m,O) —0, zeR" (5.6b)

zu 16sen, da man die Losung der inhomogenen Gleichung mit allgemeinen
Anfangswerten durch Addition der Losung der homogenen Gleichung mit
den allgemeinen Anfangswerten erhélt.

Wir 16sen (5.6) durch das “Duhamelsche Prinzip”. Dabei gehen wir zunéchst
heuristisch vor und verifizieren anschlieBend die erhaltene Formel.

Seie >0, 7 >0 und

1
2h(z,t) T—e<t<rT
&,T _ £ 9 9 = =~ )
W= (1) { 0 , sonst, .

Sei u = ¢="(x,t) die Losung von
o
ot?

u(z,7r—¢) = 0,

= Au+h"" in R" X (71—¢,00),
ou
s

Dann folgt durch Integration der Differentialgleichung nach ¢ von 7 — ¢ bis 7

ObET OET A 1
gt (z,7) — gt (wr—e)= [ (Aqﬁf’”rgh) (w, £)dt .

T—E&

x,7—¢)=0.

Nehmen wir einmal an, dal A¢=" fiir ¢ — 0 beschriankt bleibt, so folgt wegen
der Anfangsbedingung fiir kleine
8@56’7-
ot

(x,7) ~ h(x,T) .
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Sei nun 7; = ie, i =1,2,.... Dann ist

hee S BT

T <t

und daher fiir die Losung u von (5.6)

U~ e Z Q5T

i<t
Wir vermuten daher
t
ulw,t) = [ o7(w,t)dr | (5.7)
0
wo u = ¢" Losung von
2
gtg = Au in R" x (1,00),
(5.8)
ou
u(z,7) = 0, E(ZL’,T) =h(xz,7), x€R"

ist. Nach Satz 5.1-3 ist ¢” fiir hinreichend glattes h wohlbestimmt, jedenfalls
firn=1,2,3.

Satz 5.4 (Duhamel): Sei h € C*(IR" x [0,00)), und sei ¢ € C*(R" x
(1,00))NCHIR" x [1,00)) eine Lisung von (5.8). Dann ist (5.7) Lésung von

(5.6).

Beweis: Zunéchst ist u(z,0) = 0. Differentiation nach ¢ ergibt

du . I OGT

(x,t)dr

t

_ [ 9
= O/ W(x’t)dT
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wegen (5.8). Insbesondere ist also 2%(z,0) = 0, so daB also die Anfangsbe-

dingungen in (5.6) erfiillt sind. Eine weitere Differentiation nach ¢ liefert

a2u a(bt 82¢7‘
e 1) */ oz (!

= h(z,t) —i—/ AT (z,t)dr
0

= h(x,t) + Au(zx,t),

so daf} also u die inhomogene Wellengleichung erfiillt.

Durch Kombination von Satz 5.4 mit Satz 5.2 erhélt man
Satz 5.5 (Kirchhoff):  Die Losung der Anfangswertaufgabe

0%u .
ol Au+h in R?® x (0,00)
ou , 3
u(@,0) = flx), (@0 =g) firzeR

1st gegeben durch

w(rt) — 1 / 9(y) da(y)+i9 / f(y) do(y)
|

A Ot |z — y|
|x—y|=t

1 — |y —
L / h(y,t —ly dey.
|z — 9

Beweis: Nach den Sétzen 5.4, 5.2 ist mit dem (dreidimensionalen) Mitte-
lungsoperator

9 t

u(@,t) = (EM(t)g)(z) + 5 (M) f)(x) + /(t = ) (M(t = 7)h(-, 7)) (x)dr
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1 10
- L S/ toe + 10)do(6) + 4+ S/ tf (x + t0)do(6)

¢
1
—|—47T/t—7' /h x+ (t—7)0,7)do(8)dr

B / da
T 4n 4at

tS2

d (y)
t

1
+47T0/ rS[h(xwe,t—r)da(e)dr

= & [ s L2 [

47 v —y|  4mot |z — y
lz—y|=t lz—y|=t
dy
el GRS
\y|<t

Der Vollstéandigkeit geben wir noch die Kirchhoff’sche Formel fiir n =1

u(et) = S+ + fa—0)+ 5 [ oty

1 t x+t—T1
+ 5] | wrayar
0 z—(t—7)
und n =2
w(at) = / g(x + y / (x + y
27r|y|<t [42 |y|2 27r 825 e [42 |y|2
t—lyl
+ L / Mz +y,7) drdy
2m lyl<t O (t - 7—)2 - |y|2



Bemerkungen:
1) Integriert wird in allen Fillen {iber die charakteristischen Mannigfaltig-
keiten bzw. den von diesen eingeschlossenen Bereich.

2)  Vergleichen wir fiir n = 3 unser Resultat mit der Losungsformel aus
Satz 2.2 fiir die Potentialgleichung —Awu = h, also

1 h(y)
u(z) = in / ]x—y]dy'

Im stationéren (zeitunabhéngigen) Fall geht die Kirchhoff’sche Formel in
diese iiber. Man nennt daher h(y,t — |x — y|) das retardierte Potential.
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4.6 Anfangs-Randwertprobleme hyperbolischer
Gleichungen

Wie bei hyperbolischen Systemen erster Ordnung (vgl. 11.3), so kann man
auch fiir hyperbolische Gleichungen zweiter Ordnung Anfangs-Randwertpro-
bleme betrachten, wobei die Art der vorzugebenden Anfangs- oder Randwer-
te von dem Verlauf der (Bi-) Charakteristiken abhangt. Wir konnten dies
durch Riickfithrung der Gleichung zweiter Ordnung auf ein System erster
Ordnung tun. Eine direkte Behandlung der Gleichung zweiter Ordnung ist
aber einfacher.

Wir betrachten zunéchst die inhomogene Wellengleichung

Pu 0%u
@_Tﬁ:h a<x<b, y>0
mit den Anfangswerten
ou

U(;E,O):f<$>, @(%,0):g<x>, a<xz<b
und den Randwerten

u(a,y) =0,  ulby) =0, y>0.

Wir unterteilen das Gebiet a < x < b, y > 0 in Gebiete der Art I, II, III
nach Abb. 4.2. Zunéchst ist v in dem Einflubereich I des Anfangsintervalls
(a,b) bestimmt als Losung der Cauchyschen Anfangswertaufgabe, etwa durch
die eindimensionale Version der Kirchhoffschen Formel (Satz 5.5). Damit
ist u bekannt auf den senkrechten (also nichtcharakteristischen) Randteilen
der Gebiete IT und auf deren unteren (charakteristischen) Randteilen. Wir
werden sehen, daf§ dadurch u in den Gebieten II bestimmt ist (gemischtes
Problem). Damit ist u auf den unteren (charakteristischen) Randteilen von
ITI bekannt. Wir wollen sehen, dafl u dadurch im Gebiet III bestimmt ist
(charakteristische Anfangswertaufgabe).

Zur Losung der Probleme I, II, III rotieren wir das Koordinatensystem
um 45° durch die Transformation

I —_

d=-r+y, yY=r+y.
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o)
u=f 5 =9

Abbildung 4.2: Gebietsaufteilung bei der Cauchyschen Anfangswertaufgabe
der Wellengleichung.

Dann geht die Differentialgleichung in neuen Bezeichnungen bis auf den kon-

stanten Faktor —i in

Pu

oxdy
iiber. Die Charakteristiken sind jetzt natiirlich die Parallelen zu den Koor-
dinatenachsen. (Zur Kontrolle: Die Kurve ¢ = 0 ist charakteristisch, wenn

Q(%f : %‘5) = %f%‘ye = 0 ist). Nach weiterer Transformation 2" = c12’ + dy,
y" = ¢y + da, die es uns erlauben, in [0, 1] x [0, 1] zu arbeiten, lauten die

Aufgaben I, II, III nun wie folgt:

I: wistindem Dreieck 0 <z <1, 0 <y <1, x+y > 1zu bestimmen aus
seinen Werten und den Werten der ersten Ableitungen entlang z+y = 1
(Cauchysche Anfangswertaufgabe).

II: wist in dem Dreieck 0 < x <1, 0 <y <1, x > y zu bestimmen aus
seinen Werten entlang z = y und y = 0 (gemischte Anfangswertaufga-
be).
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7z

Abbildung 4.3: Teilgebiete nach der Transformation.

III: v ist in dem Dreieck 0 <z <1, 0 <y <1, z+y < 1 zu bestim-
men aus seinen Werten entlang © = 0 und y = 0 (charakteristische
Anfangswertaufgabe).

Die Aufgaben I, II, III sind in Abb. 4.3 graphisch dargestellt. Auf den durch-
gezogenen Linien ist u vorgegeben; der Pfeil deutet an, dafl auch eine aus der
Linie herausfithrende Ableitung vorgegeben ist. Auf den gestrichelten Linien
ist © unbekannt.

I. Wir integrieren die Differentialgleichung vertikal zwischen den Punkten
($,1 —’$)7<$>n)

O ) = 21 =)+ [ o
a$ xvn - 8x 1% x J way y

und anschliefend horizontal zwischen den Punkten (1 —n,7), (£,7)

ou

—(z,1 —z)dx + i /17 h(z,y)dydz .

u(§,m) =u(l —mn,n)+ "

1

T

1-n 1-z

Da u samt seiner Ableitungen 1. Ordnung entlang x4y = 1 bekannt ist, ist u
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dadurch im ganzen Gebiet I bekannt. Dies ist natiirlich nichts anderes als die
eindimensionale Kirchhoffsche Formel in dem rotierten Koordinatensystem.

II. Wir integrieren die Differentialgleichung vertikal zwischen den Punkten
(,0) und (z,7)

ou ou /

- = — h d

5 (&) = 5 (,0) +0/ (z,y)dy

und anschlieBend horizontal zwischen den Punkten (n,7n) und (£, n)

n

u(&,n) =u(n,n) —I—j gz?;(x,O)dan/g/h(x,y)dydx .

0

Auf x = y ist u bekannt. Ebenso ist u auch auf y = 0 bekannt und damit
auch Ou/0z. Also ist u im ganzen Bereich II bekannt.

III.  Wir integrieren die Differentialgleichung vertikal zwischen den Punk-
ten (z,0) und (x,n)

0 ) = 200,00+ | W
61’ m?” _ax I? I,y y

0

und anschlieBend horizontal von (0,7) bis (&, 7):

3 € n
0
u€m) =u(0m) + [ S @ 0o + [ [ b, y)dyde
0 0 0

Auf x = 0 ist u bekannt. Auf y = 0 ist u und damit auch du/0z bekannt.
Also ist v im ganzen Gebiet III bekannt.

Durch das Zusammensetzen der Losung entlang der Charakteristiken ent-
steht natiirlich im allgemeinen keine C?-Funktion. Wir sehen, daf sich Un-
stetigkeiten wieder entlang der Charakteristiken ausbreiten.

Die gleichen Verhéltnisse hat man fiir Differentialgleichungen der Form

Pu (o o
oxdy HY e oy
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oder
Pu_ P ( ou o
ox? Oy (x,y,u, 8x’8y> '
Man hat dazu nur die Volterraschen Integralgleichungen zu losen, die man
durch die obige Methode erhélt, im Falle I also z.B.

P ou P ou du
=u(l— — 1-— _— = .
e =ultnns [ Gt [ ] n (oG5 e
-n

1-n 1-z
Dies geht ganz analog zu II1.2.

Wir wollen nun noch fiir die Cauchysche Anfangswertaufgabe fiir Glei-
chungen der Form
0%u N du N b@u N "
= a— +b— +cu=
0xdy ox dy
eine Darstellung der Lésung durch die Riemannsche Funktion angeben. Diese
entspricht der Greenschen Funktion bei elliptischen Gleichungen. Zunéchst
fithren wir den adjungierten Differentialoperator
0%u 9,

0
— %(au) — a—y(bu) + cu

Lu

*

“= 0xdy

ein. Fiir diesen gilt

0?u 0*v du  Ou 9, 9]
Lu—ul*v = — e Sl = =z
vLu —ulL*v Uaxay uaxay+v<aax+bay>—i—u(ax(av)—l—ay(bv))
0

0 ( Ou —|—b Jv
= —|ve—+buw| - u——auv| .
oy \ Ox or \ 0Oy
Ist also G ein Normalgebiet in IR?* und u, v € C?(G), so gilt nach dem
GauBschen Integralsatz

. B ou ov
/(ULU —ul*v)dzdy = / {(Uﬁx + buv) Uy (uay auv) I/x} do

G oG

mit der duleren Normalen v = (v,, ). Nun ist

/ (pdx + qdy) = / (pTe + qTy)do
oG oG
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Abbildung 4.4: Tangential- und Normaleneinheitsvektor.

mit dem Tangentialeinheitsvektor 7. Bei mathematisch positiver Orientie-
rung (d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn) von 0G gilt v, = —7,, v, = 7,
Also haben wir

/ (pdx + qdy) = / (—pvy + quy)do |
el oG
insbesondere also

. B ou ov
/(vLu —uL™v)dxdy = — / {(vﬁx + buv) dx + (uay — auv) dy }

G oG

Wir betrachten nun eine nichtcharakteristische Anfangskurve I', d.h. eine
Kurve ohne horizontale und vertikale Tangenten (Abb. 4.5) und den

EinfluBbereich G von I'. u € C?(G) sei eine Losung der Cauchyschen An-
fangswertaufgabe fiir Lu = h, und v € C?(G) sei zunichst beliebig. Dann

ist
* ou ov
- /(vh—uL v)dxdy—/ { <8x+bu> dx +u <8y —av) dy}

_ Aé{ (gx+bu>d:c+u<gz-av>dy}
+/ (—av)dy+/ ( +bU>
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A=(a,n) P=(&.n)

X

Abbildung 4.5: Der Einflulbereich G einer Anfangskurve I'.

Im letzten Integral integrieren wir partiell und erhalten

[ (Zr+bu>dx——ii (gx+4m>(%ﬁﬁh

PA

€
= (e + e + fu (5 o) (e

— —(vu)(P) + +Mu<—h0

Benutzen wir dies, so wird aus der vorhergehenden Formel

(vu)(P) = !(vh—uL* v)dady + / { ( +bu> dz +u (gz - av) dy}
+/ (—bv)dx—l—Béu(ggj—av)dy.
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Um den Wert von u in P zu erhalten, wahlen wir nun v so, dafl

1) v(P) =1
2) L*v =0 in G
3) P _bw = 0 entlang AP,
B—Z —av = 0 entlang BP.
Dann ist
u(P) = /vhd:vdy + / {v <8u + bu) dx +u (81} — au) dy}
G AB Oz Py
+(vu)(4)

und die Groflen auf der rechten Seite sind alle bekannt.

Die Funktion v heifit Riemannsche Funktion. Sie 16st die charakteristische
Anfangswertaufgabe fiir L*v = 0. Wir schreiben

v(z,y) = R(z,y;§,m) -
Die Bedingungen 1) und 3) kénnen zusammengefafit werden zu

x Y
J b’ n)da’ J a&y)dy'

3) vl =ef (& y) = e

Als Losung der charakteristischen Anfangswertaufgabe 2), 3') ist sie eindeutig
bestimmt.

BEISPIELE:

1) Lu = 0?u/0xdy. Offenbar ist R = 1 die Riemannsche Funktion, und
wir haben

0
u(P) = /hdxdy + / G—de +u(A) .
G AB

2)  Lu= 0*u/0xdy + cu ¢ > 0 konstant. Es ist L* = L. Fiir eine Losung
von L*v = 0 machen wir den Ansatz

v(z,y)=f(z), z2=(E-2)n-y).
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Einsetzen in L*v = 0 ergibt
2f"(2) + f(2) +¢f(2) =0.
Durch die Substitution u = 2y/cz'/? wird daraus

&cf 1df

du? " u du

+f=0.

Dies ist eine Besselsche Differentialgleichung. Thre Losung f mit f(0) = 1 ist

ﬂwzgi“ﬂgg”:%wy

Jp ist die Besselsche Funktion 1. Art der Ordnung 0. Wir sehen nun, daf3

R(z,y:€,1) = Jo(y/4e(€ —x)(n — y))

die Riemannsche Funktion ist.

Das hinter der Riemannschen Funktion stehende Prinzip ist sehr ein-
fach und allgemein. Wir wollen es an dem Beispiel der Losung des linearen
Gleichungssystems Au = b mit der nichtsinguldren Matrix A erldutern. Die
adjungierte Matrix A* erfiillt (u, Av) = (A*u,v). Wir lésen nun

AP = e,
mit dem k-ten Einheitsvektor e,. Dann ist

(W b) = (vF, Au) = (A" u) = (ex, u)
= U .

Damit ist u; berechnet.

Wir betrachten nun Anfangs-Randwertaufgaben der Form

0%u )
rroi Au in Qx(0,7)
ou
'LL(.I’,O) = f(ZC), E(x,o):gcﬁ), r €.

u(z,t) =0, z€df.
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Hier ist ) ein Normalgebiet in IR".

Satz 6.1:  Die Anfangs-Randwertaufgabe hat hochstens eine Losung u €
C?(Q x [0,7)).

Beweis:  Seien uj, us Losungen der genannten Art und sei u = u; — us.
Dann ist u eine Losung der Anfangs-Randwertaufgabe mit f = g = 0.

/( e |Vu|2> dx .

u d®u 10 _
(8758752 2at|V’>

S|
o
~
S—
\
D

10 o2
( Au—|—28t|Vu| )dx

I
O O

ou 9 ou Ju
( v vu+28t|vu\>dx+/ o o do.

Der Integrand im ersten Integral ist Null, im zweiten wegen u = 0 auf {2

ebenfalls. Also p

dt

d.h. E(t) hingt von t nicht ab. Wegen der Anfangsbedingungen ist aber
E(0) =0. Also ist E(t) =0 fur 0 < ¢ < T und damit u =0 in 2 x (0,7).

—E(t) =0,

O

Bemerkung: Der Ausdruck E(t) im Beweis zu Satz 11.1 ist die Energie
des Systems zur Zeit t. Diese ist also konstant. Die “Energiemethode” werden
wir noch ofter fiir Eindeutigkeitsbeweise verwenden.
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4.7 Das Anfangswertproblem fiir die
Wirmeleitungsgleichung

Die Wéarmeleitungsgleichung im R" lautet

ou
K Au
o ¢

Sie ist parabolisch, und ihre charakteristischen Mannigfaltigkeiten sind die
Ebenen t = konstant. Das charakteristische Anfangswertproblem lautet

?Z = Au in IR" x (0,00)

u(z,0) = f(z), zeR".
Wir 16sen es mit Hilfe der Grundlésung

€—|ﬂf:‘2/4t

Yn(T,t) = (mty?

Man rechnet leicht nach, daf§ ~, fir ¢ > 0 die Warmeleitungsgleichung 16st.

Satz 7.1:  Sei f € C(IR"), und es gelte mit Konstanten A, M >0
[f(2)] < MetT
Dann ist fir T < ﬁ
uw,t) = [ e = y.0f W)y
Rn

eine Lisung u € C*(R" x (0,T))NC(IR™ x [0,T]) des Anfangswertproblems,
und es gibt von x unabhingige Konstanten Ay(t), M (t)

[u(e, )] < My(t)e Ok
Beweis: Fiir 0 < ¢ < T kann man u(x,t) beliebig hdufig unter dem Inte-
gralzeichen differenzieren, so da u € C*(IR™ x (0,T)) die Wirmeleitungsglei-
chung erfiillt. Es ist noch zu zeigen, dafl u(x,t) — f(xo) falls (x,t) — (o, 0).
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u(@,t) = [ e —y)f@o)dy+ [ (e —y)(Fy) — flao)dy
R" R"

Mit Hilfe der Substitution 3’ = (x — y)/v/4t erhalten wir

1 2
— - - ~Ja—yl? /4t
/ Tulz —y)dy Ity / € dy
Rﬂ/ Rn
1 ,
- /2 / e |2dy' =1.
Rn

Also ist das erste Integral f(zg). Im zweiten Integral fithrt die gleiche Sub-
stitution zu

ule,t) = floo) + s [ eV (fla = VARY) ~ flaw)) dy'

n/2

]];{n

Der Integrand geht fiir (z,t) — (0,0) punktweise gegen 0 und lafit sich

abschétzen durch
e WP s (6A|z,\/47y/|2 + eAlmolz) .

Dies bleibt bei dem Grenziibergang fiir T' < ﬁ unter einer integrierbaren

Funktion. Also kann der Grenziibergang unter dem Integral ausgefiihrt wer-
den und liefert den Wert 0.

Die angegebene Abschétzung folgt aus folgendem

Lemma: Seien |f;(z)] < Medil=* i =12 | mit M; >0, A, + Ay < 0.
Dann gilt mit einer Konstanten M und A = A Ay /(A1 + As)

| F)hale = y)dy) < M eAF
i

Denn es ist
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| h@)h@—y)dy < Mgy [ bty
R" R"
— M, M, Al / At Al el g
Rn
= MM, eAlzl® / e(ArtA)lzl g
Rn
Dies ist die Behauptung mit

M = MM, / AL g
Rn

Satz 7.2 (Maximumprinzip): Sei G C IR" ein beschrinktes Gebiet und
ue C?*(Gx (0,T)NC(G x[0,T]) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung
in G x (0,T). Dann nimmt u sein Mazimum und sein Minimum auf (0G X

[0,7]) U (G x {0}) an.

Bemerkung: Diese Menge 0G x [0, T|U(G x0) heifit “parabolischer Rand”
von G x (0,7).

Beweis: Seie > 0und v. = u—et. v. nimmt sein Maximum in G x [0, 7]
in einem Punkt (z,%y) an. Wir zeigen, dafi (x¢,t) auf dem parabolischen
Rand von G x (0,7T) liegt.

Waire dies nicht der Fall, so wire o € G und 0 < to < T'. Insbesondere hétte
v:(x,tg) in o ein lokales Maximum. Damit wére notwendig

32
aT%(LE'O?to)SO, 221,,’]7,
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Dann ware

v, ou
615 (Z)’Jo,to) = E(l’o, to) — & = AU(I(),t()) — & = A’UE(.T(), to) — &
S —&,

und es gibe ein 6 > 0, so daf3

ov.
ot

9
(xo,t)§—§ fiir tg—0<t<ty.

Dies ist ein Widerspruch dazu, daf§ v. in (z¢, o) sein Maximum annimmt.

Wiirde nun v sein Maximum nicht auf dem parabolischen Rand von G x
(0,T) annehmen, so wére das fiir hinreichend kleine ¢ auch fiir v. der Fall.
Da dies nicht sein kann, mufl u sein Maximum auf dem parabolischen Rand
annehmen.

Satz 7.3 (Eindeutigkeit):  Das Anfangswertproblem der Wirmeleitungs-
gleichung ist in der Klasse der Funktionen u € C*(IR" x (0,7)) N C(IR"™ x
[0, 7)), welche einer Abschitzung der Form

lu(z, )| < M el ze R, tel0,T]

mit A, M > 0 geniigen, eindeutig ldsbar.

Beweis: Seien uq,us zwei Losungen der genannten Art, und sei u = uy —us.
Dann ist

w(z,0) =0, |u(z,t)] <2Me* zeR*, telo,T].
Seien nun € > 0 und b > 0 beliebig, und sei a so grof3, dafl

A2
a>b, 2Me A <¢.
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Sei weiter fiir ¢ < 1/(8A4)

_ € 2A|x|2 /(1-8At)
v(x,t) = (1= sAry? e :

v ist wie v, eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Weiter ist wegen
u(z,0) =0
v(z,0) = e 247 > y(z,0)

und fiir |z| = a, t < Min(1/(84),T)
v(x,t) > e 27 S oM A > (e, t) .

Die Funktion v — u ist eine Losung der Warmeleitungsgleichung und nimmt
also ihr Maximum auf dem parabolischen Rand des offenen Zylinders |z| < a,
0 <t < Min(1/(8A),T) an. Die beiden letzten Ungleichungen zeigen, dafl
dort v —u > 0 ist. Also gilt im ganzen Zylinder v — u > 0 oder u < v,
und entsprechend zeigt man —u < v. Also ist |u| < v in dem Zylinder.
Insbesondere ist also fiir [z| < b, 0 <t < Min(1/(164),T)

lu(z, )] < v(z,t) < 2"/

Da ¢ beliebig war, muf§ u(z,t) = 0 sein fiir 0 < ¢ < Min(1/(16A4),7") und
|z| < b. Da auch b beliebig war, gilt dies sogar fiir alle . Wiederholung der
SchluBweise ergibt w(z,t) = 0 in [0, T].

O

Die im Satz genannte Abschétzung kann nicht weggelassen werden. Dies
zeigt folgendes Beispiel einer Funktion u € C?*(R x (0,00)) N C(R x [0, c0)),
welche die Warmeleitungsgleichung erfiillt und entlang ¢ = 0 verschwindet:

2" eVt >0,

u(%ﬂ—éf(")(t)(zn)!’ f(t)_{ 0 . t=0.

Unterstellen wir einmal hinreichend gute Konvergenz der Reihe, so bestétigt
man durch gliedweise Differentiation sofort u; = wg,,, und natiirlich ist
u(z,0) = 0. wu laBt aber keine Abschitzung wie im Satz genannt zu. Fiir
Einzelheiten vergleiche man
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Widder, D.V.: The heat equation. Academic Press 1970.
Chapt. V.6.

Man koénnte auf die Idee kommen, als Gegenbeispiel die Funktion

0
u(z,t) = _ T

. ) = —
3$%(I7 ) 2t/ 4Art

zu nehmen. Es gilt ja offensichtlich fiir jedes feste x

limu(z,t) =0.

t—0

Dies reicht aber nicht aus, um u € C'(R" x [0,00)) zu zeigen. In der Tat ist
u bei (0,0) nicht beschrankt:

u(z, r?) — oo fir z—0.

Zur Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe

% = Au+h
u(z,0) = 0

mit einer Funktion h von z und t benutzen wir wieder das Duhamel’sche
Prinzip: Wir definieren ¢ als Losung der Anfangswertaufgabe

88‘*{ = A¢" in R"x (r,7T)
¢"(x,7) = h(z,7) in R"

und setzen
t

u(z,t) :/ ¢ (x,t)dr

0

Satz 7.4: Seih e C(R" x [0,T]) und
h(z,t)] < MeAl*’

fiir geeignete Konstanten M, A. Dann istu € C*(IR"x (0, T))NC(IR"x[0,T7])
eine Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe.

Beweis: Analog zu Satz 5.4.
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4.8 Rand-Anfangswertprobleme parabolischer
Differentialgleichungen

Wir betrachten die Rand-Anfangswertaufgabe

du — Puin (0,00) x (0,00)

(8.1)
u(x,0) =0, =z>0 , w0,t)=f(t), t>0.

Zur Kompatibilitéit in (0,0) verlangen wir f(0) = 0. Dies ist also eine ge-
mischte (charakterisch-nichtcharakteristische) Aufgabe.

Wir werden sehen, daf sich (8.1) auf die Abel’sche Integralgleichung

Fl [ = sy ps)ds = £10) (8.2)

zurtickfithren 1a3t. Hier ist 0 < o < 1.

Satz 8.1: Sei f € C*0,00) und f(0) = 0. Dann hat (8.2) in C[0,00) die
eindeutig bestimmte Losung

O e / SOy 63)

Beweis: Zunéchst zeigen wir Eindeutigkeit.

Sei ¢ € C[0, 00) eine Losung von (8.2). Wir multiplizieren (8.2) mit (z —1)~
und integrieren iiber ¢ von 0 bis z. Es entsteht

1“1/0/ x_t S dsdtzo/ (xfixt))adt.

Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

1) 0/¢<S)5/ (z — t)o‘c(i:— s)l—ads - 0/ (xf_(t,)g)adt '
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Im inneren Integral fithren wir die Substitution ¢ = (1 — ¢')s + = durch.

Dann wird

T

dt
/ (x —t)(t — s)1~

S

o ar
_ _ ' —a)l'(e)
= B(l—a,a)= —Ta

B ist die Beta-Funktion. Also haben wir

NG a)/xcp(s)d

und damit

p(z) =

_ [t I
_/0 (a:—t)adt

f(t)
(z— 1)

L_dj
I'l—a«) d:L'O

Das letzte Integral ist wegen f € C'[0, 00) und f(0) = 0 stetig. Wenn (8.2) al-
so eine stetige Losung hat, dann ist es (8.3). Durch Umkehrung der einzelnen
Schritte sicht man, da8 (8.3) auch tatséchlich Losung von (8.2) ist.

Satz 8.2:

u(z,t)

©(s)

Beweis:

O

Sei f € C0,00) und f(0) = 0. Dann besitzt (8.1) die Lisung

—x2/4(t—s

/te\/— p(s)ds ,

Es ist fiir = 0 nach Satz 8.1

rools)
E

und natiirlich u(z,0) = 0. Die Differentialgleichung fiir z, ¢ > 0 rechnet man

unmittelbar nach.
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4.9 Eigenwertprobleme
Sei () ein Normalgebiet. Wir suchen Losungen von

—Au = Au in Q,
(9.1)
u = 0 auf 0€) .

Es wird sich zeigen, daf dieses Problem nur fiir diskrete Werte A = Ay nicht-
triviale Losungen wuy hat. Wir nennen )\, Eigenwerte und wu; Eigenfunktionen.
Wir benotigen einige funktionalanalytische Hilfsmittel.

Sei V' (reeller) Hilbertraum und A : V' — V linear und beschrankt, also

[Al = Sup [JAf]| <oo.
IfIF=1

A heifit selbstadjungiert, falls

(Af.9) = (f, Ag) vV figeV.

A heiit vollstetig (oder kompakt), falls A jede beschrinkte Menge in eine
relativ kompakte Menge abbildet.

BEISPIELE:
1) Sei V = IR" mit dem {iblichen inneren Produkt, und sei A eine (n,n)-
Matrix. Dann ist A linear und beschrankt mit

|A|| = (p(A*A)Y? | p Spektralradius .

Da jede beschrinkte Menge in R" relativ kompakt ist, ist A vollstetig. Selbst-
adjungiertheit bedeutet Symmetrie.

2)  Sei V = Ly(Q), wobei 2 C IR" mefibar und beschrinkt ist. Sei K €
Ly(2 x ©) und

(AN@) = [ K@y)fdy, e

Q
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A heifit Integraloperator mit Kern K. Es ist nach Cauchy-Schwarz

An@E < [ K@ydy [Py,

[1Aan@ra < [ [ K@ ydyde [ )y .

Q O
Also ist A beschrankt, und es ist

1/2
4] < ( // K?(x,wdyd:c) .

Im folgenden setzen wir alle Funktionen auflerhalb 2 gleich Null. Dann gilt

(AN +h) — (AN@I < ( / rK<x+h,y>—K<x,y>||f<y>|dy)
< [ K@+ hy) - K@y)ldy [ /)Py,
Q Q

[ 1an@+mn —An@Pd < [ [1K@+hy) - Ky)Pdedy [ 172)dy.

Q Q Q

Ly-Funktionen sind im Mittel stetig, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 0 > 0
mit
/ /|K(31:—i—h,y)—K(:lc,y)\zdydacgg2 fir |h| <0.
Q Q
Also gilt

[1An@+m) —@An@Pir < [ Py g bl <.

Eine Menge M C L,(€2) ist genau dann relativ kompakt, wenn
1) M beschrankt ist,

2) M im Mittel gleichgradig stetig ist, d.h. fiir € > 0 gibt es § > 0 mit
[+ h) = f)fde < &
Q
fir alle f € M und |h| <.
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Danach ist die Menge M = AB fiir eine beschrinkte Menge B C Lo(£2)
relativ kompakt, mithin A vollstetig.

Zur Untersuchung der Selbstadjungiertheit bilden wir
(Af.g) = [ [ K@y f@)dyga)ds
Q Q

/ f(y) / K(z,y)g(z)dzdy
= [ fwA )y = (f.A%)

(A N@) = [ K@) )y

Q

A* ist der zu A adjungierte Operator. Er hat die gleichen Eigenschaften wie
A. A ist also genau dann selbstadjungiert, wenn K symmetrisch ist, d.h.
K(z,y) = K(y,z).

Satz 9.1:  Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator. Dann ist

[All=ra, ra= Sup [(Af, f).
Il =1

Beweis: Wir zeigen zunéchst

[All =da, da= Sup [(Af,9)] -
1= Tlgll =1

Es ist fiir [|f[| = llgll =1

(AL, o)l < IAfIllgll < [IANLANgl = 1AL,

also da < ||AJ|. Sei nun (f,,) eine Folge mit || f,|| = 1 und ||Af,| — ||A]|, und
sei g, = Afn/||Afn]|. Dies ist fiir A # 0 moglich, und fiir A = 0 ist nichts zu

beweisen. Dann ist

(A fns gl (Afo, Af)l = [[Afull = (Al

Al
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also da = || A]|.

Wir haben ||A|| = r4 zu zeigen mit

(A, £l
— s Af )| = Sup AL
Ay DI e T )

Wie oben sieht man r4 < ||A]|. Wegen der Selbstadjungiertheit ist

4(Af,9)=(A(f+9), f+9) —(Af—9). [ —9)
und daher
4/(Af, 9l < A +9), f+ 9l +I(Af —9), f —9)l

Fiir || f|| = |lgl| = 1 ist also [(Af, g)| < r4 und damit nach dem ersten Teil

des Beweises ||A]| < ra.

Satz 9.2:  Sei A wollstetig und selbstadjungiert. Dann ist r5 oder —ry4

Eigenwert zu A.

Beweis:  Sei (f,) eine Folge mit || f,|| = 1 und |(Af,, fn)| — 74. Dann gibt

es eine Teilfolge, die wir wieder mit (f,,) bezeichnen, so daf

(Afnvfn)_)ﬂl 5 |ﬂ'1|:TA-

Fiir diese Folge gilt
||Afn - len||2 = (AfnaAfn) - 2#1(Afn7fn) + ,u%

S ||/4||2 - 2“1(Afn7fn) + ;u%
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und dies konvergiert wegen || A||? = u? gegen Null. Also

Da (f,) beschréinkt ist, ist (Af,) relativ kompakt. Wir kénnen also eine
Teilfolge von (f,,) wihlen, die wir wieder mit (f,,) bezeichnen, so dafi (Af,)
konvergiert. Dann konvergiert auch (f,,), jedenfalls fiir y1; # 0, und fiir gy = 0

ist nichts zu beweisen. Fiir f = lim f, gilt
n

Af —mf=0, [fll=1,

d.h. f ist Eigenelement zum Eigenwert p;.

Satz 9.3: A sei vollstetig und selbstadjungiert. Dann gilt:

(a) Es gibt eine Folge (p,) von Eigenwerten mit |pq| > |po| > ... > 0. Ist
diese unendlich, so konvergiert sie gegen 0.

(b) Jeder Figenwert u, hat endliche Vielfachheit. Eigenelemente zu ver-
schiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(c) Jedes Element Af ist Linearkombination der Eigenelemente w,,.

Beweis: Ist A = 0, so ist nichts zu beweisen. Fiir A # 0 konstruieren
wir p; und das zugehorige Eigenelement u; wie in Satz 9.2. Dann setzen wir
Vo={f €V :(f,u1) =0}. Vaist wie V ein Hilbertraum. A bildet V3 in sich
ab. Denn ist f € V5, so ist

(Afa ul) = (f? Aul) = :ul(faul) =0 ’
also auch Af € V5. Also ist die Restriktion A, von A auf V5 ein vollstetiger
selbstadjungierter Operator.

Ist Ay # 0, so finden wir nach Satz 9.2 wieder einen Eigenwert ps # 0
mit |po] < |p1| und ein dazugehoriges Eigenelement us € V5. In dieser Weise
fahren wir fort, konstruieren also eine Folge von Hilbertraumen V,, 1, = {f €
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Vo o (f,un) = 0}, eine Folge von sich evtl. wiederholenden Eigenwerten p,
und Eigenelemente u,,, die paarweise orthogonal sind.

Bricht diese Folge einmal mit A,, = 0 ab, so sind wir fertig. In diesem Fall
hat A die Eigenwerte p1, ..., u,_1 und den Eigenwert 0, diesen eventuell mit
unendlicher Vielfachheit.

Bricht die Folge nicht ab, so muf ;1,, — 0 gelten. Die Folge (u,,) ist ndmlich
beschréankt. Wegen der Vollstetigkeit von A mu8 sich also aus (Au,,) eine kon-
vergente Teilfolge auswéhlen lassen. Nun ist aber wegen der Orthogonalitét
von Au,, Au,, fir n #m

| Aup, — AumH2 = HAunHZ + HAum”Q = Ni + /%271 :
Wiirden die u,, nicht gegen Null konvergieren, so wére mit einem ¢ > 0
| Ay, — At ||? > €%,

und (Au,) konnte keine konvergente Teilfolge enthalten.

Wegen 1, — 0 kann jedes p, nur endlich oft in (u,) auftreten, d.h. jedes
4, ist von endlicher Vielfachheit.

n—1
Sei nun f € V und f, = f — X (f, ux)ug. Dann ist f,, € V,,, und nach
k=1
Satz 9.1

[ASall = 1Anfull < NARNLFall = ra lfall = Tl fall -
Also gilt ||Af,.|l — 0, d.h.

Af = i (f, uk) g -
k=1

Bemerkungen:
1) Es gibt keine weiteren von Null verschiedenen Eigenwerte. Ist ndmlich
 ein solcher, d.h. Au = pu mit ||ul| = 1, so ist

o)

Au = Z(u,uk)ukuk )

k=1
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Nun sind aber Eigenelemente zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal, d.h.
(u,uy) = 0 fiir alle k. Also Au = 0 und damit p = 0.

2) Ist A positiv definit, d.h. (Af, f) > 0 fir alle f # 0, so sind alle
Eigenwerte positiv. Die Eigenelemente bilden dann ein vollstdndiges Ortho-
normalsystem in V.

Wir wollen die entwickelte Theorie auf das Eigenwertproblem (9.1) an-
wenden. Sei GG die Greensche Funktion zu €2, und sei

(AN@) = [ Gla.y)fy)dy .

Q

Fir f € C1(Q) ist dann v = Af Losung von —Au = f in Q, u = 0 auf 99.
Ist also u € C*(Q2) Losung von (9.1) mit A # 0, so ist mit p = 1/A

Au = pu . (9.3)

Ist umgekehrt u € Ly(€2) Losung von (9.3) mit p # 0, so ist zundchst einmal
u € C(Q), damit nach Satz 2.2 sogar u € C'(Q), und weiter mit Satz 2.2
u € C?(2) N C(Q) Losung von (9.1).

Satz 9.4: A ist fiir n = 2,3 vollstetig, selbstadjungiert und positiv definit.

Beweis: Sei K Kugel um 0, welche ) enthélt, und sei G die Greensche
Funktion zu K. Dann ist fiir z,y € Q

0 < G(z,y) < Gg(x,y),

wie man dem Maximumprinzip entnimmt. Dem expliziten Ausdruck fiir G
aus II1.2 entnimmt man, daf§ Gx Singularitdten hochstens der Ordnung

ly—z| (n=2), |Jr—y™" (n>3)

enthélt, und diese sind quadratintegrierbar in €2 x  fir n < 4. Also ist
Gk und damit erst recht G in Ly(Q x Q) fiir n = 2,3. Nach Beispiel 2
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ist A dann vollstetig und wegen der Symmetrie von G (vgl. Satz 2.4) auch
selbstadjungiert. A ist dariiber hinaus positiv definit, denn fiir f € V und u
die Losung von f = —Aw in Q, u = 0 auf 01 ist

(Af, f) = (u, —Au) :/ Vul?dz > 0,
Q

falls u # 0.

Satz 9.5:  Das Eigenwertproblem (9.1) besitzt fiir n = 2,3 eine Folge posi-
tiver Eigenwerte A\, mit A\, — oo. Jeder dieser Eigenwerte ist von endlicher
Vielfachheit, die Eigenfunktionen sind aus C?(Q) und bilden ein vollstindiges
Orthonormalsystem in Lo(52).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Satzen 9.4 und 9.3.
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4.10 Separation der Variablen

Die Losung des Eigenwertproblems
—Af=M\f in Q, f=0 auf 00 (10.1)
fiir einfache Gebiete () kann oft auf eindimensionale Probleme zuriickgefiihrt

werden durch eine Methode, welche man Separation der Variablen nennt.

Zunéchst rechnen wir Af auf neue Koordinaten um und bedienen uns
dazu der Methode von Aufgabe 30. Sei z = ¢(u) eine umkehrbar eindeutige
zweimal stetig differenzierbare Transformation mit der Funktionalmatrix

991 o1
N o
Ou 9bn 9n

ouq Yoottt Y Qup

und sei F(u) = f(¢(u)). Dann ist

mmmy:CZ)(wvﬁww»-

Fiir f € C?(Q), g € C2(Q) ist also mit G(u) = g(¢(u))
/ Af-gdr = —/ Vf-Vgdx
00\ 0%
-/ (au> V.F - ((%) V.G

S / HY,F - V,Gdu

3¢
(9u

— / div,(HV, F)Gdu

_ / aydiv(HV . F)gda
ou

3)' (@) -
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bedeutet. Es folgt

Af = ‘{b’divu (HV,F)
u
1 n or
= 99| Z ( ij ) .
8—¢ ij—=1 8uj

Fiir orthogonale Transformationen ist

2
O
oo\ a0 _[ " 29| _
ou) Ou O : 2 N - LR

In diesem Fall erhalt man

Af =— — | hy— h=gi... h=———"——" 10.2
f h 12:21 auz ( l@m) 3 g1 9n 1 i ) ( 0 )

wobei “andeutet, daf3 der entsprechende Faktor in dem Produkt fehlt.

BEISPIELE:

1) Polarkoordinaten in IR
r = rcospsintg, y=rsinpsind, z=rcosv,

0<p<2r, O0<d<m, r>0.

bo_tas) (e o s
L =07 in @ sin r ind rsin
ou  O(r,p,0) y $ 14

cos 0 —7rsind

1
9¢ T6¢ 2 2 99 2
— 19 —
(u) u( r*sin . , u—r sin |

1 J (., . OF 0 1 OF o (. ,0F
Af = 72 sin (87“ (T Smﬁ&“) * % (sinﬁ@gp) * 0 (Smﬁaﬁ>>

G0 (0R), 1 1 (o
20 or r2sin?¥ 0p?  r2sind OV '
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2)  Zylinderkoordinaten in R?

T=Trcosp y=rsing z==z, r>0, 0<p<2r, z€R'.
10, OF 1 0*°F O°F

A= org ) Yo T

Zur Losung von (10.1) mittels Separation mufl man zunéchst einmal anneh-
men, {2 konne durch eine orthogonale Variablentransformation auf ein Gebiet
im Raume der Variablen u abgebildet werden, so daf§ 02 auf Koordinaten-
hyperflachen abgebildet wird. Mit (10.2) lautet dann (10.1)

1 & oF
EE; i<6%> FAF=0. (10.3)

Wir suchen Losungen der Form
Fluy,....uy) = Fi(uy) - F(uy,) .

Damit lautet (10.3)

ln
E;f

<2F>+A_o (10.4)

Unter giinstigen Umsténden fiithrt dies zu gewohnlichen Differentialgleichun-
gen.

BEISPIEL: Sei (2 ein Zylinder mit Radius 1 und Hdéhe 7.

Setzen wir F'(r, ¢, z) = R(r)¢(p)Z(z), so lautet (10.4)

1 Qs//
rR' ——+ —=+A=0.
7ﬂ( )+ ¢%— +
Dies ist nur moglich, wenn
Z/I ¢/I
7 —Q, E =—p0
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konstant sind, und es mufl dann

L(rR')’—ﬁ—cv—i-A:O

rR 72

sein. Da ¢ die Periode 27 haben muB, ist 3 = k? mit k = k = 0,1,..., und
es ist dann
(@) = a cos kp + by sin kp

mit Konstanten ay, by. Da Z bei 0 und 7 verschwinden mu8, ist o = ¢2 mit
¢=1,2,...,und es ist dann

Z(z) =sinlz .

Damit wird dann aus der Differentialgleichung fiir R

1
R'+ R+ ("= 5)R=0, j=A=0.

Dies ist eine Besselsche Differentialgleichung. Thre einzige bei 0 beschrankte
Losung ist
R(r) = Ji(jr)

mit J; der Besselfunktion 1. Art der Ordnung k. Sie hat (neben der Nullstelle
0 fiir £ > 0) Nullstellen ji; < jga < --- mit jy, — oo fiir p — co. Da R(1) =0
sein muf, ist j = ji,. Damit hat man die Eigenwerte

)‘pkf = (jkp>2 +

und die Eigenfunktionen

. k )
T (GrepT) { (;101? kz }sm lz

(p=1,2..., k=01,...

gefunden. Man kann zeigen, dafl dies alle Eigenwerte und Eigenfunktionen
sind.
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Kapitel 5

Anwendungen

5.1 Streuung an einem Zylinder

In ein Medium mit Schallgeschwindigkeit ¢y sei ein Zylinder mit Radius p
und Schallgeschwindigkeit c¢; eingebettet. Der Zylinder wird bestrahlt von
einer ebenen Welle mit Frequenz w. Zu berechnen ist das gestreute Feld.

Wir betrachten das Problem als invariant entlang der Zylinderachse und
behandeln es dementsprechend als zweidimensional. Zu l6sen ist dann die
Wellengleichung

9*u

e A(x)Au in R*X (—o0, —00) (1.1)
mit .
o C z| > P
co(z) = { a1, |:E| <p ‘ (1:2)

Wir betrachten nur zeitharmonische Losungen, also
u(z,t) = e“'v(x) .

Damit wird aus (1.1)

mit



Eine in x;-Richtung einfallende ebene Welle hat die Form %1, Also suchen
wir eine Losung von (1.3) mit

v(z) = ™™ 4 w(x)

wo w die gestreute Welle darstellt. Diese mufl die Ausstrahlungsbedingung
(vgl. IV.3) erfiillen. In zwei Dimensionen lautet diese

w .
— —ikow

r'? Max |w(z)] <M, r%? Max 5
-

|z = |z =

<M.  (14)

Wir fithren nun Polarkoordinaten x; = rcosp, o = rsing ein. Aus (1.3)
wird dann (vgl. IV.10 oder Aufgabe 30)

0%v  10v 1 0%v 9
il -z =0. 1.
or? r8r+r28g02+kv 0 (1.5)

Separation der Variablen ergibt Losungen der Form (n ganz)

v =e"v,(r),

TL2

1
vx+;v;+(k‘2—ﬁ)vn =0. (1.6)
Dies ist die Bessel’sche Differentialgleichung. Also haben wir fiir » < p mit
k = ky und fiir r > p mit k = ko die Losungen J,,(kr), Y, (kr). Diese erfiillen
zwar die erste der Ausstrahlungsbedingungen (1.4), aber nicht die zweite.
Um auch diese zu erfiillen, fithren wir die Hankel’schen Funktionen 1. Art

H, =J,+1Y,

ein. Fiir diese gilt

Hy(r) = \/ =0 40 () , T —00.
r r

Hieraus folgt, dal H,(kor) auch die zweite Bedingung (1.4) erfiillt. Also ha-
ben wir folgende Losungen von (1.5): Fur » < p J,(kyr), fir r > p H,(kor).
Aus diesen Losungen wollen wir die Losung v aufbauen.
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Fiir || < p ist v beschrankt. Also lautet die Entwicklung von v nach Losun-
gen von (1.6) fir r < p.

o(ryp) = > itapdy(kir)e™ . (1.7)

Fiir |z| > p 148t sich die gestreute Welle nach Hankel-Funktionen entwickeln.

Wir entwickeln die einfallende Welle in eine Fourier-Reihe

eikr cosp __ Z Cn (,r)eimp
17
enlr) = 5 _/ e eosemine iy — i ], (kr) .
Also haben wir (Jacobi-Anger)
eikrcoscp — Z injn(kr)eingo )
Fiir » > p ist also
o(ryp) = > i"(Ju(kor) + by Ha(kor))e™ . (1.8)

Bei r = p miissen sich die beiden Entwicklungen zu stetig differenzierbaren
Funktionen zusammenfiigen. Dies bedeutet

o

ov
-0 = 0 —(p—0 0 .
v(p=0,9)=v(p+0,0), Z-(p=0,9) =2 (p+0,¢)
Fiir die Koeffizienten a,,, b, bedeutet dies

andn(k1p) = Julkop) + bnHy(kop)
anyt i (kip) = Ji(kop) + butL(Kop) .
Um dieses lineare Gleichungssystem zu 16sen, machen wir Gebrauch von

)
(JoH. — J H,)(z) = —

Tz

138



Dann ergeben sich nach der Cramer’schen Regel aus

Jn(k1p) = i‘]n(kbp) + %Hn<k0p>
wI(kip) = Jh(kop) +  2=Hy(kop)

ko “m

die Beziehungen

Tn(k1p) Hy (kop) — 3273, (k1 p) Hy (Kop)

Y

n - (JnH;, — J}, Hy ) (Kop)
_ ko dn(kip)H,, (kop) — k1 J,, (kvp) Hn (Kop)
=
by Julkop) it T, (kip) — T, (Kop) Ju(k1p)
an (JnHy, — J5 Hy) (Kop)
_ kudn(kap)Jy, (Kap) _ koJy,(k1p) J(Ki1p)
mp

Setzen wir dies in (1.6), (1.7) ein, so erhalten wir die Losung des Streupro-

blems.
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5.2 Die Wellengleichung in der Naherung der
geometrischen Optik

Wieder betrachten wir die Wellengleichung

9%u

e c(x)Au

mit einer Funktion ¢(x) > 0, und wieder suchen wir Losungen der Form

u(z,t) = e “ho(x)

2
w
AU—I—C—QU:O. (2.1)

Wir nehmen nun an, daf w gro8 ist, und suchen eine Losung von (2.1) in der

Form
o0

— wo(@)

(2.2)

Setzen wir dies in (2.1) ein, so entsteht

, = Vv, & Ay
(iwA¢ — w?|Vo|?) ]z_(:) -+ 2iwVe- Z (i) ]Zo(iw)j

w2 e’} Uj
— - =0.
+ c? ]z:(:) (iw)d

Diese Beziehung soll fiir alle w gelten. Vergleichen wir die Faktoren der Po-
tenzen w?, w, 1, w1, ..., so entsteht der Reihe nach

W c V=
w : 2Vo- Vg +vgAp =0
1 : 2V¢ . VUl + 01A¢ + A'UO =0
w1 2V¢ - Vg + 1A + Avy =0
usw. Die erste Gleichung ist die uns wohlbekannte Eikonal-Gleichung. Wir
schreiben sie in der Form
1

F(z,p,¢) = |p| - - (2.3)
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Die weiteren Gleichungen sind sogenannte Transportgleichungen. Diese Glei-
chungen werden nun sukzessive nach ¢, vy, ..., v; aufgelost und dadurch eine
Funktion v bestimmt, welche (2.1) bis auf Terme der Ordnung w?~7 erfiillt.

Betrachten wir zunachst die Funktion

v(z) = @) |

wobei ¢ die Eikonal-Gleichung erfiillt. Sie fithrt zu der Naherung

fiir die Wellengleichung. u beschreibt eine Welle, deren Phase in allen Punk-
ten der Fliche ¢(x) = t dieselbe ist. Diese Fliche heifit daher Wellenfront.
Fiir konstantes ¢ > 0 ist z.B. ¢(z) = p- 2 mit [p| = ¢ eine Losung der
Eikonal-Gleichung, die Wellenfront also die Ebene p - © = t. Diese bewegt
sich mit der Geschwindigkeit c. Ein anderes Beispiel ist ¢(z) = %|z|. Die
Wellenfront hat jetzt die Gleichung |z| = ¢t und stellt ebenfalls eine sich mit
der Geschwindigkeit ¢ fortbewegende Flédche dar. Dies stimmt auch fiir nicht
konstantes c. Ist namlich z(t) ein Punkt einer Wellenfront, der sich senkrecht

zu ihr fortbewegt, so gilt

¢(x(t) =t, () = at)Ve(x(t))

mit einem Skalar «(t). Differenzieren der ersten Beziehung nach ¢ ergibt
zusammen mit der zweiten

a(t)[V(e(x(t)]* =1

und damit wegen der Eikonal-Gleichung

alt) =c*(z(t)),  [2(t)] = (1) |[Ve((t)] = c(z(t)) -

Also bewegt sich unser Punkt x(¢) mit der Geschwindigkeit ¢(x(¢)) und damit
die ganze Wellenfront in jedem ihrer Punkte x mit der Geschwindigkeit ¢(x)
senkrecht zu sich selbst.

Das charakteristische System der Eikonal-Gleichung ist nach I1.2.2

=i, p=V(is), 0= ——. (24)



Wir wollen zeigen, dafl die Losungen x(t) von (2.4), also die Kurven, welche
charakteristische Streifen tragen, gerade die Kurven sind, entlang denen sich
Signale in dem Geschwindigkeitsfeld ¢(z) ausbreiten. Nach dem Fermat’schen
Prinzip erfolgt diese Ausbreitung ndmlich so, dafi die Laufzeit zwischen zwei
Punkten minimal ist. Mit anderen Worten: Ist K eine beliebige Kurve, welche
die Punkte x(, x; verbindet, so lauft ein Signal, das bei xg startet und bei
x1 beobachtet wird entlang der Kurve K*, fiir welche

d
/ 0(2) , s = Bogenlédnge (2.5)

moglichst klein ist.

Wir brauchen nun folgendes Hilfsmittel aus der Variationsrechnung.

Satz 2.1: Sei L € C'(IR*™), und sei xg, x, € IR™. Unter allen Kurven ,
welche xg mit x1 verbinden, sei x* so, dafs

1 1
/L:c T /L(JJ T)dt .
0 0

Ist z* € C?[0,1], so gelten die Euler’schen Gleichungen

d OL oL
%ax,i(x*,r*)—axi(x*,x'*)zo, i=1,...,n.
Beweis: Sei z* wie im Satz angenommen, und sei 2° = z* + gp mit ¢ €
C?[0,1], »(0) = ¢(1) = 0. Dann verbindet auch z¢ die Punkte x¢, 1, und es
nimmt die Funktion )
_ /L(xf, ) dt
0

in e = 0 ein relatives Minimum an. Also ist J;,(0) = 0. Berechnung von J/,(0)
mittels Kettenregel und partieller Integration ergibt

1

d d . L
ZI,0) = dSO/L(x +ep, it +eg)dt]_y =0
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Da dies fiir alle ¢ € C?[0,1] mit ¢(0) = (1) = 0 gelten muB, folgen die
Euler’schen Gleichungen.

Wenden wir dies nun an auf das Problem, (2.5) zu minimieren. Hier haben
wir il
T
Lz, ) = —.
(@) = 0
Die Euler’schen Gleichungen lauten

d ' 1

~ L i V— =0

dt c(x)|z| c(x)
Diese Gleichungen sind invariant gegeniiber Parametertransformationen. Al-
so konnen wir z.B. die Bogenlénge als Parameter verwenden. Dann ist |#| = 1,
und wir erhalten

4 g L
dt c(x)  c(z)’
Mit p = &/c(x), also |p| = 1/c(z), wird hieraus gerade (2.4).

Damit steht fest: Die (Trdger der) Charakteristiken der Eikonal-Gleichung
geniigen dem Fermat’schen Prinzip (und werden daher als “Strahlen” ange-
sehen).

Zur Losung der Eikonal-Gleichung verwenden wir die Methoden der Charak-
teristiken aus I1.2.2. Sei I eine Fliche in IR", entlang der wir ¢ vorschreiben.
Sei zp € I', und sei * = x(s) die Charakteristik (genauer: der Triger der
Charakteristik) durch zq. Ist I' nicht charakteristisch, so verlauft = z(s)

nicht in I'. Wir integrieren die letzte der Gleichungen (2.4), also
: 1
e

entlang x = x(t) und erhalten

ds
c(z(s))

¢(wo, 8) = (o) +/s
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Dies nehmen wir als den Wert von ¢(z) in = z(s), also
[ ds
o) = o)+ [ iy
Zo

Dies ist nach I11.2.2 die Losung, jedenfalls lokal, der Anfangswertaufgabe.
Die Integration ist zu erstrecken iiber die Charakteristik, welche zy mit x
verbindet. Vergleich mit (2.5) zeigt, da ¢(z) — ¢(xo) die Zeit ist, welche ein
Signal von zy nach = benotigt.

Wenden wir uns nun der Bestimmung der v; aus den Gleichungen
ZVU]' : V¢ + ’UjA(b + A’Uj,1 =0 (26)

mit v_; = 0 zu. Dies sind gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung
entlang der Charakteristiken. Denn ist D die Richtungsableitung entlang
einer Charakteristik durch x, also

(Do)(x) = Lo(a(s))] = Vola)-i(0) = (Vo- Vo)(a)

s=0

so lautet (2.6)
2D7jj + UjAQZﬁ + AUj_l =0.

Diese Gleichung konnen wir durch Integration entlang der Charakteristik
16sen. Wir erhalten

—%fzmds 1 7 %quﬁds
vi@) = via)e 0 =2 [ Auw)dsy)

zo
Hier sind {iberall Integrale entlang Charakteristiken gemeint.

Fiir 7 = 0 gibt es eine alternative Losungsmethode, welche eine interessante
geometrische Interpretation ermoglicht. Wir multiplizieren (2.6) fiir j = 0
mit vy und koénnen dann

div(vgVe) = 0 (2.7)
schreiben. Wir integrieren (2.7) tiber eine “ray tube” S in IR", welche von
den Wellenfronten ¢(z) = to, ¢(z) = t; berandet wird und deren zylindri-
sche Seitenwand S’ von Strahlen (also Charakteristiken) gebildet wird. Der
Rand von S besteht aus dieser zylindrischen Seitenwand und den auf den
Wellenfronten gelegenen Boden Sy und Deckel S, vgl. Fig. 2.1.
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Fia. 2.1: Ray tube

Es ist dann

/ div(v2Ve)dz = 0
5

oder, nach dem Gauf’schen Integralsatz,
/ eV - vdo =0

08

mit der dufleren Normalen v von S. Auf S’ hat V¢ wegen (2.4) die Richtung
der Charakteristiken, auf denen v nach Konstruktion von S senkrecht steht.
Also verschwinden die Integrale {iber S’, und wir erhalten

/ v§v¢.udo+/ V2V - vdo = 0.
So S1

Auf Sy, S steht V¢ senkrecht, hat also die Richtung +v bzw. —v. Also ist
dort

1
Vo-v==%|Vep| =+—,
c
wobei eines der Vorzeichen fiir Sy, das andere fiir S; gilt. Es folgt

o do 5 do
/Uoi— /Uoi.
C C
St

So
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Nun lassen wir Sy auf zy zusammenschrumpfen. Dann schrumpft S; auf x;
zusammen, und es gilt

U%([L’O) = C(,CL’O) I(Io, Il) (28)
w50l
I(zg, 1) |501|H£> 0 S (2.9)

I(zg, 1) 148t sich aus ¢ berechnen. (2.8) gibt die Werte von v3 auf der Wel-
lenfront ¢(x) = t;, wenn sie auf der Wellenfront ¢(z) = ¢, gegeben sind.

BEISPIELE:
1) ckonstant, ¢(x) = 0.2 ,0 € S"L.

C

Dann ist A¢ = 0, V¢ = 16 und damit dvy/90 = 0. Damit ist vo(z) = f(z-0*)
mit 6+ 1 § Losung der Gleichung fiir vy, und die entsprechende Néherung

v(z) = f(x- 0l

2)  ckonstant, ¢(z) = %|x|. Dann ist

C

) _ - (10)

v5(20)

und damit vy(z) = a|z| =" Losung der Differentialgleichung fiir vy. Das kann
man natirlich leicht nachrechnen. Fiir n = 3 bekommt man dann

v(x) =

und dies ist die bekannte Grundlosung der Helmholtz-Gleichung.

il

x|

3) c(z) =y in {x € R*: x5 > 0}. Wir 16sen zunichst die charakteristi-
schen Gleichungen

. . 1 1
I’Iﬁ, p:V(7)7 ¢:7
| c c

oder die hierzu dquivalenten Euler’schen Gleichungen
d =z 0
— — =0.
dt * ( 1/x3 )
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Diese haben die Losung

r1 = m+rcos(t/r)
Ty = rsin(t/r)

mit Konstanten m, r. Die Charakteristiken sind also Halbkreise mit Mittel-
punkten auf der x;-Achse. Dies sind die Geraden der hyperbolischen Geome-
trie in der oberen Halbebene von IR?.
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5.3 Inverse Probleme hyperbolischer
Differentialgleichungen

Wir betrachten das hyperbolische Anfangswertproblem

Pu  0*u

57 =g —d@u.  reR £>0, (3.1)

Ju
u(z,0) =0, E(I,O) =d(x) .

Dabei ist 6 die Dirac’sche d-Funktion.

Bei vorgegebenem ¢ ist diese Aufgabe eindeutig losbar. Wir setzen ¢ als
gerade voraus, d.h. ¢(—z) = ¢(z). Wir konnen das Problem dann auch in
x > 0 betrachten mit der Randbedingung du/0x(0,t) = 0.

Als inverses Problem bezeichnet man folgende Aufgabe: An Stelle von ¢ ist
die Funktion
g(t) = u(0,t) , t>0 (3.2)

gegeben. Man bestimme ¢!

Wir werden das inverse Problem zunéichst ndherungsweise (in der sogenann-
ten Born’schen N#herung) l6sen. Eine exakte Losung folgt in S4.

Wir betrachten den Term h = —¢(x)u in (3.1) als Inhomogenitéat und kénnen
dann nach IV.5 v in der Form

T+t t a+(t-7)
1 1
wet) =35 [owdy—5 [ [ awulyrdgdr  (33)
x—t 0 z—(t—7)

0 , sonst
gilt
x4+t
[ sy = H(t ~ |x])
r—t
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Damit erhalten wir
1
u(x,t) = §H(t — |z[) + O(q) .

Dies ist eine Naherung fiir u, welche fiir kleines ¢ sinnvoll ist. Die Born’sche
Néherung erhélt man nun dadurch, dafl man diese Naherung in dem Integral
in (3.3) verwendet und dann x = 0 setzt. Die entstandene Gleichung

—T

| aw)H (T~ |y))dydr
)

—(t—7

o(t) = ) - [

ist dann bis auf O(¢?) erfiillt. Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge

erhalt man
t/2

1
o) = SH() — ¢ [ (¢~ 2lalgla)ds
—1/2
Durch zweimalige Differentiation erhélt man fiir ¢ > 0

1t
!
=->-q(=).
g't)=~-14(5)
Damit ist ¢ in der Born’schen Naherung bestimmt.

Das dreidimensionale Problem wird ganz entsprechend behandelt. Die Losung
von

%—Au— (x)u reR3 t>0 (3.4)
at2 - q 9 9 .
u(r,0) =0, Ta,0) = bz~ x0)

ist bei bekanntem ¢ fiir jedes zo € IR® eindeutig bestimmt. Beim inversen
Problem wollen wir ¢ bestimmen aus der Kenntnis von

g(.To,l'l,t) = U(l'l,t) 5 Ty € SO , I € Sl (35)

mit gewissen Mengen Sy, S; C R? .
Wieder mit IV.5 kénnen wir (3.4) in der Form

1
u(zx,t) = i

/ Oy =) gy L / ¢(yuly,t —ly —zf) ,

|z =yl A

|lx—y|=t le—y|<t



schreiben. Unter Verwendung von

0y — xo)do(y) = 6(t — |wo — x])

lz—y|=t

erhalten wir in der Born-Approximation

1 1 ()0t — |y — x| — |y — o)
£) = —8(t—|zo—11)—
9(0, 21, 1) = —0(t—|zo—1]) (4r)? / 1 — y[(t — |y — z1]) d

|z —y|<t
Mit Hilfe der Formel

do(y)
f(y)d(o(y))dy = f(y)
/ M/: . IVo(y)|

fur ¢(y) =t — |y — 21| — |y — xo| erhalten wir fur ¢t > 0

1
9(zo, 71,1) = —0(t — |20 — 11]) —

il [ K-yt

Et(x0,71)

(4m)?
(3.6)
wo Ei(xo, 1) das Ellipsoid |y — x| 4+ |y — 21| =t und K die Funktion

1

1
K(u,v) = —
V2ol + Julfo]u

bedeuten. Die Auflésung von (3.6) nach ¢ ist ein Problem der Integralgeo-
metrie. Dort behandelt man die Berechnung von Funktionen in IR™ aus In-
tegralen {iber Mannigfaltigkeiten der Dimension < n.
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5.4 Die Gelfand-Levitan-Methode

Wir wollen nun eine exakte Losung des eindimensionalen hyperbolischen in-
versen Problems aus S3 geben. Dazu betrachten wir das Hilfsproblem

Pu  u

Frimir i (t)u , 0<zr<o0o, —00<t<o0
) (4.1)
_Fz(o,twhu(o,t):o , —00<t< oo

mit einer Konstanten h.

00,00)) N CY([0,00) x (—00,00)) eine

Satz 4.1:  Sei v’ € C%*((0,00) x (—
=0, h =0. Sei K die Lésung von

beliebige Losung von (4.1) mit ¢

7

Ktt = Kxx -C](X)K

mit Q(z) = 3 [ ¢(y)dy. Dann ist

O —5

xz

u(z,t) = u’(x,t) + /K(x,y)uo(y,t)dy (4.2)

Losung von (4.1) mit u(0,¢) = u°(0, ).
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Bemerkungen:

1) Es ist natiirlich

1
u’(x,t) = i(uo((), t+x)+u’(0,t —2)) (4.3)
2) Kennt man K, so ist auch

d
q= Q%K(x,x) (4.4)

bekannt.

3) K ist als Losung der gemischten Anfangswertaufgabe (vgl. IV.6) ein-
deutig bestimmt.

Beweis: Der Beweis geschieht einfach durch Verifizieren. Fiir x = 0 ist
natiirlich v = u°. Partielle Ableitung nach x ergibt

ou ou’

%(x,t) =5 (z,t) + K(z, 2)u’(z,t) + 0/ %[;(x,y)uo(y,t)dy )

Fiir = 0 ist 9u®/0x = 0 und K (0,0) = h, also

gu(o,t) = hu"(0,t) = hu(0,t) .
T

Also ist auch die Randbedingung entlang x = 0 erfiillt. Weiteres Differenzie-
ren nach z liefert

@@J,t) = a;(;y’t) + CZ(K(Q}, x)uo(x,t))

(4.5)

0K 0 2K 0
+ %(:ﬁ,x)u (z,1) +0/ax2(x,y)u (y,t)dy .
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Die zweite partielle Ableitung nach ¢, also

0%u 0?u° ’ 0?u°
aﬁmw-aﬁ@ﬁ+!meaﬁ@ﬁ@
0*ul 0?

= T+ [ K)o,y
0

wird durch partielle Integration umgeformt zu

9%u 9*u’ 0 0K *
i — K .0 o 0
00 = Gt b K pat) = G ) (o)

"(4.6)

[ PK o
+ 0/8y2 (2, y)u’(y, t)dy .

Setzt man (4.2), (4.5-6) in die Differentialgleichung aus (4.1) ein, so heben

sich zunéchst einmal alle Integrale wegen der Differentialgleichung fiir K weg.
Der Rest ist

0% 2 0K 0

T

0
9*u® d
=G @) +

dx
0K

Ox
Wegen der Eigenschaften von K ist dies eine Identitét.

(K (2, 2)u’(x, 1))

+ (z, 2)u’(x,t) — q(z)u’(z, 1) .

O

Bei der Gelfand-Levitan-Methode bestimmt man aus der Funktion g(t) zunéchst
einmal K und dann ¢ nach (4.4). K wird aus der (linearen) Gelfand-Levitan-
Integralgleichung bestimmt. Diese gewinnt man wie folgt. Die Losung u von
(3.1) wird als in ¢ ungerade Funktion auf (0,00) x (—o0,400) fortgesetzt.
Dadurch wird u zu einer Losung von (4.1) (mit A = 0). Also gilt (4.2) mit
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u®(0,t) = g(t). Fiir [t| < z is u(z,t) = 0. Also gilt fiir [{] <z
1 17
0= 59t +2) +glt—a) +5 [ K@yglt+ydy.  (47)

Dies ist fiir jedes z eine Integralgleichung 1. Art fiir die Funktion K (z, - ) in
[—xz, +x]. (4.7) ist die Integralgleichung von Gelfand-Levitan.
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