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Kapitel �

Einleitung

Unter einer partiellen Di�erentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi�
schen einer Funktion u mehrerer Variablen x�� � � � � xn �n � �� und einigen
ihrer partiellen Ableitungen� Sie hat demnach die Form

F

�
x�� � � � � xn� u�

�u

�x�
� � � � �

�u

�xn
�
��u

�x��
� � � �

�
� 
 �

Die h�ochste Ordnung der auftretenden Ableitungen hei�t Ordnung der Dif�
ferentialgleichung� Unter einer L�osung der Di�erentialgleichung in einem Ge�
biet D � IRn versteht man eine Funktion u� welche samt der in der Dif�
ferentialgleichung auftretenden Ableitungen in D wohlde�niert ist und dort
die Di�erentialgleichung identisch erf�ullt� Meist ist klar� welches Gebiet D
gemeint ist� z�B� IRn oder ein nat�urlicher De�nitionsbereich von F � Dann
spricht man von einer L�osung schlechthin�

BEISPIELE
�
 �u

�x�
� 
 ist eine partielle Di�erentialgleichung �� Ordnung� Ihre L�osun�

gen sind genau die Funktionen u� welche nur von x�� � � � � xn abh�angen�

�
 ��u
�x��x�

� 
 ist eine partielle Di�erentialgleichung �� Ordnung� Ihre
L�osungen f�ur n � � sind genau die Funktionen der Form

u�x�� x�� � v�x�� � w�x��

�



mit beliebigen di�erenzierbaren Funktionen v� w�

�
 Sei f stetig in IR�� Dann ist

��u

�x��x�
� f�x�� x��

eine partielle Di�erentialgleichung zweiter Ordnung� Wir k�onnen sie leicht
l�osen� Zun�achst integrieren wir nach x��

�u

�x�
�x�� x�� �

x�Z
�

��u�x�� ���

�x��x�
d�� �

�u

�x�
�x�� 
�

�

x�Z
�

f�x�� ���d�� �
�u

�x�
�x�� 
�

und danach nach x��

u�x�� x�� �

x�Z
�

�u���� x��

�x�
d�� � u�
� x��

�

x�Z
�

x�Z
�

f���� ���d��d�� � u�x�� 
� � u�
� x��� u�
� 
�

Dies ist eine L�osung f�ur jede Vorgabe von u�x�� 
�� u�
� x���

�
 Seien ��� �� reelle Zahlen� Wir betrachten die Di�erentialgleichung

��
�u

�x�
� ��

�u

�x�
� 
 �

Sie besitzt die L�osung

u�x�� x�� � w���x� � ��x��

f�ur jede di�erenzierbare Funktion w einer Variablen�

�



	
 Sei g�x�� x�� eine di�erenzierbare Funktion� Wir betrachten die Di�eren�
tialgleichung

�g

�x�

�u

�x�
� �g

�x�

�u

�x�
� 
 �

Jede Funktion der Form

u�x�� x�� � w�g�x�� x���

mit einer di�erenzierbaren Funktion w einer Variablen ist L�osung�

�
 Die Di�erentialgleichung zweiter Ordnung

��u

�x��
� ��u

�x��
� 


hat die L�osungen

u�x�� x�� � f�x� � x�� � g�x� � x��

mit beliebigen zweimal di�erenzierbaren Funktionen f � g einer Variablen� Sie
geht durch die Transformation

y� � x� � x� � y� � x� � x�

in die oben behandelte Di�erentialgleichung ��u��y��y� � 
 �uber�

�
 Die Di�erentialgleichung zweiter Ordnung

��u

�x��
�
��u

�x��
� 


hat die L�osungen

u�x�� x�� � f�x� � ix�� � g�x� � ix��

mit beliebigen analytischen Funktionen f � g �z�B� Polynome��

	



�
 Einige Beispiele aus der Physik�

Eikonal�Gleichung �
nX
i��

�
�u

�xi

��

� �

Laplace�Gleichung �
nX
i��

��u

�x�i
� 


Poisson�Gleichung �
nX
i��

��u

�x�i
� f

Helmholtz�Gleichung �
nX
i��

��u

�x�i
� c�u � 


W�armeleitungs� oder

Di�usionsgleichung �
�u

�t
� D

nX
i��

��u

�x�i

Wellengleichung �
��u

�t�
� c�

nX
i��

��u

�x�i

Minimal��achengleichung �
nX
i��

�

�xi

�
p
�u

�xi

�
� 
 � p �

�s
� �

nP
i��

� �u
�xi

��

Cauchy�Riemannsche Dgl� �
�u

�x�
�

�v

�x�
�

�u

�x�
� � �v

�x�

Wir sehen aus diesen Beispielen� da� partielle Di�erentialgleichungen sehr
viele L�osungen haben k�onnen� Typisch enth�alt die allgemeine L�osung einer
Di�erentialgleichung p�ter Ordnung in n Variablen p willk�urliche Funktionen
von n� � Variablen�

Zur eindeutigen Festlegung der L�osung einer Di�erentialgleichung mu�
man also Zusatzbedingungen stellen� Eine M�oglichkeit f�ur solche Zusatzbe�
dingungen ist eine sogenannte Anfangsbedingung� Man schreibt f�ur eine Dif�
ferentialgleichung der Ordnung p in n Variablen die Werte von u und seiner
Ableitungen der Ordnung � p entlang einer Mannigfaltigkeit der Dimension
n � � vor� Dabei darf man nat�urlich Funktionswerte und Ableitungen nicht

�



unabh�angig voneinander vorgeben� �Innere� Ableitungen der Mannigfaltig�
keit sind ja schon durch die Funktionswerte entlang der Mannigfaltigkeit
bestimmt� Man schreibt daher zweckm�a�ig u und seine Ableitungen bis zur
Ordnung p� � in einer aus der Mannigfaltigkeit herausf�uhrenden Richtung�
z�B� der Normalen� vor� Dies ist die Cauchy�sche Anfangswertaufgabe�

Wir wollen uns dies an Hand des Beispiels n � � klarmachen� Die �n����
dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit ist dann eine Kurve

� � x � 	�s� �

wobei der Parameter s die Bogenl�ange bedeute� d�h�

k	��s�k �
q
�	���s��� � �	���s��� � � �

Tangential� und Normaleinheitsvektor sind dann


 � 	��k	�k
� � ��	��� 	����k	�k �

Das Anfangswertproblem f�ur eine Di�erentialgleichung �� Ordnung besteht
einfach in der Vorgabe von u entlang �� also

u�	�s�� � f�s�

Bei einer Di�erentialgleichung �� Ordnung schreibt man dar�uber hinaus die
Ableitungen �� Ordnung von u entlang � vor� Die Ableitung in Richtung 

ist aber durch f bereits bestimmt� denn es gilt ja

�u

�

�	�s�� �

d

dt
u�	�s� � t
 �jt��

� 
 � grad u�	�s��

� f ��s� �

Also gen�ugt bereits die Vorgabe von

�u

��
�	�s�� � g�s� �

�



um s�amtliche Ableitungen �� Ordnung entlang � festzulegen� Die Cauchy�sche
Anfangswertaufgabe f�ur eine Di�erentialgleichung zweiter Ordnung in zwei
unabh�angigen Variablen besteht also in der Vorgabe von u� �u

��
entlang einer

Kurve ��

BEISPIELE
�
 �u

�x�
� 
� Nehmen wir als Anfangsmannigfaltigkeit x� � 
 und schrei�

ben wir dort vor�
u�
� x�� � � � � xn� � f�x�� � � � � xn� �

Die L�osung der Anfangswertaufgabe ist o�enbar

u�x�� x�� � � � � xn� � f�x�� � � � � xn� �

und diese L�osung ist eindeutig bestimmt�

Sei nun n � �� Wir versuchen als Anfangsmannigfaltigkeit x� � 
 und
schreiben dort

u�x�� 
� � f�x��

vor� Diese Anfangswertaufgabe ist o�enbar nur l�osbar� wenn f konstant ist�
und in diesem Fall ist jede Funktion u der Form

u�x�� x�� � w�x��

mit w�
� � f�
� L�osung�

�
 F�ur die Di�erentialgleichung

��u

�x��
� ��u

�x��
� 


besteht das Anfangswertproblem in der Vorgabe von u und �u��� entlang
einer Kurve �� Nehmen wir als � die x��Achse� so geben wir also

u�x�� 
� � f�x��

�u

�x�
�x�� 
� � g�x��






vor� Die allgemeine L�osung der Di�erentialgleichung ist �vgl� oben�

u�x�� x�� � v�x� � x�� � w�x� � x��

mit beliebigen Funktionen v� w� Die Anfangsbedingungen f�uhren zu

v�x�� � w�x�� � f�x��

v��x�� � w��x�� � g�x�� �

also

v�x��� w�x�� �

x�Z
�

g���d� � c

mit einer beliebigen Konstanten c� Es folgt

v�x�� �
�

�

��
�f�x�� �

x�Z
�

g���d� � c

��
�

w�x�� �
�

�

��
�f�x���

x�Z
�

g���d� � c

��
�

und damit

u�x�� x�� �
�

�
ff�x� � x�� � f�x� � x��g� �

�

x��x�Z
x��x�

g���d� �

Dies ist die eindeutig bestimmte L�osung der Anfangswertaufgabe�

W�ahlen wir nun als Anfangskurve � die erste Winkelhalbierende x� � x��
geben wir also

u�x�� x�� � f�x��

�u

�x�
�x�� x��� �u

�x�
�x�� x�� � g�x��

vor� so m�ussen v� w die Bedingungen

v��x�� � w�
� � f�x��

v���x�� � w��
�� v���x�� � w��
� � g�x��

�




erf�ullen� Ist das Problem also �uberhaupt l�osbar� so mu� g konstant sein� und
es ist dann jedes u der Form

u�x�� x�� � f��x� � x������ w�
� � w�x� � x��

L�osung� wenn nur w��
� � g�
��� gilt�

�
 L�osen wir die Anfangswertaufgabe f�ur die Laplace�sche Di�erentialglei�
chung

��u

�x��
�
��u

�x��
� 


u�x�� 
� � f�x�� �
�u

�x�
�x�� 
� � 


mit der analytischen Funktion f � Der Ansatz

u�x�� x�� � v�x� � ix�� � w�x� � ix��

f�uhrt zu
v�x�� � w�x�� � f�x�� � v��x���w��x�� � 
 �

�Ahnlich wie im letzten Beispiel f�uhrt dies zu der L�osung

u�x�� x�� �
�

�
�f�x� � ix�� � f�x� � ix��� �

Die Aufgabe ist also l�osbar� jedenfalls f�ur analytisches f � Nehmen wir z�B�

fm�s� � eims �

so wird die L�osung

um�x�� x�� � eimx� cosh�mx�� �

Wir haben also f�ur m�� und x� �� 


jfmj � � � jumj � cosh�mx�� � �

�
emjx�j �� �

��



Dies bedeutet� da� die Abbildung f � u� welche den Anfangswerten die
L�osung zuordnet� nicht stetig ist� Das gleiche gilt f�ur s�amtliche Geraden als
Anfangsmannigfaltigkeit� Dies folgt daraus� da� die Di�erentialgleichung ge�
gen�uber Rotationen und Translationen invariant ist�

Damit erweist sich die Anfangswertaufgabe f�ur die Laplace�sche Di�eren�
tialgleichung als nicht sinnvoll�

Wir werden sehen� da� hingegen die Randwertaufgabe sinnvoll ist� Diese
besteht darin� den Wert von u entlang einer geschlossenen Kurve � vorzu�
schreiben� welche ein Gebiet � umschlie�t� Die �Dirichlet�sche� Randwert�
aufgabe lautet dann

��u

�x��
�
��u

�x��
� 
 in � �

u � f auf �� �

Eine L�osung u wird man jetzt etwa in C���� 	C��� suchen� Ist � der Kreis
jxj � r� so werden wir sehen� da� die L�osung durch die Poisson�sche Formel

u�x� �
�

��

Z
jyj�r

jyj� � jxj�
jy � xj� f�y�dy � jxj � r

gegeben ist�

Nach Hadamard hei�t eine Aufgabe gut gestellt� wenn

�� sie l�osbar ist�

�� die L�osung eindeutig bestimmt ist�

�� die L�osung stetig von den Daten abh�angt�

Andernfalls hei�t eine Aufgabe schlecht gestellt� Schlecht gestellte Aufgaben
gelten als nicht sinnvoll� Aufgabe der Theorie partieller Di�erentialgleichun�
gen ist es� unter anderem� gut gestellte Probleme zu formulieren�

��



Kapitel �

Partielle

Di�erentialgleichungen ��

Ordnung

��� Die quasilineare Di�erentialgleichung in

zwei unabh�angigen Variablen

Wir besch�aftigen uns zun�achst mit Di�erentialgleichungen �� Ordnung in
zwei unabh�angigen Variablen� die wir mit x� y bezeichnen� Eine solche Dif�
ferentialgleichung hei�t quasilinear� wenn sie von der Form

a�x� y� u�
�u

�x
� b�x� y� u�

�u

�y
� c�x� y� u� �����

ist� Sie hei�t linear� wenn a� b� c nicht von u abh�angen� Im �ubrigen seien a�
b� c stetig di�erenzierbare Funktionen in �
 IR� mit einem Gebiet � � IR��

Sei u eine L�osung von ������ d�h� u � C���� erf�ullt ����� in � identisch�
Dann stellt z � u�x� y� die �uber � liegende L�osungs��ache dar� Wir suchen
Kurven

x � x�t� � y � y�t� � z � z�t� �

welche auf dieser L�osungs��ache liegen� F�ur deren Projektion in die x � y�
Ebene w�ahlen wir L�osungen von

dx

dt
� a�x� y� u�x� y��

��



dy

dt
� b�x� y� u�x� y��

und setzen
z � u�x� y� �

Es ist dann

dz

dt
�

�u

�x
�x� y�

dx

dt
�
�u

�y
�x� y�

dy

dt

� a�x� y� u�x� y��
�u

�x
�x� y� � b�x� y� u�x� y��

�u

�y
�x� y�

� c�x� y� u�x� y�� �

Also erf�ullen die Funktionen x� y� z das System gew�ohnlicher Di�erential�
gleichungen

dx

dt
� a�x� y� z� �

dy

dt
� b�x� y� z� � �����

dz

dt
� c�x� y� z� �

Dieses nennt man �charakteristisches System�� seine L�osungen �Charakteri�
stiken� von ������

Im folgenden werden wir h�au�g Anfangswertprobleme f�ur Systeme gew�ohn�
licher Di�erentialgleichungen l�osen m�ussen� Wir stellen dazu folgenden Satz
bereit�

Satz ��
� Sei f � C��IRn���� t� � IR�� x� � IRn� Dann gibt es ein t�
enthaltendes Intervall �a� b� und eine Umgebung � von x�� so da� das An�
fangswertproblem

x� � f�t� x� � x�t�� � 


f�ur jedes 
 � � in �a� b� eine L�osung x � 	�t� 
� besitzt� Ist sogar f �
C��IRn���� so ist 	 eindeutig bestimmt� und es gilt 	 � C���a� b�
���

Beweis� Dies folgt durch Kombination der S�atze ���� ���� ��� aus Chapt�
� von Coddington�Levinson� Theory of Ordinary Di�erential Equations�

��



Satz ���� Sei P ein Punkt einer L�osungs��ache von �	�	
� Dann liegt jede
Charakteristik durch P ganz auf der L�osungs��ache�

Beweis� Sei P � �x�� y�� z�� und sei x� y� z eine Charakteristik durch P �
d�h� eine L�osung von ����� mit

x�
� � x� � y�
� � y� � z�
� � z� �

Sei z � u�x� y� eine L�osung von ������ Wir m�ussen zeigen� da�

z�t� � u�x�t�� y�t�� �����

f�ur alle t� F�ur t � 
 ist dies richtig� denn P liegt ja auf der L�osungs��ache�
Weiter ist

d

dt
�z � u�x� y�� �

dz

dt
� �u

�x
�x� y�

dx

dt
� �u

�y
�x� y�

dy

dt

� c�x� y� z�� �u

�x
�x� y�a�x� y� z�� �u

�y
�x� y�b�x� y� z� �

Hier und im folgenden ist x � x�t�� y � y�t�� z � z�t� zu setzen� Mit
w�t� � z�t�� u�x�t�� y�t�� lautet dies

dw

dt
� c�x� y� u�x� y��w���u

�x
�x� y�a�x� y� u�x� y��w���u

�y
�x� y�b�x� y� u�x� y��w� �

Da u die Di�erentialgleichung ����� erf�ullt� hat diese Di�erentialgleichung die
L�osung w � 
� Dies ist die einzige L�osung mit w�
� � 
� Also ist w � 
�

�

Unser Ziel ist die L�osung der Anfangswertaufgabe� Gesucht ist eine L�osung
von ������ welche entlang einer in � verlaufenden Kurve

� � x � 	�s� � y � ��s�

vorgegebeneWerte annimmt�Anders ausgedr�uckt� Die L�osungs��ache soll eine
vorgegebene in �
 IR� verlaufende Raumkurve

K � x � 	�s� � y � ��s� � z � ��s�

��



K

x

y

z

Γ

Lösungsfläche

Charakteristiken

durch K

Projektionen der Charakteristiken

durch K in die x-y-Ebene

Abbildung ���� Charakteristiken und Projektionen�

enthalten� Wir setzen die Funktionen 	� �� � als stetig di�erenzierbar voraus�

Nach Satz ��� bietet sich folgende Konstruktion der L�osungs��ache an�

Man berechne f�ur jeden Punkt der KurveK eine Charakteristik durch diesen
Punkt� F�ugen sich diese Charakteristiken zu einer Fl�ache zusammen� so wird
dies eine L�osungs��ache sein�

Analytisch sieht das so aus� F�ur jedes s l�osen wir ����� mit den An�
fangswerten �	�s�� ��s�� ��s��� d�h� wir berechnen Funktionen x�t� s�� y�t� s��
z�t� s� mit

�x

�t
� a�x� y� z� � x�
� s� � 	�s�

�y

�t
� b�x� y� z� � y�
� s� � ��s� �����

�z

�t
� c�x� y� z� � z�
� s� � ��s� �

s spielt hier die Rolle eines Parameters� Die L�osung des Anfangswertproblems
ist dann � in parametrischer Form � durch

x � x�t� s� � y � y�t� s� � z � z�t� s� �����

�	



gegeben�

Die Charakteristiken durch K werden sich dann zu einer Fl�ache zusam�
menf�ugen� wenn ihre Projektionen in die x�y�Ebene transversal zu � sind�
also nicht die Richtung der Tangente von � haben� Nach ����� haben die�
se Projektionen die Richtung �a� b�T � wobei a� b in dem �uber dem Punkt
�x� y� � � liegenden Punkt �x� y� z� � K zu nehmen sind� Demnach m�ussen
wir fordern� da� �a� b�T nicht in dieselbe Richtung zeigt wie �	�� ���T � wobei
	�� �� f�ur den zu �x� y� geh�origen Parameterwert s zu nehmen sind� Also mu�

Rang

�
a�	�s�� ��s�� ��s�� � 	��s�
b�	�s�� ��s�� ��s�� � ���s�

�
� � ���	�

gelten entlang K� Kurven K mit dieser Eigenschaft hei�en �nicht charakteri�
stisch�� Dies ist verst�andlich� denn f�ur Charakteristiken ist ���	� gerade nicht
erf�ullt� Dementsprechend hei�en Kurven� entlang denen ���	� nicht erf�ullt
ist� �charakteristisch�� Aus der Herleitung der charakteristischen Gleichung
folgt� da� eine charakteristische Kurve� welche auf einer L�osungs��ache liegt�
eine Charakteristik ist�

Satz ���� Sei K nicht charakteristisch� Dann besitzt die Anfangswertauf�
gabe eine L�osung� welche in einer Umgebung von � de�niert ist�

Beweis� Nach Satz ��
 ist ����� f�ur jedes s in jtj � t��s� l�osbar� wo t��s� �

� und die L�osungen h�angen stetig di�erenzierbar von t� s ab� F�ur t � 
 ist

Rang

�
�x
�t

�x
�s

�y
�t

�y
�s

�
� Rang

�
a�	�s�� ��s�� ��s�� � 	��s�
b�	�s�� ��s�� ��s�� � 	��s�

�
� � �

Also ist die Abbildung

x � x�t� s� � y � y�t� s�

in einer Umgebung von t � 
 umkehrbar� Die Umkehrabbildung

t � t�x� y� � s � s�x� y�

existiert in einer Umgebung D � IR� von � und ist dort stetig di�erenzierbar�
����� de�niert also eine schlicht �uber D liegende Fl�ache

z � z�t�x� y�� s�x� y�� � u�x� y� �

��



Wir zeigen� da� u L�osungs��ache ist� Dazu beachten wir� da�

u�x�t� s�� y�t� s�� � z�t� s� �

Di�erentiation nach t ergibt einerseits

�

�t
u�x� y� �

�u

�x
�x� y�

�x

�t
�
�u

�y
�x� y�

�y

�t

�
�u

�x
�x� y�a�x� y� z��

�u

�y
�x� y�b�x� y� z� �

wobei man x� y� z an den Stellen �t� s� zu nehmen hat� also

�

�t
u�x� y� �

�u

�x
�x� y�a�x� y� u�x� y���

�u

�y
�x� y�b�x� y� u�x� y�� �

Andererseits ist � mit gleicher Notation �

�

�t
u�x� y� �

�z

�t
� c�x� y� z� � c�x� y� u�x� y�� �

Dies gilt f�ur alle �x� y� � D� Gleichsetzen der beiden Ausdr�ucke f�ur �u��t
zeigt� da� u in der Tat L�osung in D ist�

�

Bemerkung� Eine L�osung kann in der Form ����� erhalten werden�

Satz ���� Sei K nicht charakteristisch� Dann gibt es in einer Umgebung
von � nur eine di�erenzierbare L�osung des Anfangswertproblems� und zwar
die durch �	�

 gegebene�

Beweis� Sei u eine L�osung der Anfangswertaufgabe in einer Umgebung
von �� und sei ����� die � eindeutig bestimmte � Charakteristik durch 	�s��
��s�� ��s�� Nach Satz ��� liegt diese Charakteristik auf der L�osungs��ache�
����� bestimmt also u eindeutig�

�

��



BEISPIELE

�
 �u
�x

� 
� Das charakteristische System lautet

dx

dt
� � �

dy

dt
� 
 �

dz

dt
� 
 �

Charakteristiken sind also die Geraden parallel zur x�Achse� Charakteristisch
sind genau die Kurven� welche in einer Ebene parallel zur x�z�Ebene verlau�
fen� Eine Kurve� die in der y�z�Ebene und nie senkrecht verl�auft� ist also
nicht charakteristisch und das Anfangswertproblem damit eindeutig l�osbar�
Die L�osung erhalten wir� indemwir durch die Anfangskurve Geraden in Rich�
tung der x�Achse ziehen�

�
 u�u
�x

� �u
�y

� �� u � �
�
x entlang der �� Winkelhalbierenden�

Die charakteristischen Gleichungen sind

dx

dt
� z �

dy

dt
� � �

dz

dt
� �

und die Anfangskurve ist durch

	�s� � s � ��s� � s � ��s� �
�

�
s

gegeben� Es ist

Rang

�
��s� 	��s�
� ���s�

�
� Rang

�
s�� �
� �

�
� � f�ur s �� � �

d�h� die Anfangskurve ist au�erhalb ��� �� nicht charakteristisch� Die Charak�
teristiken durch diese Anfangspunkte sind

x�t� s� �
�

�
st�

�

�
t� � s �

y�t� s� � s� t �

z�t� s� �
�

�
s� t �

�




Au��osen der ersten beiden Gleichungen nach t� s ergibt

t �
y � x

� � y��
� s �

x� y���

� � y��
�

Dies ist au�erhalb des Punktes ��� �� der Anfangskurve sinnvoll� Setzt man
dies in die dritte Gleichung ein� so erh�alt man als L�osung der Anfangswert�
aufgabe

u�x� y� �
x� y���

� � y
�

y � x

� � y��

f�ur y �� ��

Satz ���� Sei K charakteristisch� Das Anfangswertproblem besitze eine dif�
ferenzierbare L�osung� Dann ist K eine Charakteristik� und es gibt unendlich
viele L�osungen des Anfangswertproblems�

Beweis� Sei die Kurve K durch

x � 	�s� � y � ��s� � z � ��s�

gegeben� Da K charakteristisch ist� sind die Vektoren

�
	��s�
���s�

�
�

�
a�	�s�� ��s�� ��s��
b�	�s�� ��s�� ��s��

�

linear abh�angig� Also k�onnen wir einen Parameter � wir bezeichnen ihn wieder
mit s � einf�uhren� so da�

	��s� � a�	�s�� ��s�� ��s�� �
���s� � b�	�s�� ��s�� ��s�� �

K soll auf der L�osungs��ache z � u�x� y� liegen� d�h� es mu�

��s� � u�	�s�� ��s��

sein� Di�erentiation ergibt

���s� �
�u

�x
�	�s�� ��s��	� �

�u

�y
�	�s�� ��s�����s�

�




�
�u

�x
�	�s�� ��s��a�	�s�� ��s�� u�	�s�� ��s���

�
�u

�y
�	�s�� ��s��b�	�s�� ��s�� u�	�s�� ��s���

� c�	�s�� ��s�� ��s�� �

K ist also in der Tat eine Charakteristik�

Sei nun x� � 	�s��� y� � ��s��� z� � ��s�� ein Punkt von K� und
sei C eine nicht charakteristische Kurve durch diesen Punkt �Solche gibt es
unendliche viele�� F�ur C k�onnen wir das Anfangswertproblem l�osen� Wegen
Satz ��� liegtK auf der L�osungs��ache� F�ur jede Kurve C bekommen wir also
eine L�osung der Anfangswertaufgabe f�ur K�

�

BEISPIELE�

�
 Wir versuchen� f�ur das obige Beispiel

u
�u

�x
�
�u

�y
� �

die Anfangswertaufgabe f�ur die Charakteristik

K � 	�s� �
�

�
s� � ��s� � s � ��s� � s

zu l�osen� L�osen wir das charakteristische System mit diesen Anfangswerten�
so bekommen wir

x�t� s� �
�

�
�s� t�� �

y�t� s� � s� t �

z�t� s� � s� t �

Hierdurch ist aber keine Fl�ache dargestellt� sondern eine Kurve �n�amlich die
CharakteristikK�� Wie zu erwarten� versagt also unsere Methode zur L�osung
der Anfangswertaufgabe� wenn die Anfangskurve eine Charakteristik ist�

��



Um die Anfangswertaufgabe zu l�osen� kann man einmal wie beim Beweis
zu Satz ��� vorgehen� Speziell in diesem Fall kann man aber auch ausnutzen�
da� man f�ur jedes w � C� durch Au��osen von

x �
�

�
u� � w�u� y�

nach u eine L�osung der Di�erentialgleichung erh�alt �Dies ist eine Aufgabe
� entsprechende �Ubungsaufgabe�� W�ahlt man w�
� � 
� so enth�alt jede so
berechnete L�osung die KurveK und ist also L�osung der Anfangswertaufgabe�

�
 Die Kurve

K � 	�s� � s� � ��s� � �s � ��s� � s

ist charakteristisch� aber keine Charakteristik� Wir versuchen� die Anfangs�
wertaufgabe f�ur diese Kurve zu l�osen� Die L�osung des charakteristischen Sy�
stems mit diesen Anfangswerten ist

x�t� s� �
�

�
t� � ts� s�

y�t� s� � t� �s

z�t� s� � t� s �

Das Gebiet x � y��� der x � y�Ebene entspricht in umkehrbar eindeutiger
Weise der rechten Halbebene der t� s�Ebene� und es ist

t � �
q
x� y��� �

s �
�

�
�y � �

q
x� y���� �

Setzt man dies in z�t� s� ein� so bekommt man eine Funktion

u�x� y� �
�

�
�y � �

q
x� y���� �

welche man leicht als L�osung der Di�erentialgleichung erkennt� und diese
enth�alt die Kurve K�

��



Trotzdem liegt kein Widerspruch zu Satz ��� vor� denn u ist entlang K
nicht di�erenzierbar�

Satz ��	� Seien u�i�� i � �� �� di�erenzierbare L�osungen der Di�erentialglei�
chung� deren L�osungs��achen sich in einer Kurve K schneiden� Die u�i� seien
verschieden in dem Sinne� da� entlang K ru��� �� ru��� gilt� Dann ist K
eine Charakteristik�

Beweis� K besitze die Darstellung

x � 	�s� � y � ��s� � z � ��s� �

Die Di�erentialgleichung f�ur u�i� entlang K lautet

a�	��� ��
�u�i�

�x
�	��� � b�	��� ��

�u�i�

�y
�	��� � c�	��� �� �

Entlang K sind die u�i� durch � gegeben� also

u�i��	��� � � �

Di�erentiation ergibt

	�
�u�i�

�x
�	��� � ��

�u�i�

�y
�	��� � �� �

Das Gleichungssystem mit der Matrix

A �

�
a�	��� �� � b�	��� �� � �c�	��� ��

	� � �� � ���
�

hat also die beiden L�osungen

	
BB


�u�i�

�x
�	���

�u�i�

�y
�	���

�

�
CCA � i � �� � �

��



welche nach Voraussetzung linear unabh�angig sind� Also kann A h�ochstens
den Rang ��� � � haben� Die beiden Zeilen von A sind also linear abh�angig�
und wir k�onnen einen neuen Parameter � wir nennen ihn wieder s � einf�uhren�
so da� der Proportionalit�atsfaktor � wird� Dann sind aber 	� �� � L�osung
der charakteristischen Gleichungen�

�

��



��� Die allgemeine Di�erentialgleichung in

zwei unabh�angigen Variablen

Nun betrachten wir die Di�erentialgleichung

F �x� y� u� p� q� � 
 p �
�u

�x
� q �

�u

�y
�����

mit einer in � 
 IR� zweimal stetig di�erenzierbaren Funktion F � wo � ein
Gebiet in IR� ist� Wir setzen immer voraus� da��

�F

�p

��

�

�
�F

�q

��

� 


ist� L�osung �in �� nennen wir jede Funktion u � C����� welche die Di�eren�
tialgleichung in � identisch erf�ullt�

Wie in x� beginnen wir damit� Kurven zu suchen� welche auf einer L�osungs�
��ache z � u�x� y� liegen� Wie in S� suchen wir solche Kurven x�t�� y�t�� z�t�
als L�osung von

dx

dt
�

�F

�p
�x� y� z� p�x� y�� q�x� y�� �

dy

dt
�

�F

�q
�x� y� z� p�x� y�� q�x� y�� �

z � u�x� y� �

Di�erentiation der letzten Beziehung ergibt

dz

dt
� p�x� y�

dx

dt
� q�x� y�

dy

dt

� p�x� y�
�F

�p
�x� y� z� p�x� y�� q�x� y��� q�x� y�

�F

�q
�x� y� z� p�x� y�� q�x� y�� �

Dies sind drei gew�ohnliche Di�erentialgleichungen f�ur die f�unf Funktionen
x� y� z� p� q� Zwei weitere Di�erentialgleichungen erhalten wir auf folgende
Weise� Wir di�erenzieren ����� partiell nach x und y� also

�F

�x
�
�F

�u
p �

�F

�p

�p

�x
�
�F

�q

�q

�x
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�F

�y
�
�F

�u
q �

�F

�p
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�y
�
�F

�q

�q

�y
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und beachten �es ist u � C���

�p

�y
�

��u

�x�y
�

�q

�x
�

Es folgt

�F

�p

�p

�x
�
�F

�q

�p

�y
� ��F

�x
� �F

�u
p �

�F

�p
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�x
�
�F

�q

�q

�y
� ��F

�y
� �F

�u
q �

Damit erhalten wir

d

dt
p�x� y� �

�p

�x

dx

dt
�
�p

�y
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�
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�x

�F

�p
�
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�F

�q

� ��F
�x

� �F

�u
p �

d

dt
q�x� y� � ��F

�y
� �F

�u
q �

Wir haben also f�unf gew�ohnliche Di�erentialgleichungen f�ur die f�unf Funk�
tionen x� y� z� p � p�x� y�� q � q�x� y��

dx

dt
�
�F

�p
�x� y� z� p� q� �

dy

dt
�
�F

�q
�x� y� z� p� q� �

dz

dt
� p

�F

�p
�x� y� z� p� q� � q

�F

�q
�x� y� z� p� q� � �����

dp

dt
� ��F

�x
�x� y� z� p� q�� �F

�u
�x� y� z� p� q�p

dq

dt
� ��F

�y
�x� y� z�p� q�� �F

�u
�x� y� z� p� q�q

Dieses System hei�t wieder �charakteristisches System�� seine L�osungen x� y� z� p� q
�Charakteristik�� Charakteristiken sind jetzt also kompliziertere Gebilde�
n�amlich �Streifen��

�	



Ist z � u�x� y� irgendeine Fl�ache� welche eine Kurve x � x�t�� y � y�t��
z � z�t� enth�alt� so gilt entlang dieser Kurve die �Streifenbedingung�

dz

dt
� p

dx

dt
� q

dy

dt
� �����

wobei die Funktion p� q durch

p�t� �
�u

�x
�x�t�� y�t�� � q�t� �

�u

�y
�x�t�� y�t��

gegeben sind� Ein Quintupel von Funktionen x� y� z� p� qmit ����� hei�t �Strei�
fen�� ein Quintupel reeller Zahlen x�� y�� z�� p�� q� �Streifenelement��

Satz ���� Sei S� � �x�� y�� z�� p�� q�� ein Streifenelement mit

F �x�� y�� z�� p�� q�� � 


und sei x� y� z� p� q eine Charakteristik� welche S� enth�alt� Dann ist

F �x� y� z� p� q� � 
 �

Beweis� Sei x�
� � x�� y�
� � y�� z�
� � z�� p�
� � p�� q�
� � q�� Wir
setzen ��t� � F �x�t�� y�t�� z�t�� p�t�� q�t��� Dann ist ��
� � 
� und nach �����
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Damit ist ��t� � 
�

�

Wir kommen nun zur Formulierung der Anfangswertaufgabe� Sei � � x �
	�s�� y � ��s� eine Kurve� entlang der wir Werte z � ��s� vorschreiben� Sei
also

K � x � 	�s� � y � ��s� � z � ��s�

��



eine Anfangskurve� Gibt es durch diese eine Fl�ache z � u�x� y�� welche �����
auch nur entlang K erf�ullt� so mu�

d�

ds
� p

d	

ds
� q

d�

ds

F �	��� �� p� q� � 


gelten� Dabei sind p � ux�	���� q � uy�	��� Funktionen des Kurvenpara�
meters s� K l�a�t sich dann also notwendig zu einem Streifen 	� �� �� p� q
erg�anzen� Demnach lautet jetzt die Anfangswertaufgabe sinnvollerweise�
Sei

S � x � 	�s� � y � ��s� � z � ��s� � p � p�s� � q � q�s�

ein Streifen mit F �	��� �� p� q� � 
� Gesucht ist eine L�osung u der Di�eren�
tialgleichungen� f�ur welche entlang �

u�	��� � �
ux�	��� � p
uy�	��� � q

gilt�

Wie in S� sagen wir� ein Streifen sei nicht charakteristisch� wenn

Rang

�
�F
�p

�	��� �� p� q� � 	�
�F
�q

�	��� �� p� q� � ��

�
� � �����

ist� Ist dieser Rang entlang des Streifens � �� so hei�t der Streifen charakte�
ristisch�

Zur L�osung des Anfangswertproblems geben wir wie in S� vor�
Wir l�osen das Anfangswertproblem gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen
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�p�t� s�

�t
� ��F

�x
�x� y� z� p� q�� �F

�u
�x� y� z� p� q�p� p�
� s� � p�s� �

�q�t� s�

�t
� ��F

�y
�x� y� z� p� q�� �F

�u
�x� y� z� p� q�q� q�
� s� � q�s� �

dr�ucken t�s durch x�y aus � was wegen ����� nahe S m�oglich ist � und setzen

u�x� y� � z�t�x� y��� s�x� y�� �����

Satz ���� Der Anfangsstreifen S sei nicht charakteristisch� Dann gibt es
eine Umgebung von �� in der das Anfangswertproblem l�osbar ist�

Beweis� Da� die Funktionen ����� wohlde�niert sind� wird wie beim Be�
weis von Satz ��� gezeigt� Wir setzen

 p�x� y� � p�t�x� y�� s�x� y�� �  q�x� y� � q�t�x� y�� s�x� y��

und zeigen
F �x� y� u�x� y��  p�x� y��  q�x� y�� � 


in einer Umgebung von �� Dazu betrachten wir die Funktion

��t� s� � F �x� y� u�x� y��  p�x� y��  q�x� y��
���x�x�t�s��y�y�t�s�

� F �x�t� s�� y�t� s�� z�t� s�� p�t� s�� q�t� s�� �

F�ur jedes s ist x��� s�� � � � � q��� s� ein Streifen� und das Streifenelement
x�
� s�� � � � � q�
� s� erf�ullt die Di�erentialgleichung� Nach Satz ��� erf�ullt also
der ganze Streifen die Di�erentialgleichung� d�h� � � 
�

Wir m�ussen noch zeigen� da�

 p �
�u

�x
�  q �

�u

�y

ist� Dazu setzen wir

V �
�z

�t
� p

�x

�t
� q

�y

�t
�

���	�

U �
�z

�s
� p

�x

�s
� q

�y

�s

�




und zeigen U � V � 
� F�ur V ist dies einfach die dritte charakteristische
Gleichung� F�ur U bilden wir

�U

�t
� �V

�s
� ��p

�t

�x

�s
� �q

�t

�y

�s
�
�p

�s

�x

�t
�
�q

�s

�y

�t
�

denn die Ableitungen zweiter Ordnung heben sich wegen x� y� z � C� �vgl�
Satz ��
� alle weg� Dr�ucken wir die Ableitungen nach t durch die charakteristi�
schen Gleichungen aus und beachten wir� da� wegen V � 
 auch �V��s � 

ist� so erhalten wir

�U

�t
�

�
�F

�x
� p

�F

�u

�
�x

�s
�

�
�F

�y
� q

�F

�u

�
�y

�s
�
�p

�s

�F

�p
�
�q

�s

�F

�q

�
�F

�s
�

�
p
�x

�s
� q

�y

�s
� �z

�s

�
�F

�u
�

als Argument von F sind dabei immer x�t� s�� � � � � q�t� s� zu nehmen� Der
Faktor von �F��u ist nun gerade �U � und wegen F � 
 ist auch �F��s � 
�
Also erhalten wir schlie�lich

�U

�t
� �U �F

�u
� �����

Die Streifenbedingung f�ur den Anfangsstreifen bedeutet nun aber gerade
U�
� s� � 
� Zusammen mit ����� folgt U � 
�

Di�erenzieren wir z�t� s�� u�x�t� s�� y�t� s�� � 
 nach t� s� so entsteht

�z

�t
� �u

�x

�x

�t
� �u

�y

�y

�t
� 
 �

�z

�s
� �u

�x

�x

�s
� �u

�y

�y

�s
� 
 �

Dies ist das lineare Gleichungssystem f�ur �u��x� �u��y� das wir in ���	� f�ur
p� q erhalten haben� Die Matrix dieses Systems ist

�
�x
�t

�y
�t

�x
�s

�y
�s

�
�

�
�F
�p

�F
�q

	� ��

�

�




und hat in einer Umgebung von � den Rang �� Also ist p � �u��x� q �
�u��y� oder� ausf�uhrlicher

 p�x� y� � p�t�x� y� � s�x� y�� �
�u

�x
�x� y�

und entsprechend f�ur  q�

�

Satz ���� Der Anfangsstreifen S sei nicht charakteristisch� Dann gibt es
in einer Umgebung von � nur eine L�osung des Anfangswertproblems�

Beweis� Wegen F � C� sind die Funktionen des charakteristischen Sy�
stems alle C� und das Anfangswertproblem des charakteristischen Systems
damit eindeutig l�osbar� Nun kann man wie beim Beweis zu Satz ��� argu�
mentieren�

�

Satz ���� Sei der Anfangsstreifen S charakteristisch� In einer Umgebung
von � gebe es eine L�osung des Anfangswertproblems� Dann ist S eine Cha�
rakteristik�

Beweis� Wie beimBeweis zu Satz ��� sehen wir� da� � evtl� nach Einf�uhrung
eines neuen Parameters �

	� �
�F

�p
�	��� �� p� q�

�� �
�F

�q
�	��� �� p� q�

gelten mu�� Daneben mu� f�ur die L�osung u

� � u�	���

p �
�u

�x
�	���

q �
�u

�y
�	���

��



gelten� Di�erentiation dieser Beziehung f�uhrt� wie oben� zu den charakteri�
stischen Gleichungen�

�

Bemerkung� Wie in Satz ��� kann man zeigen� da� es f�ur Charakteristiken
als Anfangskurven� jedenfalls in der Regel� unendlich viele L�osungen gibt� Die
Konstruktion dieser L�osungen ist die gleiche wie bei Satz ���� nur mu� man
jetzt mit Streifen arbeiten� Zwei verschiedene L�osungen k�onnen sich entlang
der Charakteristik sogar ber�uhren� Entlang Charakteristiken kann man also
von einer L�osung zu einer anderen �ubergehen� ohne die stetige Di�erenzier�
barkeit zu verletzen� Entlang Charakteristiken sind also Verzweigungen der
L�osungen m�oglich�

��



BEISPIEL�

Das charakteristische System der Eikonalgleichung

p� � q� � �

ist
dx
dt

� �p � dy
dt

� �q �
dz
dt

� ��p� � q�� �
dp
dt

� 
 � dq
dt

� 
 �

Die allgemeine L�osung mit den Zahlen x�
� � x� usw� ist

x � �tp� � x� � y � �tq� � y� � z � ��p�� � q���t� z� �

p � p� � q � q� �

F�ur Charakteristiken� welche auf L�osungen liegen� ist p���q�� � �� Sie werden
getragen von Geraden� welche mit der x � y�Ebene einen Winkel von ���

bilden� Aus solchen Streifen kann man die Ebenen z � us�x� y� mit

us�x� y� � x cos s� y sin s

aufbauen� In der Tat best�atigt man sofort� da� dieses us f�ur jedes s eine
L�osung ist� Aus den Charakteristiken kann man aber auch den Kegel z �
v�x� y� mit

v�x� y� �
q
x� � y�

aufbauen� und auch v erkennt man sofort als L�osung� v ergibt sich �ubrigens
als Einh�ullende �vgl� Aufgabe �� der Schar �us���s���� Die L�osungen v und
us ber�uhren sich� Die Ber�uhrung erfolgt l�angs einer Charakteristik�

��



x

z

y

Abbildung ���� Monge�scher Kegel�

��� Geometrische Interpretation einer

Di�erentialgleichung �� Ordnung

Geometrisch bedeutet die Di�erentialgleichung

F �x� y� u� p� q� � 
 � �����

da� wir eine Fl�ache z � u�x� y� suchen� so da� in jedem Punkt �x� y� u�x� y��
der Fl�ache die Steigungen p � �u��x� q � �u��y die Beziehung ����� erf�ullen�
Anders ausgedr�uckt� Die Fl�ache soll in jedem Punkt x� y� z eine Ebene der
Schar

z� � z � p�x� � x� � q�y� � y� � F �x� y� z� p� q� � 
 �����

ber�uhren� Diese Ebenenschar hat in der Regel eine kegelartige Fl�ache mit
Spitze in �x� y� z� als Einh�ullende� Diese nennt man den �Monge�schen Kegel��
Eine Fl�ache ist also dann L�osungs��ache� wenn sie in jedem ihrer Punkte den
dortigen Monge�schen Kegel ber�uhrt�

Man kann �ubrigens zeigen� da� die Richtung der Ber�uhrungskurve von
L�osungs��ache und Monge�schem Kegel die einer Charakteristik ist�

��



BEISPIELE�

�
 Die Eikonalgleichung p� � q� � �� Mit p � cos s� q � sin s nimmt �����
die Gestalt

z� � z � cos s�x� � x� � sin s�y� � y�

an� Die Einh�ullende ist

z� � z � �
q
�x� � x�� � �y� � y��

Der Monge�sche Kegel ist hier also wirklich ein Kegel�

�
 F�ur die quasilineare Gleichung

ap� bq � c � a � a�x� y� u� usw�

sind ����� genau die Ebenen� f�ur die der Normalenvektor �p� q���� senkrecht
ist zu �a� b� c�� Der Monge�sche Kegel entartet hier zu den Geraden mit Rich�
tung �a� b� c� durch �x� y� z��

�
 Die Di�erentialgleichung

p� � q� � � �

Mit p � cosh s� q � sinh s nimmt ����� die Gestalt

z� � z � cosh s�x� � x� � sinh s�y� � y�

an� Die Einh�ullende ist

z� � z � �
q
j�x� � x�� � �y� � y��j �

Dieses Gebilde wird man nicht mehr als Kegel bezeichnen�

��



��� Das vollst�andige Integral

Eine Funktion � � C� hei�t vollst�andiges Integral der Di�erentialgleichung
F � 
 in � � IR�� wenn

�� u�x� y� � ��x� y� a� b� f�ur jede Wahl von a� b L�osung der Di�erential�
gleichung in � ist�

�� in �

Rang

	

 ��

�a
���
�a�x

���
�a�y

��
�b

���
�b�x

���
�b�y

�
A � � �����

ist�

Die zweite Bedingung bedeutet� da� � auch wirklich von zwei Parametern
abh�angt und sich nicht durch nur einen ausdr�ucken l�a�t� W�are n�amlich mit
einer geeigneten Funktion �

��x� y� a� b� � ��x� y� c�a� b�� �

lie�e sich also � durch einen einzigen Parameter c darstellen� so w�are	

 ��

�a
���
�a�x

���
�a�y

��
�b

���
�b�x

���
�b�y

�
A �

�
�c
�a
�c
�b

� �
��

�c
�
���

�c�x
�
���

�c�y

�
�

und diese Matrix k�onnte h�ochstens den Rang � haben� Die Bedingung �����
schlie�t dies also aus�

BEISPIELE�

�
 Die Eikonalgleichung hat das vollst�andige Integral

��x� y� a� b� � x cos a� y sin a� b �

�
 Die Clairautsche Di�erentialgleichung u � px � qy � f�p� q� hat das
vollst�andige Integral

��x� y� a� b� � ax� by � f�a� b� �

�	



�
 Die Di�erentialgleichung

u��p� � q� � �� � �

hat das vollst�andige Integral

��x� y� a� b� �
q
�� �x� a�� � �y � b�� �

�
 Die quasilineare Di�erentialgleichung

px � qy � �u

hat f�ur � �� 
 das vollst�andige Integral

��x� y� a� b� � ax� � by� �

Aus einem vollst�andigen Integral kann man durch Bildung von Einh�ullenden
weitere L�osungen gewinnen� z�B� die singul�are L�osung nach Aufgabe �� Wir
wollen nun mit Hilfe eines vollst�andigen Integrals das Anfangswertproblem
l�osen� Sei

S � x � 	�s� � y � ��s� � z � ��s� � p � p�s� � q � q�s�

der Anfangsstreifen� also F �	��� �� p� q� � 
� Wir bestimmen die Parameter
a�s�� b�s� eines vollst�andigen Integrals � so� da� die Anfangsbedingung im
Punkt �	�s�� ��s�� der Anfangskurve erf�ullt sind� Dies bedeutet

��s� � ��	�s�� ��s�� a�s�� b�s�� �

p�s� �
��

�x
�	�s�� ��s�� a�s�� b�s�� � �����

q�s� �
��

�y
�	�s�� ��s�� a�s�� b�s�� �

Wir wollen zeigen� da� a�s�� b�s� in der Regel durch ����� eindeutig bestimmt
sind� Ist etwa die aus den ersten beiden Spalten gebildete Teilmatrix in �����
nicht singul�ar� so k�onnen wir die ersten beiden Gleichungen von ����� ein�
deutig nach a�s�� b�s� au��osen� Weil S die Di�erentialgleichung erf�ullt und
� L�osung ist� haben wir

F �	�s�� ��s�� ��s�� p�s�� q�s�� � 
 �

F �	�s�� ��s�� ��	�s�� ��s�� a�s�� b�s���
��

�x
�div� �

��

�y
�div�� � 
 �

��



wo f�ur die Ableitungen von � die gleichen Argumente wie f�ur � verwendet
werden� Die ersten vier der Argumente von F in diesen beiden Gleichungen
stimmen �uberein� In der Regel wird dann auch das letzte Argument �uber�
einstimmen� und dies liefert uns die dritte der Beziehungen ������ Diese ist
also automatisch erf�ullt� wenn die ersten beiden erf�ullt sind� Genauso argu�
mentiert man� wenn eine andere �
 ��Untermatrix von ����� nicht singul�ar
ist�

F�ur jedes s ist nun
z � ��x� y� a�s�� b�s�� �����

eine L�osungs��ache� welche im Punkte �	�s�� ��s�� der Anfangskurve die An�
fangsbedingungen erf�ullt� d�h� den Anfangsstreifen ber�uhrt� Dies ist dann
auch f�ur die Einh�ullende der Schar ����� der Fall� und zwar in jedem Punkt
der Anfangskurve� Damit ist diese L�osung des Anfangswertproblems�

��



��� Der Fall von n unabh�angigen Variablen

Wir betrachten nun den Fall von n � � unabh�angigen Variablen x�� � � � � xn�
die wir in dem Vektor x � IRn zusammenfassen� Die Unterschiede zwischen
dem Fall n � � und dem allgemeinen Fall sind im Wesentlichen eine Sa�
che der Notation� Wir werden uns also sehr kurz fassen� Die quasilineare
Di�erentialgleichung lautet nun

nX
i��

ai�x� u�
�u

�xi
� c�x� u� �����

und die charakteristischen Gleichungen sind

dxi
dt

� ai�x� z� � i � �� � � � � n �����

dz

dt
� c�x� z� � �����

Dies ist ein System von n � � gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen� Die
L�osungen von ����� nennen wir wieder Charakteristiken von ������ sie sind
jetzt Kurven im �n� ���dimensionalen Raum� Satz ��� gilt unver�andert�

Das Anfangswertproblem lautet nun� Sei

K � x � 	�s� � z � ��s� � s � �s�� � � � � sn���

eine �n � ���dimensionale Mannigfaltigkeit im IRn��� Die Matrix ��	i��sj�
habe den Rang n��� Gesucht ist eine L�osung u von ������ welche K enth�alt�
also

u�	�s�� � ��s� �

Wie im Falle n � � l�osen wir die Anfangswertaufgabe

�x

�t
� a�x� z� � x�
� s� � 	�s�

�z

�t
� c�x� z� � z�
� s� � ��s�

und l�osen x�t� s� � x nach t� s auf� Dies ist in einer Umgebung der Anfangs�
mannigfaltigkeit � � x � 	�s� m�oglich� wenn

Rang

�
a�	����

�	

�s�
� � � � �

�	

�sn��

�
� n �����

�




ist� K hei�t dann nicht charakteristisch� Die L�osung u ergibt sich wieder
durch Einsetzen von t � t�x�� s � s�x� in z�t� s�� Ist ����� verletzt� so ist das
Anfangswertproblem wieder nur in Ausnahmef�allen und dann mehrdeutig
l�osbar�

Die allgemeine Di�erentialgleichung lautet f�ur n unabh�angige Variable

F �x� u� p� � 
 � pi �
�u

�xi
�����

und die charakterischen Gleichungen sind

dxi
dt

�
�F

�pi
�x� z� p� � i � �� � � � � n

dz

dt
�

nX
i��

pi
�F

�pi
�x� z� p� � ���	�

dpi
dt

� ��F

�xi
�x� z� p�� pi

�F

�u
�x� z� p� � i � �� � � � � n �

Die L�osungen dieses Systems von �n�� gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen
nennen wir wieder Charakteristiken� Wieder gilt Satz ����

Zum Anfangswertproblem f�ur eine Anfangsmannigfaltigkeit K erg�anzen
wir K zu einer �Streifenmannigfaltigkeit�

S � x � 	�s� � z � ��s� � p � p�s�

mit
��

�sj
�

nX
i��

pi
�	i

�sj
� j � �� � � � � n� �

und F �	��� p� � 
� Es ist dann eine L�osung u von ����� gesucht� welche S
enth�alt� d�h�

��s� � u�	�s��

pi�s� �
�u

�xi
�	�s�� � i � �� � � � � n �

Wie in Satz ��� sieht man� da� dies m�oglich ist� wenn S nicht charakteristisch
ist� d�h� wenn

Rang

�
rpF �	��� p��

�	

�s�
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�	

�sn��

�
� n �����

�




ist� Zur Berechnung der L�osung l�ost man das Anfangswertproblem

�xi
�t

�
�F

�pi
�x� z� p�� xi�
� s� � 	i�s� � i � �� � � � � n

�z

�t
�

nX
i��

pi
�F

�xi
�x� z� p� � z�
� s� � ��s� �

�pi
�t

� ��F

�xi
�x� z� p�� pi

�F

�u
�x� z� p�� pi�
� s� � pi�s�

und l�ost x�t� s� � x nach t� s auf� Dies ist in einer Umgebung von � � x � 	�s�
m�oglich� Die L�osung ergibt sich dann wieder durch Einsetzen von t � t�x��
s � s�x� in z�t� s��

Ein vollst�andiges Integral ist im Falle von n unabh�angigen Variablen
nat�urlich eine L�osung ��x� a�� � � � � an�� welche von den n Parametern a�� � � � � an
auch wirklich abh�angt� d�h�

Rang

�
ra��ra

��

�x�
� � � �ra

��

�xn

�
� n �

��	 Hamilton 
 Jacobi 
 Theorie

Wir haben gesehen� da� die L�osung einer partiellen Di�erentialgleichung ��
Ordnung auf die L�osung eines Systems gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen
zur�uckgef�uhrt werden kann� Wir zeigen nun� da� auch umgekehrt ein System
gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen aus einem vollst�andigen Integral einer
geeigneten partiellen Di�erentialgleichung berechnet werden kann�

Sei H � H�t� x� p� eine � hinreichend oft di�erenzierbare � Funktion von
t � IR�� x� p � IRn� Wir betrachten das System

dxi
dt

�
�H

�pi
�t� x� p� �

dpi
dt

� ��H
�xi

�t� x� p� �	���

��



von �n gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen� Man nennt ein solches System
�kanonisch� und H seine Hamilton � Funktion� Diesem System ordnen wir
die Hamilton � Jacobische Di�erentialgleichung

�u

�t
�H�t� x� p� � 
 � pi �

�u

�xi
�	���

f�ur die Funktion u�t� x� zu� Dies ist eine partielle Di�erentialgleichung ��
Ordnung in n�� unabh�angigen Variablen t� x�� � � � � xn� in der u nicht explizit
vorkommt und die nach einer der Ableitungen von u� n�amlich der nach t�
aufgel�ost ist�

Wir nehmen nun an� es sei eine L�osung ��t� x� a�� � � � � an� bekannt mit

Rang

�
ra

��

�x�
� � � � �ra

��

�xn

�
� n � �	���

Es ist dann �� a� ein vollst�andiges Integral von �	���� Wir wollen die allge�
meine L�osung von �	��� durch � ausdr�ucken� Dazu l�osen wir die Gleichungen

��

�ai
�t� x� a� � bi � i � �� � � � � n

nach x auf und erhalten Funktionen

xi � xi�t� a� b� �

Dies ist wegen �	��� m�oglich� zumindest lokal� Danach setzen wir

pi�t� a� b� �
��

�xi
�t� x�t� a� b�� a� � �	���

Wir zeigen� da� die so de�nierten Funktionen xi� pi f�ur jede Wahl von a� b
L�osungen von �	��� sind� Zun�achst di�erenzieren wir

��

�ai
�ti� x�t� a� b�� a�� bi � 


nach t und
��

�t
�t� x� a� �H�t� x�rx��t� x� a�� � 
 �	���

��



nach ai� Dies ergibt

���

�t�ai
�

nX
j��

���

�xj�ai

dxj
dt

� 
 �

���

�ai�t
�

nX
j��

���

�ai�xj

�H

�pj
�t� x�rx�� � 
 �

wobei � und seine Ableitungen immer an der Stelle �t� x�t� a� b�� a� zu neh�
men sind� Die Matrix dieser beiden Gleichungssysteme ist wegen �	��� nicht
singul�ar� Also m�ussen ihre L�osungen identisch sein� d�h�

dxj
dt

�
�H

�pj
�t� x� p� � �	�	�

Danach di�erenzieren wir �	��� nach t und �	��� nach xi� Es folgt

���

�xi�t
�

nX
j��

���

�xj�xi

dxj
dt

� dpi
dt

� 
 �

���

�t�xi
�
�H

�xi
�t� x�rx�� �

nX
j��

�H

�pj
�t� x�rx��

���

�xj�xi
� 


mit den gleichen Argumenten von � wie oben� Wegen �	�	� folgt dpi�dt �
�H��xi und damit die Behauptung�

��



Kapitel �

Systeme von

Di�erentialgleichungen ��

Ordnung

��� Lineare Systeme in zwei unabh�angigen

Variablen

Wir betrachten lineare Systeme der Form

�u

�y
�A�x� y�

�u

�x
� B�x� y�u� b�x� y� �����

mit �n� n��Matrizen A� B� einem n�Vektor b und den Vektoren

u �

	
BB


u�
���
un

�
CCA �

�u

�x
�

	
BB


�u���x
���

�un��x

�
CCA usw�

A� B� b seien in einem Gebiet � � IR� stetig�

Wir wollen ����� in eine einfache Form bringen und setzen dazu u �
Wv mit einer noch zu bestimmenden �n� n��Matrix W � Die neue abh�angige
Variable v erf�ullt

�W

�y
v �W

�v

�y
�A

�
�W

�x
v �W

�v

�x

�
� BWv � b

��



oder
�v

�y
�W��AW

�v

�x
� Cv � c �

C � W��
�
BW � �W

�y
�A

�W

�x

�
� c � W��b �

Wir nennen ����� im Punkt �x� y�

hyperbolisch� wenn A�x� y� n verschiedene reelle

parabolisch � wenn A�x� y� � 
 k � n verschiedene reelle

elliptisch � wenn A�x� y� keine reellen

Eigenwerte besitzt� Ist ����� hyperbolisch �parabolisch� elliptisch� in jedem
Punkt eines Gebietes� so nennen wir ����� dort entsprechend�

Sei nun ����� hyperbolisch in �� Dann hat A�x� y� f�ur �x� y� � � n re�
elle Eigenwerte ���x� y�� � � � � �n�x� y� mit linear unabh�angigen Eigenvektoren
w��x� y�� � � � � wn�x� y�� Es ist dann mit W � �w�� � � � � wn��

W��AW �

	
BB

�� O

� � �

O �n

�
CCA � ! �

Die transformierte Di�erentialgleichung nimmt dann die Form

�v

�y
� !

�v

�x
� Cv � c �����

an� Komponentenweise lautet dies

�vi
�y

� �i
�vi
�x

�
nX

j��

cijvj � ci � i � �� � � � � n � �����

mit den Elementen cij� ci von C bzw� c� Dies nennt man die Normalform
eines hyperbolischen Systems�

Man k�onnte nun auf die Idee kommen� die n Gleichungen ����� genau
so zu l�osen wie wir das in Teil II f�ur eine einzelne Di�erentialgleichung ge�
macht haben� Der j�ten Gleichung w�urde man dann die charakteristischen
Gleichungen

dxj
dt

� �j�xj� yj� �
dyj
dt

� � �����

��



zuordnen� Man w�urde nun eine L�osung v�� � � � � vn von ����� entlang einer
L�osung von ����� betrachten� also die Funktionen

zij�t� � vi�xj�t�� yj�t��

einf�uhren� Es w�are dann

dzij
dt

�
�vi
�x

�xj� yj�
dxj
dt

�
�vi
�y

�xj� yj�
dyj
dt

F�ur i � j erhielte man wie in Teil II

dzii
dt

�
nX

k��

cikzki � ci � i � �� � � � � n � �����

F�ur i �� j bekommen wir aber keine Di�erentialgleichungen f�ur zij� so da�
������ ����� f�ur n � � kein geschlossenes System gew�ohnlicher Di�erential�
gleichungen bilden� Damit ist der in Teil II erfolgreiche Ansatz gescheitert�

Trotzdem nennen wir die L�osungen von ����� Charakteristiken von ������
Sie spielen beim Aufbau der L�osungen von ����� eine gro�e Rolle�

Einen anderen Zugang zu den Charakteristiken bekommt man �uber das
Anfangswertproblem� Das Anfangswertproblem f�ur ����� besteht darin� ent�
lang einer Kurve

� � x � 	�s� � y � ��s�

Werte f�ur den Vektor u vorzuschreiben� also

u�	�s�� ��s�� � ��s� �

	� � und � seien stetig di�erenzierbar� und es sei �	��� � ����� � 
� Wir
fragen uns� ob durch die Vorgabe von u entlang � auch die Ableitungen ��
Ordnung von u entlang � bestimmt sind� Wir haben entlang �

�u

�y
�A

�u

�x
� Bu� b

��
�u

�y
� 	�

�u

�x
�

du

ds
�

�	



Die rechte Seite dieses linearen Systems von �n Gleichungen f�ur die �n Un�
bekannten �u��x� �u��y ist bekannt� �u��y sind also bestimmt� falls

det

�
I A
��I 	�I

�
�� 
 ���	�

entlang �� Verschwindet die Determinante in ���	� entlang �� so sind die
Ableitungen von u nicht durch die Werte von u entlang � bestimmt� Es hat
dann das lineare System

v �Aw � 


��v � 	�w � 


eine nichttriviale L�osung� Wegen �	��� � ����� � 
 kann nicht �� � 
 sein�
Wir k�onnen daher auf � einen Parameter s so einf�uhren� da� �� � � ist�
Dann folgt durch Elimination von v

Aw � 	�w �

d�h� 	� ist Eigenwert von A� Die Kurven �� entlang denen die Ableitungen
von u nicht durch u bestimmt sind� sind also gerade die Charakteristiken�

BEISPIEL

�
 Das System
�u�
�x

�
�u�
�y

�
�u�
�y

�
�u�
�x

lautet mit u �

�
u�
u�

�

�u

�y
�
�


 �
� 


�
�u

�x
� 
 �

Es ist also

A �

�

 ��

�� 


�
� �� � � � �� � �� �

Das System ist also hyperbolisch� und Charakteristiken sind alle Geraden�
die einen Winkel von ���� mit der x�Achse machen�

��



�
 Das System
�u�
�x

�
�u�
�y

�
�u�
�x

� ��u�
�y

�Cauchy�Riemann� lautet

�u

�y
�

�

 �

�� 


�
u � 
 � �� � i � �� � �i �

Das System ist also elliptisch�

��



��� Das Anfangswertproblem f�ur

hyperbolische Systeme

Wir wollen nun Existenz� und Eindeutigkeitss�atze f�ur das Anfangswertpro�
blem hyperbolischer Systeme beweisen� Entlang einer Kurve

� � x � 	�s� � y � ��s�

mit 	� � � C�� �	��� � ����� � 
 soll also u gegeben sein� Gesucht ist eine
L�osung des Systems in einer Umgebung von �� welche auf � die vorgegebenen
Werte annimmt�

Dazu kehren wir zur Normalform ����� eines hyperbolischen Systems
zur�uck� Sei Ci eine der Charakteristiken� und sei Di die Ableitung

Div�xi�t�� yi�t�� �
d

dt
v�xi�t�� yi�t��

Di ist also �bis auf den Faktor ��dxi�dt����dyi�dt����	�� die Richtungsablei�
tung entlang Ci� Wegen

Divi � �i
�vi
�x

�
�vi
�y

l�a�t sich ����� in der Form

Divi �
nX

j��

cijvj � ci � i � �� � � � � n �����

schreiben�

Wir wollen nun die Anfangswertaufgabe l�osen� Sei �
� �� � �� und die
CharakteristikenC�� � � � � Cn durch �
� �� tre�en � in den Punkten P��
� ��� � � � � Pn�
� ���

�xi�
�� yi�
�� � Pi�
� �� � �xi�ti�� yi�ti�� � �
� �� �

Nat�urlich sind die ti Funktionen von 
� ��
Wir integrieren ����� entlang Ci von Pi�
� �� bis �
� ���

vi�
� �� � vi�Pi�
� ��� �

tiZ
�

Divi�xi�t�� yi�t��dt

�����

� vi�Pi�
� ��� �

tiZ
�

	

 nX
j��

cijvj � ci

�
A �xi�t�� yi�t��dt

�




(ξ,η)

Γ

P

P

C

C

n

1

1

n

(ξ,η)

(ξ,η)

Abbildung ���� Charakteristiken durch einen Punkt �
� ���

Wir haben ein System von Integralgleichungen f�ur die Funktionen vi erhalten�
Dieses werden wir� genau so wie man das bei gew�ohnlichen Di�erentialglei�
chungen macht� durch Iteration l�osen und damit Existenz� und Eindeutig�
keitss�atze f�ur das Anfangswertproblem bekommen� Diese R�uckf�uhrung auf
ein System von Integralgleichungen ist m�oglich� wenn � in keinem Punkte
die Richtung einer der Charakteristiken durch diesen Punkt hat� d�h� wenn

Rang

�
	� �i
�� �

�
� � � i � �� � � � � n

entlang �� Wir nennen � dann nicht charakteristisch� Z�B� ist die x�Achse
nicht charakteristisch �Das liegt daran� da� wir den Koe"zienten von �u��y
nichtsingul�ar� n�amlich als Einheitsmatrix gew�ahlt haben���

Die Charakteristiken durch �
� ��� welche zum gr�o�ten bzw� kleinsten Ei�
genwert geh�oren� hei�en Au�encharakteristiken�

Satz ��
� �Banachscher Fixpunktsatz� Kontraktionssatz�� Sei D eine nicht�
leere abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X� Sei T � D � D
kontrahierend� d�h� es gibt q � � mit

kTx� Tyk 
 qkx� yk � � x� y � D �

�




Dann hat die Gleichung x � Tx genau eine L�osung x in D� Die Folge xk�� �
Txk konvergiert f�ur jedes x� � D gegen x� und es gilt

kxk � xk 
 qk

�� q
kx� � x�k �

Beweis� Siehe etwa W� Walter� Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen� S�
���

Sei nun A in � stetig di�erenzierbar� Dann sind die Charakteristiken
durch einen Punkt �
� �� eindeutig bestimmt� Wir betrachten ein Gebiet G�
das von den Au�encharakteristiken C�� Cn durch �
� �� und die Anfangskurve
� begrenzt wird�

Satz ���� Sei v � � auf � stetig vorgegeben und sei � nicht charakteri�
stisch� Dann gibt es eine eindeutig bestimmte L�osung der Anfangswertaufgabe
mit vi� Divi � C�G�� i � �� � � � � n�

Beweis� SeiX der Raum der n�dimensionalen Vektoren mit Komponenten
aus C�G�� X ist ein Banachraum mit der Norm

kuk � Max
i

Max
�x� y� � G

jui�x� y�j �

Die Konvergenz in X ist die gleichm�a�ige Konvergenz in G s�amtlicher Kom�
ponenten� Der Operator T � X � X ist erkl�art durch

�Tv�i�x� y� � �i�Pi�x� y�� �

ti�x�y�Z
�

	

X

j

cijvj � ci

�
A �xi�t�� yi�t��dt � �����

T bildet X in sich ab� Sind u� v � X� so gilt

��Tv�i� �Tu�i��x� y� �

ti�x�y�Z
�

nX
j��

cij�vj � uj��xi�t�� yi�t��dt �

��



Sei S der Streifen f�x� y� � G � 
 
 ti�x� y� 
 sg� und sei Y der Banachraum
der stetigen Vektoren in S� Dann gilt f�ur u� v � Y

kTv � Tuk 
 sMnkv � uk � M � Max
i� j

Max
G

jci�j�x� y�j �

Wir w�ahlen nun s so klein� da� sMn � �� Dann ist T in Y kontrahierend�
Nach Satz ��
 gibt es also genau ein v � Y mit v � Tv� und dieses v ist
L�osung der Anfangswertaufgabe in S� Jede weitere L�osung m�u�te ebenfalls
diese Gleichung erf�ullen und also nach Satz ��
 mit v identisch sein�

Damit ist der Satz jedenfalls f�ur einen Streifen mit Rand � gezeigt� Durch
Wiederholung des Arguments f�ur weitere Streifen folgt die Behauptung�

�

Satz ���� Seien A� B� b in � stetig di�erenzierbar� und sei u entlang �
stetig di�erenzierbar vorgegeben� Sei � nicht charakteristisch� Dann ist die
L�osung aus Satz ��	 in G stetig di�erenzierbar�

Beweis� Nach Beweis von Satz ��� und Satz ��
 konvergiert die Folge

v
�k���
i �x� y� � �i�Pi�x� y�� �

ti�x�y�Z
�

	

 nX
j��

cijv
�k�
j � ci

�
A �xi�t�� yi�t��dt

gleichm�a�ig gegen vi� W�ahlen wir v���i � 
� so sind alle v�k�i stetig di�erenzier�

bar� Man mu� nun zeigen� da� auch die Ableitungen der v�k�i gleichm�a�ig in
G konvergieren� Dies geschieht �ahnlich� aber komplizierter als beim Beweis
zu Satz ���� Man mu� dabei beachten� da� ja xi � xi�t� x� y�� yi � yi�t� x� y�
ist�

�

Bemerkungen�

�
 Der Wert von v in �x� y� h�angt nat�urlich nur von den Werten von v auf
� zwischen den Au�encharakteristiken durch �x� y� ab� Der zwischen diesen
Au�encharakteristiken liegende Teil ��x� y� von � hei�t Abh�angigkeitsgebiet

��



C

C

1

n

Γ

P

Abbildung ���� Unstetigkeiten p�anzen sich entlang Charakteristiken fort�

von �x� y�� Umgekehrt hei�t das von diesen Au�encharakteristiken begrenzte
Gebiet Ein�u�gebiet von ��x� y��

�
 Sei P ein Punkt von �� in dem die Anfangsfunktion einen �Knick� hat�
d�h� v ist auf � n P stetig di�erenzierbar� und die links� und rechtsseitigen
Grenzwerte von dv�ds existieren� Wir wollen diese Situation zun�achst f�ur
den Fall

�u

�y
�A

�u

�x
� 


mit einer konstanten Matrix A studieren� Die Integralgleichung ����� lautet
dann

vi�x� y� � vi�Pi�x� y�� i � �� � � � � n �

Die rechte Seite ist stetig di�erenzierbar f�ur alle �x� y� � G� durch die keine
P tre�ende Charakteristik geht� also �uberall in G mit Ausnahme der von P
ausgehenden Charakteristiken�

Die L�osung v ist also stetig di�erenzierbar in G mit Ausnahme der von P

��



ausgehende Charakteristiken� und dort existieren die links� und rechtsseitigen
Grenzwerte der �� Ableitungen von v�

Wir sehen also� da� unter den Voraussetzungen von Satz ��� v �und damit
u� i� allg� nicht di�erenzierbar in G ist� sondern da� sich Unstetigkeiten in
der Ableitung der Anfangswerte entlang der Charakteristiken in G hinein
fortp�anzen�

�
 Haben die vorgegebenen Funktionswerte in einemPunkt P einen Sprung�
so setzt sich auch dieser ins Innere von G entlang Charakteristiken fort�

��



��� Anfangs
Randwertprobleme

hyperbolischer Systeme

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Variable y ausgezeichnet�
Die Koe"zientenmatrix von �u��y war die Einheitsmatrix �oder irgend ei�
ne invertierbare Matrix�� Die Charakteristiken x�t�� y�t� verlaufen dann nie
waagerecht� d�h� die x�Achse ist stets nicht charakteristisch� Wir k�onnen die
x�Achse also stets als Anfangskurve � w�ahlen� Dies nennen wir die reine
Anfangswertaufgabe�

�u

�y
�A

�u

�x
� Bu� c �

u�x� 
� � ��x� � �� � x �� �

Physikalisch bedeutet y hier die Zeit und u�x� y� den Zustand eines durch die
Koordinate x beschriebenen Systems zur Zeit y�

BEISPIEL�

Die Wellengleichung

��w

�t�
� c�

��w

�x�
� c � c�x� � 


geht durch die Einf�uhrung von

u� �
�

c

�w

�t
� u� �

�w

�x

�uber in das System

�u

�t
�
�


 c
c 


�
�u

�x
�

�

 


�c� 


�
u � u �

�
u�
u�

�
�

Die charakteristischen Gleichungen sind� wenn wir t als Parameter einf�uhren�

dx�
dt

� c�x�� �
dx�
dt

� �c�x�� �

��



C2
C1

x

(x,t)

xx
1 2

t

Abbildung ���� Charakteristiken einer eindimensionalen Wellengleichung �

Die Charakteristiken C�� C� durch �x� t� schneiden die Anfangskurve t � 

also in Punkten x�� x� mit

xZ
x�

dx

c�x�
� t � �

xZ
x�

dx

c�x�
� t �

Ist c konstant� so ist

x� � x� ct � x� � x� ct �

Wir sehen also� da� c die Geschwindigkeit ist� mit der sich Signale in dem
System ausbreiten� Im nicht konstanten Fall bedeutet c�x� dementsprechend
die Ausbreitungsgeschwindigkeit bei x�

Soweit die reine Anfangswertaufgabe� H�au�g erstreckt sich das System
nicht von �� bis ��� sondern nur �uber eine Halbgerade� etwa von 
 bis��
Wir unterscheiden zwei F�alle�

�a
 S�amtliche Eigenwerte �i�x� von A sind in �
��� negativ� In diesem
Fall ist der Abh�angigkeitsbereich eines Punktes �x� y� mit x � 
 immer noch
Teil der positiven x�Achse� und es gen�ugt� dort Anfangswerte vorzuschreiben�

�	



(x,t)

C1 Cn

x

y

Abbildung ���� Charakteristiken zu A mit negativen Eigenwerten�

u ist dadurch f�ur alle x�y � 
 eindeutig bestimmt�

�b
 Es gibt ein k � 
� so da� f�ur x � 


�� � �� � � � � � �k � 
 � �k�� � � � � � �n � �����

Sei Ci die Charakteristik durch �
� 
�� welche zu �i geh�ort�
F�ur alle Punkte unterhalb C� liegt dann der Abh�angigkeitsbereich immer
noch auf der positiven x�Achse� Unterhalb von C� ist also u immer noch
durch die Anfangswerte auf der positiven x�Achse bestimmt� Oberhalb C� ist
dies aber nicht mehr der Fall� Die zu �i geh�orige Charakteristik durch einen
Punkt oberhalb Ck endet jetzt auf der y�Achse� i � �� � � � � k� Wir m�ussen vi
f�ur diese i also entlang der y�Achse vorschreiben�

vi�
� y� � gi�y� � i � �� � � � � k �

Allgemeiner betrachtet man die Anfangs�Randwertaufgabe

�u

�y
�A

�u

�x
� Bu� c �

u�x� 
� � ��x� � x � 


vi�
� y��
nX

j�k��

mijvj�
� y� � gi�y� � y � 
 � i � �� � � � � k �

��



y

C1Cn

x

C

C

k+1

k

Abbildung ���� A mit positiven und negativen Eigenwert�

mit gewissen Konstanten mij� I� allg� werden die beiden letzten Gleichun�
gen bei �
� 
� nicht kompatibel sein� Dies entspricht einer Unstetigkeit der
Anfangswerte� Wir werden daher entlang der von �
� 
� ausgehenden Cha�
rakteristiken Unstetigkeiten von u haben�

Entsprechend behandelt man den Fall eines endlichen Intervalls #a� b$�
Unter der Voraussetzung ����� betrachten wir die Anfangs�Randwertaufgabe

�u

�y
�A

�u

�x
� Bu� c �

u�x� 
� � ��x�� a 
 x 
 b �

vi�a� y��
nX

j�k��

mijvj�a� y� � gi�y� � i � �� � � � � k �

vi�b� y� �
kX

j��

mijvj�b� y� � gi�y� � i � k � �� � � � � n �

��



��� Der nichtlineare Fall

Das System
�u

�y
�A�x� y�

�u

�x
� b�x� y� u�

hei�t halblinear� Es wird genauso wie im linearen Fall auf Normalform ge�
bracht� Diese lautet nun

Div � ci�x� y� v� � i � �� � � � � n �

Satz ��� � ��� bleiben f�ur b � C� in einer lokalen Version richtig� d�h� man
mu� die Aussage auf eine hinreichend kleine Umgebung von � beschr�anken�

Das System
�u

�y
�A�x� y� u�

�u

�x
� b�x� y� u� �����

hei�t quasilinear�

BEISPIEL

Bewegung eines Gases in einer R�ohre mit Str�omungsgeschwindigkeit u� Dich�
te � und Druck p � p���

��

�t
� u

��

�x
� �

�u

�x
� 


�u

�t
� u

�u

�x
�

�

�

�p

�x
� 


Hat A�x� y� u� f�ur ein u n reelle verschieden Eigenwerte �i�x� y� u�� so nen�
nen wir das System f�ur dieses x� y� u hyperbolisch� Die charakteristischen
Gleichungen lauten nun

dxi
dt

� �i�xi� yi� u�xi� yi�� �
dyi
dt

� � � i � �� � � � � n �

Sie h�angen also von u ab� und das gleiche gilt dann f�ur ihre L�osungen� die
wir wieder Charakteristiken nennen�

Die Normalform ����� ist nun nicht mehr sehr n�utzlich� In der Matrix
C dieser Normalform treten n�amlich die Ableitungen von W auf� und diese

�




enthalten jetzt die Ableitungen von u und damit von v� Um einen Ersatz
f�ur ����� zu erhalten� multipliziere man ����� von links mit W��� Wegen
W��A � !W�� ergibt sich

W���u
�y

� !W���u
�x

�W��b �

Bezeichnet pTi die i�te Zeile von W��� so lautet dies

pTi

�
�u

�y
� �i

�u

�x

�
� pTi b � i � �� � � � � n �

Hier tritt wieder die Richtungsableitung Di � ���y � �i���x in Richtung
der i�ten Charakteristik auf� Diese Ableitung wirkt jetzt aber auf alle Kom�
ponenten von u� nicht nur auf die i�te wie in ������ Eine Trennung ist nun
nicht mehr m�oglich�

Trotzdem kommt man wieder zu Existenzs�atzen f�ur die Anfangswert�
aufgabe� Sei u � � entlang � vorgeschrieben� � sei nicht charakteristisch in
dem Sinne� da� � nirgends die Richtung einer Charakteristik �i�x� y� �� hat�
Ist also

� � x � 	�s� � y � ��s� �

so mu�
Rang ����s�I � 	��s�A�	�s�� ��s�� ��s�� � n

sein� Dann gelten wieder lokale Analoga der S�atze ��� � ��

	




Kapitel �

Di�erentialgleichungen

h�oherer Ordnung

��� Typeneinteilung von Di�erential


gleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten die quasilineare Di�erentialgleichung �� Ordnung

a
��u

�x�
� �b

��u

�x�y
� c

��u

�y�
� f � �����

Hier sind a� b� c� f stetige Funktionen der Variablen x� y� u� p � �u��x�
q � �u��y� Wir stellen wieder die Anfangswertaufgabe�

Seien entlang einer Kurve � in der x� y�Ebene u� p� q gegeben� Gesucht ist
eine L�osung von ������ welche entlang � gerade diese Werte und Ableitungen
annimmt�

Wie in III�� fragen wir uns� ob die Anfangsbedingungen wenigstens die
zweiten Ableitungen von u entlang � eindeutig bestimmen� Sei

� � 	�x� y� � 
 � ��	��x�� � ��	��y�� � 
 entlang �

und sei � irgend eine weitere Funktion� so da� die Abbildung


 � ��x� y�

�����

� � 	�x� y�

	�



in einer Umgebung von � umkehrbar eindeutig ist� Das Bild von � liegt dann
auf der 
�Achse � � 
� Durch diese Transformation geht ����� �uber in eine
Di�erentialgleichung f�ur die Funktion U�
� �� � u�x� y�� Es ist
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wo die Punkte Ausdr�ucke bedeuten� welche h�ochstens Ableitungen �� Ord�
nung von U enthalten� Entsprechend erh�alt man
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Damit geht ����� �uber in

A
��U

�
�
� �B

��U

�
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� C

��U

���
� F �����

mit
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� c
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und einem Ausdruck F � der nur noch erste Ableitungen von U enth�alt�

	�



Entlang � � 
 sind U � �U��
� �U��� bekannt� ebenso ��U��
� und
��U��
��� ��U���� l�a�t sich aus ����� bestimmen� wenn C �� 
 ist� Ist
C � 
 entlang �� so lassen sich dagegen nicht alle zweiten Ableitungen be�
stimmen� Solche Kurven nennen wir charakteristisch� Die Kurve 	 � 
 ist
also charakteristisch� wenn

Q

�
�	

�x
�
�	

�y

�
� 
 entlang 	 � 
 �

Q�
� �� � a
� � �b
� � c�� �

Q hei�t die �charakteristische quadratische Form� von ������

Wir nennen ����� �in x� y� u� p� q�

elliptisch � falls Q de�nit � d�h� ac� b� � 
 �

parabolisch � falls Q semide�nit � d�h� ac� b� � 
 �

hyperbolisch � falls Q inde�nit � d�h� ac� b� � 
 �

Die De�nitheitsbedingungen bekommt man� wenn man die Eigenwerte der

Matrix

�
a b
b c

�
� also die Nullstellen von

�� � �a� c�� � ac� b� � 


mit Hilfe der Vietaschen S�atze untersucht�

BEISPIELE�

�
 Die Laplacesche Di�erentialgleichung

��u

�x�
�
��u

�y�
� 


ist elliptisch� Sie hat keine charakteristischen Kurven�

�
 Die W�armeleitungsgleichung

�u

�t
�
��u

�x�

	�



ist parabolisch� Charakteristische Kurven sind die Parallelen zur x�Achse�

�
 Die Wellengleichung
��u

�t�
�
��u

�x�

ist hyperbolisch� Charakteristische Kurven sind die Geraden mit Steigung
���

Soweit der Fall zweier unabh�angiger Variablen� Die quasilineare Di�eren�
tialgleichung in n � � unabh�angigen Variablen lautet

nX
i�j��

aij
��u

�xi�xj
� f � A � �aij� symmetrisch � �����

mit stetigen Funktionen aij� f von x� u� pi � �u��xi� Das Anfangswertpro�
blem besteht darin� u und pi entlang einer �n � ���dimensionalen Mannig�
faltigkeit � vorzuschreiben� Wir beschreiben � in der Form 	 � 
 mit einer
Funktion 	 � C��IRn�� deren Gradient entlang � nicht verschwindet� � hei�t
charakteristisch� wenn

Q�r	� � 
 entlang 	 � 
 �

Q�
� � 
TA
 �

Wir nennen ����� �in x� u� p�

elliptisch � wenn alle Eigenwerte von A das
gleiche Vorzeichen haben�

parabolisch � wenn genau ein Eigenwert von A verschwindet und
alle anderen ein und dasselbe Vorzeichen haben�

hyperbolisch � wenn genau n� � Eigenwerte ein und
dasselbe Vorzeichen haben und
der verbleibende das Entgegengesetzte�

	�



��� Die Poissonsche Di�erentialgleichung

Als Poissonsche Di�erentialgleichung bezeichnet man die elliptische Glei�
chung

�%u � f � % �
nX
i��

��u

�x�i
� �����

F�ur f � 
 spricht man von Laplace� oder Potential�Gleichung� L�osungen der
Laplaceschen Gleichung nennt man harmonische Funktionen�

F�ur n � �� �� � � � de�nieren wir die �Grundl�osung� von ����� als

�n�x� �


 �
�n���
n jxj��n � n � � �

�
��

log �
jxj � n � � �

�����

Hierbei bedeutet jxj die euklidische Norm von x � IRn und �n die Ober��ache
der n�dimensionalen Einheitskugel� also

�n �
��n	�

��n
� �

� �� � �� � �� � �� �

Man kann nachrechnen� da� �n eine in IRn n f
g harmonische Funktion ist�

Im folgenden nennen wir � ein Normalgebiet� wenn es beschr�ankt ist und
die Anwendung des Gau�schen Integralsatzes zul�a�t� Mit Cp��� bezeichnen
wir die Funktionen aus Cp���� welche samt ihrer Ableitungen bis zur Ord�
nung p eine stetige Fortsetzung auf � besitzen� Es gibt dann auf �� ein
stetiges Vektorfeld � mit j�j � �� so da� f�ur f � C����

Z
	

�f

�xi
dx �

Z
�	

f�id� � �����

Hier ist � das Ober��achenma� auf �� und �i die i�te Komponente von �� Ist
�� in einer Umgebung von x � �� hinreichend glatt� so ist ��x� die �au�ere
Normale an �� im Punkte x� Ist f � uv mit u�v � C����� so wird aus �����
eine Regel zur partiellen Integration

Z
	

�u

�xi
v dx �

Z
�	

uv�i d� �
Z
	

u
�v

�xi
dx � �����

	�



Ist sogar u � C����� so haben wirZ
	

��u

�x�i
v dx �

Z
�	

�u

�xi
�iv d� �

Z
	

�u

�xi

�v

�xi
dx �

und nach Summation �uber i entsteht die �� Greensche FormelZ
	

�%u�v dx �
Z
�	

�u

��
v d� �

Z
	

ru � rv dx �����

mit der Richtungsableitung

�

��
�

nX
i��

�i
�

�xi

in Richtung �� Vertauschen von u� v und Subtraktion ergibt f�ur u� v � C����
die �� Greensche FormelZ

	

��%u�v� �%v�u�dx �
Z
�	

�
�u

��
v � �v

��
u

�
d� � ���	�

Satz ���� Sei � ein Normalgebiet� und sei u � C����� Dann gilt f�ur x � �

u�x� �
Z
�	

�
�n�x� y�

�u

��
�y�� u�y�

�

��
�n�x� y�

�
d��y�

�
Z
	

�n�x� y�%u�y�dy �

Beweis� Wir schneiden aus � eine Kugel um x vom Radius � heraus� Das
entstehende Gebiet nennen wir ��� Die �� Greensche Formel f�ur �� ergibtZ

	�

��n�x� y�%u�y�� u�y�%�n�x� y��dy
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Im letzten Integral ist � die �au�ere Normale auf jy � xj � �� Wir f�uhren den
Beweis nur f�ur n � �� Die Modi�kationen f�ur n � � sind geringf�ugig� F�ur
jy � xj � � gilt

j�n�x� y�j 
 �

�n� ���n
���n

j �
��

�n�x� y�j 
 �

�n
���n �

Daraus folgt

�������
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������� 
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n� �
M

und �������
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�u�x�� u�y��
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�n�x� y�d��y�

������� 
 �M �

M � n Max
i

Sup
y � �

����� �u�xi �y�
����� �

L�a�t man also �� 
 streben� so entstehtZ
	

�n�x� y�%u�y�dy
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�n�x� y�
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Z
jy�xj��

�

��
�n�x� y�d��y� �

F�ur das letzte Integral erh�alt man den Wert ���

�

	�



Satz ���� Sei � ein Normalgebiet� f � C���� und

u�x� �
Z
	

�n�x� y�f�y�dy �

Dann ist u � C��IRn�� und es gilt

�u

�xi
�x� �

Z
	

�

�xi
�n�x� y�f�y�dy � �����

Ist sogar f � C����� so ist u � C����� und es gilt

�%u � f

in ��

Beweis � �F� John� Plane waves and spherical means� Seite 	�
�

Hier setzen wir voraus� da� f in ganz IRn de�niert und C� bzw� C� ist und
au�erhalb einer kompakten Menge verschwindet� Es ist f�ur x �� 
 �sowohl f�ur
n � � als auch f�ur n � ��

��n�x�

�xi
� � �

�n
jxj�nxi �

Durch Di�erenzieren unter dem Integralzeichen erhalten wir also

�u

�xi
�x� � � �

�n

Z
xi � yi
jx� yjnf�y�dy �

F�ur stetiges f mit kompaktem Tr�ager existiert dieses uneigentliche Integral�
Damit ist die erste Formel bewiesen� Zum Beweis der zweiten setzen wir
x� y � z und erhalten

�u

�xi
� � �

�n

Z
zijzj�nf�x � z�dz �

Ist f � C��IRn� mit kompaktem Tr�ager� so existiert auch das uneigentliche
Integral

��u

�x�
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�xi

Z
zijzj�nf�x� z�dz
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� � �
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zijzj�n �f
�xi

�x� z�dz
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�

�n
lim
���

Z
jzj��

zijzj�n �f
�zi

�x� z�dz �

Der Gau�sche Integralsatz� angewendet auf ein hinreichend gro�es Gebiet�
ergibt

Z
jzj��
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�x� z�dz �
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jzj��
zijzj�nf�x� z�

��zi�
jzj d��z�

�
Z

jzj��

�

�zi
�zijzj�n�f�x� z�dz �

Wir haben bereits nachgerechnet� da�

nX
i��

�

�zi
�zijzj�n� � 
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Also ist

nX
i��

Z
jzj��

zijzj�n �f
�zi

�x� z�dz � ����n
Z

jzj��
f�x� z�d�z �

F�ur �� 
 konvergiert dies gegen ��nf�x�� womit die zweite Formel bewiesen
ist�

Beweis � �Courant�Hilbert��

Wir f�uhren den Beweis nur f�ur n � �� Die Modi�kationen f�ur n � � sind
geringf�ugig�

Wir f�uhren eine �gegl�attete Fundamentall�osung� �n�� ein� welche C� ist und
f�ur jx� yj � � mit �n �ubereinstimmt� Eine M�oglichkeit hierzu ist

�n���x� �
�

�n� ���n

��
�
jxj��n � jxj � � �

���n
�
� � n��
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�
�� � jxj

�
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� jxj 
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Zum sp�ateren Gebrauch notieren wir� da� f�ur jxj 
 �

j�n���x�j 
 n

��n� ���n
���n �

�������n���xi
�x�

����� 
 �

�n
���n � �����

Wir setzen nun
u��x� �

Z
	

�n���x� y�f�y�dy �

Sicher ist u� � C��IRn�� Mit Hilfe von ����� �nden wir

ju��x�� u�x�j �
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��n���x� y�� �n�x� y�� f�y�dy
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 M

Z
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�j�n���y�j� j�n�y�j� dy � M � Max
y � �

jf�y�j
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Z
jyj��

�n���n � jyj��n�dy �

und dies strebt mit � � 
 gegen 
� Also strebt u� f�ur � � 
 gleichm�a�ig
gegen u� so da� u � C�IRn� ist� Weiter ist sicher

�u�
�xi

�
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��n��
�xi

�x� y�f�y�dy �

Wir setzen

ui�x� �
Z
	

��n
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Wieder mit Hilfe von ����� �nden wir
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und dies konvergiert ebenfalls gegen 
 mit � � 
� Also konvergiert �u�
�xi

gleichm�a�ig gegen ui� Damit mu� u � C��IRn� sein� und �u
�xi

� ui� �����
ist gezeigt�

Wir wollen vom Gau�schen Integralsatz in der Form ����� Gebrauch ma�
chen� F�ur x � � wenden wir ����� an auf die Funktionen

u�y� � �n�x� y� � v�y� � f�y� �

Dies ist wegen der Singularit�at von u bei x nicht m�oglich� Benutzen wir �����
trotzdem� so entsteht wegen �����

�u

�xi
�x� �

Z
	

�n�x� y�
�f

�yi
�y�dy �

Z
�	

�n�x� y�f�y��i�y�d��y� �

Dies rechtfertigt man wie im Beweis zu Satz ��� durch Wegschneiden einer
Kugel vom Radius � � 
 um x und anschlie�endem Grenz�ubergang �� 
�

Das erste Integral ist wie oben eine di�erenzierbare Funktion von x�
und man darf unter dem Integralzeichen di�erenzieren� Das zweite Integral
enth�alt f�ur x � � gar keine Singularit�at� Also ist u � C����� und es gilt

��u

�x�i
�x� �

Z
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�xi
�n�x� y�

�f

�yi
�y�dy �

Z
�	
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�yi
�n�x� y�f�y��i�y�d��y� �

F�ur das erste Integral k�onnen wir

�
Z
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�yi
�n�x� y�

�

�yi
�f�y�� f�x��dy

schreiben und dies wieder mit ����� zu

Z
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�y�i
��x� y��f�y�� f�x��dy �

Z
�	

�

�yi
�n�x� y��f�y�� f�x���i�y�d��y�

umformen�Wegen f � C���� ist die Singularit�at im ersten Integral integrier�
bar� Die Rechtfertigung ist dann wie beim Beweis zu Satz ��� m�oglich� Es
folgt

��u
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Z
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Summation �uber i ergibt

%u�x� �
Z
	

%y�n�x� y��f�y�� f�x��dy � f�x�
Z
�	

�

��
�n�x� y�d��y� � ���
�

wo ���� die Normalableitung bez�uglich y bedeutet�

Das erste Integral in ���
� verschwindet� weil %y�n�x� y� � 
 f�ur y �� x�
Wir beenden den Beweis� indem wir

Z
�	

�

��
�n�x� y�d��y� � �� ����
�

zeigen� Dazu wenden wir Satz ��� an mit u � ��

�

Satz ��� �Eigenschaften harmonischer Funktionen�� Sei � ein Normalge�
biet� und sei u � C���� harmonisch in �� Dann gilt

�i
 Z
�	

�u

��
d� � 
 �Gau�scher Integralsatz
 �

�ii
 Sei x � � und r so klein� da� auch die Kugel vom Radius r um x in �
liegt� Dann ist

u�x� �
�

�nrn��

Z
jx�yj�r

u�y�d��y� �Mittelwerteigenschaft
 �

�iii
 Nimmt u sein Maximum oder sein Minimum in � in � an� so ist u in
� konstant �Maximumprinzip
�

�iv
 Erf�ullen u�� u� die Voraussetzungen �uber u und ist u� � u� auf ��� so
ist u� � u� in ��

��



Beweis�

�i� Dies ist die �� Greensche Formel mit v � ��

�ii� Sei 
 � � � r� Wir wenden die �� Greensche Formel an auf das Nor�
malgebiet G � fy � � � jy � xj � rg mit v�y� � �n�y � x�� Es ergibt
sich


 �
Z
�G

�u

��
�n�y � x�d��y��

Z
�G

u
��n�y � x�

��
d��y� �

�n�y�x� ist auf jy�xj � � und auf jy�xj � r konstant� Also verschwin�
det das erste Integral wegen �i�� F�ur das zweite Integral berechnen wir

�

��
�n�x� y� �


 � �

n

r��n auf jy � xj � r �
�

n

���n auf jy � xj � � �

Damit ergibt sich

�

�n�n��

Z
jy�xj��

ud��y� �
�

�nrn��

Z
jy�xj�r

u d��y� �

Das linke Integral strebt f�ur �� 
 gegen u�x��

�iii� Wir zeigen den Satz f�ur das Maximum� Sei

M � Max
x � �

u�x� � F � fy � � � u�y� �Mg �

Wir zeigen� da� F sowohl o�en als auch abgeschlossen in � ist� Dann
ist entweder F � � und damit u in � �also auch in �� konstant� oder
es ist F � �� d�h� u nimmt sein Maximum nicht in � an�

Die Abgeschlossenheit von F folgt sofort aus der Stetigkeit von u� Um
zu zeigen� da� F o�en ist� nehmen wir ein x � F und zeigen� da� auch
die Kugel um x vom Radius r in F liegt� wenn nur r so klein gew�ahlt
wird� da� diese Kugel in � liegt� Nach �ii� ist dann

M �
�

�n�n��

Z
jy�xj��

u d��y� � 
 � � � r �

Dies kann nur richtig sein� wenn u�y� � M auf ganz jx � yj � � gilt�
Damit ist u�y� � M f�ur jy � xj 
 r� Also ist F o�en�

��



�iv� Mit u�� u� ist auch u � u� � u� harmonisch� Maximum und Minimum
von u in � sind nach �iii� wegen u � 
 auf �� beide Null�

�

Bemerkung� Beim Beweis des Maximumprinzips wurde nur die Mittelwer�
teigenschaft verwendet�

Wir wollen nun das Dirichlet�Problem

�%u � f in �
u � 
 auf ��

mit einer Funktion u � C���� 	 C��� l�osen� Dazu f�uhren wir die Greensche
Funktion Gn�x� y� ein� F�ur jedes y � � ist

Gn�x� y� � �n�x� y� � w�x� y�

mit einer L�osung w� � � y� von
%w�x� y� � 
 in �
w�x� y� � ��n�x� y� auf ��

und w� � � y� � C�����

BEISPIEL� Sei � � fx � IRn � jxj � rg� Dann ist

Gn�x� y� � �n�x� y�� �n

� jyj
r
x� r

jyjy
�

Greensche Funktion� Denn

w�x� y� � ��n
�jyj
r
x� r

jyjy
�

ist nat�urlich eine harmonische Funktion von x� solange das Argument von �n
nicht verschwindet� Dies ist aber nur f�ur jxjjyj � r� der Fall und kann daher
f�ur x� y � � nicht eintreten� F�ur jxj � r ist����� jyjr x�

r

jyjy
�����
�

� jyj� � r� � �x � y � jx� yj�

��



und damit Gn�x� y� � 
�

Satz ���� Sei � ein Normalgebiet� Dann gilt�

�i
 Es gibt h�ochstens eine Greensche Funktion� Sie ist positiv f�ur x� y � ��
x �� y�

�ii
 Die Greensche Funktion ist symmetrisch� d�h�

Gn�x� y� � Gn�y� x� � � x� y � � �

�iii
 Ist f � C����� so ist

u�x� �
Z
	

Gn�x� y�f�y�dy

L�osung des Dirichlet�Problems�

Beweis�

�i� w� � � y� ist eine harmonische Funktion� welche am Rande die Werte �n
annimmt� Nach Satz ��� �iv� ist w eindeutig bestimmt� Sei y � � und
� � 
 so klein� da� jx � yj 
 � noch in � liegt und G�x� y� dort � 

ist� Das Gebiet �� � fx � � � jx� yj � �g ist dann ein Normalgebiet�
auf dessen Rand die harmonische Funktion G� � � y� � 
 ist� Nach dem
Maximumprinzip mu� G� � � y� � 
 gelten�

�ii� Seien y�� y� � �� Sei � so klein� da� auch die Kugeln vom Radius � um
y�� y� noch in � liegen und sich nicht schneiden� Sei �� das Gebiet� das
aus � durch Wegschneiden dieser Kugeln entsteht� Wir wenden die ��
Greensche Formel in �� an mit

u � Gn� � � y�� � v � Gn� � � y�� �
Da diese Funktionen auf �� verschwinden� ergibt sich

�X
i��

Z
jx�yij��

�
Gn�x� y��

�Gn�x� y��

��
�Gn�x� y��

�Gn�x� y��

��

�
d��x� � 
 �

��



Wir betrachten das Integral um y�� Gn�x� y�� verh�alt sich dort wie ���n�
w�ahrend �Gn�x� y����� dort regul�ar ist� Also gilt f�ur den ersten Teil

lim
�� 


Z
jx�y�j��

Gn�x� y��
�Gn�x� y��

��
d��x� � 
 �

F�ur den zweiten Teil schreiben wir

Gn�y�� y��
Z

jx�y�j��

�Gn�x� y��

��
d��x�

�
Z

jx�y�j��
�Gn�x� y���Gn�y�� y���

�Gn�x� y��

��
d��x� �

Der Integrand im zweiten Integral verh�alt sich wie � � ���n � ���n�
liefert also nach dem Grenz�ubergang � � 
 keinen Beitrag� F�ur das
erste Integral erh�alt man wie beim Beweis zu Satz ��� den Wert ���
Das Integral um y� liefert also insgesamt beim Grenz�ubergang � � 

den Beitrag �Gn�y�� y��� Entsprechend liefert das Integral um y� den
Beitrag �Gn�y�� y��� Damit folgt

�Gn�y�� y�� �Gn�y�� y�� � 
 �

d�h� Gn ist symmetrisch�

�iii� Da w� � � y� harmonisch ist� folgt aus Satz ��� sofort u � C���� und

�%u � f

in �� Wir m�ussen noch zeigen� da� u auf �� verschwindet� Dazu brau�
chen wir eine Absch�atzung f�ur Gn� Sei r so gro�� da� � in jeder Kugel
vom Radius r um einen beliebigen Punkt von � enthalten ist� Sei y � �
beliebig und Kn�x� y� die Greensche Funktion der Kugel vom Radius r
um y� also

Kn�x� y� � �n�x� y�� �n�r� �

Es ist dann v � Kn� � � y��Gn� � � y� harmonisch in �� und v � 
 auf
�� wegen �i�� Nach dem Maximumprinzip ist also v � 
 in �� Es folgt


 
 Gn�x� y� 
 �n�x� y�� �n�r� �

�	



Sei nun x� � �� und �� � fx � � � jx� x�j � �g� Dann ist

u�x� �
Z
	�

Gn�x� y�f�y�dy �
Z

	n	�

Gn�x� y�f�y�dy �

F�ur x� x� bleibt Gn�x� y� im zweiten Integral beschr�ankt� so da� das
zweite Integral wegen Gn�x�� y� � 
 gegen 
 strebt� Das erste Integral
l�a�t sich absch�atzen durch

M
Z

jy�x�j��
j�n�x� y�� �n�r�jdy � M � Max

x � �
jf�x�j �

und dies strebt gleichm�a�ig in x gegen 
 mit �� 
� Es folgt u�x�� 

f�ur x� x��

�

Die Greensche Funktion Gn�x� y� kann interpretiert werden als das elek�
trische Potential in einem Punkt x � �� das von einer Punktladung am
Punkt y � � erzeugt wird� Dabei ist �� ein Leiter� auf dem das Potential
als 
 festgesetzt wird� Das Potential in x� das von einer Ladungsverteilung
f in � erzeugt wird� entsteht dann durch �Uberlagerung der Potentiale der
Punktladungen� und dies ergibt die Formel von Satz ��� �iii�� Die Symmetrie
von Gn bedeutet dann einfach� da� das Potential in x einer Punktladung in y
gleich dem Potential in y einer Punktladung in x ist �Reziprozit�atsprinzip��

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu� eine harmonische Funktion mit
vorgegebenen Randwerten zu �nden� Sei also � ein Normalgebiet� Gesucht
ist u � C���� 	 C��� mit

�%u � 
 in � �
������

u � f auf �� �

Satz ��	 �Poissonsches Integral�� Die Dirichletsche Randwertaufgabe ���		

besitze eine L�osung u � C����� Dann ist

u�x� � �
Z
�	

�Gn�x� y�

��
f�y�d��y� �

��



Beweis� Man zeigt� da� Satz ��� auch f�ur Gn anstelle von �n gilt�

BEISPIELE�

�
 Sei � die Kugel vom Radius r in IRn um den Nullpunkt� Dann ist �nach
Vertauschung der Argumente x� y� f�ur n � �

Gn�x� y� �
�

�n� ���n

�
jy � xj��n � �

jxj
r
���njy � �

r

jxj�
�xj��n

�
�

Aufgrund der Formel

�

�yi
jy � zj��n � ��� n�

yi � zi
jy � zjn

erh�alt man

�

�yi
Gn�x� y� � � �

�n

	

 yi � xi
jy � xjn � �

jxj
r
���n

yi � � r
jxj�

�xi

jy � � r
jxj�

�xjn
�
A �

F�ur y � ��� also jyj � r ist �vgl� oben�

jy � xj � jxj
r
jy � �

r

jxj�
�xj �

Damit vereinfacht sich die Formel zu

�

�yi
Gn�x� y� � � �

�njx� yjn
�
yi � xi � �

jxj
r
���yi � �

r

jxj�
� xi�

�

� � �� � jxj
r
��

�njx� yjn yi �

Wegen ���� � y
jyj � r folgt nun

�

��
Gn�x� y� � � �� � jxj

r
��

�njx� yjn
jyj�
jyj �

jxj� � r�

r�njx� yjn �

��



Das Poissonsche Integral lautet also

u�x� �
r� � jxj�
r�n

Z
jyj�r

f�y�

jx� yjn d��y� �

Dies gilt auch f�ur n � � �vgl� �Ubungsaufgabe��

�
 F�ur f � � ist u � � L�osung von ������ mit u � C����� Also ist

� � �
Z
�	

�Gn�x� y�

��
d��y� � ������

Da� durch das Poissonsche Integral umgekehrt f�ur jedes f � C���� eine
L�osung von ������ gegeben ist� ist nicht so einfach zu beweisen� Da� u in �
harmonisch ist� ist klar� da� u aber die Randwerte f hat� ist schwierig� Wir
beschr�anken uns auf den Fall� da� � eine Kugel ist�

Satz ���� Sei � eine Kugel� und sei f � C����� Dann liefert das Pois�
sonsche Integral eine L�osung von ���		
�

Beweis� Da� u in � harmonisch ist� ist klar� Wir zeigen� da� u die Rand�
werte f annimmt�

Sei x� � ��� Wegen ������ ist

u�x�� f�x�� � �
Z
�	

�Gn�x� y�

��
�f�y�� f�x���d��y� �

Wir machen um x� eine �kleine� Kugel vom Radius �� �� sei der in dieser
Kugel gelegene Teil von �� und �� der Rest� also �� � ������ Wir sch�atzen
zun�achst das Integral �uber �� ab� F�ur x � � ist

�������
Z

�

�Gn�x� y�

��
�f�y�� f�x���d��y�

������� 
 Max
jy � x�j 
 �

jf�y��f�x��j
Z

�

������Gn�x� y�

��

����� d�

�





 Max
jy � x�j 
 �

jf�y�� f�x��j
	

� Z

�	

�Gn�x� y�

��
d��y�

�
A

� Max
jy � x�j 
 �

jf�y�� f�x��j �

Dabei haben wir benutzt� da� �Gn�x� y���� 
 
 f�ur y � �� �wegen
Gn�x� y� � 
 f�ur y � �� Gn�x� y� � 
 f�ur y � ��� ist�

Soweit gilt der Beweis f�ur beliebige Normalgebiete� Bei der Absch�atzung
des Integrals �uber �� machen wir Gebrauch von der speziellen Gestalt von
Gn f�ur die Kugel� Danach ist f�ur jx� x�j � ���

�������
Z

�

�Gn�x� y�

��
�f�y�� f�x���d��y�

������� 

jxj� � r�

r�n�����n
� Max
y � ��

jf�y�j
Z
�	

d� �

Sei nun � � 
 vorgegeben� Wir k�onnen wegen der Stetigkeit von f � so klein
w�ahlen� da� das ���Integral � ��� ist� Danach w�ahlen wir eine Umgebung U
von x�� so da� das ���Integral � ��� f�ur alle x � U � F�ur diese x gilt dann
ju�x�� f�x��j � �� Also haben wir

lim
x� x�

u�x� � f�x�� �

�

�




��� Die Helmholtzsche Di�erentialgleichung

Wir betrachten die �inhomogene� Helmholtzsche Di�erentialgleichung

�%u� k�u � f �����

mit einer reellen Zahl k �� 
� Sie ist nat�urlich elliptisch� F�ur n � � besitzt sie
die Fundamentall�osung

K�x� �
eikjxj

��jxj �

Wir beschr�anken uns auf den Fall n � �� Das Dirichlet�Problem ist i� a� nicht
eindeutig l�osbar� Ist � die Kugel in IR� um den Ursprung mit Radius �m�k
mit ganzem m � 
� so ist

u�x� � ImK�x� �
sin kjxj
��jxj

eine L�osung u � C���� 	 C��� von

%u� k�u � 
 in � � u � 
 auf �� �

Die beiden folgenden S�atze beweist man ganz analog zu Satz ��� � ��

Satz ���� Sei � � IR� ein Normalgebiet� Ist u � C����� dann gilt f�ur x � �

u�x� �
Z
�	

�
K�x� y�

�u

��
�y�� u�y�

�

��
K�x� y�

�
d��y�

�
Z
	

K�x� y��%u� k�u��y�dy �

Satz ���� Sei � � IR� ein Normalgebiet� und sei f � C���� Dann ist

u�x� �
Z
	

K�x� y�f�y�dy

��



in C����� und es darf unter dem Integralzeichen di�erenziert werden� Ist
sogar f � C����� so ist u � C���� L�osung von ���	
 in ��

Wir interessieren uns f�ur den Fall � � IR�� Um die Eindeutigkeit zu
erzwingen� verlangen wir die �Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung��

r Max
jxj � r

ju�x�j 
M � r� Max
jxj � r

����� xjxj � ru�x�� ik u�x�

����� 
M �����

mit einer Konstanten M ��� In der Literatur schreibt man r f�ur jxj und
�

�r
�

x

jxj � r �

Satz ���� Sei f � C��IR�� und f � 
 au�erhalb einer beschr�ankten Menge�
Dann besitzt ���	
� ����
 genau eine L�osung u � C��IR���

Beweis� Sei � die Kugel um 
 mit Radius R� Wir machen R so gro�� da�
f � 
 au�erhalb �� Dann k�onnen wir in Satz ��� � durch IR� ersetzen und
haben dann eine L�osung u � C��IR�� von ������ Weiter ist

rxK�x� y� � K�x� y�



ik

x� y

jx� yj �
x� y

jx� yj�
�
� �ryK�x� y�

x

jxj � ru�x�� iku�x� �
Z
	

�
x

jxj � rxK�x� y�� ikK�x� y�

�
f�y�dy

�
Z
	

eikjx�yj

��jx� yj


ik

�
x � �x� y�

jxjjx� yj � �

�
� x � �x� y�

jxjjx� yj�
�
f�y�dy �

F�ur jxj � � l�a�t sich der Integrand auf � durch M jxj�� mit einer Konstan�
ten M absch�atzen� Damit erf�ullt u die zweite der Bedingungen ������ und die
erste folgt direkt aus Satz ���� Die Existenz von u ist also gezeigt� F�ur die
Eindeutigkeit zeigen wir� da� u � 
 falls f � 
� Satz ��� lautet f�ur f � 
 und

��



jxj � R

u�x� �
Z

jyj�R

�
K�x� y�

�u

��
�y�� u�y�

�

��
K�x� y�

�
d��y�

�
Z

jyj�R
K�x� y�



�u

��
�y� � ik

y � �x� y�

jyjjx� yj u�y��
y � �x� y�

jyjjx� yj�u�y�
�
d��y�

�
Z

jyj�R
K�x� y�



�u

��
�y�� iku�y��

�

�
ik

�
� �

y � �x� y�

jyjjx� yj

�
�y � �x� y�

jyjjx� yj�
�
u�y�

�
d��y� �

F�ur festes x und R�� strebt dies wegen ����� gegen 
� Also u�x� � 
 f�ur
jedes x � IR��

�

��



��� Hilbertraum
Methoden f�ur

elliptische Di�erentialgleichungen

Existenzfragen f�ur Randwertprobleme lassen sich in gro�er Allgemeinheit
durch Hilbertraum�Methoden beantworten� Diese Methoden bilden auch die
Basis f�ur numerische Methoden� insbesondere die Methode der Finiten Ele�
mente� Wir werden die Theorie in ihren Grunds�atzen darstellen�

Sei V ein reeller Hilbertraum mit innerem Produkt � � � und Norm
kfk � �f� f��	��

BEISPIELE�
�
 � sei eine me�bare Menge in IRn mit positivem Ma�� Der Hilbertraum
L���� besteht aus den in � quadrat�integrierbaren Funktionen� und es ist

�f� g� �
Z
	

fgdx �

�
 Sei � o�en in IRn� Wir versehen C���� mit dem inneren Produkt

�f� g�� �
Z
	

�
fg �

nX
i��

�f

�xi

�g

�xi

�
dx �

Leider ist C����� versehen mit diesem inneren Produkt� nicht vollst�andig und
daher kein Hilbertraum� Wir bezeichnen mit H���� die Vervollst�andigung

von C���� bez�uglich der Norm kfk� � �f� f�
�	�
� � H���� hei�t Sobolev�Raum

der Ordnung �� Er besteht aus all den Funktionen f � L����� f�ur welche es

eine Folge �fk� in C���� gibt� so da� fk � f in L����� und
�
�fk
�xi

�
� i � �� � � � � n

in L���� konvergieren�

Die Funktionen in H���� sind i� a� nicht im �ublichen Sinn di�erenzierbar�
Sie besitzen aber verallgemeinerte �oder schwache� Ableitungen� Man sagt�
f � L���� besitze die verallgemeinerte Ableitung �f��xi � L����� wenn

� v � C�
����

Z
	

f
�v

�xi
dx � �

Z
	

�f

�xi
vdx

��



gilt� Da C�
���� in L���� dicht liegt� ist �f��xi eindeutig bestimmt� Existiert

�f��xi im �ublichen Sinn und ist �f��xi � L����� so ist �f��xi nat�urlich
identisch mit der verallgemeinerten Ableitung� F�ur n � � hat z�B� die Funk�
tion jxj die verallgemeinerte Ableitung sgn x�

Sei nun f � H����� Dann gibt es eine Folge �fk� in C����� so da�

fk � f in L����

�

�xi
fk � gi in L����

mit gewissen Funktionen gi � L����� Es gilt dann f�ur v � C�
� ���

Z
	

f
�v

�xi
dx � lim

k ��

Z
	

fk
�v

�xi
dx � lim

k��

	

� Z

	

�fk
�xi

vdx

�
A � �

Z
	

givdx �

Also besitzt f die verallgemeinerte Ableitung �f��xi � gi�

Man kann die Funktionen in H���� als Funktionen in L���� interpretie�
ren� wo � eine n � ��dimensionale Untermannigfaltigkeit von � ist� Dazu
nehmen wir an� da� � die Eigenschaft hat� da� f�ur ein w � IRn� jwj � � der
�Streifen� S � f� � tw � 
 � t 
 rg zu � geh�ort� Wir zeigen� Es gibt eine
Konstante C� so da�Z




v�d� 
 Ckvk�� � � v � C���� � �����

Zum Beweis nehmen wir n � �� w � e�� � � f�
� x�� � 
 
 x� 
 �g an�
Integration �uber den Streifen ergibt

r
Z



v�d� 
 �
Z
S

v�dx� �r�
Z
S

�
�v

�x�

��

dx �

und hieraus folgt ������

Sei nun v � H���� und �vk� eine Folge in C���� mit vk � v in H�����
Nach ����� ist dann �vk� in L���� konvergent� Es gibt also eine Funktion
v � L���� mit vk � v in L����� v ist durch v eindeutig bestimmt� Man nennt
v die �Spur� von v auf �� Die �Spurabbildung� v � v von H���� in L����
ist stetig� Mit der �Funktion v auf �� meint man v�

��



�
 Wir bezeichnen den Abschlu� von C�
���� bez�uglich der Norm k � k�

mit H�
� ���� Wir betrachten H�

� ��� als die Funktionen aus H����� welche
auf �� verschwinden� Das ist jedenfalls gerechtfertigt f�ur Gebiete � mit der
�Segmenteigenschaft�� Bei solchen Gebieten kann man den Rand �� durch
endlich viele Teile ��� � � � ��p �uberdecken� so da� es zu jedem �k einen ganz
in � gelegenen Streifen gibt� Dann ist f�ur v � H���� v auf �� als Funktion
in L����� wohlde�niert� Wegen der Stetigkeit der Spurabbildung ist v � 

auf ��� Ist � beschr�ankt� so hat man in H�

� ��� neben der Norm k � k� die
dazu �aquivalente Norm

jf j� �
	

Z
	

nX
i��

�
�f

�xi

��

dx

�
A�	�

�

Die Poincar&esche Ungleichung sagt� da� es eine Konstante C��� � � gibt�
so da� f�ur f � H�

� ���
kfk� 
 C���jf j� �

Es gen�ugt� die Ungleichung f�ur f � C�
���� zu beweisen� Wir f�uhren den

Beweis f�ur n � � und � � #
� �$�� Dann ist

f�x�� x�� � f�x�� 
� �

x�Z
�

�f

�x�
�x�� x

�
��dx

�
� �

Wegen f�x�� 
� � 
 und der Cauchy�Schwarzschen Ungleichung folgt

f��x�� x�� 

�Z
�

�
�f

�x�

��

�x�� x
�
��dx

�
� �

Integration �uber #
� �$� ergibt

Z
	

f�dx 

Z
	

�
�f

�x�

��

dx

und daraus folgt die Poincar&esche Ungleichung�

�
 Die Sobolev�R�aume Hs���� Hs
���� f�ur s � �� �� � � � sind entsprechend

de�niert� F�ur eine allgemeine Theorie der Sobolev�R�aume vergleiche man

�	
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IV� VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften� Berlin �
�� �	�
Au����

Der wichtigste Satz �uber Hilbertr�aume ist der Rieszsche Darstellungssatz�
Er beschreibt die linearen stetigen Funktionale in Hilbertr�aumen� Sei � ein
solches auf dem Hilbertraum V � d�h� � � V � IR hat folgende Eigenschaften�

Linearit�at� ���f � �g� � ���f� � ���g�� � �� � � IR� f� g � V �

Stetigkeit� � C �� � j��f�j 
 Ckfk� � f � V � Also ist

k�k � Max
kfk � �

j��f�j �� �

Dann gibt es genau ein 	 � V mit

��f� � �f� 	� � � f � V �

�Uberdies ist
k�k � k	k �

Umgekehrt erzeugt jedes 	 � V durch diese Formel ein lineares stetiges
Funktional auf V �

BEISPIEL� Sei f � L���� und V � H�
� ���� Dann ist f�ur v � H�

� ���������
Z
	

fv dx

������ 
 kfkL��	�kvkL��	� 
 kfkL��	�kvk� �

d�h�
F �v� �

Z
	

fv dx

ist ein lineares stetiges Funktional auf H�
� ���� Also gibt es genau ein u �

H�
� ��� mit

F �v� � �v� u�� � � v � H�
� ��� �

��



u erf�ullt alsoZ
	

fvdx �
Z
	

�
vu�

nX
i��

�v

�xi

�u

�xi

�
dx � � v � H�

� ��� � �����

Wir wollen nun annehmen� es sei sogar u � C����� und � sei ein Normalge�
biet� Dann folgt durch partielle Integration f�ur v � C�

����Z
	

�f � u�%u�vdx � 
 �

d�h� u ist L�osung von

�%u� u � f in � �

�����

u � 
 auf �� �

letzteres wegen u � H�
� ���� Ist umgekehrt u � C���� eine L�osung von ������

so erf�ullt u auch ������ jedenfalls f�ur v � C�
����� Wir nennen daher ein u �

H�
� ���� welches ����� erf�ullt� verallgemeinerte �oder schwache� L�osung von

������

Dieses Beispiel kann erheblich verallgemeinert werden� Sei a eine Bilinear�
form auf V � und sei F ein stetiges lineares Funktional auf V � Wir betrachten
die �Variationsgleichung��

Gesucht u � V � so da�

a�v� u� � F �v� � � v � V � �����

Satz ��� �Lax�Milgram
� Sei a stetig� d�h� �M ��
a�u� v� 
Mkukkvk � � u� v � V

und V �elliptisch� d�h� � � � 
 mit

a�v� v� � �kvk� � � v � V �

Dann ist die Variationsgleichung ����
 eindeutig l�osbar� und es gilt f�ur die
L�osung u

kuk 
 �

�
kFk �

��



Dabei ist kuk die Norm von u in V und kFk die Norm von F als lineares
Funktional �uber V �

Beweis� F�ur jedes u � V ist v � a�v� u� ein stetiges lineares Funktional
auf V � Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es also ein Element Au �
V mit

a�v� u� � �v�Au� � � v � V �

und es gilt
kAuk � Max

kvk � �
ja�v� u�j 
Mkuk �

Die � o�ensichtliche lineare � Abbildung A � V � V ist also auch stetig�
Au�erdem ist

kAuk � Max
kvk � �

ja�v� u�j � a

�
u

kuk� u
�

�
�

kuka�u� u� � �kuk �

Also ist A invertierbar und kA��k 
 ���� Wir zeigen AV � V � Da A�� stetig
ist� ist AV abgeschlossen� Ist w � �AV ��� so gilt


 � �w�Aw� � a�w�w� � �kwk� �

also w � 
� Also �AV �� � f
g und damit AV � V �

Nach dem Darstellungssatz gibt es f � V mit F �v� � �v� f�� � v � V
und kfk � kFk� Die Variationsgleichung ����� lautet damit

�v�Au� � �v� f� � � v � V

oder einfach Au � f � Wir haben gerade gesehen� da� diese Gleichung eine
eindeutig bestimmte L�osung u mit

kuk 
 kA��kkfk 
 �

�
kFk

besitzt�

�

�




BEISPIELE

�
 Sei � � IRn ein Normalgebiet und V � H�
� ���� Die Norm in V sei jf j��

Sei a�u� v� �
R
	
ru � rvdx� a ist trivialerweise V �elliptisch� F�ur f � L����

ist F �v� �
R
	
vfdx ein stetiges lineares Funktional auf V �

Der Satz ergibt hier eine schwache L�osung der Dirichlet�Aufgabe

�%u � f in � � u � 
 auf �� �

�
 Sei V � H���� und a�u� v� �
R
	
�ru � rv� uv�dx�

R
�	

guvd� mit einer

stetigen Funktion g auf ��� Erf�ullt � die Segmentbedingung� so ist a eine
stetige Bilinearform auf V � Sie ist V �elliptisch� wenn g � 
� F�ur f � L����
hat die Variationsgleichung

Z
	

�ru � rv � uv� dx�
Z
�	

guvd� �
Z
	

fvdx � � v � C����

eine eindeutig bestimmte L�osung in H�����

Lassen wir v die Funktionen aus C�
���� durchlaufen� so folgt wie oben f�ur

u � C����
�%u� u � f in � � �����

Die erste Greensche Formel ergibt f�ur v � C����

Z
	

��%u� u�vdx�
Z
�	

�
�u

��
� gu

�
vd� �

Z
	

fvdx �

Die Integrale �uber � fallen wegen ����� weg� Es folgt

�u

��
� gu � 
 auf �� �

Wir haben also eine schwache L�osung der gemischten Randwertaufgabe ge�
funden�







�
 Sei eine L�osung der Randwertaufgabe

Lu � �
nX

i�j��

aij
��u

�xi�xj
�

nX
i��

bi
�u

�xi
� cu � f in � �

u � 
 auf ��

gesucht� Wir setzen aij � C����� bi � C����� c � C��� und aij � aji voraus�
Wir stellen zun�achst die schwache Form her� Multiplikation mit v � C�

�����
Integration und anschlie�ende partielle Integration ergibt

Z
	

	

 nX
i�j��

�u

�xi

�

�xj
�aijv� �

nX
i��

bi
�u

�xi
v � cuv

�
A dx �

Z
	

fvdx

oder

Z
	

��
�

nX
i�j��

aij
�u

�xi

�v

�xj
�

	

 nX
i��

	

 nX
j��

�aij
�xj

� bi

�
A �u

�xi
� cu

�
A v

��
�dx �

Z
	

fvdx �

Durch die linke Seite dieser Gleichung ist eine in V � H�
� ��� stetige Biline�

arform a�u� v� de�niert� Es ist

a�v� v� �
Z
	

	

X

i�j

aij
�v

�xi

�v

�xj
�

nX
i��

b�i
�v

�xi
v � cv�

�
A dx �

b�i �
nX

j��

�aij
�xj

� bi � C���� �

Es ist f�ur v � C�
����

Z
	

b�i
�v

�xi
vdx �

�

�

Z
	

b�i
�

�xi
v�dx � ��

�

Z
	

�
�

�xi
b�i

�
v�dx �

also

a�v� v� �
Z
	

	

X

i�j

aij
�v

�xi

�v

�xj
� c�v�

�
A dx �

c� � c� �

�

nX
i��

�

�xi
b�i � C���� �


�



a ist also V �elliptisch� falls �aij� positiv de�nit und c� � 
 in � ist� Dann be�
sitzt die Randwertaufgabe eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte L�osung�

Hilbertraum�Methoden sind hervorragend zur numerischen L�osung von
Randwertaufgaben geeignet� Unter den Voraussetzungen von Satz ��� sei Vh
ein endlich�dimensionaler linearer Unterraum von V � Dann de�nieren wir
eine N�aherung uh � Vh f�ur u als L�osung der Variationsgleichung

a�uh� v� � F �v� � � v � Vh �

Ist v�� � � � � vn eine Basis von Vh� so ist

uh �
nX

k��

ckvk �

wobei der Vektor c � �ck� das lineare Gleichungssystem Ac � b l�ost mit

A � �a�vk� v
�� � b � �F �v
�� �

uh hei�t die Galerkin�N�aherung f�ur u�

Satz ���� Unter den Voraussetzungen von Satz ��	 ist uh eindeutig be�
stimmt� und es gilt

ku� uhkj 
 M

�
Min
v � Vh

ku� vk �

Beweis� Da� uh eindeutig bestimmt ist folgt aus Satz ���� angewandt
auf Vh an Stelle von V � Durch Subtraktion der f�ur alle v � Vh g�ultigen
Beziehungen

a�u� v� � F �v�

a�uh� v� � F �v�

folgt
a�u� uh� v� � 
 � � v � Vh �


�



Daraus ergibt sich f�ur jedes v � Vh

�ku � uhk� 
 a�u� uh� u� uh�

� a�u� uh� u� uh � v�


 Mku� uhkku� uh � vk �

Ist ku � uhk � 
� so ist die zu beweisende Ungleichung trivial� Andernfalls
k�urzen wir den Faktor ku� uhk weg und erhalten

�ku� uhk 
Mku� uh � vk �

Da dies f�ur alle v � Vh gilt folgt

�ku� uhk 
M Min
v � Vh

ku� vk �

�


�



��� Die Anfangswertaufgabe

f�ur die Wellengleichung

Die n�dimensionale Wellengleichung lautet

��u

�t�
� c�%u � %u �

nX
i��

��u

�x�i
� �����

Ihre L�osungen u�x� t� beschreiben die Ausbreitung von Wellen� u�x� t� ist
der Zustand eines n�dimensionalen Systems an der Stelle x zur Zeit t� Die
Konstante c � 
 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit� Durch Einf�uhren der
neuen Zeitskala t� � ct wird c � �� Dies wollen wir im folgenden immer
annehmen�

Eine n�dimensionale Mannigfaltigkeit 	�x� t� � 
 ist nach x� charakteri�
stisch� falls �

�	

�t

��

� jrx	j� �

Nehmen wir 	�x� t� � t� ��x� an� so bedeutet dies

jr�j� � � � �����

d�h� � erf�ullt die Eikonal�Gleichung� Dieses Wort leitet sich vom Griechischen
eikon � bildliche Darstellung� Ebenbild �man vergleiche auch Ikone� ab und
deutet die Beziehung zur Optik an�

Die Charakteristiken �genauer� Die Kurven� welche Streifen tragen� welche
L�osungen des charakteristischen Systems von ����� sind� von ��� nennen wir
Bicharakteristiken von ������ Nach Teil II� x� sind dies die Geraden t � ��x�a
mit � � Sn�� und a � IR� Die L�osungen von ����� lassen sich aus diesen
Geraden aufbauen und sind daher kegelartige Mannigfaltigkeiten� die den
x�Raum unter einem Winkel von ��� schneiden�

Die Mannigfaltigkeit t � 
 ist nicht charakteristisch� Das Cauchysche
Anfangswertproblem f�ur diese Mannigfaltigkeit lautet

��u

�t�
� %u � t � 
 �

�����

u�x� 
� � f�x� �
�u

�t
�x� 
� � g�x� �


�



F�ur n � � haben wir dieses Problem schon in der Einleitung gel�ost�

u�x� t� �
�

�
�f�x� t� � f�x� t�� �

�

�

x�tZ
x�t

g�s�ds � �����

Mit Hilfe des �eindimensionalen� Mittelungsoperators

�M�t�f��x� �
�

�t

x�tZ
x�t

f�s�ds

k�onnen wir dies in der Form

u�x� t� �
�

�t
�tM�t�f��x� � �tM�t�g��x� �����

schreiben� Fassen wir zusammen

Satz 	��� Sei f � C��IR�� g � C��IR�� Dann hat die Anfangswertaufgabe
�
��
 genau eine L�osung u � C��IR 
 �
���� 	 C��IR 
 #
����� und diese
ist durch �
�

 gegeben�

Zur physikalischen Interpretation schreiben wir ����� als

u�x� t� � v�x� t� � w�x� t� �

Betrachten wir zun�achst den Fall w � 
� Dann entsteht u�x� t� � v�x � t�
durch Verschiebung der Funktion v um t nach rechts�

u stellt also eine sich nach rechts mit der Geschwindigkeit � ausbreitende
Welle dar� Entsprechend ist u�x� t� � w�x � t� eine sich nach links ausbrei�
tende Welle� ����� ist also eine �Uberlagerung von Wellenausbreitungen nach
links und nach rechts� jeweils mit der Geschwindigkeit ��

Im x�t�Raum sprechen wir wieder wie in Teil III� x� vom Abh�angigkeits�
bereich eines Punktes �x� t� �also das Intervall #x� t� x� t$ der x�Achse� und
dem Ein�u�bereich des Intervalls #a� b$ der x�Achse f�x� t� � IR
 IR� j #x�
t� x� t$ 	 #a� b$ �� �g�

Wir wollen nun den Satz ��� auf h�ohere Dimensionen n �ubertragen� Dabei
ergeben sich physikalisch bedeutsame Unterschiede zwischen dem Fall gerader
�z�B� n � �� und ungerader �z�B� n � �� Dimensionen� Zun�achst behandeln
wir den Fall n � ��


�



x

u

t

u(x,t)=v(x-t)u(x,0)=v(x)

Abbildung ���� Eine L�osung einer eindimensionalen Wellengleichung�

Satz 	��� Sei f � C��IR��� g � C��IR��� Dann hat das Anfangswertpro�
blem �
��
 genau eine L�osung u � C��IR� 
 �
���� 	 C��IR� 
 #
����� und
diese ist durch �
�

 mit dem �dreidimensionalen
 Mittelungsoperator

�M�t�f��x� �
�

��

Z
S�

f�x� t��d����

gegeben�

Beweis�

�a� Es ist klar� da� die rechte Seite von ����� eine Funktion in C��IR� 

�
���� 	 C��IR� 
 #
���� ist�

�b� Wir zeigen� da� die Funktion u aus ����� die Di�erentialgleichung erf�ullt�
Da ein gro�er Teil der Rechnung f�ur beliebige n gilt� f�uhren wir sie auch
f�ur beliebiges n durch�

Sei f�ur v � C��IRn�� n � �� �� � � �

v�x� t� �
Z

Sn��

v�x� t��d���� �

Dann ist

�

�t
v�x� t� �

Z
Sn��

� � rv�x� t��d���� �t� � y�


	



� t��n
Z

tSn��

y

jyj � rv�x� y�d��y� �tn��d���� � d��y��

� t��n
Z

tSn��

�v

��
�x� y�d��y� �

Nach dem Gau�schen Integralsatz ist f�ur jedes Normalgebiet � und
jedes v � C���� Z

�	

�v

��
d� �

Z
	

%vdx �

Damit erhalten wir

�

�t
v�x� t� � t��n

Z
jyj�t

%v�x� y�dy

� t��n
tZ

�

Z
rSn��

%v�x� y�d��y�dr �

Eine weitere Di�erentiation ergibt

��

�t�
v�x� t� � �� � n�t�n

tZ
�

Z
rSn��

%v�x� y�d��y�dr

�t��n
Z

tSn��

%v�x� y�d��y� �

F�ur w � tv erhalten wir damit

��

�t�
w�x� t� � �

�

�t
v�x� t� � t

��

�t�
v�x� t�

�
�
�t��n � ��� n�t��n

� Z t

�

Z
rSn��

%v�x� y�d��y�dr�

�t��n
Z

tSn��

%v�x� y�d��y� �

F�ur n � � vereinfacht sich dies zu

��

�t�
w�x� t� � t��

Z
tS�

%v�x� y�d��y� �y � t��


�



� t
Z
S�

%v�x� t��d����

� %w�x� t� �

Damit ist klar� da� ����� die Di�erentialgleichung erf�ullt�

�c� Wir zeigen� da� ����� die Anfangsbedingungen erf�ullt� Zun�achst ist

u�x� 
� � �M�
�f��x� � f�x� �

Weiter haben wir

�u

�t
�x� 
� � �M�
�g��x� � �

�
�

�t
�M�t�f��x�

�
t��

� g�x� � �

�
� �
�t

�

��

Z
S�

f�x � t��d����

�
�
t��

� g�x� �
�

��

Z
S�

� � rf�x�d����

� g�x� �

�d� Wir zeigen� da� jede L�osung u � C��IR� 
 �
���� 	 C��IR� 
 #
����
durch ����� gegeben ist� Sei u eine solche� Wir setzen f�ur jedes x � IR�

vx�r� t� � rM�r�u� � � t��x�
und zeigen� da� vx der eindimensionalen Wellengleichung in t und r
gen�ugt� In �b� haben wir gezeigt� da�

��

�r�
vx�r� t� � %xvx�r� t� �

Da u die Wellengleichung erf�ullt� gilt

%xvx�r� t� � r�M�r�%u� � � t���x�
� r�M�r�

��u

�t�
� � � t���x�

�
��

�t�
�rM�r�u� � � t���x�

�
��

�t�
vx�r� t� �


�



Zusammen gilt also in der Tat

��

�r�
vx�r� t� �

��

�t�
vx�r� t� �

Schon in der Einleitung haben wir gesehen� da� die eindimensionale Wellen�
gleichung die allgemeine L�osung

vx�r� t� � 	x�r � t� � �x�r � t�

mit Funktionen 	x� �x � C��IR� hat� Wegen vx�
� t� � 
 gilt sogar

vx�r� t� � 	x�r � t�� 	x�t� r� �

Di�erentiation nach r und t ergibt

�

�r
vx�r� t� � 	�x�r � t� � 	�x�t� r�

�

�t
vx�r� t� � 	�x�r � t�� 	�x�t� r�

und durch Addition dieser beiden Gleichungen folgt

�	�x�r � t� �

�
�

�r
�

�

�t

�
vx�r� t� �

Setzen wir nun r � 
� so entsteht

�	�x�t� � �M�
�u� � � t���x� � u�x� t� �

und f�ur t � 
 erhalten wir

�	�x�r� �
�

�r
�rM�r�u� � � 
�� � �rM�r�

�u

�t
� � � 
���x�

�
�

�r
�rM�r�f��x� � �rM�r�g��x� �

Vergleich dieser beiden Formeln f�ur �	�x zeigt� da� u ����� erf�ullen mu��

�







Das entsprechende Resultat f�ur IR� lautet

Satz 	��� Sei f � C��IR��� g � C��IR��� Dann hat das Anfangswertpro�
blem �
��
 genau eine L�osung u � C��IR� 
 �
���� 	 C��IR� 
 #
����� und
diese ist durch �
�

 mit dem �zweidimensionalen
 Mittelungsoperator

�M�t�f��x� �
�

��t

Z
jyj�t

f�x� y�q
t� � jyj�

dy

gegeben�

Beweis� Wir benutzen die �Hadamardsche Abstiegsmethode�� Wir l�osen
die dreidimensionale Aufgabe mit Funktionen f � g� welche nicht von x�
abh�angen� F�ur den �dreidimensionalen� Mittelungsoperator M gilt f�ur ein

solches f mit z �
q
�� ��� � ���

�M�t�f��x� �
�

��

Z
S�

f�x� t��d����

�
�

��

Z
�����

�
���

f�x� � t��� x� � t���

vuut� �

�
�z

���

��
�

�
�z

���

��

d��d��

�
�

��

Z
�����

�
���

f�x� � t��� x� � t���q
�� ��� � ���

d��d��

�
�

��t

Z
y���y

�
��t

�

f�x� � y�� x� � y��q
t� � y�� � y��

dy�dy� �

Damit ist gezeigt� da� ����� L�osung der Anfangswertaufgabe f�ur n � � ist�
Jede weitere L�osung w�are auch eine L�osung des Problems f�ur n � � und
m�u�te daher nach Satz ��� mit ����� �ubereinstimmen�

�

Bemerkung� Die Abh�angigkeitsbereiche eines Punktes �x� t� sind also im
zwei� und dreidimensionalen ganz verschieden� In zwei Dimensionen ist es der

�





Vollkreis jy � xj 
 t� in drei Dimensionen die Sph�are jy � xj � t� Dies kann
man leicht beobachten� W�ahrend ein in der dreidimensionalen Atmosph�are
ausgel�oster Schu� keinen Nachhall erzeugt� zieht die von einem ins Wasser
geworfenen Stein auf der zweidimensionalen Ober��ache erzeugte Welle einen
ganzen Wellenzug nach sich�

Wir kommen nun zur inhomogenen Wellengleichung

��u

�t�
� %u� h in IRn 
 �
��� ���	a�

mit eine stetigen Funktion h�x� t�� Es gen�ugt� das Anfangswertproblem

u�x� 
� � 
 �
�u

�t
�x� 
� � 
 � x � IRn ���	b�

zu l�osen� da man die L�osung der inhomogenen Gleichung mit allgemeinen
Anfangswerten durch Addition der L�osung der homogenen Gleichung mit
den allgemeinen Anfangswerten erh�alt�

Wir l�osen ���	� durch das �Duhamelsche Prinzip�� Dabei gehen wir zun�achst
heuristisch vor und veri�zieren anschlie�end die erhaltene Formel�

Sei � � 
� 
 � 
 und

h��� �x� t� �



�
�
h�x� t� � 
 � � 
 t 
 
 �

 � sonst �

Sei u � �����x� t� die L�osung von

��u

�t�
� %u� h��� in IRn 
 �
 � ���� �

u�x� 
 � �� � 
 �
�u

�t
�x� 
 � �� � 
 �

Dann folgt durch Integration der Di�erentialgleichung nach t von 
 � � bis 


�����

�t
�x� 
 �� �����

�t
�x� 
 � �� �

�Z
���

�
%���� �

�

�
h
�
�x� t�dt �

Nehmen wir einmal an� da� %���� f�ur �� 
 beschr�ankt bleibt� so folgt wegen
der Anfangsbedingung f�ur kleine �

�����

�t
�x� 
 � � h�x� 
 � �

�
�



Sei nun 
i � i�� i � �� �� � � �� Dann ist

h � �
X
�i�t

h���i

und daher f�ur die L�osung u von ���	�

u � �
X
�i�t

����i �

Wir vermuten daher

u�x� t� �

tZ
�

�� �x� t�d
 � �����

wo u � �� L�osung von

��u

�t�
� %u in IRn 
 �
��� �

�����

u�x� 
 � � 
 �
�u

�t
�x� 
 � � h�x� 
 � � x � IRn

ist� Nach Satz ����� ist �� f�ur hinreichend glattes h wohlbestimmt� jedenfalls
f�ur n � �� �� ��

Satz 	�� �Duhamel�� Sei h � C��IRn 
 #
����� und sei �� � C��IRn 

�
����	C��IRn
 #
���� eine L�osung von �
��
� Dann ist �
��
 L�osung von
�
��
�

Beweis� Zun�achst ist u�x� 
� � 
� Di�erentiation nach t ergibt

�u

�t
�x� t� � �t�x� t� �

tZ
�

���

�t
�x� t�d


�

tZ
�

���

�t
�x� t�d


�
�



wegen ������ Insbesondere ist also �u
�t
�x� 
� � 
� so da� also die Anfangsbe�

dingungen in ���	� erf�ullt sind� Eine weitere Di�erentiation nach t liefert

��u

�t�
�x� t� �

��t

�t
�x� t� �

tZ
�

����

�t�
�x� t�d


� h�x� t� �

tZ
�

%���x� t�d


� h�x� t� � %u�x� t� �

so da� also u die inhomogene Wellengleichung erf�ullt�

�

Durch Kombination von Satz ��� mit Satz ��� erh�alt man

Satz 	�	 �Kirchho��� Die L�osung der Anfangswertaufgabe

��u

�t�
� %u� h in IR� 
 �
���

u�x� 
� � f�x� �
�u

�t
�x� 
� � g�x� f�ur x � IR�

ist gegeben durch

u�x� t� �
�

��

Z
jx�yj�t

g�y�

jx� yjd��y� �
�

��

�

�t

Z
jx�yj�t

f�y�

jx� yjd��y�

�
�

��

Z
jx�yj�t

h�y� t� jy � xj�
jx� yj dy �

Beweis� Nach den S�atzen ���� ��� ist mit dem �dreidimensionalen� Mitte�
lungsoperator

u�x� t� � �tM�t�g��x� �
�

�t
�tM�t�f��x� �

tZ
�

�t� 
 ��M�t� 
 �h��� 
 ���x�d


�
�



�
�

��

Z
S�

tg�x� t��d���� �
�

��

�

�t

Z
S�

tf�x� t��d����

�
�

��

tZ
�

�t� 
 �
Z
S�

h�x� �t� 
 ��� 
 �d����d


�
�

��

Z
tS�

g�x� y�
d��y�

t
�

�

��

�

�t

Z
tS�

f�x� y�
d��y�

t

�
�

��

tZ
�

r
Z
S�

h�x� r�� t� r�d����dr

�
�

��

Z
jx�yj�t

g�y�
d��y�

jx� yj �
�

��

�

�t

Z
jx�yj�t

f�y�
d��y�

jx� yj

�
�

��

Z
jyj�t

h�x� y� t� jyj�dyjyj �

�

Der Vollst�andigkeit geben wir noch die Kirchho��sche Formel f�ur n � �

u�x� t� �
�

�
�f�x� t� � f�x� t�� �

�

�

x�tZ
x�t

g�y�dy

�
�

�

tZ
�

x�t��Z
x��t���

h�y� 
 �dyd


und n � �

u�x� t� �
�

��

Z
jyj�t

g�x� y�q
t� � jyj�

dy �
�

��

�

�t

Z
jyj�t

f�x� y�q
t� � jyj�

dy

�
�

��

Z
jyj�t

jyjZ
�

h�x� y� 
 �q
�t� 
 �� � jyj�

d
dy �

�
�



Bemerkungen�
�
 Integriert wird in allen F�allen �uber die charakteristischen Mannigfaltig�
keiten bzw� den von diesen eingeschlossenen Bereich�

�
 Vergleichen wir f�ur n � � unser Resultat mit der L�osungsformel aus
Satz ��� f�ur die Potentialgleichung �%u � h� also

u�x� �
�

��

Z
h�y�

jx� yjdy �

Im station�aren �zeitunabh�angigen� Fall geht die Kirchho��sche Formel in
diese �uber� Man nennt daher h�y� t� jx� yj� das retardierte Potential�

�
�



��	 Anfangs
Randwertprobleme hyperbolischer

Gleichungen

Wie bei hyperbolischen Systemen erster Ordnung �vgl� II���� so kann man
auch f�ur hyperbolische Gleichungen zweiter Ordnung Anfangs�Randwertpro�
bleme betrachten� wobei die Art der vorzugebenden Anfangs� oder Randwer�
te von dem Verlauf der �Bi�� Charakteristiken abh�angt� Wir k�onnten dies
durch R�uckf�uhrung der Gleichung zweiter Ordnung auf ein System erster
Ordnung tun� Eine direkte Behandlung der Gleichung zweiter Ordnung ist
aber einfacher�

Wir betrachten zun�achst die inhomogene Wellengleichung

��u

�x�
� ��u

�y�
� h a � x � b � y � 


mit den Anfangswerten

u�x� 
� � f�x� �
�u

�y
�x� 
� � g�x� � a � x � b

und den Randwerten

u�a� y� � 
 � u�b� y� � 
 � y � 
 �

Wir unterteilen das Gebiet a � x � b� y � 
 in Gebiete der Art I� II� III
nach Abb� ���� Zun�achst ist u in dem Ein�u�bereich I des Anfangsintervalls
�a� b� bestimmt als L�osung der Cauchyschen Anfangswertaufgabe� etwa durch
die eindimensionale Version der Kirchho�schen Formel �Satz ����� Damit
ist u bekannt auf den senkrechten �also nichtcharakteristischen� Randteilen
der Gebiete II und auf deren unteren �charakteristischen� Randteilen� Wir
werden sehen� da� dadurch u in den Gebieten II bestimmt ist �gemischtes
Problem�� Damit ist u auf den unteren �charakteristischen� Randteilen von
III bekannt� Wir wollen sehen� da� u dadurch im Gebiet III bestimmt ist
�charakteristische Anfangswertaufgabe��

Zur L�osung der Probleme I� II� III rotieren wir das Koordinatensystem
um ��� durch die Transformation

x� � �x� y � y� � x� y �

�
	



x

y

II II

I

III

a b
u � f� �u

�y
� g

Abbildung ���� Gebietsaufteilung bei der Cauchyschen Anfangswertaufgabe
der Wellengleichung�

Dann geht die Di�erentialgleichung in neuen Bezeichnungen bis auf den kon�
stanten Faktor ��

�
in

��u

�x�y
� h

�uber� Die Charakteristiken sind jetzt nat�urlich die Parallelen zu den Koor�
dinatenachsen� �Zur Kontrolle� Die Kurve 	 � 
 ist charakteristisch� wenn
Q���

�x
� ��

�y
� � ���

�x
��
�y

� 
 ist�� Nach weiterer Transformation x�� � c�x
� � d��

y�� � c�y
� � d�� die es uns erlauben� in #
� �$ 
 #
� �$ zu arbeiten� lauten die

Aufgaben I� II� III nun wie folgt�

I� u ist in demDreieck 
 
 x 
 �� 
 
 y 
 �� x�y � � zu bestimmen aus
seinenWerten und den Werten der ersten Ableitungen entlang x�y � �
�Cauchysche Anfangswertaufgabe��

II� u ist in dem Dreieck 
 
 x 
 �� 
 
 y 
 �� x � y zu bestimmen aus
seinen Werten entlang x � y und y � 
 �gemischte Anfangswertaufga�
be��

�
�
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Abbildung ���� Teilgebiete nach der Transformation�

III� u ist in dem Dreieck 
 
 x 
 �� 
 
 y 
 �� x � y 
 � zu bestim�
men aus seinen Werten entlang x � 
 und y � 
 �charakteristische
Anfangswertaufgabe��

Die Aufgaben I� II� III sind in Abb� ��� graphisch dargestellt� Auf den durch�
gezogenen Linien ist u vorgegeben� der Pfeil deutet an� da� auch eine aus der
Linie herausf�uhrende Ableitung vorgegeben ist� Auf den gestrichelten Linien
ist u unbekannt�

I� Wir integrieren die Di�erentialgleichung vertikal zwischen den Punkten
�x� �� x�� �x� ��

�u

�x
�x� �� �

�u

�x
�x� �� x� �

�Z
��x

h�x� y�dy

und anschlie�end horizontal zwischen den Punkten �� � �� ��� �
� ��

u�
� �� � u��� �� �� �

�Z
���

�u

�x
�x� �� x�dx�

�Z
���

�Z
��x

h�x� y�dydx �

Da u samt seiner Ableitungen �� Ordnung entlang x�y � � bekannt ist� ist u

�
�



dadurch im ganzen Gebiet I bekannt� Dies ist nat�urlich nichts anderes als die
eindimensionale Kirchho�sche Formel in dem rotierten Koordinatensystem�

II� Wir integrieren die Di�erentialgleichung vertikal zwischen den Punkten
�x� 
� und �x� ��

�u

�x
�x� �� �

�u

�x
�x� 
� �

�Z
�

h�x� y�dy

und anschlie�end horizontal zwischen den Punkten ��� �� und �
� ��

u�
� �� � u��� �� �

�Z
�

�u

�x
�x� 
�dx�

�Z
�

�Z
�

h�x� y�dydx �

Auf x � y ist u bekannt� Ebenso ist u auch auf y � 
 bekannt und damit
auch �u��x� Also ist u im ganzen Bereich II bekannt�

III� Wir integrieren die Di�erentialgleichung vertikal zwischen den Punk�
ten �x� 
� und �x� ��

�u

�x
�x� �� �

�u

�x
�x� 
� �

�Z
�

h�x� y�dy

und anschlie�end horizontal von �
� �� bis �
� ���

u�
� �� � u�
� �� �

�Z
�

�u

�x
�x� 
�dx�

�Z
�

�Z
�

h�x� y�dydx

Auf x � 
 ist u bekannt� Auf y � 
 ist u und damit auch �u��x bekannt�
Also ist u im ganzen Gebiet III bekannt�

Durch das Zusammensetzen der L�osung entlang der Charakteristiken ent�
steht nat�urlich im allgemeinen keine C��Funktion� Wir sehen� da� sich Un�
stetigkeiten wieder entlang der Charakteristiken ausbreiten�

Die gleichen Verh�altnisse hat man f�ur Di�erentialgleichungen der Form

��u

�x�y
� h

�
x� y� u�

�u

�x
�
�u

�y

�

�





oder
��u

�x�
� ��u

�y�
� h

�
x� y� u�

�u

�x
�
�u

�y

�
�

Man hat dazu nur die Volterraschen Integralgleichungen zu l�osen� die man
durch die obige Methode erh�alt� im Falle I also z�B�

u�
� �� � u����� ���

�Z
���

�u

�x
�x� ��x�dx�

�Z
���

�Z
��x

h

�
x� y� u�

�u

�x
�
�u

�y

�
dxdy �

Dies geht ganz analog zu III���

Wir wollen nun noch f�ur die Cauchysche Anfangswertaufgabe f�ur Glei�
chungen der Form

Lu �
��u

�x�y
� a

�u

�x
� b

�u

�y
� cu � h

eine Darstellung der L�osung durch die Riemannsche Funktion angeben� Diese
entspricht der Greenschen Funktion bei elliptischen Gleichungen� Zun�achst
f�uhren wir den adjungierten Di�erentialoperator

L�u �
��u

�x�y
� �

�x
�au�� �

�y
�bu� � cu

ein� F�ur diesen gilt

vLu� uL�v � v
��u

�x�y
� u

��v

�x�y
� v

�
a
�u

�x
� b

�u

�y

�
� u

�
�

�x
�av� �

�

�y
�bv�

�

�
�

�y

�
v
�u

�x
� buv

�
� �

�x

�
u
�v

�y
� auv

�
�

Ist also G ein Normalgebiet in IR� und u� v � C��G�� so gilt nach dem
Gau�schen IntegralsatzZ

G

�vLu� uL�v�dxdy �
Z
�G


�
v
�u

�x
� buv

�
�y �

�
u
�v

�y
� auv

�
�x

�
d�

mit der �au�eren Normalen � � ��x� �y�� Nun istZ
�G

�pdx� qdy� �
Z
�G

�p
x � q
y�d�

��




G

ν
τ

Abbildung ���� Tangential� und Normaleneinheitsvektor�

mit dem Tangentialeinheitsvektor 
 � Bei mathematisch positiver Orientie�
rung �d�h� entgegen dem Uhrzeigersinn� von �G gilt �y � �
x� �x � 
y
Also haben wir Z

�G

�pdx� qdy� �
Z
�G

��p�y � q�x�d� �

insbesondere alsoZ
G

�vLu� uL�v�dxdy � �
Z
�G


�
v
�u

�x
� buv

�
dx�

�
u
�v

�y
� auv

�
dy �

�

Wir betrachten nun eine nichtcharakteristische Anfangskurve �� d�h� eine
Kurve ohne horizontale und vertikale Tangenten �Abb� ���� und den
Ein�u�bereich G von �� u � C��G� sei eine L�osung der Cauchyschen An�
fangswertaufgabe f�ur Lu � h� und v � C��G� sei zun�achst beliebig� Dann
ist

�
Z
G

�vh� uL�v�dxdy �
Z
�G
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�
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� bu

�
dx� u

�
�v

�y
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�
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�
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Z
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dx� u

�
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�
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�

�
Z
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u

�
�v

�y
� av

�
dy �

Z
PA

v

�
�u

�x
� bu

�
dx �

���
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Abbildung ���� Der Ein�u�bereich G einer Anfangskurve ��

Im letzten Integral integrieren wir partiell und erhalten

Z
PA

v

�
�u

�x
� bu

�
dx � �

�Z
�

v

�
�u

�x
� bu

�
�x� ��dx

� ��vu��
� �� � �vu���� �� �

�Z
�

u

�
�v

�x
� bv

�
�x� ��dx

� ��vu��P � � �vu��A� �
Z
AP

u

�
�v

�x
� bv

�
dx �

Benutzen wir dies� so wird aus der vorhergehenden Formel

�vu��P � �
Z
G

�vh� uL�v�dxdy �
Z
AB
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�
dx� u
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Z
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�
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Z
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Um den Wert von u in P zu erhalten� w�ahlen wir nun v so� da�

�� v�P � � �

�� L�v � 
 in G

�� �v
�x
� bv � 
 entlang AP �

�v
�y
� av � 
 entlang BP �

Dann ist

u�P � �
Z
G

vhdxdy �
Z
AB



v

�
�u

�x
� bu

�
dx� u

�
�v

�y
� au

�
dy

�

��vu��A� �

und die Gr�o�en auf der rechten Seite sind alle bekannt�

Die Funktion v hei�t Riemannsche Funktion� Sie l�ost die charakteristische
Anfangswertaufgabe f�ur L�v � 
� Wir schreiben

v�x� y� � R�x� y� 
� �� �

Die Bedingungen �� und �� k�onnen zusammengefa�t werden zu

��� v�x� �� � e

xR
�

b�x����dx�

� v�
� y� � e

yR
�

a���y��dy�

�

Als L�osung der charakteristischenAnfangswertaufgabe ��� ��� ist sie eindeutig
bestimmt�

BEISPIELE�

�
 Lu � ��u��x�y� O�enbar ist R � � die Riemannsche Funktion� und
wir haben

u�P � �
Z
G

hdxdy �
Z
AB

�u

�x
dx� u�A� �

�
 Lu � ��u��x�y � cu c � 
 konstant� Es ist L� � L� F�ur eine L�osung
von L�v � 
 machen wir den Ansatz

v�x� y� � f�z� � z � �
 � x��� � y� �

���



Einsetzen in L�v � 
 ergibt

zf ���z� � f ��z� � cf�z� � 
 �

Durch die Substitution u � �
p
cz�	� wird daraus

d�f

du�
�

�

u

df

du
� f � 
 �

Dies ist eine Besselsche Di�erentialgleichung� Ihre L�osung f mit f�
� � � ist

f�u� �
�X
k��

����k�u����k

�k���
� J��u� �

J� ist die Besselsche Funktion �� Art der Ordnung 
� Wir sehen nun� da�

R�x� y� 
� �� � J��
q
�c�
 � x��� � y��

die Riemannsche Funktion ist�

Das hinter der Riemannschen Funktion stehende Prinzip ist sehr ein�
fach und allgemein� Wir wollen es an dem Beispiel der L�osung des linearen
Gleichungssystems Au � b mit der nichtsingul�aren Matrix A erl�autern� Die
adjungierte Matrix A� erf�ullt �u�Av� � �A�u� v�� Wir l�osen nun

A�vk � ek

mit dem k�ten Einheitsvektor ek� Dann ist

�vk� b� � �vk� Au� � �A�vk� u� � �ek� u�
� uk �

Damit ist uk berechnet�

Wir betrachten nun Anfangs�Randwertaufgaben der Form

��u

�t�
� %u in �
 �
� T �

u�x� 
� � f�x� �
�u

�t
�x� 
� � g�x� � x � � �

u�x� t� � 
 � x � �� �

���



Hier ist � ein Normalgebiet in IRn�

Satz ���� Die Anfangs�Randwertaufgabe hat h�ochstens eine L�osung u �
C���
 #
� T $��

Beweis� Seien u�� u� L�osungen der genannten Art und sei u � u� � u��
Dann ist u eine L�osung der Anfangs�Randwertaufgabe mit f � g � 
�

E�t� �
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�

Z
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�� � jruj�

�
dx �

Dann ist

d
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dx
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dx�
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��
d� �

Der Integrand im ersten Integral ist Null� im zweiten wegen u � 
 auf �
ebenfalls� Also

d

dt
E�t� � 
 �

d�h� E�t� h�angt von t nicht ab� Wegen der Anfangsbedingungen ist aber
E�
� � 
� Also ist E�t� � 
 f�ur 
 
 t 
 T und damit u � 
 in �
 �
� T ��

�

Bemerkung� Der Ausdruck E�t� im Beweis zu Satz ���� ist die Energie
des Systems zur Zeit t� Diese ist also konstant� Die �Energiemethode�werden
wir noch �ofter f�ur Eindeutigkeitsbeweise verwenden�

���



��� Das Anfangswertproblem f�ur die

W�armeleitungsgleichung

Die W�armeleitungsgleichung im IRn lautet

�u

�t
� %u �

Sie ist parabolisch� und ihre charakteristischen Mannigfaltigkeiten sind die
Ebenen t � konstant� Das charakteristische Anfangswertproblem lautet

�u

�t
� %u in IRn 
 �
���

u�x� 
� � f�x� � x � IRn �

Wir l�osen es mit Hilfe der Grundl�osung

�n�x� t� �
e�jxj

�	�t

���t�n	�
�

Man rechnet leicht nach� da� �n f�ur t � 
 die W�armeleitungsgleichung l�ost�

Satz ���� Sei f � C�IRn�� und es gelte mit Konstanten A� M � 


jf�x�j 
MeAjxj
�

�

Dann ist f�ur T � �
�A

u�x� t� �
Z
IRn

�n�x� y� t�f�y�dy

eine L�osung u � C��IRn
 �
� T ��	C�IRn
 #
� T $� des Anfangswertproblems�
und es gibt von x unabh�angige Konstanten A��t�� M��t�

ju�x� t�j 
M��t�e
A��t�jxj� �

Beweis� F�ur 
 � t � T kann man u�x� t� beliebig h�au�g unter dem Inte�
gralzeichen di�erenzieren� so da� u � C��IRn
�
� T �� die W�armeleitungsglei�
chung erf�ullt� Es ist noch zu zeigen� da� u�x� t�� f�x�� falls �x� t�� �x�� 
��

��	



Es ist

u�x� t� �
Z
IRn

�n�x� y�f�x��dy �
Z
IRn

�n�x� y��f�y�� f�x���dy �

Mit Hilfe der Substitution y� � �x� y��
p
�t erhalten wir

Z
IRn

�n�x� y�dy �
�

���t�n	�

Z
IRn

e�jx�yj
�	�tdy

�
�

�n	�

Z
IRn

e�jy
�j�dy� � � �

Also ist das erste Integral f�x��� Im zweiten Integral f�uhrt die gleiche Sub�
stitution zu

u�x� t� � f�x�� �
�

�n	�

Z
IRn

e�jy
�j� �f�x�p

�ty��� f�x��
�
dy� �

Der Integrand geht f�ur �x� t� � �x�� 
� punktweise gegen 
 und l�a�t sich
absch�atzen durch

e�jy
�j�M

�
eAjx�

p
�ty�j� � eAjx�j

�
�
�

Dies bleibt bei dem Grenz�ubergang f�ur T � �
�A

unter einer integrierbaren
Funktion� Also kann der Grenz�ubergang unter dem Integral ausgef�uhrt wer�
den und liefert den Wert 
�

Die angegebene Absch�atzung folgt aus folgendem

Lemma� Seien jfi�x�j 
 Mie
Aijxj�� i � �� � � mit Mi � 
� A� � A� � 
�

Dann gilt mit einer Konstanten M und A � A�A���A� �A���������
Z
IRn

f��y�f��x� y�dy

������� 
M eAjxj
�

�

Denn es ist

���



�������
Z
IRn

f��y�f��x� y�dy

������� 
M�M�

Z
IRn

eA�jyj��A�jx�yj�dy

�M�M� e
Ajxj�

Z
IRn

e
�A��A��jy� A�

A��A�
xj�
dy

�M�M� e
Ajxj�

Z
IRn

e�A��A��jzj�dz �

Dies ist die Behauptung mit

M � M�M�

Z
IRn

e�A��A��jzj�dz �

�

Satz ��� �Maximumprinzip�� Sei G � IRn ein beschr�anktes Gebiet und
u � C��G
 �
� T ��	C�G
 #
� T $� eine L�osung der W�armeleitungsgleichung
in G
 �
� T �� Dann nimmt u sein Maximum und sein Minimum auf ��G

#
� T $� � �G
 f
g� an�

Bemerkung� Diese Menge �G
#
� T $��G

� hei�t �parabolischer Rand�
von G 
 �
� T ��

Beweis� Sei � � 
 und v� � u� �t� v� nimmt sein Maximum in G
 #
� T $
in einem Punkt �x�� t�� an� Wir zeigen� da� �x�� t�� auf dem parabolischen
Rand von G
 �
� T � liegt�

W�are dies nicht der Fall� so w�are x� � G und 
 � t� 
 T � Insbesondere h�atte
v��x� t�� in x� ein lokales Maximum� Damit w�are notwendig

��v�
�x�i

�x�� t�� 
 
 � i � �� � � � � n �

���



Dann w�are

�v�
�t

�x�� t�� �
�u

�t
�x�� t��� � � %u�x�� t��� � � %v��x�� t��� �


 �� �

und es g�abe ein � � 
� so da�

�v�
�t

�x�� t� 
 ��

�
f�ur t� � � 
 t 
 t� �

Dies ist ein Widerspruch dazu� da� v� in �x�� t�� sein Maximum annimmt�

W�urde nun u sein Maximum nicht auf dem parabolischen Rand von G

�
� T � annehmen� so w�are das f�ur hinreichend kleine � auch f�ur v� der Fall�
Da dies nicht sein kann� mu� u sein Maximum auf dem parabolischen Rand
annehmen�

�

Satz ��� �Eindeutigkeit�� Das Anfangswertproblem der W�armeleitungs�
gleichung ist in der Klasse der Funktionen u � C��IRn 
 �
� T �� 	 C�IRn 

#
� T $�� welche einer Absch�atzung der Form

ju�x� t�j 
M eAjxj
�
� x � IRn � t � #
� T $

mit A� M � 
 gen�ugen� eindeutig l�osbar�

Beweis� Seien u��u� zwei L�osungen der genannten Art� und sei u � u��u��
Dann ist

u�x� 
� � 
 � ju�x� t�j 
 �MeAjxj
�
� x � IRn � t � #
� T $ �

Seien nun � � 
 und b � 
 beliebig� und sei a so gro�� da�

a � b � �Me�Aa
�
� � �

��




Sei weiter f�ur t � ����A�

v�x� t� �
�

�� � �At�n	�
e�Ajxj

�	����At� �

v ist wie �n eine L�osung der W�armeleitungsgleichung� Weiter ist wegen
u�x� 
� � 


v�x� 
� � � e�Ajxj
�
� u�x� 
� �

und f�ur jxj � a� t � Min�����A�� T �

v�x� t� � � e�Ajxj
�
� �M eAa

� � u�x� t� �

Die Funktion v � u ist eine L�osung der W�armeleitungsgleichung und nimmt
also ihr Maximum auf dem parabolischen Rand des o�enen Zylinders jxj � a�

 � t � Min�����A�� T � an� Die beiden letzten Ungleichungen zeigen� da�
dort v � u � 
 ist� Also gilt im ganzen Zylinder v � u � 
 oder u 
 v�
und entsprechend zeigt man �u 
 v� Also ist juj 
 v in dem Zylinder�
Insbesondere ist also f�ur jxj 
 b� 
 
 t � Min�����	A�� T �

ju�x� t�j 
 v�x� t� 
 ��n	�e�Ab
�
�

Da � beliebig war� mu� u�x� t� � 
 sein f�ur 
 
 t � Min�����	A�� T � und
jxj 
 b� Da auch b beliebig war� gilt dies sogar f�ur alle x� Wiederholung der
Schlu�weise ergibt u�x� t� � 
 in #
� T $�

�

Die im Satz genannte Absch�atzung kann nicht weggelassen werden� Dies
zeigt folgendes Beispiel einer Funktion u � C��IR
 �
���� 	C�IR
 #
�����
welche die W�armeleitungsgleichung erf�ullt und entlang t � 
 verschwindet�

u�x� t� �
�X
n��

f �n��t�
x�n

��n��
� f�t� �



e��	t

�
� t � 
 �


 � t � 
 �

Unterstellen wir einmal hinreichend gute Konvergenz der Reihe� so best�atigt
man durch gliedweise Di�erentiation sofort ut � uxx� und nat�urlich ist
u�x� 
� � 
� u l�a�t aber keine Absch�atzung wie im Satz genannt zu� F�ur
Einzelheiten vergleiche man

��




Widder� D�V�� The heat equation� Academic Press �
�
�
Chapt� V�	�

Man k�onnte auf die Idee kommen� als Gegenbeispiel die Funktion

u�x� t� �
�

�x
���x� t� � � x

�t
p
��t

e�x
�	�t

zu nehmen� Es gilt ja o�ensichtlich f�ur jedes feste x

lim
t��

u�x� t� � 
 �

Dies reicht aber nicht aus� um u � C�IR� 
 #
���� zu zeigen� In der Tat ist
u bei �
� 
� nicht beschr�ankt�

u�x� x���� f�ur x� 
 �

Zur L�osung der inhomogenen Anfangswertaufgabe

�u
�t

� %u� h

u�x� 
� � 


mit einer Funktion h von x und t benutzen wir wieder das Duhamel�sche
Prinzip� Wir de�nieren �� als L�osung der Anfangswertaufgabe

���

�t
� %�� in IRn 
 �
� T �

���x� 
 � � h�x� 
 � in IRn

und setzen

u�x� t� �

tZ
�

���x� t�d


Satz ���� Sei h � C�IRn 
 #
� T $� und

jh�x� t�j 
MeAjxj
�

f�ur geeignete Konstanten M � A� Dann ist u � C��IRn
�
� T ��	C�IRn
#
� T $�
eine L�osung der inhomogenen Anfangswertaufgabe�

Beweis� Analog zu Satz ����

���



��� Rand
Anfangswertprobleme parabolischer

Di�erentialgleichungen

Wir betrachten die Rand�Anfangswertaufgabe

�u
�t

� ��u
�x�

in �
���
 �
���

u�x� 
� � 
 � x � 
 � u�
� t� � f�t� � t � 
 �
�����

Zur Kompatibilit�at in �
� 
� verlangen wir f�
� � 
� Dies ist also eine ge�
mischte �charakterisch�nichtcharakteristische� Aufgabe�

Wir werden sehen� da� sich ����� auf die Abel�sche Integralgleichung

�

����

tZ
�

�t� s����	�s�ds � f�t� �����

zur�uckf�uhren l�a�t� Hier ist 
 � � � ��

Satz ���� Sei f � C�#
��� und f�
� � 
� Dann hat ����
 in C#
��� die
eindeutig bestimmte L�osung

	�s� �
�

���� ��

d

ds

sZ
�

f�t�

�s� t��
dt �����

Beweis� Zun�achst zeigen wir Eindeutigkeit�

Sei 	 � C#
��� eine L�osung von ������ Wir multiplizieren ����� mit �x� t���

und integrieren �uber t von 
 bis x� Es entsteht

�

����

xZ
�

tZ
�

	�s�

�x� t���t� s����
dsdt �

xZ
�

f�x�

�x� t��
dt �

Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

�

����

xZ
�

	�s�

xZ
s

dt

�x� t���t� s����
ds �

xZ
�

f�t�

�x� t��
dt �

���



Im inneren Integral f�uhren wir die Substitution t � �� � t��s � t�x durch�
Dann wird

xZ
s

dt

�x� t���t� s����
�

�Z
�

dt

��� t���t����

� B��� ���� �
��� � ������

����
�

B ist die Beta�Funktion� Also haben wir

��� � ��

xZ
�

	�s�ds �
Z x

�

f�t�

�x� t��
dt

und damit

	�x� �
�

���� ��

d

dx

xZ
�

f�t�

�x� t��
dt �

Das letzte Integral ist wegen f � C�#
��� und f�
� � 
 stetig� Wenn ����� al�
so eine stetige L�osung hat� dann ist es ������ Durch Umkehrung der einzelnen
Schritte sieht man� da� ����� auch tats�achlich L�osung von ����� ist�

�

Satz ���� Sei f � C�#
��� und f�
� � 
� Dann besitzt ���	
 die L�osung

u�x� t� �
�p
�

tZ
�

e�x
�	��t�s�

p
t� s

	�s�ds �

	�s� �
�p
�

d

ds

sZ
�

f�t�p
s� t

dt �

Beweis� Es ist f�ur x � 
 nach Satz ���

u�
� t� �
�p
�

tZ
�

	�s�p
t� s

ds � f�t�

und nat�urlich u�x� 
� � 
� Die Di�erentialgleichung f�ur x� t � 
 rechnet man
unmittelbar nach�

���



��
 Eigenwertprobleme

Sei � ein Normalgebiet� Wir suchen L�osungen von

�%u � �u in � �
�
���

u � 
 auf �� �

Es wird sich zeigen� da� dieses Problem nur f�ur diskrete Werte � � �k nicht�
triviale L�osungen uk hat� Wir nennen �k Eigenwerte und uk Eigenfunktionen�
Wir ben�otigen einige funktionalanalytische Hilfsmittel�

Sei V �reeller� Hilbertraum und A � V � V linear und beschr�ankt� also

kAk � Sup
kfk � �

kAfk �� �

A hei�t selbstadjungiert� falls

�Af� g� � �f�Ag� � f� g � V �

A hei�t vollstetig �oder kompakt�� falls A jede beschr�ankte Menge in eine
relativ kompakte Menge abbildet�

BEISPIELE�
�
 Sei V � IRn mit dem �ublichen inneren Produkt� und sei A eine �n� n��
Matrix� Dann ist A linear und beschr�ankt mit

kAk � ���A�A���	� � � Spektralradius �

Da jede beschr�ankte Menge in IRn relativ kompakt ist� ist A vollstetig� Selbst�
adjungiertheit bedeutet Symmetrie�

�
 Sei V � L����� wobei � � IRn me�bar und beschr�ankt ist� Sei K �
L���
 �� und

�Af��x� �
Z
	

K�x� y�f�y�dy � x � � �

���



A hei�t Integraloperator mit Kern K� Es ist nach Cauchy�Schwarz

j�Af��x�j� 

Z
	

K��x� y�dy
Z
	

f��y�dy �

Z
	

j�Af��x�j�dx 

Z
	

Z
	

K��x� y�dydx
Z
	

f��y�dy �

Also ist A beschr�ankt� und es ist

kAk 

	

 Z

	

Z
	

K��x� y�dydx

�
A
�	�

�

Im folgenden setzen wir alle Funktionen au�erhalb � gleich Null� Dann gilt

j�Af��x� h�� �Af��x�j� 

	

 Z

	

jK�x� h� y��K�x� y�j jf�y�jdy
�
A�



Z
	

jK�x� h� y��K�x� y�j�dy
Z
	

jf�y�j�dy �
Z
	

j�Af��x� h�� �Af��x�j�dx 

Z
	

Z
	

jK�x� h� y��K�x� y�j�dxdy
Z
	

jf��y�jdy�

L��Funktionen sind im Mittel stetig� d�h� zu jedem � � 
 gibt es ein � � 

mit Z

	

Z
	

jK�x� h� y��K�x� y�j�dydx 
 �� f�ur jhj 
 � �

Also giltZ
	

j�Af��x� h�� �Af��x�j�dx 
 ��
Z
	

f��y�dy f�ur jhj 
 � �

Eine Menge M � L���� ist genau dann relativ kompakt� wenn

�� M beschr�ankt ist�

�� M im Mittel gleichgradig stetig ist� d�h� f�ur � � 
 gibt es � � 
 mitZ
	

jf�x� h�� f�x�j�dx 
 ��

f�ur alle f �M und jhj 
 ��

���



Danach ist die Menge M � AB f�ur eine beschr�ankte Menge B � L����
relativ kompakt� mithin A vollstetig�

Zur Untersuchung der Selbstadjungiertheit bilden wir

�Af� g� �
Z
	

Z
	

K�x� y�f�y�dyg�x�dx

�
Z
	

f�y�
Z
	

K�x� y�g�x�dxdy

�
Z
	

f�y��A�g��y�dy � �f�A�g�

�A�f��x� �
Z
	

K�y� x�f�y�dy �

A� ist der zu A adjungierte Operator� Er hat die gleichen Eigenschaften wie
A� A ist also genau dann selbstadjungiert� wenn K symmetrisch ist� d�h�
K�x� y� � K�y� x��

Satz ���� Sei A ein beschr�ankter selbstadjungierter Operator� Dann ist

kAk � rA � rA � Sup
kfk � �

j�Af� f�j �

Beweis� Wir zeigen zun�achst

kAk � dA � dA � Sup
kfk � kgk � �

j�Af� g�j �

Es ist f�ur kfk � kgk � �

j�Af� g�j 
 kAfkkgk 
 kAkkfkkgk � kAk �
also dA 
 kAk� Sei nun �fn� eine Folge mit kfnk � � und kAfnk � kAk� und
sei gn � Afn�kAfnk� Dies ist f�ur A �� 
 m�oglich� und f�ur A � 
 ist nichts zu
beweisen� Dann ist

j�Afn� gn�j � �

kAfnkj�Afn� Afn�j � kAfnk � kAk �

��	



also dA � kAk�
Wir haben kAk � rA zu zeigen mit

rA � Sup
kfk � �

j�Af� f�j � Sup
f �� 


j�Af� f�j
�f� f�

�

Wie oben sieht man rA 
 kAk� Wegen der Selbstadjungiertheit ist

��Af� g� � �A�f � g�� f � g�� �A�f � g�� f � g�

und daher

�j�Af� g�j 
 j�A�f � g�� f � g�j� j�A�f � g�� f � g�j

 rAf�f � g� f � g� � �f � g� f � g�g
� �rAf�f� f� � �g� g�g �

F�ur kfk � kgk � � ist also j�Af� g�j 
 rA und damit nach dem ersten Teil
des Beweises kAk 
 rA�

�

Satz ���� Sei A vollstetig und selbstadjungiert� Dann ist rA oder �rA
Eigenwert zu A�

Beweis� Sei �fn� eine Folge mit kfnk � � und j�Afn� fn�j � rA� Dann gibt
es eine Teilfolge� die wir wieder mit �fn� bezeichnen� so da�

�Afn� fn�� �� � j��j � rA �

F�ur diese Folge gilt

kAfn � ��fnk� � �Afn� Afn�� ����Afn� fn� � ���
�
���


 kAk� � ����Afn� fn� � ���

���



und dies konvergiert wegen kAk� � ��� gegen Null� Also

Afn � ��fn � 
 � n�� �

Da �fn� beschr�ankt ist� ist �Afn� relativ kompakt� Wir k�onnen also eine
Teilfolge von �fn� w�ahlen� die wir wieder mit �fn� bezeichnen� so da� �Afn�
konvergiert� Dann konvergiert auch �fn�� jedenfalls f�ur �� �� 
� und f�ur �� � 

ist nichts zu beweisen� F�ur f � lim

n
fn gilt

Af � ��f � 
 � kfk � � �

d�h� f ist Eigenelement zum Eigenwert ���

�

Satz ���� A sei vollstetig und selbstadjungiert� Dann gilt�

�a
 Es gibt eine Folge ��n� von Eigenwerten mit j��j � j��j � � � � � 
� Ist
diese unendlich� so konvergiert sie gegen 
�

�b
 Jeder Eigenwert �n hat endliche Vielfachheit� Eigenelemente zu ver�
schiedenen Eigenwerten sind orthogonal�

�c
 Jedes Element Af ist Linearkombination der Eigenelemente un�

Beweis� Ist A � 
� so ist nichts zu beweisen� F�ur A �� 
 konstruieren
wir �� und das zugeh�orige Eigenelement u� wie in Satz 
��� Dann setzen wir
V� � ff � V � �f� u�� � 
g� V� ist wie V ein Hilbertraum� A bildet V� in sich
ab� Denn ist f � V�� so ist

�Af� u�� � �f�Au�� � ���f� u�� � 
 �

also auch Af � V�� Also ist die Restriktion A� von A auf V� ein vollstetiger
selbstadjungierter Operator�

Ist A� �� 
� so �nden wir nach Satz 
�� wieder einen Eigenwert �� �� 

mit j��j 
 j��j und ein dazugeh�origes Eigenelement u� � V�� In dieser Weise
fahren wir fort� konstruieren also eine Folge von Hilbertr�aumen Vn�� � ff �

���



Vn � �f� un� � 
g� eine Folge von sich evtl� wiederholenden Eigenwerten �n
und Eigenelemente un� die paarweise orthogonal sind�

Bricht diese Folge einmal mit An � 
 ab� so sind wir fertig� In diesem Fall
hat A die Eigenwerte ��� � � � � �n�� und den Eigenwert 
� diesen eventuell mit
unendlicher Vielfachheit�

Bricht die Folge nicht ab� so mu� �n � 
 gelten� Die Folge �un� ist n�amlich
beschr�ankt� Wegen der Vollstetigkeit von Amu� sich also aus �Aun� eine kon�
vergente Teilfolge ausw�ahlen lassen� Nun ist aber wegen der Orthogonalit�at
von Aun� Aum f�ur n �� m

kAun �Aumk� � kAunk� � kAumk� � ��n � ��m �

W�urden die �n nicht gegen Null konvergieren� so w�are mit einem � � 


kAun �Aumk� � �� �

und �Aun� k�onnte keine konvergente Teilfolge enthalten�

Wegen �n � 
 kann jedes �n nur endlich oft in ��n� auftreten� d�h� jedes
�n ist von endlicher Vielfachheit�

Sei nun f � V und fn � f � n��P
k��

�f� uk�uk� Dann ist fn � Vn� und nach

Satz 
��

kAfnk � kAnfnk 
 kAnkkfnk � rAnkfnk � j�njkfnk �
Also gilt kAfnk � 
� d�h�

Af �
�X
k��

�f� uk��kuk �

�

Bemerkungen�
�
 Es gibt keine weiteren von Null verschiedenen Eigenwerte� Ist n�amlich
� ein solcher� d�h� Au � �u mit kuk � �� so ist

Au �
�X
k��

�u� uk��kuk �

��




Nun sind aber Eigenelemente zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal� d�h�
�u� uk� � 
 f�ur alle k� Also Au � 
 und damit � � 
�

�
 Ist A positiv de�nit� d�h� �Af� f� � 
 f�ur alle f �� 
� so sind alle
Eigenwerte positiv� Die Eigenelemente bilden dann ein vollst�andiges Ortho�
normalsystem in V �

Wir wollen die entwickelte Theorie auf das Eigenwertproblem �
��� an�
wenden� Sei G die Greensche Funktion zu �� und sei

�Af��x� �
Z
	

G�x� y�f�y�dy �

F�ur f � C���� ist dann u � Af L�osung von �%u � f in �� u � 
 auf ���
Ist also u � C���� L�osung von �
��� mit � �� 
� so ist mit � � ���

Au � �u � �
���

Ist umgekehrt u � L���� L�osung von �
��� mit � �� 
� so ist zun�achst einmal
u � C���� damit nach Satz ��� sogar u � C����� und weiter mit Satz ���
u � C���� 	 C��� L�osung von �
����

Satz ���� A ist f�ur n � �� � vollstetig� selbstadjungiert und positiv de�nit�

Beweis� Sei K Kugel um 
� welche � enth�alt� und sei GK die Greensche
Funktion zu K� Dann ist f�ur x� y � �


 
 G�x� y� 
 GK�x� y� �

wie man dem Maximumprinzip entnimmt� Dem expliziten Ausdruck f�ur GK

aus III�� entnimmt man� da� GK Singularit�aten h�ochstens der Ordnung

�njy � xj �n � �� � jx� yj��n �n � ��

enth�alt� und diese sind quadratintegrierbar in � 
 � f�ur n � �� Also ist
GK und damit erst recht G in L��� 
 �� f�ur n � �� �� Nach Beispiel �

��




ist A dann vollstetig und wegen der Symmetrie von G �vgl� Satz ���� auch
selbstadjungiert� A ist dar�uber hinaus positiv de�nit� denn f�ur f � V und u
die L�osung von f � �%u in �� u � 
 auf �� ist

�Af� f� � �u��%u� �
Z
	

jruj�du � 
 �

falls u �� 
�

Satz ��	� Das Eigenwertproblem ���	
 besitzt f�ur n � �� � eine Folge posi�
tiver Eigenwerte �k mit �k ��� Jeder dieser Eigenwerte ist von endlicher
Vielfachheit� die Eigenfunktionen sind aus C���� und bilden ein vollst�andiges
Orthonormalsystem in L�����

Beweis� Dies folgt unmittelbar aus den S�atzen 
�� und 
���

���



���� Separation der Variablen

Die L�osung des Eigenwertproblems

�%f � �f in � � f � 
 auf �� ��
���

f�ur einfache Gebiete � kann oft auf eindimensionale Probleme zur�uckgef�uhrt
werden durch eine Methode� welche man Separation der Variablen nennt�

Zun�achst rechnen wir %f auf neue Koordinaten um und bedienen uns
dazu der Methode von Aufgabe �
� Sei x � ��u� eine umkehrbar eindeutige
zweimal stetig di�erenzierbare Transformation mit der Funktionalmatrix

��

�u
�

	
BB


���
�u�

� � � � � ���
�un

���
���

��n
�u�

� � � � � ��n
�un

�
CCA

und sei F �u� � f���u��� Dann ist

ruF �u� �

�
��

�u

�T
�u�rxf���u�� �

F�ur f � C����� g � C�
���� ist also mit G�u� � g���u��Z

%f � gdx � �
Z
rf � rgdx

� �
Z �

��

�u

��T
ruF �

�
��

�u

��T
ruG

��������u
����� du

� �
Z

HruF � ruGdu

�
Z

divu�HruF �Gdu

�
Z �

j��
�u
jdivu�HruF �gdx �

wobei H die Matrix

H �

��������u
�����
�
��

�u

��� �
��

�u

��T
� �hij�

���



bedeutet� Es folgt

%f �
�

j��
�u
j divu �HruF �

�
�

j��
�u
j

nX
i�j��

�

�ui

�
hij

�F

�uj

�
�

F�ur orthogonale Transformationen ist

�
��

�u

�T
��

�u
�

	
BB

g�� O

� � �

O g�n

�
CCA �

��������u
����� � g� � � � gn �

In diesem Fall erh�alt man

%f �
�

h

nX
i��

�

�ui

�
hi
�F

�ui

�
� h � g� � � � gn � hi �

g� � � � 'gi � � � gn
gi

� ��
���

wobei'andeutet� da� der entsprechende Faktor in dem Produkt fehlt�

BEISPIELE�

�
 Polarkoordinaten in IR�

x � r cos	 sin � � y � r sin	 sin� � z � r cos� �


 
 	 � �� � 
 � � � � � r � 
 �

��

�u
�

��x� y� z�

��r� 	� ��
�

	
B
 cos	 sin � �r sin	 sin� r cos	 cos �

sin	 sin� r cos	 sin� r sin	 cos �
cos� 
 �r sin�

�
CA

�
��

�u

�T
��

�u
�

	
B
 �

r� sin� �
r�

�
CA �

��������u
����� � r� sin� �

%f �
�

r� sin�

�
�

�r

�
r� sin �

�F

�r

�
�

�

�	

�
�

sin �

�F

�	

�
�

�

��

�
sin �

�F

��

��

�
�

r�
�

�r

�
r�
�F

�r

�
�

�

r� sin� �

��F

�	�
�

�

r� sin�

�

��

�
sin �

�F

��

�
�

���



�
 Zylinderkoordinaten in IR�

x � r cos	 y � r sin	 z � z � r � 
 � 
 
 	 � �� � z � IR� �

%f �
�

r

�

�r
�r
�F

�r
� �

�

r�
��F

�	�
�
��F

�z�
�

Zur L�osung von ��
��� mittels Separation mu� man zun�achst einmal anneh�
men� � k�onne durch eine orthogonale Variablentransformation auf ein Gebiet
im Raume der Variablen u abgebildet werden� so da� �� auf Koordinaten�
hyper��achen abgebildet wird� Mit ��
��� lautet dann ��
���

�

h

nX
i��

�

�ui

�
hi
�F

�ui

�
� �F � 
 � ��
���

Wir suchen L�osungen der Form

F �u�� � � � �un� � F��u�� � � �Fn�un� �

Damit lautet ��
���

�

h

nX
i��

�

Fi

�

�ui

�
hi
dFi

dui

�
� � � 
 � ��
���

Unter g�unstigen Umst�anden f�uhrt dies zu gew�ohnlichen Di�erentialgleichun�
gen�

BEISPIEL� Sei � ein Zylinder mit Radius � und H�ohe ��

Setzen wir F �r� 	� z� � R�r���	�Z�z�� so lautet ��
���

�

rR
�rR��� �

�

r�
���

�
�
Z ��

Z
� � � 
 �

Dies ist nur m�oglich� wenn

Z ��

Z
� �� �

���

�
� ��

���



konstant sind� und es mu� dann

�

rR
�rR��� � �

r�
� � � � � 


sein� Da � die Periode �� haben mu�� ist � � k� mit k � k � 
� �� � � �� und
es ist dann

��	� � ak cos k	� bk sin k	

mit Konstanten ak� bk� Da Z bei 
 und � verschwinden mu�� ist � � �� mit
� � �� �� � � � � und es ist dann

Z�z� � sin �z �

Damit wird dann aus der Di�erentialgleichung f�ur R

R�� �
�

r
R� � �j� � k�

r�
�R � 
 � j� � �� �� �

Dies ist eine Besselsche Di�erentialgleichung� Ihre einzige bei 
 beschr�ankte
L�osung ist

R�r� � Jk�jr�

mit Jk der Besselfunktion �� Art der Ordnung k� Sie hat �neben der Nullstelle

 f�ur k � 
� Nullstellen jk� � jk� � � � �mit jkp �� f�ur p��� Da R��� � 

sein mu�� ist j � jkp� Damit hat man die Eigenwerte

�pk
 � �jkp�
� � ��

und die Eigenfunktionen

Jk�jkpr�



cos k	
sin k	

�
sin �z

�� p � �� �� � � � � k � 
� �� � � �

gefunden� Man kann zeigen� da� dies alle Eigenwerte und Eigenfunktionen
sind�

���



Kapitel 	

Anwendungen

��� Streuung an einem Zylinder

In ein Medium mit Schallgeschwindigkeit c� sei ein Zylinder mit Radius �
und Schallgeschwindigkeit c� eingebettet� Der Zylinder wird bestrahlt von
einer ebenen Welle mit Frequenz �� Zu berechnen ist das gestreute Feld�

Wir betrachten das Problem als invariant entlang der Zylinderachse und
behandeln es dementsprechend als zweidimensional� Zu l�osen ist dann die
Wellengleichung

��u

�t�
� c��x�%u in IR� 
 ������� �����

mit

c�x� �



c� � jxj � �
c� � jxj � �

� �����

Wir betrachten nur zeitharmonische L�osungen� also

u�x� t� � ei
tv�x� �

Damit wird aus �����

%v � k�v � 
 in IR� � �����

mit

k�x� �
�

c�x�
�





c�

� k� � jxj � �


c�

� k� � jxj � �
�

��	



Eine in x��Richtung einfallende ebene Welle hat die Form eik�x�� Also suchen
wir eine L�osung von ����� mit

v�x� � eik�x� � w�x�

wo w die gestreute Welle darstellt� Diese mu� die Ausstrahlungsbedingung
�vgl� IV��� erf�ullen� In zwei Dimensionen lautet diese

r�	� Max
jxj � r

jw�x�j 
M � r�	� Max
jxj � r

������w�r � ik�w

����� 
M � �����

Wir f�uhren nun Polarkoordinaten x� � r cos	� x� � r sin	 ein� Aus �����
wird dann �vgl� IV��
 oder Aufgabe �
�

��v

�r�
�

�

r

�v

�r
�

�

r�
��v

�	�
� k�v � 
 � �����

Separation der Variablen ergibt L�osungen der Form �n ganz�

v � ein�vn�r� �

v��n �
�

r
v�n � �k� � n�

r�
�vn � 
 � ���	�

Dies ist die Bessel�sche Di�erentialgleichung� Also haben wir f�ur r � � mit
k � k� und f�ur r � � mit k � k� die L�osungen Jn�kr�� Yn�kr�� Diese erf�ullen
zwar die erste der Ausstrahlungsbedingungen ������ aber nicht die zweite�
Um auch diese zu erf�ullen� f�uhren wir die Hankel�schen Funktionen �� Art

Hn � Jn � iYn

ein� F�ur diese gilt

Hn�r� �

s
�

�r
ei�r�

n�
� ��

� � �O
�
�

r

�
� r�� �

Hieraus folgt� da� Hn�k�r� auch die zweite Bedingung ����� erf�ullt� Also ha�
ben wir folgende L�osungen von ������ F�ur r � � Jn�k�r�� f�ur r � � Hn�k�r��
Aus diesen L�osungen wollen wir die L�osung v aufbauen�

���



F�ur jxj � � ist v beschr�ankt� Also lautet die Entwicklung von v nach L�osun�
gen von ���	� f�ur r � ��

v�r� 	� �
�X

n���
inanJn�k�r�e

in� � �����

F�ur jxj � � l�a�t sich die gestreute Welle nach Hankel�Funktionen entwickeln�

Wir entwickeln die einfallende Welle in eine Fourier�Reihe

eikr cos� �
�X

n���
cn�r�e

in�

cn�r� �
�

��

��Z
��

eikr cos��in�d	 � inJn�kr� �

Also haben wir �Jacobi�Anger�

eikr cos� �
�X

n���
inJn�kr�e

in� �

F�ur r � � ist also

v�r� 	� �
�X

n���
in�Jn�k�r� � bnHn�k�r��e

in� � �����

Bei r � � m�ussen sich die beiden Entwicklungen zu stetig di�erenzierbaren
Funktionen zusammenf�ugen� Dies bedeutet

v��� 
� 	� � v��� 
� 	� �
�v

�r
�� � 
� 	� �

�v

�r
��� 
� 	� �

F�ur die Koe"zienten an� bn bedeutet dies

anJn�k��� � Jn�k��� � bnHn�k���

an
k�
k�
J �n�k��� � J �n�k��� � bnH

�
n�k��� �

Um dieses lineare Gleichungssystem zu l�osen� machen wir Gebrauch von

�JnH
�
n � J �nHn��z� �

�i

�z
�

���



Dann ergeben sich nach der Cramer�schen Regel aus

Jn�k��� � �
an
Jn�k��� � bn

an
Hn�k���

k�
k�
J �n�k��� � �

an
J �n�k��� � bn

an
H �

n�k���

die Beziehungen

�

an
�

Jn�k���H �
n�k���� k�

k�
J �n�k���Hn�k���

�JnH �
n � J �nHn��k���

�
k�Jn�k���H �

n�k���� k�J
�
n�k���Hn�k���

�i
��

�

bn
an

�
Jn�k���

k�
k�
J �n�k���� J �n�k���Jn�k���

�JnH �
n � J �nHn��k���

�
k�Jn�k���J

�
n�k���� k�J

�
n�k���Jn�k���

�i
��

�

Setzen wir dies in ���	�� ����� ein� so erhalten wir die L�osung des Streupro�
blems�

��




��� DieWellengleichung in der N�aherung der

geometrischen Optik

Wieder betrachten wir die Wellengleichung

��u

�t�
� c�x�%u

mit einer Funktion c�x� � 
� und wieder suchen wir L�osungen der Form

u�x� t� � e�i
tv�x� �

%v �
��

c�
v � 
 � �����

Wir nehmen nun an� da� � gro� ist� und suchen eine L�osung von ����� in der
Form

v�x� � ei
��x�
�X
j��

vj�x�

�i��j
� �����

Setzen wir dies in ����� ein� so entsteht

�i�%�� ��jr�j��
�X
j��

vj
�i��j

� �i�r� �
�X
j��

rvj
�i��j

�
�X
j��

%vj
�i��j

�
��

c�

�X
j��

vj
�i��j

� 
 �

Diese Beziehung soll f�ur alle � gelten� Vergleichen wir die Faktoren der Po�
tenzen ��� �� �� ���� � � �� so entsteht der Reihe nach

�� � jr�j� � �
c�

� � �r� � rv� � v�%� � 

� � �r� � rv� � v�%��%v� � 


��� � �r� � rv� � v�%��%v� � 


usw� Die erste Gleichung ist die uns wohlbekannte Eikonal�Gleichung� Wir
schreiben sie in der Form

F �x� p� �� � jpj � �

c�x�
� 
 � �����

��




Die weiteren Gleichungen sind sogenannte Transportgleichungen� Diese Glei�
chungen werden nun sukzessive nach �� v�� � � � � vj aufgel�ost und dadurch eine
Funktion v bestimmt� welche ����� bis auf Terme der Ordnung ���j erf�ullt�

Betrachten wir zun�achst die Funktion

v�x� � ei
��x� �

wobei � die Eikonal�Gleichung erf�ullt� Sie f�uhrt zu der N�aherung

u�x� t� � ei
���x��t�

f�ur die Wellengleichung� u beschreibt eine Welle� deren Phase in allen Punk�
ten der Fl�ache ��x� � t dieselbe ist� Diese Fl�ache hei�t daher Wellenfront�
F�ur konstantes c � 
 ist z�B� ��x� � p � x mit jpj � �

c
eine L�osung der

Eikonal�Gleichung� die Wellenfront also die Ebene p � x � t� Diese bewegt
sich mit der Geschwindigkeit c� Ein anderes Beispiel ist ��x� � �

c
jxj� Die

Wellenfront hat jetzt die Gleichung jxj � ct und stellt ebenfalls eine sich mit
der Geschwindigkeit c fortbewegende Fl�ache dar� Dies stimmt auch f�ur nicht
konstantes c� Ist n�amlich x�t� ein Punkt einer Wellenfront� der sich senkrecht
zu ihr fortbewegt� so gilt

��x�t�� � t � (x�t� � ��t�r��x�t��
mit einem Skalar ��t�� Di�erenzieren der ersten Beziehung nach t ergibt
zusammen mit der zweiten

��t�jr���x�t��j� � �

und damit wegen der Eikonal�Gleichung

��t� � c��x�t�� � j (x�t�j � c��x�t��jr��x�t��j� c�x�t�� �

Also bewegt sich unser Punkt x�t� mit der Geschwindigkeit c�x�t�� und damit
die ganze Wellenfront in jedem ihrer Punkte x mit der Geschwindigkeit c�x�
senkrecht zu sich selbst�

Das charakteristische System der Eikonal�Gleichung ist nach II����

(x �
p

jpj � (p � r�
�

c�x�
� � (� �

�

c�x�
� �����

���



Wir wollen zeigen� da� die L�osungen x�t� von ������ also die Kurven� welche
charakteristische Streifen tragen� gerade die Kurven sind� entlang denen sich
Signale in demGeschwindigkeitsfeld c�x� ausbreiten� Nach dem Fermat�schen
Prinzip erfolgt diese Ausbreitung n�amlich so� da� die Laufzeit zwischen zwei
Punkten minimal ist� Mit anderen Worten� IstK eine beliebige Kurve� welche
die Punkte x�� x� verbindet� so l�auft ein Signal� das bei x� startet und bei
x� beobachtet wird entlang der Kurve K�� f�ur welche

Z
K

ds

c�x�
� s � Bogenl�ange �����

m�oglichst klein ist�

Wir brauchen nun folgendes Hilfsmittel aus der Variationsrechnung�

Satz ���� Sei L � C��IR�n�� und sei x�� x� � IRn� Unter allen Kurven x�
welche x� mit x� verbinden� sei x� so� da�

�Z
�

L�x�� (x��dt 

�Z
�

L�x� (x�dt �

Ist x� � C�#
� �$� so gelten die Euler�schen Gleichungen

d

dt

�L

� (xi
�x�� (x��� �L

�xi
�x�� (x�� � 
 � i � �� � � � � n �

Beweis� Sei x� wie im Satz angenommen� und sei x� � x� � �	 mit 	 �
C�#
� �$� 	�
� � 	��� � 
� Dann verbindet auch x� die Punkte x�� x�� und es
nimmt die Funktion

J���� �

�Z
�

L�x�� (x��dt

in � � 
 ein relatives Minimum an� Also ist J ���
� � 
� Berechnung von J ���
�
mittels Kettenregel und partieller Integration ergibt

d

d�
J��
� �

d

d�

�Z
�

L�x� � �	� (x� � � (	�dtj��� � 


���



�
nX
i��

�Z
�

�
�L

�xi
�x�� (x��	i �

�L

� (xi
�x�� (x�� (	i

�
dt

�
nX
i��

�Z
�

�
�L

�xi
� d

dt

�L

� (xi

�
�x�� (x��	idt � 
 �

Da dies f�ur alle 	 � C�#
� �$ mit 	�
� � 	��� � 
 gelten mu�� folgen die
Euler�schen Gleichungen�

Wenden wir dies nun an auf das Problem� ����� zu minimieren� Hier haben
wir

L�x� (x� �
j (xj
c�x�

�

Die Euler�schen Gleichungen lauten

d

dt

(x

c�x�j (xj � j (xjr �

c�x�
� 


Diese Gleichungen sind invariant gegen�uber Parametertransformationen� Al�
so k�onnen wir z�B� die Bogenl�ange als Parameter verwenden� Dann ist j (xj � ��
und wir erhalten

d

dt

(x

c�x�
� r �

c�x�
�

Mit p � (x�c�x�� also jpj � ��c�x�� wird hieraus gerade ������

Damit steht fest� Die �Tr�ager der� Charakteristiken der Eikonal�Gleichung
gen�ugen dem Fermat�schen Prinzip �und werden daher als �Strahlen� ange�
sehen��

Zur L�osung der Eikonal�Gleichung verwenden wir die Methoden der Charak�
teristiken aus II����� Sei � eine Fl�ache in IRn� entlang der wir � vorschreiben�
Sei x� � �� und sei x � x�s� die Charakteristik �genauer� der Tr�ager der
Charakteristik� durch x�� Ist � nicht charakteristisch� so verl�auft x � x�s�
nicht in �� Wir integrieren die letzte der Gleichungen ������ also

(� �
�

c�x�

entlang x � x�t� und erhalten

��x�� s� � ��x�� �

sZ
�

ds

c�x�s��
�

���



Dies nehmen wir als den Wert von ��x� in x � x�s�� also

��x� � ��x�� �

xZ
x�

ds

c�x�
�

Dies ist nach II���� die L�osung� jedenfalls lokal� der Anfangswertaufgabe�
Die Integration ist zu erstrecken �uber die Charakteristik� welche x� mit x
verbindet� Vergleich mit ����� zeigt� da� ��x�� ��x�� die Zeit ist� welche ein
Signal von x� nach x ben�otigt�

Wenden wir uns nun der Bestimmung der vj aus den Gleichungen

�rvj � r�� vj%��%vj�� � 
 ���	�

mit v�� � 
 zu� Dies sind gew�ohnliche Di�erentialgleichungen �� Ordnung
entlang der Charakteristiken� Denn ist D die Richtungsableitung entlang
einer Charakteristik durch x� also

�Dv��x� �
d

ds
v�x�s��

�����
s��

� rv�x� � (x�
� � �rv � r���x� �

so lautet ���	�
�Dvj � vja%��%vj�� � 
 �

Diese Gleichung k�onnen wir durch Integration entlang der Charakteristik
l�osen� Wir erhalten

vj�x� � vj�x��e
� �

�

xR
x�


�ds

� �

�

xZ
x�

e

�
�

yR
x


�ds

%vj���y�ds�y� �

Hier sind �uberall Integrale entlang Charakteristiken gemeint�

F�ur j � 
 gibt es eine alternative L�osungsmethode� welche eine interessante
geometrische Interpretation erm�oglicht� Wir multiplizieren ���	� f�ur j � 

mit v� und k�onnen dann

div�v��r�� � 
 �����

schreiben� Wir integrieren ����� �uber eine �ray tube� S in IRn� welche von
den Wellenfronten ��x� � t�� ��x� � t� berandet wird und deren zylindri�
sche Seitenwand S� von Strahlen �also Charakteristiken� gebildet wird� Der
Rand von S besteht aus dieser zylindrischen Seitenwand und den auf den
Wellenfronten gelegenen Boden S� und Deckel S�� vgl� Fig� ����

���
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Fig. 2.1: Ray tube
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Es ist dann Z
S

div�v��r��dx � 


oder� nach dem Gau��schen Integralsatz�Z
�S

v��r� � �d� � 


mit der �au�eren Normalen � von S� Auf S� hat r� wegen ����� die Richtung
der Charakteristiken� auf denen � nach Konstruktion von S senkrecht steht�
Also verschwinden die Integrale �uber S�� und wir erhaltenZ

S�

v��r� � �d� �
Z
S�

v��r� � �d� � 
 �

Auf S�� S� steht r� senkrecht� hat also die Richtung �� bzw� ��� Also ist
dort

r� � � � �jr�j � ��

c
�

wobei eines der Vorzeichen f�ur S�� das andere f�ur S� gilt� Es folgtZ
S�

v��
d�

c
�
Z
S�

v��
d�

c
�

���



Nun lassen wir S� auf x� zusammenschrumpfen� Dann schrumpft S� auf x�
zusammen� und es gilt

v���x��

v���x��
�

c�x��

c�x��
I�x�� x�� �����

I�x�� x�� � lim
jS�j � �

jS�j
jS�j � ���
�

I�x�� x�� l�a�t sich aus � berechnen� ����� gibt die Werte von v�� auf der Wel�
lenfront ��x� � t�� wenn sie auf der Wellenfront ��x� � t� gegeben sind�

BEISPIELE�
�
 c konstant� ��x� � �

c
� � x � � � Sn���

Dann ist %� � 
�r� � �
c
� und damit �v���� � 
� Damit ist v��x� � f�x����

mit �� � � L�osung der Gleichung f�ur v�� und die entsprechende N�aherung

v�x� � f�x � ���ei�c �	x �
�
 c konstant� ��x� � �

c
jxj� Dann ist

v���x��

v���x��
� I�x�� x�� �

�jx�j
jx�j

�n��

und damit v��x� � �jxj ��n� L�osung der Di�erentialgleichung f�ur v�� Das kann
man nat�urlich leicht nachrechnen� F�ur n � � bekommt man dann

v�x� �
ei

�
c
jxj

jxj �

und dies ist die bekannte Grundl�osung der Helmholtz�Gleichung�

�
 c�x� � �
x�

in fx � IR� � x� � 
g� Wir l�osen zun�achst die charakteristi�
schen Gleichungen

(x �
p

jpj � (p � r�
�

c
� � (� �

�

c

oder die hierzu �aquivalenten Euler�schen Gleichungen

d

dt

(x

x�
�

�


��x��

�
� 
 �

��	



Diese haben die L�osung

x� � m� r cos�t�r�
x� � r sin�t�r�

mit Konstanten m� r� Die Charakteristiken sind also Halbkreise mit Mittel�
punkten auf der x��Achse� Dies sind die Geraden der hyperbolischen Geome�
trie in der oberen Halbebene von IR��

���



��� Inverse Probleme hyperbolischer

Di�erentialgleichungen

Wir betrachten das hyperbolische Anfangswertproblem

��u

�t�
�
��u

�x�
� q�x�u � x � IR� � t � 
 � �����

u�x� 
� � 
 �
�u

�t
�x� 
� � ��x� �

Dabei ist � die Dirac�sche ��Funktion�

Bei vorgegebenem q ist diese Aufgabe eindeutig l�osbar� Wir setzen q als
gerade voraus� d�h� q��x� � q�x�� Wir k�onnen das Problem dann auch in
x � 
 betrachten mit der Randbedingung �u��x�
� t� � 
�

Als inverses Problem bezeichnet man folgende Aufgabe� An Stelle von q ist
die Funktion

g�t� � u�
� t� � t � 
 �����

gegeben� Man bestimme q�

Wir werden das inverse Problem zun�achst n�aherungsweise �in der sogenann�
ten Born�schen N�aherung� l�osen� Eine exakte L�osung folgt in S��

Wir betrachten den Term h � �q�x�u in ����� als Inhomogenit�at und k�onnen
dann nach IV�� u in der Form

u�x� t� �
�

�

x�tZ
x�t

��y�dy � �

�

tZ
�

x��t���Z
x��t���

q�y�u�y� 
 �dyd
 �����

schreiben� Mit der Heaviside�Funktion

H�t� �



� � t � 


 � sonst

gilt
x�tZ
x�t

��y�dy � H�t� jxj� �

���



Damit erhalten wir

u�x� t� �
�

�
H�t� jxj� �O�q� �

Dies ist eine N�aherung f�ur u� welche f�ur kleines q sinnvoll ist� Die Born�sche
N�aherung erh�alt man nun dadurch� da� man diese N�aherung in dem Integral
in ����� verwendet und dann x � 
 setzt� Die entstandene Gleichung

g�t� �
�

�
H�t�� �

�

tZ
�

t��Z
��t���

q�y�H�
 � jyj�dyd


ist dann bis auf O�q�� erf�ullt� Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge
erh�alt man

g�t� �
�

�
H�t�� �

�

t	�Z
�t	�

�t� �jxj�q�x�dx �

Durch zweimalige Di�erentiation erh�alt man f�ur t � 


g���t� � ��

�
q �

t

�
� �

Damit ist q in der Born�schen N�aherung bestimmt�

Das dreidimensionaleProblemwird ganz entsprechend behandelt� Die L�osung
von

��u

�t�
� %u� q�x�u � x � IR� � t � 
 �����

u�x� 
� � 
 �
�u

�t
�x� 
� � ��x� x��

ist bei bekanntem q f�ur jedes x� � IR� eindeutig bestimmt� Beim inversen
Problem wollen wir q bestimmen aus der Kenntnis von

g�x�� x�� t� � u�x�� t� � x� � S� � x� � S� �����

mit gewissen Mengen S�� S� � IR� �

Wieder mit IV�� k�onnen wir ����� in der Form

u�x� t� �
�

��

Z
jx�yj�t

��y � x��

jx� yj d��y�� �

��

Z
jx�yj�t

q�y�u�y� t� jy � xj�
jx� yj dy

��




schreiben� Unter Verwendung von

Z
jx�yj�t

��y � x��d��y� � ��t� jx� � xj�

erhalten wir in der Born�Approximation

g�x�� x�� t� �
�

��t
��t�jx��x�j�� �

�����

Z
jx��yj�t

q�y���t� jy � x�j � jy � x�j�
jx� � yj�t� jy � x�j� dy �

Mit Hilfe der Formel

Z
f�y�����y��dy �

Z
��y���

f�y�
d��y�

jr��y�j

f�ur ��y� � t� jy � x�j � jy � x�j erhalten wir f�ur t � 


g�x�� x�� t� �
�

��t
��t�jx��x�j�� �

�����

Z
Et�x��x��

K�y�x�� y�x��q�y�d��y� �

���	�
wo Et�x�� x�� das Ellipsoid jy � x�j� jy � x�j � t und K die Funktion

K�u� v� �
�p
�

�q
juj�jvj� � jujjvjuv

bedeuten� Die Au��osung von ���	� nach q ist ein Problem der Integralgeo�
metrie� Dort behandelt man die Berechnung von Funktionen in IRn aus In�
tegralen �uber Mannigfaltigkeiten der Dimension � n�

��




��� Die Gelfand
Levitan
Methode

Wir wollen nun eine exakte L�osung des eindimensionalen hyperbolischen in�
versen Problems aus S� geben� Dazu betrachten wir das Hilfsproblem

��u

�t�
�
��u

�x�
� q�x�u � 
 � x �� � �� � t ��

�����

��u
�x

�
� t� � hu�
� t� � 
 � �� � t ��

mit einer Konstanten h�

Satz ���� Sei u� � C���
��� 
 ������� 	 C��#
��� 
 ������� eine
beliebige L�osung von ����� mit q � 
� h � 
� Sei K die L�osung von

t

x

Ktt

K

= K

t

xx

= 0

-q(x)K

K =
 Q

+h

mit Q�x� � �
�

xR
�
q�y�dy� Dann ist

u�x� t� � u��x� t� �

xZ
�

K�x� y�u��y� t�dy �����

L�osung von ����� mit u�
� t� � u��
� t��

���



Bemerkungen�

�� Es ist nat�urlich

u��x� t� �
�

�
�u��
� t� x� � u��
� t� x�� �����

�� Kennt man K� so ist auch

q � �
d

dx
K�x� x� �����

bekannt�

�� K ist als L�osung der gemischten Anfangswertaufgabe �vgl� IV�	� ein�
deutig bestimmt�

Beweis� Der Beweis geschieht einfach durch Veri�zieren� F�ur x � 
 ist
nat�urlich u � u�� Partielle Ableitung nach x ergibt

�u

�x
�x� t� �

�u�

�x
�x� t� �K�x� x�u��x� t� �

xZ
�

�K

�x
�x� y�u��y� t�dy �

F�ur x � 
 ist �u���x � 
 und K�
� 
� � h� also

�u

�x
�
� t� � hu��
� t� � hu�
� t� �

Also ist auch die Randbedingung entlang x � 
 erf�ullt� Weiteres Di�erenzie�
ren nach x liefert

��u

�x�
�x� t� �

��u�

�x�
�x� t� �

d

dx
�K�x� x�u��x� t��

�����

�
�K

�x
�x� x�u��x� t� �

xZ
�

��K

�x�
�x� y�u��y� t�dy �

���



Die zweite partielle Ableitung nach t� also

��u

�t�
�x� t� �

��u�

�t�
�x� t� �

xZ
�

K�x� y�
��u�

�t�
�y� t�dy

�
��u�

�t�
�x� t� �

xZ
�

K�x� y�
��

�y�
u��y� t�dy

wird durch partielle Integration umgeformt zu

��u

�t�
�x� t� �

��u�

�t�
�x� t� �

�
K�x� y�

�

�y
u��y� t�� �K

�y
�x� y�u��y� t�

�x
�

���	�

�

xZ
�

��K

�y�
�x� y�u��y� t�dy �

Setzt man ������ �����	� in die Di�erentialgleichung aus ����� ein� so heben
sich zun�achst einmal alle Integrale wegen der Di�erentialgleichung f�urK weg�
Der Rest ist

��u�

�t�
�x� t� �

�
K�x� y�

�

�y
u��y� t�� �K

�y
�x� y�u��y� t�

�x
�

�
��u�

�x�
�x� t� �

d

dx
�K�x� x�u��x� t��

�
�K

�x
�x� x�u��x� t�� q�x�u��x� t� �

Wegen der Eigenschaften von K ist dies eine Identit�at�

�

Bei der Gelfand�Levitan�Methode bestimmtman aus der Funktion g�t� zun�achst
einmalK und dann q nach ������ K wird aus der �linearen� Gelfand�Levitan�
Integralgleichung bestimmt� Diese gewinnt man wie folgt� Die L�osung u von
����� wird als in t ungerade Funktion auf �
��� 
 ������� fortgesetzt�
Dadurch wird u zu einer L�osung von ����� �mit h � 
�� Also gilt ����� mit

���



u��
� t� � g�t�� F�ur jtj � x is u�x� t� � 
� Also gilt f�ur jtj � x


 �
�

�
�g�t� x� � g�t� x�� �

�

�

xZ
�x

K�x� y�g�t� y�dy � �����

Dies ist f�ur jedes x eine Integralgleichung �� Art f�ur die Funktion K�x� � � in
#�x��x$� ����� ist die Integralgleichung von Gelfand�Levitan�

���
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