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Kapitel 1

Einleitung

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion u mehrerer Variablen xy,...,2, (n > 1) und einigen
ihrer partiellen Ableitungen. Sie hat demnach die Form

2
Ju Ju 0%“u ):0‘

"O0xy T Oz, 0¥

F(:z:l,...,xn,

Die hochste Ordnung der auftretenden Ableitungen heiffit Ordnung der Dif-
ferentialgleichung. Unter einer Lésung der Differentialgleichung in einem Ge-
biet D C IR" versteht man eine Funktion w, welche samt der in der Dif-
ferentialgleichung auftretenden Ableitungen in D wohldefiniert ist und dort
die Differentialgleichung identisch erfiillt. Meist ist klar, welches Gebiet D
gemeint ist, z.B. IR™ oder ein natiirlicher Definitionsbereich von F. Dann
spricht man von einer Losung schlechthin.

BEISPIELE
1) 887“1 = 0 ist eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung. Thre Lésun-

gen sind genau die Funktionen u, welche nur von x4,...,z, abhangen.

2) Pu_ — ) ist eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung. Thre

81’181’2
Losungen fiir n = 2 sind genau die Funktionen der Form

u(y, x9) = v(xy) + w(as)
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mit beliebigen differenzierbaren Funktionen v, w.

3) Sei f stetig in IR?. Dann ist

0*u
81’181}2

= f(xlva)

eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir kénnen sie leicht
16sen. Zunéachst integrieren wir nach x,:

Ju B mazu(:pl,ng) Ju
a—xl(flfhfl?z) = dez—l_a—xl(xho)

u
= /f (21,m2)dns + —(1‘170)
X1

und danach nach z;:

dny + u(0, )

u(y, xg)

71 au(nlv 1}2)
8:1;1

Tl T2

[ £ me)dadys + u(1,0) 4 (0, 22) = u(0,0)

0

Il
o

Dies ist eine Losung fiir jede Vorgabe von u(xy,0), u(0, x3).

4) Seien ap, az reelle Zahlen. Wir betrachten die Differentialgleichung
Ju Ju

— —=0.
8:1;1 a2

81'2

(&3]
Sie besitzt die Losung
u(xy, x9) = wlage; — a1xs)

fiir jede differenzierbare Funktion w einer Variablen.



5) Sei g(x1,x2) eine differenzierbare Funktion. Wir betrachten die Differen-

tialgleichung
dg 0 dg 0
g ou g ou 0.

81'2 8:1;1 B 81'1 81'2 N
Jede Funktion der Form

u(l’l, 1'2) = w(g(:ln, 1}2))

mit einer differenzierbaren Funktion w einer Variablen ist Losung.

6) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
Pu *u

9.2 9.2
dxi  Ox3

=0

hat die Lésungen

u(xy, x9) = flay — x2) + g(or + 22)

mit beliebigen zweimal differenzierbaren Funktionen f, g einer Variablen. Sie
geht durch die Transformation

Y1 =21+ 22, Yo = X1 — X9

in die oben behandelte Differentialgleichung 9%u/dy,dy, = 0 iiber.

7) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

v 0*u

UL gt _y
8x%+8x§

hat die Lésungen
u(xy, xg) = fog —1x2) + g(ay + 122)

mit beliebigen analytischen Funktionen f, ¢ (z.B. Polynome).



8) Einige Beispiele aus der Physik:

n 2
Eikonal-Gleichung : Z (8u) =1
0

= \ Oz,
n 2u
Laplace-Gleichung : Z - =10
=1 axz
n 82
Poisson-Gleichung : Z —1; =f
=1 axz
: "0,
Helmholtz-Gleichung Z 922 + cfu =
=1 i
Wairmeleitungs- oder
Ju " 0%
Diffusi leich . =—==D) —
iffusionsgleichung 5 2 522
0*u " 0%
Wellengleich e =)
ellengleichung 52 = ¢ ; P
"0 Ju 1
Minimalflachengleich : =0 =
inimalflichengleichung ; o, (paxi , P =

Cauchy-Riemannsche Dgl. = = —

Wir sehen aus diesen Beispielen, dafl partielle Differentialgleichungen sehr
viele Losungen haben kénnen. Typisch enthélt die allgemeine Losung einer
Differentialgleichung p-ter Ordnung in n Variablen p willkiirliche Funktionen
von n — 1 Variablen.

Zur eindeutigen Festlegung der Losung einer Differentialgleichung muf}
man also Zusatzbedingungen stellen. Eine Méglichkeit fiir solche Zusatzbe-
dingungen ist eine sogenannte Anfangsbedingung: Man schreibt fiir eine Dif-
ferentialgleichung der Ordnung p in n Variablen die Werte von w und seiner
Ableitungen der Ordnung < p entlang einer Mannigfaltigkeit der Dimension
n — 1 vor. Dabei darf man natiirlich Funktionswerte und Ableitungen nicht
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unabhéngig voneinander vorgeben: “Innere” Ableitungen der Mannigfaltig-
keit sind ja schon durch die Funktionswerte entlang der Mannigfaltigkeit
bestimmt. Man schreibt daher zweckméfig v und seine Ableitungen bis zur
Ordnung p — 1 in einer aus der Mannigfaltigkeit herausfithrenden Richtung,
z.B. der Normalen, vor. Dies ist die Cauchy’sche Anfangswertaufgabe.

Wir wollen uns dies an Hand des Beispiels n = 2 klarmachen. Die (n—1)-
dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit ist dann eine Kurve

wobei der Parameter s die Bogenldange bedeute, d.h.

' (s)] = /(£h(5))2 + (h(s))2 =1 .

Tangential- und Normaleinheitsvektor sind dann

! !
T = /I
v o= (b o)/l

Das Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung 1. Ordnung besteht
einfach in der Vorgabe von u entlang I', also

Bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung schreibt man dariiber hinaus die
Ableitungen 1. Ordnung von u entlang I' vor. Die Ableitung in Richtung 7
ist aber durch f bereits bestimmt, denn es gilt ja

Pg(s) = ule(s) +17)lms

= 7 grad u(g(s))
= ['(s).
Also gentiigt bereits die Vorgabe von
O () = 0(s)

8



um samtliche Ableitungen 1. Ordnung entlang I' festzulegen. Die Cauchy’sche
Anfangswertaufgabe fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei

94 ontlang einer

unabhéngigen Variablen besteht also in der Vorgabe von u, 2"

Kurve T'.

BEISPIELE
1) 887“1 = 0. Nehmen wir als Anfangsmannigfaltigkeit z; = 0 und schrei-
ben wir dort vor:

w(0, 29, ..., 2,) = flxa, ... x,) .

Die Losung der Anfangswertaufgabe ist offenbar

u(xy, oy oy xy) = flag, .. x,),

und diese Losung ist eindeutig bestimmt.

Sei nun n = 2. Wir versuchen als Anfangsmannigfaltigkeit x5 = 0 und
schreiben dort

u(x1,0) = f(a1)

vor. Diese Anfangswertaufgabe ist offenbar nur l6sbar, wenn f konstant ist,
und in diesem Fall ist jede Funktion u der Form

u(xy, x9) = w(ay)

mit w(0) = f(0) Losung.

2) Fir die Differentialgleichung

Pu Pu 0

ox?  Ox3
besteht das Anfangswertproblem in der Vorgabe von u und du/dv entlang
einer Kurve I'. Nehmen wir als I die x1-Achse, so geben wir also

u(r1,0) = f(z1)
ou

8—1;2(x1’0) = 9(51?1)



vor. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist (vgl. oben)
u(y, x9) = v(xy + x2) + w(ay — x2)
mit beliebigen Funktionen v, w. Die Anfangsbedingungen fithren zu

v(ry) + w(x) = f(x)
V'(z) = w(@) = gln),
also

o(an) —w(er) = [ glnydn +c

mit einer beliebigen Konstanten ¢. Es folgt

v(zy) = %{f($1)+/9(77)d77+0}

0

wiar) = %{ﬂm>—!gmwn—c}
und damit
1 1 r1t2
u(w1, x2) = §{f(1‘1 + @) + flar —x2)} + 5 / g(n)dn .

Dies ist die eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe.

Wiéhlen wir nun als Anfangskurve I" die erste Winkelhalbierende z; = x5,
geben wir also

u(xlvxl) = f(l'l)
du du
a—xl(xlvxl)_a—xz(xhxl) = g(xl)

vor, so miissen v, w die Bedingungen

v(2z1) + w(0) = f(a1)
v'(2x1) + w'(0) — v'(221) + w'(0) = g(a1)
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erfiillen. Ist das Problem also {iberhaupt l6sbar, so muf} ¢ konstant sein, und
es ist dann jedes u der Form

u(wy, 2) = f(21 4 22)/2) = w(0) + w(zy — 22)

Losung, wenn nur w’(0) = ¢(0)/2 gilt.

3) Losen wir die Anfangswertaufgabe fiir die Laplace’sche Differentialglei-
chung

Fu, Pu
ox?  O0xk
0
u@,0) = flr) . 5(@0.0)=0

mit der analytischen Funktion f. Der Ansatz
u(y, x9) = v(xy + 1ag) + w(xy — ixz)

fihrt zu
v(z) +w(zr) = flay), v'(x)—w(z1)=0.

Ahnlich wie im letzten Beispiel fiihrt dies zu der Lésung

(f(zy +iwg) + for —129)) .

u(xy, xq) =

[N

Die Aufgabe ist also l6sbar, jedenfalls fiir analytisches f. Nehmen wir z.B.
fm(S) _ eims 7

so wird die Lésung

U (21, 29) = el cosh(mas) .
Wir haben also fiir m — oo und a3 # 0
1
|fm] =1, |tm| = cosh(mag) > §em|x2| — 00 .

11



Dies bedeutet, dafl die Abbildung f — wu, welche den Anfangswerten die
Loésung zuordnet, nicht stetig ist. Das gleiche gilt fiir samtliche Geraden als
Anfangsmannigfaltigkeit. Dies folgt daraus, dafi die Differentialgleichung ge-
geniiber Rotationen und Translationen invariant ist.

Damit erweist sich die Anfangswertaufgabe fiir die Laplace’sche Differen-
tialgleichung als nicht sinnvoll.

Wir werden sehen, dafl hingegen die Randwertaufgabe sinnvoll ist. Diese
besteht darin, den Wert von u entlang einer geschlossenen Kurve I' vorzu-
schreiben, welche ein Gebiet 2 umschliefit. Die (Dirichlet’sche) Randwert-

aufgabe lautet dann
0w J*u
dx? Ol

u = f auf O .

=0 mn Q,

Eine Losung v wird man jetzt etwa in C?(2) N C(Q) suchen. Ist T' der Kreis
|z| = r, so werden wir sehen, daf} die Losung durch die Poisson’sche Formel

| 2

Lo e
= — - d
u(x) 5 / y— 2]’ fy)dy x| <r

gegeben ist.

Nach Hadamard heifit eine Aufgabe gut gestellt, wenn
1) sie losbar ist.
2) die Losung eindeutig bestimmt ist.
3) die Losung stetig von den Daten abhéangt.

Andernfalls heifit eine Aufgabe schlecht gestellt. Schlecht gestellte Aufgaben
gelten als nicht sinnvoll. Aufgabe der Theorie partieller Differentialgleichun-
gen ist es, unter anderem, gut gestellte Probleme zu formulieren.
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Kapitel 2

Partielle
Differentialgleichungen 1.
Ordnung

2.1 Die quasilineare Differentialgleichung in
zwei unabhingigen Variablen

Wir beschiftigen uns zunéchst mit Differentialgleichungen 1. Ordnung in
zwel unabhingigen Variablen, die wir mit x, y bezeichnen. Fine solche Dif-
ferentialgleichung heifit quasilinear, wenn sie von der Form

ale, o) 2 4 b, o) 2 = e,y u) (L.1)
oz dy

ist. Sie heifit linear, wenn a, b, ¢ nicht von u abhéngen. Im iibrigen seien a,
b, ¢ stetig differenzierbare Funktionen in Q x IR' mit einem Gebiet Q C IR?.

Sei u eine Losung von (1.1), d.h. w € C*(Q) erfiillt (1.1) in ©Q identisch.
Dann stellt z = u(x,y) die iiber 2 liegende Losungsflache dar. Wir suchen
Kurven

v=a(t), y=yl), z=:z(0),

welche auf dieser Losungsflache liegen. Fiir deren Projektion in die z — y-
Ebene wihlen wir Lésungen von

dx

% = a(:z;,y,u(:z;,y))

13



E = b(:z;,y,u(:z;,y))

und setzen
z=u(x,y).

Es ist dann
dz du dex  Odu dy

i G s a—y(l’ay)a

= ol ule, ) 5o ) + Yo ule ) 5 es)

= c(z,y,u(z,y)).

Also erfiillen die Funktionen z, y, z das System gewohnlicher Differential-
gleichungen

dx

E = Cl(l’,y,Z) )
Z—i = b(z,y,z2), (1.2)
Z—j = c(z,y,z).

Dieses nennt man “charakteristisches System”, seine Losungen “Charakteri-
stiken” von (1.1).

Im folgenden werden wir hdufig Anfangswertprobleme fiir Systeme gew6hn-
licher Differentialgleichungen 16sen miissen. Wir stellen dazu folgenden Satz
bereit.

Satz 1.0:  Sei f € C(R"™), to € R', o € R". Dann gibt es ein to
enthaltendes Intervall (a,b) und eine Umgebung Q von xg, so dafi das An-
fangswertproblem

= f(t,x), x(tg) = ¢
fiir jedes £ € Q in (a,b) eine Losung v = o(t,£) besitzt. Ist sogar f €
CYHIR™?), so ist ¢ eindeutig bestimmt, und es gilt ¢ € C*((a,b) x Q).

Beweis: Dies folgt durch Kombination der Satze 1.2, 7.1, 7.2 aus Chapt.
1 von Coddington—Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations.
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Satz 1.1:  Sei P ein Punkt einer Losungsfliche von (1.1). Dann liegt jede
Charakteristik durch P ganz auf der Lésungsfliche.

Beweis: Sei P = (20, Y0, 20) und sei z, y, z eine Charakteristik durch P,
d.h. eine Losung von (1.2) mit

z(0) = a9, y(0) =yo , z(0) = zo .

Sei z = u(x,y) eine Losung von (1.1). Wir miissen zeigen, daf

2(t) = ufx(l), y(1)) (1.3)
fiir alle ¢. Flir ¢ = 0 ist dies richtig, denn P liegt ja auf der Losungsflache.
Weiter ist

d dz Ou dex  Ou dy
E(Z - U(l’,y)) - E - a_x(xvy)% - a_y(xvy)a

d d
= c(r.y.2) = o-(w.y)ale.y.2) = - (e.y)b(z.y. 7).
oz dy
Hier und im folgenden ist @ = a(¢), y = y(t), z = z(¢) zu setzen. Mit
w(t) = z(t) — u(x(t),y(t)) lautet dies
dw du du
% = C(:z:,y,u(:z:,y)—l—w)—a—x(x,y)a(:z:,y,u(:zi,y)—l—w)—a—y(x,y)b(:z:,y,u(x,y)—l—w) :

Da u die Differentialgleichung (1.1) erfiillt, hat diese Differentialgleichung die
Losung w = 0. Dies ist die einzige Losung mit w(0) = 0. Also ist w = 0.

Unser Ziel ist die Lésung der Anfangswertaufgabe: Gesucht ist eine Losung
von (1.1), welche entlang einer in © verlaufenden Kurve

liz=9(s) , y=v(s)

vorgegebene Werte annimmt. Anders ausgedriickt: Die Losungsfliche soll eine
vorgegebene in Q x IR' verlaufende Raumkurve



Charakteristiken
durch K

L 6sungsflache

/ durch K in die x-y-Ebene

Abbildung 2.1: Charakteristiken und Projektionen.
enthalten. Wir setzen die Funktionen ¢, ¢, y als stetig differenzierbar voraus.

Nach Satz 1.1 bietet sich folgende Konstruktion der Lésungsflache an:

Man berechne fiir jeden Punkt der Kurve K eine Charakteristik durch diesen
Punkt. Fiigen sich diese Charakteristiken zu einer Flache zusammen, so wird
dies eine Losungsflache sein.

Analytisch sieht das so aus: Fiir jedes s 16sen wir (1.2) mit den An-
fangswerten (¢(s), ¥(s), x(s)), d.h. wir berechnen Funktionen x(¢, s), y(t, s),
z(t,s) mit

g_j; = a(z,y,z), x(0,s) = ¢(s)
% = b(x,y,2), y(0,8) =(s) (14)
% = c(l’,y,Z) ) 2(075) = X(S) )

s spielt hier die Rolle eines Parameters. Die Lésung des Anfangswertproblems
ist dann - in parametrischer Form - durch

r=ux(t,s), y=y(t,s), z=z(t,s) (1.5)

16
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gegeben.

Die Charakteristiken durch K” werden sich dann zu einer Flache zusam-
menfiigen, wenn ihre Projektionen in die z-y-Ebene transversal zu I' sind,
also nicht die Richtung der Tangente von I' haben. Nach (1.4) haben die-
se Projektionen die Richtung (a,b)”, wobei a, b in dem iiber dem Punkt
(x,y) € I liegenden Punkt (z,y,z) € K zu nehmen sind. Demnach miissen
wir fordern, daB (a,b)? nicht in dieselbe Richtung zeigt wie (¢',¢")T, wobei
@', ' fiir den zu (x,y) gehdrigen Parameterwert s zu nehmen sind. Also muf}

apls)b()x(5)) .+ @) )
Rang (bw(sw(s),x(s)) | w(s))‘g (1.6)

gelten entlang K. Kurven K mit dieser Eigenschaft heiflen “nicht charakteri-
stisch”. Dies ist verstdndlich, denn fiir Charakteristiken ist (1.6) gerade nicht
erfiillt. Dementsprechend heiflen Kurven, entlang denen (1.6) nicht erfiillt
ist, “charakteristisch”. Aus der Herleitung der charakteristischen Gleichung
folgt, dafl eine charakteristische Kurve, welche auf einer Losungsflache liegt,
eine Charakteristik ist.

Satz 1.2:  Sei K nicht charakteristisch. Dann besitzt die Anfangswertauf-
gabe eine Lésung, welche in einer Umgebung von I' definiert ist.

Beweis: Nach Satz 1.0 ist (1.4) fiir jedes s in [t| < to(s) 16sbar, wo to(s) >
0, und die Losungen héngen stetig differenzierbar von ¢, s ab. Fiir £ = 0 ist

s (§ ) - (SN 1 20) -

at ds

Also ist die Abbildung

r=x(t,s), y=y(t,s)
in einer Umgebung von ¢ = 0 umkehrbar. Die Umkehrabbildung
t=1tz,y), s =s(x,y)

existiert in einer Umgebung D C IR? von I" und ist dort stetig differenzierbar.
(1.4) definiert also eine schlicht iiber D liegende Flache

z=z(l(z,y),s(z,y)) = u(z,y) .

17



Wir zeigen, dafl u Losungsfliche ist. Dazu beachten wir, daf3

u(x(t,s),y(t,s)) = z(t,s) .

Differentiation nach ¢ ergibt einerseits

0 _ du Jdxr  Ou dy
au(xvy) - a_x(xvy)a—l_a_y(xvy)a
Ju

Ju
- a_x(xvy)a(xvyvz) + a_y(xvy)b(xvyvz) 9

wobei man x,y, z an den Stellen (¢, s) zu nehmen hat, also

Srulen) = S )atey.ule. ) + G ey o).

Andererseits ist - mit gleicher Notation -

0 0z
au(xvy) - a - C(l’,y,Z) - c(:z;,y,u(:z;,y)) .

Dies gilt fiir alle (x,y) € D. Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir du/0t
zeigt, dafl w in der Tat Losung in D ist.

Bemerkung: Eine Losung kann in der Form (1.5) erhalten werden.

Satz 1.3: Sei K nicht charakteristisch. Dann gibt es in einer Umgebung
von I' nur eine differenzierbare Losung des Anfangswertproblems, und zwar

die durch (1.5) gegebene.

Beweis:  Sei u eine Losung der Anfangswertaufgabe in einer Umgebung
von I', und sei (1.5) die - eindeutig bestimmte - Charakteristik durch ¢(s),
¥(s), x(s). Nach Satz 1.1 liegt diese Charakteristik auf der Losungsflache;

(1.5) bestimmt also u eindeutig.

18



BEISPIELE

1) g—; = 0. Das charakteristische System lautet

dx ! dy 0 dz 0

a0 At At

Charakteristiken sind also die Geraden parallel zur x-Achse. Charakteristisch
sind genau die Kurven, welche in einer Ebene parallel zur z-z-Ebene verlau-
fen. Eine Kurve, die in der y-z-Ebene und nie senkrecht verlauft, ist also
nicht charakteristisch und das Anfangswertproblem damit eindeutig 16shar.
Die Lésung erhalten wir, indem wir durch die Anfangskurve Geraden in Rich-
tung der x-Achse ziehen.

2) ug—g + Z—Z =1, u= %:1; entlang der 1. Winkelhalbierenden.
Die charakteristischen Gleichungen sind

dr dy ! dz !
a0 AT dt
und die Anfangskurve ist durch

gegeben. Es ist

Rang(X(ls) ngi;):Rang(S{Q 1):2 fiir s %2,

d.h. die Anfangskurve ist auflerhalb (2, 2) nicht charakteristisch. Die Charak-
teristiken durch diese Anfangspunkte sind

1 1
x(t,s) = §5t—|— §t2 +s,

y(t,s) = s+t,
1
z(t,s) = 55 + 1.
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Auflésen der ersten beiden Gleichungen nach £, s ergibt

y—a o —y)2
1—y2 ° TT 0y

Dies ist aulerhalb des Punktes (2,2) der Anfangskurve sinnvoll. Setzt man
dies in die dritte Gleichung ein, so erhélt man als Losung der Anfangswert-

=

aufgabe
x—y?/2 y—x
2—y 1—y/2

u(:z;,y) =

fiir y # 2.

Satz 1.4:  Sei K charakteristisch. Das Anfangswertproblem besitze eine dif-
ferenzierbare Lésung. Dann ist K eine Charakteristik, und es gibt unendlich
viele Losungen des Anfangswertproblems.

Beweis: Sei die Kurve K durch

gegeben. Da K charakteristisch ist, sind die Vektoren

(20) - (ieerenin)

linear abhéngig. Also kénnen wir einen Parameter - wir bezeichnen ihn wieder
mit s - einfithren, so daf}

K soll auf der Losungsflache z = u(x, y) liegen, d.h. es muf

X(s) = u(p(s), ¥ (s))

sein. Differentiation ergibt

V() = Gl b))+ (). ()



= T pls) b salpls), (5). o), ()

+§—Z<¢<s>,¢<s>>bw<s>,¢<s>,u<¢<s>,¢<s>>>

= c(p(s),¥(s),x(s)) .

K ist also in der Tat eine Charakteristik.

Sei nun 29 = ©(s0), Yo = ¥(s0), 20 = x(So) ein Punkt von K, und
sei C eine nicht charakteristische Kurve durch diesen Punkt (Solche gibt es
unendliche viele). Fiir C' kénnen wir das Anfangswertproblem losen. Wegen
Satz 1.1 liegt K auf der Losungsflache. Fiir jede Kurve €' bekommen wir also
eine Losung der Anfangswertaufgabe fiir K.

BEISPIELE:

1)  Wir versuchen, fiir das obige Beispiel

Ju N Ju !
u— - =
Jdx 0Oy

die Anfangswertaufgabe fiir die Charakteristik

zu l6sen. Losen wir das charakteristische System mit diesen Anfangswerten,
so bekommen wir

dts) = s+ 7

y(t,s) = s+t,
z(t,s) = s+t.

Hierdurch ist aber keine Flache dargestellt, sondern eine Kurve (namlich die
Charakteristik K'). Wie zu erwarten, versagt also unsere Methode zur Losung
der Anfangswertaufgabe, wenn die Anfangskurve eine Charakteristik ist.
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Um die Anfangswertaufgabe zu 16sen, kann man einmal wie beim Beweis
zu Satz 1.4 vorgehen. Speziell in diesem Fall kann man aber auch ausnutzen,
dafl man fiir jedes w € C*' durch Auflésen von

1
:1;:§u2—|—w(u—y)

nach u eine Losung der Differentialgleichung erhilt (Dies ist eine Aufgabe
3 entsprechende Ubungsaufgabe). Wahlt man w(0) = 0, so enthélt jede so
berechnete Losung die Kurve K und ist also Lésung der Anfangswertaufgabe.

2) Die Kurve
K:p(s)=s", (s)=2s, x(s)=s

ist charakteristisch, aber keine Charakteristik. Wir versuchen, die Anfangs-
wertaufgabe fiir diese Kurve zu 16sen. Die Losung des charakteristischen Sy-
stems mit diesen Anfangswerten ist

1
x(t,s) = §t2 + 15+ 52
y(t,s) = t+2s
z(t,s) = t+s.

Das Gebiet > y?/4 der  — y—Ebene entspricht in umkehrbar eindeutiger
Weise der rechten Halbebene der ¢, s—Ebene, und es ist

t = 24/x—y?/4,
C = Sw-nfrow).

Setzt man dies in z(¢, s) ein, so bekommt man eine Funktion

ule,y) = 5+ 27— 2/

welche man leicht als Losung der Differentialgleichung erkennt, und diese
enthélt die Kurve K.
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Trotzdem liegt kein Widerspruch zu Satz 1.4 vor, denn u ist entlang K
nicht differenzierbar.

Satz 1.5: Seien u'9, i = 1,2, differenzierbare Losungen der Differentialglei-
chung, deren Losungsflichen sich in einer Kurve K schneiden. Die u') seien
verschieden in dem Sinne, daf entlang K Vu" # Vu® gilt. Dann ist K
eine Charakteristik.

Beweis: K besitze die Darstellung

r=p(s), y=1(s), z = x(s).
Die Differentialgleichung fiir u(9 entlang K lautet

ou?) ou?)
a(%@/},x)a—(%@b) + b(%@/},x)ﬁ(%@b) = c(p, ¥, X) -

T
Entlang K sind die u!? durch y gegeben, also

uD(p,9) = x.
Differentiation ergibt

ou?) ,Oul?)

¢’ 52 (o, )+ a—y(%@b) =X

Das Gleichungssystem mit der Matrix

A:(a(cp,@/),x) 9 b(g‘oquva) 9 _C(S‘quvva))
S‘Q/ ) ¢/ ) _X/

hat also die beiden Lésungen
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welche nach Voraussetzung linear unabhangig sind. Also kann A hochstens
den Rang 3 —2 = 1 haben. Die beiden Zeilen von A sind also linear abhéangig,
und wir kénnen einen neuen Parameter - wir nennen ihn wieder s - einfithren,
so dafl der Proportionalitdtsfaktor 1 wird. Dann sind aber ¢, ¥, xy Losung
der charakteristischen Gleichungen.
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2.2 Die allgemeine Differentialgleichung in
zwei unabhingigen Variablen

Nun betrachten wir die Differentialgleichung
Ju Ju
= — = — 2.1
P=g. 159, (2.1)

mit einer in Q x IR® zweimal stetig differenzierbaren Funktion F, wo ) ein
Gebiet in IR? ist. Wir setzen immer voraus, daB

or 2+ or 2>0
dp dq

ist. Losung (in ) nennen wir jede Funktion u € C?*(2), welche die Differen-
tialgleichung in € identisch erfiillt.

F(z,y,u,p,q) =0

Wie in §1 beginnen wir damit, Kurven zu suchen, welche auf einer Lésungs-

flache z = u(x, y) liegen. Wie in S1 suchen wir solche Kurven x(t), y(), z(¢)
als Losung von

d F
ﬁzg%w%mmmW»
d F
%:%%w%WMMWW
Differentiation der letzten Beziehung ergibt

== p(%y)% + Q(xvy)%

:mw%wwﬂwmwmﬂwﬁ%W%mmmW»

Dies sind drei gewohnliche Differentialgleichungen fiir die fiinf Funktionen
x,y,z,p,q. Zwei weitere Differentialgleichungen erhalten wir auf folgende
Weise: Wir differenzieren (2.1) partiell nach = und y, also

OF OF  OFdp JF dq
9z T T o0 T 9q 0
OF OF  OFdp OFdq
ay T oy T o oy

= 0
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und beachten (es ist u € C?!)

dp 0*u _0q
8_y -~ Oxzdy ox
Es folgt
orop oFdp OF OF
Gpor T Bgay T T or ou’
ordq dFdq OF OF
oz dqoy T oy ou
Damit erhalten wir
d dpdx  Odpdy
Ep(l'ay) = ordt Vogar
_ Opol"  OpOF
= Gedp ayoq
. Iar  0F
= "% a
d or  OF
EC](%y) = _8—y - 8—u

Wir haben also fiinf gew6hnliche Differentialgleichungen fiir die fiinf Funk-
tionen z,y, z,p = p(x,y), ¢ = q(z,y):

di - ap LY, %, P,4) 5 dt - aq L Y,2,P,4) 5

‘é_j — paa—];(x,y,z,p, q) + qaa—];(x,y,z,n q) (2.2)
dp oF or

T —a—x(:z;,y,z,p, q) — a—u(l}yazapa q)p

dq oF or

o= —a—y(:p,y,z.p, q) — a—u(l',yazapa 1)q

Dieses System heifit wieder “charakteristisches System”, seine Lésungen =, vy, z, p, ¢
“Charakteristik”. Charakteristiken sind jetzt also kompliziertere Gebilde,
namlich “Streifen”.
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Ist z = u(x,y) irgendeine Flache, welche eine Kurve © = x(¢), y = y(1),
z = z(t) enthilt, so gilt entlang dieser Kurve die “Streifenbedingung”

e _ e o
at ~ Var T '
wobei die Funktion p, ¢ durch
du u

gegeben sind. Ein Quintupel von Funktionen x, y, z, p, g mit (2.3) heifit “Strei-
fen”, ein Quintupel reeller Zahlen xg, yo, 20, po, o “Streifenelement”.

Satz 2.1:  Sei Sy = (2o, Yo, 20, Po, Go) €in Streifenelement mit

F (0,90, 20, P0, o) =0

und sei x,y,z,p,q eine Charakteristik, welche Sy enthdlt. Dann ist

F(z,y,2,p,q)=0.

Beweis:  Sei 2(0) = xq, y(0) = yo, 2(0) = z0, p(0) = po, ¢(0) = go. Wir
setzen ¢(t) = F(x(t),y(t), z(t), p(t), q(t)). Dann ist ¢(0) = 0, und nach (2.2)

dp dzdF dydF dzOF dpdlF dqdF

dt_ﬂa_erdtaerEa_qudt 8p+dtaq

oFoF O0FOF (8F 8F)8F (8F 8F)8F (8F 8F)8

wor Ty T \Pap T ) au \ar TPau ) ap \ay T99u) 9
- 0.

Damit ist ¢(1) =

a

Wir kommen nun zur Formulierung der Anfangswertaufgabe. Sei I' : x =
©(s), y = ¥(s) eine Kurve, entlang der wir Werte z = y(s) vorschreiben. Sei
also



eine Anfangskurve. Gibt es durch diese eine Flache z = u(x,y), welche (2.1)
auch nur entlang K erfiillt, so muf}
dxy _ de dy

@ P Ty

F(o, ¥, x,p,q)=0

gelten. Dabei sind p = u,(p,¢), ¢ = uy(p, ) Funktionen des Kurvenpara-
meters s. K 1at sich dann also notwendig zu einem Streifen ¢, ¥, x, p, g
ergdnzen. Demnach lautet jetzt die Anfangswertaufgabe sinnvollerweise:

Sei

S:x=p(s), y=v(s), z=x(s), p=pls), qg=q(s)

ein Streifen mit F(p, ¢, x,p,q) = 0. Gesucht ist eine Lésung u der Differen-
tialgleichungen, fiir welche entlang I'

ulp,¥) =
ux(¢7¢) =
uy (0, ) = ¢

|
S

gilt.
Wie in S1 sagen wir, ein Streifen sei nicht charakteristisch, wenn

aF(

PP q) ) _9 (2.4)

Rang | 3B ,
g(%(%%xm,q) ,

ist. Ist dieser Rang entlang des Streifens < 2, so heifit der Streifen charakte-
ristisch.

Zur Losung des Anfangswertproblems geben wir wie in 51 vor:
Wir 16sen das Anfangswertproblem gewohnlicher Differentialgleichungen

dx(t,s)  OF _

at - ap (l’,y,Z,p, q) ) J}(O,S) - S‘Q(S) ”
dy(t,s) _ OF _

o = o (x,9,2,p,9) o y(0,8) = 9¥(s),
dz(t,s)  OF OF B
T - pap (xvyvzvpvcﬁ—I_qaq(xvyvzvpv(Z)v 2(075)_)((3)7
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dp(t, s) oF oF

— = T @vand = oo (@ ynpap, p0,s)=p(s),
dqll,s)  OF OF _
at _ay(l’ayaz,p,Q)—au(l‘ay,zapmqa 9(0, ) = q(s) ,

driicken t,s durch x,y aus - was wegen (2.4) nahe S moglich ist - und setzen

u(z,y) = z(t(z,y)),s(x,y)) (2.5)

Satz 2.2:  Der Anfangsstreifen S sei nicht charakteristisch. Dann gibt es
eine Umgebung von I, in der das Anfangswertproblem [6sbar ist.

Beweis: Dafl die Funktionen (2.5) wohldefiniert sind, wird wie beim Be-

weis von Satz 1.2 gezeigt. Wir setzen

pla,y) = plt(x,y),s(z,y)), Gz, y) = q(t(z,y),s(z,y))

und zeigen
Fz,y,u(z,y),p(z,y), 4(x,y)) =0

in einer Umgebung von I'. Dazu betrachten wir die Funktion
qb(t? S) = F(l‘, Y, u(:z;, y)vﬁ(xv y)v Q(xv y)) z=x(t,s),y=y(t,s)
= F(x(t,s),y(t,s),2(t, ), p(t.s), q(l,5)) .

Fir jedes s ist x(-,s),...,¢(-,s) ein Streifen, und das Streifenelement
2(0,38),...,¢(0,s) erfiillt die Differentialgleichung. Nach Satz 2.1 erfiillt also
der ganze Streifen die Differentialgleichung, d.h. ¢ = 0.

Wir miissen noch zeigen, daf

o
ist. Dazu setzen wir
0z oz dy
Vo= a—p@—an
(2.6)
g oo 92 0t Oy
 Os p@s q@s
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und zeigen U = V = 0. Fiir V ist dies einfach die dritte charakteristische
Gleichung. Fir U bilden wir

ou oV 9dp dxr dq dy @8_:1:

ou._ov dq dy
ot ds Ot 0s Ot Os  0s Ot  9s Ot

denn die Ableitungen zweiter Ordnung heben sich wegen z,y,z € C? (vgl.
Satz 1.0) alle weg. Driicken wir die Ableitungen nach ¢ durch die charakteristi-
schen Gleichungen aus und beachten wir, daff wegen V' =0 auch 9V/ds =0
ist, so erhalten wir

oU (98 oF\or (08 oF\oy opoF oy oF
o~ \oz "Tou) s dy Tou ) 9s T s dp  0ds 0Jq
_on (e oy 0\ or
s Pas T 9%9s " 9s) o’
als Argument von F' sind dabei immer x(¢,s),...,q(t,s) zu nehmen. Der

Faktor von 0F/du ist nun gerade —U, und wegen F' = 0 ist auch 9F/ds = 0.

Also erhalten wir schlief3lich
oU oF
—=-U—" 2.7
ot Ju (2.7)

Die Streifenbedingung fiir den Anfangsstreifen bedeutet nun aber gerade
U(0,s) = 0. Zusammen mit (2.7) folgt U = 0.

Differenzieren wir z(t,s) — u(x(t,s),y(¢,s)) = 0 nach ¢, s, so entsteht

0: uar oy _
ot dxot oyot
Jz Oudx Oudy

95 or0s oyos

Dies ist das lineare Gleichungssystem fiir du/dx, du/dy, das wir in (2.6) fiir
p, q erhalten haben. Die Matrix dieses Systems ist

9z Oy or  9F
at t — ap dq
(el & - ! ¢/
ds ds ¥
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und hat in einer Umgebung von I' den Rang 2. Also ist p = du/dz, ¢ =
du/dy, oder, ausfithrlicher

p9) = pli(y) s(e.) = )

und entsprechend fiir q.

Satz 2.3:  Der Anfangsstreifen S sei nicht charakteristisch. Dann gibt es
in einer Umgebung von I' nur eine Ldosung des Anfangswertproblems.

Beweis:  Wegen I' € C? sind die Funktionen des charakteristischen Sy-
stems alle C'! und das Anfangswertproblem des charakteristischen Systems
damit eindeutig l6sbar. Nun kann man wie beim Beweis zu Satz 1.3 argu-
mentieren.

a

Satz 2.4:  Sei der Anfangsstreifen S charakteristisch. In einer Umgebung
von I' gebe es eine Liosung des Anfangswertproblems. Dann ist S eine Cha-
rakteristik.

Beweis: Wie beim Beweis zu Satz 1.4 sehen wir, dafl - evtl. nach Einfithrung
eines neuen Parameters -

. OF

Y = 6—p(%¢’x’p’q)
. oF
77Z) - a—q(¢7¢7X7p7Q)

gelten mufl. Daneben muf fiir die Lésung u

X = ulp, )

ou

p = a—x(%z/))
ou

q = a—y(%z/))
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gelten. Differentiation dieser Beziehung fiihrt, wie oben, zu den charakteri-
stischen Gleichungen.

Bemerkung: Wiein Satz 1.4 kann man zeigen, dafl es fiir Charakteristiken
als Anfangskurven, jedenfalls in der Regel, unendlich viele Lésungen gibt. Die
Konstruktion dieser Lésungen ist die gleiche wie bei Satz 1.4, nur mufl man
jetzt mit Streifen arbeiten. Zwei verschiedene Losungen kénnen sich entlang
der Charakteristik sogar beriihren. Entlang Charakteristiken kann man also
von einer Losung zu einer anderen iibergehen, ohne die stetige Differenzier-
barkeit zu verletzen. Entlang Charakteristiken sind also Verzweigungen der
Losungen moglich.
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BEISPIEL:

Das charakteristische System der Eikonalgleichung

P +g=1
15t L _ d_y_2
Ccllé - p2 5 9 dt Q7
= = 20°+4) ,
@D = da — .

7 dt

Die allgemeine Losung mit den Zahlen x(0) = x¢ usw. ist
$:2tp0—|—$0, y:2tq0+y07 222(p3‘|‘q3)t‘|’20,

pP=Po, 4¢=do-

Fiir Charakteristiken, welche auf Losungen liegen, ist p2 4¢3 = 1. Sie werden
getragen von Geraden, welche mit der x — y—Ebene einen Winkel von 45°
bilden. Aus solchen Streifen kann man die Ebenen z = wu,(x,y) mit

us(x,y) = xcoss + ysin s

aufbauen. In der Tat bestatigt man sofort, dafl dieses uy fiir jedes s eine
Losung ist. Aus den Charakteristiken kann man aber auch den Kegel z =

v(a,y) mit
v(z,y) = /2 +y?

aufbauen, und auch v erkennt man sofort als Losung. v ergibt sich {ibrigens
als Einhiillende (vgl. Aufgabe 8) der Schar (u;)o<s<2r. Die Losungen v und

us berithren sich. Die Beriihrung erfolgt 1angs einer Charakteristik.
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X

Abbildung 2.2: Monge’scher Kegel.

2.3 Geometrische Interpretation einer
Differentialgleichung 1. Ordnung

Geometrisch bedeutet die Differentialgleichung

F(x7y7u7p7Q):07 (31)

daf} wir eine Flache z = u(x, y) suchen, so dafl in jedem Punkt (z,y, u(z,y))
der Flache die Steigungen p = du/dx, ¢ = Ou/dy die Beziehung (3.1) erfiillen.
Anders ausgedriickt: Die Flache soll in jedem Punkt z, y, z eine Ebene der
Schar

d—z=pla'—a)+qly'—y), Flx,y,z,p,q9) =0 (3.2)

berithren. Diese Ebenenschar hat in der Regel eine kegelartige Fléache mit
Spitze in (x,y, z) als Einhiillende. Diese nennt man den “Monge’schen Kegel”.
Eine Flache ist also dann Losungsflache, wenn sie in jedem ihrer Punkte den
dortigen Monge’schen Kegel beriihrt.

Man kann iibrigens zeigen, dafl die Richtung der Berithrungskurve von
Losungsfliche und Monge’schem Kegel die einer Charakteristik ist.
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BEISPIELE:

1) Die Eikonalgleichung p* + ¢* = 1. Mit p = cos s, ¢ = sin s nimmt (3.2)
die Gestalt
27—z =coss(z’ —x)+sins(y —y)

an. Die Einhillende ist

d—z=df(e -2+ (y — y)?

Der Monge’sche Kegel ist hier also wirklich ein Kegel.

2) Fiir die quasilineare Gleichung
ap+bg=c, a=a(x,y,u) usw.

sind (3.2) genau die Ebenen, fiir die der Normalenvektor (p, ¢, —1) senkrecht
ist zu (a, b, ¢). Der Monge’sche Kegel entartet hier zu den Geraden mit Rich-
tung (a,b,c¢) durch (x,y, z).

3) Die Differentialgleichung
pP-q=1.
Mit p = cosh s, ¢ = sinh s nimmt (3.2) die Gestalt
2 — 2z = cosh s(z' — x) + sinh s(y' — y)
an. Die Einhiillende ist

d =l =2 =y —y).

Dieses Gebilde wird man nicht mehr als Kegel bezeichnen.
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2.4 Das vollstindige Integral

Eine Funktion ¢ € C? heifit vollstindiges Integral der Differentialgleichung
F=0inQ C IR?, wenn

1) u(x,y) = ¢(x,y,a,b) fir jede Wahl von a, b Losung der Differential-
gleichung in € ist,

2) in Q
¢ 9% 9%
da  dadx  Jady .
Rang ( 9 %9 % ) =2 (4.1)
db  9bdx  Obdy
ist.

Die zweite Bedingung bedeutet, dafl ¢ auch wirklich von zwei Parametern
abhdngt und sich nicht durch nur einen ausdriicken 1a8t. Ware namlich mit
einer geeigneten Funktion v

qb(x? y7 a? b) = ¢(x7 y7 c(a7 b)) b
liele sich also ¢ durch einen einzigen Parameter ¢ darstellen, so wére

%% 52;; 52;2 _ gﬁ éké 82¢) 62¢)
b¢ o4 o¢ ge dc’ dcdx’ Dcdy )

ob  0bdxr  Oboy

und diese Matrix kénnte hochstens den Rang 1 haben. Die Bedingung (4.1)
schliefit dies also aus.

BEISPIELE:

1) Die Eikonalgleichung hat das vollstandige Integral
o(x,y,a,b) = xcosa+ysina+b.

2)  Die Clairautsche Differentialgleichung v = pz + qy + f(p,q) hat das
vollstandige Integral

o(x,y,a,b) = ax + by + f(a,b) .
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3) Die Differentialgleichung
P+ =1
hat das vollstdndige Integral

o(x,y,a,b) = \/1— (x —a)?—(y—10)?.

4)  Die quasilineare Differentialgleichung

pr +qy = au
hat fiir o # 0 das vollstandige Integral
o(x,y,a,b) = ax® + by

Aus einem vollstandigen Integral kann man durch Bildung von Einhiillenden
weitere Losungen gewinnen, z.B. die singulére Lésung nach Aufgabe 8. Wir
wollen nun mit Hilfe eines vollstdndigen Integrals das Anfangswertproblem
16sen. Sei

S:x=p(s), y=v(s), z=x(s), p=pls), qg=q(s)

der Anfangsstreifen, also F'(¢, ¢, x,p,q) = 0. Wir bestimmen die Parameter
a(s), b(s) eines vollstandigen Integrals ¢ so, daff die Anfangsbedingung im
Punkt (p(s),(s)) der Anfangskurve erfiillt sind. Dies bedeutet

X() = dlple). vls)a(s).b(s))
ps) = 2pl).0ls)a(s). Bs)). (1.2)

0s) = el 0] als) b))

Wir wollen zeigen, daf a(s), b(s) in der Regel durch (4.2) eindeutig bestimmt
sind. Ist etwa die aus den ersten beiden Spalten gebildete Teilmatrix in (4.1)
nicht singuldr, so kénnen wir die ersten beiden Gleichungen von (4.2) ein-
deutig nach a(s), b(s) auflosen. Weil S die Differentialgleichung erfiillt und

¢ Losung ist, haben wir

Flp(s),9(s), x(s), p(s), q(s)) = 0,

Flpls) 6(6), 8o (8), b0) )b, G20, 50di)) = o,
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wo fiir die Ableitungen von ¢ die gleichen Argumente wie fiir ¢ verwendet
werden. Die ersten vier der Argumente von F' in diesen beiden Gleichungen
stimmen tiberein. In der Regel wird dann auch das letzte Argument iiber-
einstimmen, und dies liefert uns die dritte der Beziehungen (4.2). Diese ist
also automatisch erfiillt, wenn die ersten beiden erfiillt sind. Genauso argu-
mentiert man, wenn eine andere 2 x 2-Untermatrix von (4.1) nicht singular
ist.

Fiir jedes s ist nun
Z = gb(:z;,y,a(s),b(s)) (43)

eine Losungsflache, welche im Punkte (¢(s),4(s)) der Anfangskurve die An-
fangsbedingungen erfiillt, d.h. den Anfangsstreifen beriihrt. Dies ist dann

auch fiir die Einhiillende der Schar (4.3) der Fall, und zwar in jedem Punkt
der Anfangskurve. Damit ist diese Losung des Anfangswertproblems.
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2.5 Der Fall von n unabhingigen Variablen

Wir betrachten nun den Fall von n > 2 unabhéngigen Variablen zq,..., z,,
die wir in dem Vektor = € IR" zusammenfassen. Die Unterschiede zwischen
dem Fall n = 2 und dem allgemeinen Fall sind im Wesentlichen eine Sa-
che der Notation. Wir werden uns also sehr kurz fassen. Die quasilineare
Differentialgleichung lautet nun

éai(aj,u)g—l = c(x,u) (5.1)

und die charakteristischen Gleichungen sind

CZI; = a;(x,z), i=1,....n (5.2)
d
d—j = c(x,z). (5.3)

Dies ist ein System von n + 1 gewo6hnlichen Differentialgleichungen. Die
Losungen von (5.2) nennen wir wieder Charakteristiken von (5.1); sie sind
jetzt Kurven im (n + 1)-dimensionalen Raum. Satz 1.1 gilt unverandert.

Das Anfangswertproblem lautet nun: Sei
K : r=p(s), z=x(s), §= 81,y Sn_1)
eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit im IR"*'. Die Matrix (9¢;/0s;)
habe den Rang n — 1. Gesucht ist eine Losung u von (5.1), welche K enthélt,

also
u(e(s)) = x(s) .

Wie im Falle n = 2 16sen wir die Anfangswertaufgabe

g_‘: =a(x,z) , x(0,s) =¢(s)
% =c(z,2) , 2(0,s) = x(s)

und lésen x(¢,s) = x nach ¢, s auf. Dies ist in einer Umgebung der Anfangs-
mannigfaltigkeit I' : @ = ¢(s) moglich, wenn

0 0
Rang (G(QO,X), a—zv sy asg‘o_l) =n

(5.4)
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ist. K heifit dann nicht charakteristisch. Die Losung u ergibt sich wieder
durch Einsetzen von t = t(x), s = s(x) in z(, s). Ist (5.4) verletzt, so ist das
Anfangswertproblem wieder nur in Ausnahmeféllen und dann mehrdeutig
16sbar.

Die allgemeine Differentialgleichung lautet fiir n unabhéngige Variable

Flz,u,p)=0,  pi= aa; (5.5)
und die charakterischen Gleichungen sind
Cil? = g—i(%zap), i=1,...,n
Cjz_j N é}pi g_]i(“’vzvp% (5.6)
Cig}? - —g—z(wap)—pz’g—f(w,p), i=1,....n.

Die Loésungen dieses Systems von 2n+1 gewohnlichen Differentialgleichungen
nennen wir wieder Charakteristiken. Wieder gilt Satz 2.1.

Zum Anfangswertproblem fiir eine Anfangsmannigfaltigkeit K ergénzen
wir K zu einer “Streifenmannigfaltigkeit”

S:ox=p(s), z=x(s), p=p(s)
mit P "
X i :
IX T —1...n—1
88]‘ ;p 88]‘ J "

und F(¢, x,p) = 0. Es ist dann eine Losung u von (5.5) gesucht, welche S
enthélt, d.h.

x(s) = ulpls))

pils) = gz(g@(s)), i=1,....n.

Wie in Satz 2.2 sieht man, dafl dies méglich ist, wenn S nicht charakteristisch
ist, d.h. wenn

(5.7)

0 0
R’ang (va(¢7X7p)7 a—:ol7 ct 6880_1) =n
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ist. Zur Berechnung der Losung 16st man das Anfangswertproblem

8:1; B a—p(:p,z,p), J}Z’(O,S) :992'(8) ’ Z:L'"’n
0z - OF
= Yng e, (0= (),
=1 ¢
opi oF oF —
ot _%(%Z,p) —pza_u(%z,p)a pi(0,5) = pi(s)

K3

und 16st (¢, s) = x nach ¢, s auf. Dies ist in einer Umgebung von I' : & = ¢(s)
moglich. Die Losung ergibt sich dann wieder durch Einsetzen von t = t(x);
s =s(x)in z(t,s).

Ein vollsténdiges Integral ist im Falle von n unabhéngigen Variablen
natiirlich eine Losung ¢(x, ay, . .., a,), welche von den n Parametern aq, . .., a,

auch wirklich abhangt, d.h.

Rang | V, ¢, VG%, .V, ¢ =n.
8:1;1 8:1;n

2.6 Hamilton - Jacobi - Theorie

Wir haben gesehen, dafl die Losung einer partiellen Differentialgleichung 1.
Ordnung auf die Lésung eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen
zurlickgefithrt werden kann. Wir zeigen nun, dafl auch umgekehrt ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen aus einem vollstandigen Integral einer
geeigneten partiellen Differentialgleichung berechnet werden kann.

Sei H = H(t,x,p) eine - hinreichend oft differenzierbare - Funktion von
t € RY, z,p € R". Wir betrachten das System

dl‘i . 6[—] dpi B aH
dt - a—pi(tvxvp) ) di - _6:1;2' (t,x,p) (61)
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von 2n gewohnlichen Differentialgleichungen. Man nennt ein solches System
“kanonisch” und H seine Hamilton - Funktion. Diesem System ordnen wir
die Hamilton - Jacobische Differentialgleichung

Ju Ju
E—I_H(tvxvp)_ov pi—a

' (6.2)
fiir die Funktion u(t,z) zu. Dies ist eine partielle Differentialgleichung 1.
Ordnung in n+ 1 unabhéngigen Variablen ¢, x4,..., x,, in der u nicht explizit
vorkommt und die nach einer der Ableitungen von u, namlich der nach ¢,
aufgelost ist.

Wir nehmen nun an, es sei eine Losung ¢(t, x, aq,. .., a,) bekannt mit
99 99
R Vo,V =n. 6.3
ang ( 8:1;1 8:1;n) " ( )

Es ist dann ¢ + ag ein vollstandiges Integral von (6.2). Wir wollen die allge-
meine Losung von (6.1) durch ¢ ausdriicken. Dazu l6sen wir die Gleichungen

g—qb(t,x,a):bi, i=1,....n
a;

nach z auf und erhalten Funktionen
x; = x;(t,a,b) .
Dies ist wegen (6.3) moglich, zumindest lokal. Danach setzen wir

99
6:1%

pi(t,a,b) = (t,x(t,a,b),a). (6.4)

Wir zeigen, dafl die so definierten Funktionen x;, p; fiir jede Wahl von «a, b
Losungen von (6.1) sind. Zunéchst differenzieren wir
99

a—ai(thx(tvavb)va) - bz =0

nach ¢ und p
a—f(t, z,a)+ H(t, 2, V,eo(t,z,a)) =0 (6.5)
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nach a;. Dies ergibt

6t8ai + =1 8:1;j8a2» dt =0 ’
D*¢ " 9% OH
da;0t Z da;dx; Op; (t,2,Ve0) = 0,

wobei ¢ und seine Ableitungen immer an der Stelle (¢, 2(¢,a,b),a) zu neh-
men sind. Die Matrix dieser beiden Gleichungssysteme ist wegen (6.3) nicht
singuldr. Also miissen ihre Losungen identisch sein, d.h.

dl‘j 6[—]

Danach differenzieren wir (6.4) nach ¢ und (6.5) nach ;. Es folgt

8% 6% dl‘j dpi B
8x6t+2 6:1;j6:1;iﬁ_ dt N 07
a% " oH P

mit den gleichen Argumenten von ¢ wie oben. Wegen (6.6) folgt dp;/dt =
OH/0x; und damit die Behauptung.

43



Kapitel 3

Systeme von
Differentialgleichungen 1.
Ordnung

3.1 Lineare Systeme in zwei unabhéingigen

Variablen

Wir betrachten lineare Systeme der Form

d d

=+ A, y) 5 = Bla,y)u+ bz, y)

dy oz

mit (n,n)-Matrizen A, B, einem n-Vektor b und den Vektoren
u‘l au 8u1/8:1;
U = : — = : usw.
. b a .

Uy, ‘ du,, [0z

A, B, b seien in einem Gebiet Q C IR? stetig.

Wir wollen (1.1) in eine einfache Form bringen und setzen dazu u =
Wov mit einer noch zu bestimmenden (n,n)-Matrix W. Die neue abhéangige

Variable v erfullt
ow v (8W v

— v+ W—+4+A|l—v+W— ] =BWov+b
8yv+ 8y+ 8:1;U+ 8:1;) vt
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oder

dv . dv
a_y‘|’W AWa—x—CU+C,
cowt (pw = VO ey
dy oz

Wir nennen (1.1) im Punkt (z,y)

hyperbolisch,  wenn A(x,y) n verschiedene reelle
parabolisch ,  wenn A(z,y) 1 < k < n verschiedene reelle

elliptisch ,  wenn A(x,y) keine reellen

Eigenwerte besitzt. Ist (1.1) hyperbolisch (parabolisch, elliptisch) in jedem
Punkt eines Gebietes, so nennen wir (1.1) dort entsprechend.

Sei nun (1.1) hyperbolisch in Q. Dann hat A(x,y) fiir (z,y) € Q@ n re-
elle Eigenwerte A;(x,y), ..., Au(x,y) mit linear unabhéngigen Eigenvektoren
wi(x,y),...,w,(x,y). Es ist dann mit W = (wy,...,w,).

Al @)
W AW = =A.
@) A
Die transformierte Differentialgleichung nimmt dann die Form
Jv Jv
—+A—=C 1.2
oy "o vt (12)
an. Komponentenweise lautet dies
81)2' 81)2» n .
ay—l_)\ia—x:;cﬁvj—l_@? Zzl,...,n. (13)

mit den Elementen ¢;;, ¢; von C bzw. c¢. Dies nennt man die Normalform
eines hyperbolischen Systems.

Man konnte nun auf die Idee kommen, die n Gleichungen (1.3) genau
so zu 16sen wie wir das in Teil II fiir eine einzelne Differentialgleichung ge-
macht haben. Der j-ten Gleichung wiirde man dann die charakteristischen

Gleichungen
dx; dy;
= = Ailegy) s =1 (1.4)
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zuordnen. Man wiirde nun eine Lésung vy,...,v, von (1.3) entlang einer
Losung von (1.4) betrachten, also die Funktionen

zij(t) = vil;(t), y;(1))
einfithren. Es ware dann

dZZ']‘ . 81)2' dl’j avi dyj
= 6—:1;(%’%)% + 8—y($]’y])ﬁ

Fiir + = j erhielte man wie in Teil 11

dzy; < :

;t :kzz:l Cikzki‘l‘ci7 Zzl,...,n. (15)
Fiir ¢+ # 7 bekommen wir aber keine Differentialgleichungen fiir z;;, so daf
(1.4), (1.5) fiir n > 1 kein geschlossenes System gewohnlicher Differential-
gleichungen bilden. Damit ist der in Teil II erfolgreiche Ansatz gescheitert.

Trotzdem nennen wir die Losungen von (1.4) Charakteristiken von (1.1).
Sie spielen beim Aufbau der Losungen von (1.1) eine grofie Rolle.

Einen anderen Zugang zu den Charakteristiken bekommt man {iber das
Anfangswertproblem. Das Anfangswertproblem fiir (1.1) besteht darin, ent-
lang einer Kurve

[ia=p(s), y=v(s)

Werte fiir den Vektor u vorzuschreiben, also

@, ¥ und y seien stetig differenzierbar, und es sei (¢')? + (¢')* > 0. Wir
fragen uns, ob durch die Vorgabe von u entlang I' auch die Ableitungen 1.
Ordnung von u entlang I' bestimmt sind. Wir haben entlang I’

Ju Ju

—+A— = B b

oy Y on vt
¢’a_u + ’a_u — d_u

dy Por T ds
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Die rechte Seite dieses linearen Systems von 2n Gleichungen fiir die 2n Un-
bekannten du/0dx, du/dy ist bekannt. du/dy sind also bestimmt, falls

[ A
det(w @,[) £ (1.6)

entlang I'. Verschwindet die Determinante in (1.6) entlang I', so sind die
Ableitungen von w nicht durch die Werte von u entlang I' bestimmt. Es hat
dann das lineare System
v+ Aw =
Yot u =
eine nichttriviale Losung. Wegen (¢’)* + (¢')? > 0 kann nicht ¢/ = 0 sein.

Wir koénnen daher auf I' einen Parameter s so einfithren, dafl ¢’ = 1 ist.
Dann folgt durch Elimination von v

Aw = p'w

d.h. ¢ ist Eigenwert von A. Die Kurven I', entlang denen die Ableitungen
von u nicht durch u bestimmt sind, sind also gerade die Charakteristiken.

BEISPIEL
1) Das System

Uz

lautet mitu:(ul)
(0 1\,
dy 1 0)ox

A:( 0 _1), M=l M=—1.

Es ist also

-1 0

Das System ist also hyperbolisch, und Charakteristiken sind alle Geraden,
die einen Winkel von +45° mit der z-Achse machen.
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2)  Das System
aul 8u2 8u2 aul

dx dy = Ox dy
(Cauchy-Riemann) lautet

du 01 .
a—y+(_10)U—0, )\1—17 )\2

Das System ist also elliptisch.
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3.2 Das Anfangswertproblem fiir
hyperbolische Systeme

Wir wollen nun Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir das Anfangswertpro-
blem hyperbolischer Systeme beweisen. Entlang einer Kurve

Poz=gpls), y=1(s)
mit p, b € CY, (¢")* + (¢')? > 0 soll also u gegeben sein. Gesucht ist eine

Losung des Systems in einer Umgebung von I'; welche auf I' die vorgegebenen
Werte annimmt.

Dazu kehren wir zur Normalform (1.3) eines hyperbolischen Systems
zuriick. Sei C; eine der Charakteristiken, und sei D; die Ableitung

Dio(ei0) (1) = ol (2), (1)

D; ist also (bis auf den Faktor ((dz;/dt)* + (dyi/dt)z)l/z) die Richtungsablei-
tung entlang C;. Wegen

81)2' 81)2»
Divi = Ni——
v oz + dy
1483t sich (1.3) in der Form
Divi:Z CZ']‘U]‘—I-CZ'7 izl,...,n (21)
7=1

schreiben.

Wir wollen nun die Anfangswertaufgabe losen. Sei (£,7) € Q, und die

Charakteristiken Cy, ..., C,, durch (£, n) treffen I in den Punkten Py (&,n), ..., P.(&,n):

(2:(0),5:(0)) = Pi(&,m) , (wilta), wi(t:)) = (&) -
Natiirlich sind die ¢; Funktionen von &, 7.
Wir integrieren (2.1) entlang C; von P;(£,n) bis (&, n):

vi(&,m) = vz'(Pz'(fm))+/Dwz'($z'(t)vyz’(t))dt
’ (2.2)

= (P + | (Z vy + ) (0. 1))l
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Abbildung 3.1: Charakteristiken durch einen Punkt (&, n).

Wir haben ein System von Integralgleichungen fiir die Funktionen v; erhalten.
Dieses werden wir, genau so wie man das bei gew6hnlichen Differentialglei-
chungen macht, durch Iteration 16sen und damit Existenz- und Eindeutig-
keitssdtze fiir das Anfangswertproblem bekommen. Diese Riickfithrung auf
ein System von Integralgleichungen ist méglich, wenn I' in keinem Punkte
die Richtung einer der Charakteristiken durch diesen Punkt hat, d.h. wenn

/ .
Rang (ZZ, )12)22, i=1,....n

entlang I'. Wir nennen I' dann nicht charakteristisch. Z.B. ist die z-Achse
nicht charakteristisch (Das liegt daran, dafl wir den Koeffizienten von du/dy
nichtsinguldr, ndmlich als Einheitsmatrix gewéhlt haben.).

Die Charakteristiken durch (£, ), welche zum grofiten bzw. kleinsten Ei-
genwert gehoren, heiflen Auflencharakteristiken.

Satz 2.0: (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz): Sei D eine nicht-
leere abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X. Sei T : D — D
kontrahierend, d.h. es gibt ¢ <1 mit

T2 — Tyl < qllz —yl, Va,yeD.
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Dann hat die Gleichung x = T'x genau eine Lésung T in D. Die Folge x4 =
Txy konvergiert fir jedes xo € D gegen T, und es gilt

k
e

|21 — @ol| -

Beweis: Siehe etwa W. Walter, Gewohnliche Differentialgleichungen, S.
45.

Sei nun A in Q stetig differenzierbar. Dann sind die Charakteristiken
durch einen Punkt (£,7) eindeutig bestimmt. Wir betrachten ein Gebiet (7,
das von den Auflencharakteristiken Cy, C,, durch (&, n) und die Anfangskurve

I' begrenzt wird.

Satz 2.1: Sei v = y auf I' stetig vorgegeben und sei ' nicht charakteri-
stisch. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe

mit v;, Div; € C(G), 1=1,...,n.

Beweis: Sei X der Raum der n-dimensionalen Vektoren mit Komponenten

aus C(G). X ist ein Banachraum mit der Norm

Jul = Max  Max _ |u(z,y)].
i (ry) el

Die Konvergenz in X ist die gleichmifige Konvergenz in GG siamtlicher Kom-
ponenten. Der Operator T': X — X ist erklart durch

ti(l’vy)

(Tv)i(x,y) = xi(Pi(w,y)) + / (Z%Uﬂr@) (zi(1), ys())dt . (2.3)

0
T bildet X in sich ab. Sind u,v € X, so gilt

ti(l’vy)

(Tv); = (Tu)i)(z,y) = / ,

0 J

cij(vy — ui)(@i(t), yi(t))dt .

1

n
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Sei S der Streifen {(x,y) € G : 0 < t;(z,y) < s}, und sei Y der Banachraum
der stetigen Vektoren in S. Dann gilt fir u,v € Y

ITv — Tul < sMuflo—ull . M= Max Max |e,,(e.y)] -
L]

Wir wéhlen nun s so klein, dafl sMn < 1. Dann ist 7" in Y kontrahierend.
Nach Satz 2.0 gibt es also genau ein v € ¥ mit v = Tv, und dieses v ist
Losung der Anfangswertaufgabe in S. Jede weitere Losung miifite ebenfalls
diese Gleichung erfiillen und also nach Satz 2.0 mit v identisch sein.

Damit ist der Satz jedenfalls fiir einen Streifen mit Rand I' gezeigt. Durch
Wiederholung des Arguments fiir weitere Streifen folgt die Behauptung.

Satz 2.2: Seien A, B, b in ) stetig differenzierbar, und sei u entlang I’
stetig differenzierbar vorgegeben. Sei I' nicht charakteristisch. Dann st die
Lésung aus Satz 2.1 in G stetig differenzierbar.

Beweis: Nach Beweis von Satz 2.1 und Satz 2.0 konvergiert die Folge

ti(l’vy)

o) = xi(Pley) + [ (z”+) CHORTONE

0

(0)

7

(%)

7

stetig differenzier-
bar. Man muf} nun zeigen, dafl auch die Ableitungen der vl(k) gleichmafig in
GG konvergieren. Dies geschieht dhnlich, aber komplizierter als beim Beweis
zu Satz 2.1. Man muf} dabei beachten, daf ja x; = x;(¢,2,y), vi = vi(t, z,y)

1st.

gleichméBig gegen v;. Wahlen wir v;”’ = 0, so sind alle v

a

Bemerkungen:

1)  Der Wert von v in (x,y) hadngt natiirlich nur von den Werten von v auf
I' zwischen den AuBlencharakteristiken durch (x,y) ab. Der zwischen diesen
Auflencharakteristiken liegende Teil I'(z, y) von I' heifit Abhangigkeitsgebiet
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Abbildung 3.2: Unstetigkeiten pflanzen sich entlang Charakteristiken fort.

von (z,y). Umgekehrt heifit das von diesen Auflencharakteristiken begrenzte
Gebiet EinfluBgebiet von I'(z, y).

2)  Sei P ein Punkt von I', in dem die Anfangsfunktion einen “Knick” hat,
d.h. v ist auf I' \ P stetig differenzierbar, und die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte von dv/ds existieren. Wir wollen diese Situation zunédchst fiir

den Fall p p
u A u 0

9y "o T
mit einer konstanten Matrix A studieren. Die Integralgleichung (2.2) lautet
dann

vi(z,y) = vi( Pi(z,y)) i=1,....n.

Die rechte Seite ist stetig differenzierbar fiir alle (x,y) € G, durch die keine
P treffende Charakteristik geht, also tiberall in G mit Ausnahme der von P
ausgehenden Charakteristiken.

Die Losung v ist also stetig differenzierbar in G mit Ausnahme der von P
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ausgehende Charakteristiken, und dort existieren die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte der 1. Ableitungen von v.

Wir sehen also, daf unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 v (und damit
u) i. allg. nicht differenzierbar in G ist, sondern daf} sich Unstetigkeiten in
der Ableitung der Anfangswerte entlang der Charakteristiken in G hinein
fortpflanzen.

3) Haben die vorgegebenen Funktionswerte in einem Punkt P einen Sprung,
so setzt sich auch dieser ins Innere von (& entlang Charakteristiken fort.
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3.3 Anfangs-Randwertprobleme
hyperbolischer Systeme

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Variable y ausgezeichnet:
Die Koeffizientenmatrix von du/dy war die Einheitsmatrix (oder irgend ei-
ne invertierbare Matrix). Die Charakteristiken x(¢), y(¢) verlaufen dann nie
waagerecht, d.h. die x-Achse ist stets nicht charakteristisch. Wir kénnen die
x-Achse also stets als Anfangskurve I' wahlen. Dies nennen wir die reine
Anfangswertaufgabe:

Ou Ou
a_y—l_Aa_x = BU—I—C7
u(z,0) = x(z), —oco<z<oo.

Physikalisch bedeutet y hier die Zeit und u(x,y) den Zustand eines durch die
Koordinate x beschriebenen Systems zur Zeit y.

BEISPIEL:
Die Wellengleichung
Pw 0w
ot?
geht durch die Einfithrung von

B 1 0w Jw

U = —— Uy = —
YT ot 7 on

iiber in das System

a_u_ 0 ¢ a_u_ 0 0 [ w
ot c 0/)9gx \ = 0 e U= Ug '

Die charakteristischen Gleichungen sind, wenn wir ¢ als Parameter einfiihren,

@_( ) dzy
ar e di

= —c(x2) .
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x.H

Xl X2 X

Abbildung 3.3: Charakteristiken einer eindimensionalen Wellengleichung .

Die Charakteristiken Cy, Cy durch (x,t) schneiden die Anfangskurve ¢ = 0
also in Punkten z{, x5 mit

T

Ist ¢ konstant, so ist
r1=a —ct, To=x+ct.

Wir sehen also, daf} ¢ die Geschwindigkeit ist, mit der sich Signale in dem
System ausbreiten. Im nicht konstanten Fall bedeutet ¢(a) dementsprechend
die Ausbreitungsgeschwindigkeit bei z.

Soweit die reine Anfangswertaufgabe. Haufig erstreckt sich das System
nicht von —oo bis 400, sondern nur iiber eine Halbgerade, etwa von 0 bis co.
Wir unterscheiden zwei Falle:

(a) Samtliche Eigenwerte A;(2) von A sind in (0,00) negativ. In diesem
Fall ist der Abhéngigkeitsbereich eines Punktes (x,y) mit # > 0 immer noch
Teil der positiven z-Achse, und es geniigt, dort Anfangswerte vorzuschreiben.
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(x.1)

X

Abbildung 3.4: Charakteristiken zu A mit negativen Eigenwerten.

w ist dadurch fiir alle 2,y > 0 eindeutig bestimmt.
(b)  Es gibt ein k > 0, so daB fiir « > 0

M>X > > >0> Mg > > 0, (3.1)

Sei C; die Charakteristik durch (0,0), welche zu A; gehort.

Fiir alle Punkte unterhalb ) liegt dann der Abhéngigkeitsbereich immer
noch auf der positiven z-Achse. Unterhalb von C; ist also u immer noch
durch die Anfangswerte auf der positiven z-Achse bestimmt. Oberhalb (' ist
dies aber nicht mehr der Fall. Die zu A; gehérige Charakteristik durch einen
Punkt oberhalb C} endet jetzt auf der y-Achse, ¢ = 1,..., k. Wir miissen v;
fiir diese ¢ also entlang der y-Achse vorschreiben:

vi(0,y) = gly), i=1,...k .
Allgemeiner betrachtet man die Anfangs-Randwertaufgabe
du Ju
ay + p u+c,

u(z,0) = x(x), x>0

vi(0,y) = > mivi(0y) = gly), y>0, i=1,... k.
7=k+1



ck+1

X

Abbildung 3.5: A mit positiven und negativen Eigenwert.

mit gewissen Konstanten my;. I. allg. werden die beiden letzten Gleichun-
gen bei (0,0) nicht kompatibel sein. Dies entspricht einer Unstetigkeit der
Anfangswerte. Wir werden daher entlang der von (0,0) ausgehenden Cha-
rakteristiken Unstetigkeiten von « haben.

Entsprechend behandelt man den Fall eines endlichen Intervalls [a,b].
Unter der Voraussetzung (3.1) betrachten wir die Anfangs-Randwertaufgabe

ou ou

oA _p
oy + E u+c,
u(z,0) = x(x),a<a<b,
vila,y) — Z mivi(a,y) = ¢i(y) . 1=1,....k,
7=k+1

!
vi(b,y) + > myvi(by) = gily), i=k+1,...,n.

J=1
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3.4 Der nichtlineare Fall

Das System

Ju Ju

ULy vy

oy T A5, = by
heif}t halblinear. Es wird genauso wie im linearen Fall auf Normalform ge-
bracht. Diese lautet nun

Do = ¢i(x,y,v), i=1,....n.
Satz 2.1 - 2.2 bleiben fiir b € C' in einer lokalen Version richtig, d.h. man

muf} die Aussage auf eine hinreichend kleine Umgebung von I' beschranken.

Das System

Ju Ju
a_y—l_A(xvyvu)a_x_b(xvyvu) (41)

heifit quasilinear.

BEISPIEL

Bewegung eines Gases in einer Rohre mit Stromungsgeschwindigkeit u, Dich-
te p und Druck p = p(p)

dp dp ou
o T or TP =Y
Ju ou 1@

o s T oo

Hat A(z,y,u) fiir ein u n reelle verschieden Eigenwerte X;(x,y,u), so nen-
nen wir das System fiir dieses x, y, v hyperbolisch. Die charakteristischen
Gleichungen lauten nun

dzx; dyi .
dt - )\z(xzayzvu(xﬂyl))v dt -

1 1 =1 n .

9 9o ey

Sie héngen also von u ab, und das gleiche gilt dann fiir ihre Losungen, die
wir wieder Charakteristiken nennen.

Die Normalform (1.2) ist nun nicht mehr sehr niitzlich. In der Matrix
(' dieser Normalform treten namlich die Ableitungen von W auf, und diese
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enthalten jetzt die Ableitungen von u und damit von v. Um einen Ersatz
fiir (1.2) zu erhalten, multipliziere man (4.1) von links mit W=, Wegen

WA = AW~! ergibt sich

W_lg—u + AW_lg—u =Wb.
Yy x

Bezeichnet p! die i-te Zeile von W™!, so lautet dies

p?(a_u+)\la_u):p?b7 i:l,...,n.

dy oz
Hier tritt wieder die Richtungsableitung D; = 9/0y + A\;0/0z in Richtung
der i-ten Charakteristik auf. Diese Ableitung wirkt jetzt aber auf alle Kom-
ponenten von u, nicht nur auf die i-te wie in (1.2). Eine Trennung ist nun
nicht mehr moglich.

Trotzdem kommt man wieder zu Existenzsitzen fiir die Anfangswert-
aufgabe. Sei u = y entlang I vorgeschrieben. I' sei nicht charakteristisch in
dem Sinne, daf I' nirgends die Richtung einer Charakteristik A;(«,y, y) hat.
Ist also

so muf

Rang (¢'(s)I + ¢'(s)A(¢(s), ¥(s), x(s)) = n

sein. Dann gelten wieder lokale Analoga der Satze 2.1 - 2.
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Kapitel 4

Differentialgleichungen
héherer Ordnung

4.1 Typeneinteilung von Differential-
gleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten die quasilineare Differentialgleichung 2. Ordnung

0%u 0%u 0%u

2b =f. 1.1
¢ 922 + 0xdy T 0y? / (1.1)
Hier sind a, b, ¢, [ stetige Funktionen der Variablen z, y, u, p = du/0x,
g = du/dy. Wir stellen wieder die Anfangswertaufgabe:

Seien entlang einer Kurve I' in der z, y—Ebene u, p, ¢ gegeben. Gesucht ist
eine Losung von (1.1), welche entlang I' gerade diese Werte und Ableitungen
annimmt.

Wie in III.1 fragen wir uns, ob die Anfangsbedingungen wenigstens die
zweiten Ableitungen von u entlang I' eindeutig bestimmen. Sei

I': o(z,y)=0, (Dp/dx)? + (Dp/0y)* > 0 entlang T
und sei ¢ irgend eine weitere Funktion, so daf} die Abbildung
¢ = dlzy)
(1.2)
n = ¢(z,y)
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in einer Umgebung von I' umkehrbar eindeutig ist. Das Bild von I liegt dann
auf der &-Achse n = 0. Durch diese Transformation geht (1.1) iiber in eine
Differentialgleichung fiir die Funktion U(&,n) = u(x,y). Es ist

du _ OUdE e u_aUdw 00D,
oz o6 dx  On oz’ Ody 0 dy = On Oy
Pu_ 9o 9 (o oudp
Ox? Ox 0z Oz \ 06 Dz~ On Ox
DU (9PN U d dp  O°U [\’
= QU(90) 01 00 0p | O (02},
082 \ dx 0&0n dx dx  On? \ Oz

wo die Punkte Ausdriicke bedeuten, welche héchstens Ableitungen 1. Ord-
nung von U enthalten. Entsprechend erhdlt man

Y

oy? 9ez \ oy 9Edn By Ay  9n? \ Dy

9%u 2 oy U (a;z;a_@ aw_@) 92U Dy Do

Jrdy ' dydr)  On? Iy dx

92 U [0\ ° U opde U [0\
- S e T ()

0xdy 0&? Jy dx  O0E0n

Damit geht (1.1) iiber in

0*U 0*U 0*U
Aa—§2+238§8n+08—n2_F (1.3)

mit

A = a(%) +268_¢6_¢+c(6_¢)

oz dx Oy dy
B = Q0P (000p  O0vOe) | 000y
Ox Ox dx dy 0Oy Ox Jdy dy
(9N 000 op\*

und einem Ausdruck F'; der nur noch erste Ableitungen von U enthélt.
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Entlang n = 0 sind U, oU/9¢, oU/dn bekannt, ebenso 9*U/0&* und
0*U /0. 02U /on* 1aBt sich aus (1.3) bestimmen, wenn C' # 0 ist. Ist
C' = 0 entlang I', so lassen sich dagegen nicht alle zweiten Ableitungen be-
stimmen. Solche Kurven nennen wir charakteristisch. Die Kurve ¢ = 0 ist
also charakteristisch, wenn

Q(g—i,g—j) = 0 entlang o =0,

Q(&n) = af® +2bén+cn’.

@ heifit die “charakteristische quadratische Form” von (1.1).
Wir nennen (1.1) (in z, y, u, p, q)

elliptisch , falls @ definit , dh. ac—b*>0 ,
parabolisch , falls @ semidefinit , d.h. ac—5*=0 |,
hyperbolisch , falls ) indefinit , d.h. ac—b* <0

Die Definitheitsbedingungen bekommt man, wenn man die Eigenwerte der

Matrix ( Z ZZ ), also die Nullstellen von

)\2—(@+c))\+ac—62:0

mit Hilfe der Vietaschen Satze untersucht.

BEISPIELE:
1) Die Laplacesche Differentialgleichung

v 0*u

a2 T =0

ist elliptisch. Sie hat keine charakteristischen Kurven.

2) Die Warmeleitungsgleichung
du  J*u

at  Ox?
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ist parabolisch. Charakteristische Kurven sind die Parallelen zur x—Achse.

3) Die Wellengleichung

Pu  Ou

oM a2
ist hyperbolisch. Charakteristische Kurven sind die Geraden mit Steigung
+1.

Soweit der Fall zweier unabhéangiger Variablen. Die quasilineare Differen-
tialgleichung in n > 2 unabhédngigen Variablen lautet

n 2
> ay %;x] =f, A=(a;) symmetrisch, (1.4)

1,5=1

mit stetigen Funktionen a;;, f von x, u, p;, = du/dz;. Das Anfangswertpro-
blem besteht darin, v und p; entlang einer (n — 1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeit I' vorzuschreiben. Wir beschreiben I' in der Form ¢ = 0 mit einer
Funktion ¢ € C'(IR"), deren Gradient entlang I" nicht verschwindet. I' heifit
charakteristisch, wenn

Q(Ve)=0 entlang ¢ =0,

Q&) = €T AL
Wir nennen (1.4) (in x, u, p)

elliptisch , wenn alle Eigenwerte von A das
gleiche Vorzeichen haben,
parabolisch | wenn genau ein Eigenwert von A verschwindet und
alle anderen ein und dasselbe Vorzeichen haben,
hyperbolisch , wenn genau n — 1 Eigenwerte ein und

dasselbe Vorzeichen haben und
der verbleibende das Entgegengesetzte.
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4.2 Die Poissonsche Differentialgleichung

Als Poissonsche Differentialgleichung bezeichnet man die elliptische Glei-
chung

" 0%
=1 7

Fiir f = 0 spricht man von Laplace- oder Potential-Gleichung. Lésungen der
Laplaceschen Gleichung nennt man harmonische Funktionen.

Fir n = 2,3,... definieren wir die “Grundlésung” von (2.1) als
1 2—n
_ (n—2)wn|x| , n>2,
(@) { Llog &, n=2. (22)

Hierbei bedeutet |x| die euklidische Norm von € IR" und w,, die Oberflache
der n—dimensionalen Einheitskugel, also

27Tn/2

L)

Man kann nachrechnen, daf 4, eine in IR"™ \ {0} harmonische Funktion ist.

Wn

Im folgenden nennen wir 2 ein Normalgebiet, wenn es beschréankt ist und
die Anwendung des GauBschen Integralsatzes zuldBt. Mit C?(Q) bezeichnen
wir die Funktionen aus C?(Q), welche samt ihrer Ableitungen bis zur Ord-
nung p eine stetige Fortsetzung auf € besitzen. Es gibt dann auf 9 ein

stetiges Vektorfeld v mit |v| = 1, so daf fiir f € CH(Q)
af

6:1%
Q

dx :/ frdo . (2.3)

o0

Hier ist o das Oberflichenmaf} auf 92 und v; die i-te Komponente von v. Ist
0 in einer Umgebung von x € 9f) hinreichend glatt, so ist v(x) die duflere
Normale an 9§ im Punkte x. Ist f = wv mit u,v € CHQ), so wird aus (2.3)
eine Regel zur partiellen Integration

ou

6:1%
Q

v

U
6:1%
Q

vdr = / uvy; do — dx . (2.4)
20
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Ist sogar u € C*(Q), so haben wir
0*u Ju du Ov

vdr = —0 do — —

dx |

und nach Summation iiber 7 entsteht die 1. Greensche Formel

/ (Au)v dx = g—uv do — / Vu-Vodx (2.5)
Q sa Y Q
mit der Richtungsableitung
0 n 0
P ST

=1 2
in Richtung v. Vertauschen von u, v und Subtraktion ergibt fiir u, v € C?(Q)
die 2. Greensche Formel

/ ((Au)v — (Av)u)dx = / (g—ZU — %u) do . (2.6)

Q o0

Satz 2.1:  Sei Q ein Normalgebiet, und sei v € C*(Q). Dann gilt fiir v €

o) = [ (ule =00 = ) gt =) ) et

o0

— [ e = ) Auly)dy

Beweis:  Wir schneiden aus {2 eine Kugel um x vom Radius p heraus. Das
entstehende Gebiet nennen wir €2,. Die 2. Greensche Formel fiir Q, ergibt

[ Gilz = y)Auly) = u(y)Agulz = y))dy

= / (%(l‘ —y) g—Z(y) — u(y) a%%(l‘ - y)) do(y)
[ (=0 G =) el =)t

ly—z|=p
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Im letzten Integral ist v die duflere Normale auf |y — x| = p. Wir fithren den
Beweis nur fiir n > 3. Die Modifikationen fiir n = 2 sind geringfiigig. Fiir

ly — x| = p gilt

Tz —y)| £ ——5—0p

0 1
- _ <
Iayvn(x y)| < P

Daraus folgt

und

M =n Max Sup
? y e

LéaBt man also p — 0 streben, so entsteht
/%(l‘ — y)Auly)dy
Q

= / (%(l‘ —y) g—Z(y) - U(y)% Yol = y)) do(y)

o0

. B
vu(e) T [ e y)doly)
pP—=0 |y—zl=p

Fiir das letzte Integral erhdlt man den Wert —1.
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Satz 2.2:  Sei Q ein Normalgebiet, f € C(Q), und

u@) = [ e = y)fy)dy

)
Dann ist u € CY(IR™), und es gilt

aa;i(x) :! 8%2' Yol —y) f(y)dy . (2.7)

Ist sogar f € CY(Q), so ist u € C*(), und es gilt
—Au=f
in ).

Beweis 1 (F. John, Plane waves and spherical means, Seite 10):

Hier setzen wir voraus, dafi f in ganz R” definiert und C° bzw. C! ist und
auferhalb einer kompakten Menge verschwindet. Es ist fiir  # 0 (sowohl fiir
n > 2 als auch fir n = 2)

= ——|x
ox; wn|

Z; .

Durch Differenzieren unter dem Integralzeichen erhalten wir also

61;2 - L, / |:1;—y|”

Fiir stetiges f mit kompaktem Trager existiert dieses uneigentliche Integral.

Damit ist die erste Formel bewiesen. Zum Beweis der zweiten setzen wir
x —y = z und erhalten

oL [

Ist f € C*(R") mit kompaktem Triger, so existiert auch das uneigentliche
Integral

0*u 1 9 .
28 = T 5 /Zi|2| fle—z)dz
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1 _,of
= L Q/ZZ|Z| axi(x—z)dz

: . Of
= -|-E/1)1_r>%l | zi| 2| azi(x — z)dz .
z|>p

Der Gauflsche Integralsatz, angewendet auf ein hinreichend grofies Gebiet,
ergibt

/ ZZ|Z|_ngi (x —2)dz = / zilz| 7" fx — Z)(_ZZ) do(z)

|z1>0 |z|=p

d n
_ /a—%(zi|z| V- 2)d= .

|z1>0

Wir haben bereits nachgerechnet, daf3

"9 .
(z:]z]™") =0.

aZi

=1

Also ist

Z /Z¢|Z|_ngi(x—z)dz::—pl_” / flx — 2)do. .

R El |z|=p

Fiir p — 0 konvergiert dies gegen —w,, f(x), womit die zweite Formel bewiesen
ist.

Beweis 2 (Courant-Hilbert):

Wir fithren den Beweis nur fiir n > 3. Die Modifikationen fiir n = 2 sind

geringfiigig.

Wir fiihren eine “geglittete Fundamentallosung” +,, , ein, welche C'! ist und
fiir |z — y| > p mit v, iibereinstimmt. Eine Moglichkeit hierzu ist

R N SEYE
n, Z = N . — n— T
T =2 | (1422 (1= (B)) L el <
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Zum spéteren Gebrauch notieren wir, daf fir |z| < p

n _ v I 4
- < 2—n n,p < 1—n .
ko)l € g [ <

Wn

Wir setzen nun

uy(2) = [ nple =)o)y

Sicher ist v, € C*'(IR"). Mit Hilfe von (2.8) finden wir

|up(2) —u(z)] =

[ Gl =) =7l = ) Fly)dy

< M [ (sl + Baly)dy s M = Max [£(y)
vi<o y €
M 2—n 2—n

< PN /(n,o + |yI*")dy

ly|<p

und dies strebt mit p — 0 gegen 0. Also strebt wu, fiir p — 0 gleichmaBig
gegen u, so dafl u € C'(IR") ist. Weiter ist sicher

du, OV

Wir setzen

wie) = [ D))y

Wieder mit Hilfe von (2.8) finden wir

‘(gzp N u) (@) = ‘([ (855;” - Zl”) (z —y)fy)dy

a%w) OVn
< v [ (|G + 5w a
lyl<p
M 1-n 1-n
< = /(,0 + ') dy

T
ly|<p
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und dies konvergiert ebenfalls gegen 0 mit p — 0. Also konvergiert %
gleichmiBig gegen w;. Damit muf u € C'(IR") sein, und 2% = u;. (2.7)
ist gezeigt.

Wir wollen vom Gauflschen Integralsatz in der Form (2.4) Gebrauch ma-
chen. Fiir « €  wenden wir (2.4) an auf die Funktionen

u(y) =vlr—y), vy =fly).

Dies ist wegen der Singularitdt von u bei & nicht méglich. Benutzen wir (2.4)
trotzdem, so entsteht wegen (2.7)

(o) = [t - DSy = [ sute = tm)ints).

o0

Dies rechtfertigt man wie im Beweis zu Satz 2.1 durch Wegschneiden einer
Kugel vom Radius p > 0 um = und anschlieBendem Grenziibergang p — 0.

Das erste Integral ist wie oben eine differenzierbare Funktion von z,
und man darf unter dem Integralzeichen differenzieren. Das zweite Integral
enthélt fiir # € Q gar keine Singularitat. Also ist u € C*(Q), und es gilt

)= [ o e = 05wy + [ 5l = 9 doly).

Fiir das erste Integral kénnen wir

— [ o e = ) l) — Fle)dy
schreiben und dies wieder mit (2.4) zu
/ 99 27 v —y)(f(y) — f(x))dy — / a%%(x —y)([f(y) = [(@)viy)do(y)

o0

umformen. Wegen f € C1(Q) ist die Singularitét im ersten Integral integrier-
bar. Die Rechtfertigung ist dann wie beim Beweis zu Satz 2.1 mdéglich. Es
folgt

/a ; Yl —y (f(y)—f(x))dy+f(x)/ a%%(x—y)w do(y) .
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Summation iiber ¢ ergibt
Au(e) = [ Ayule = 0)(F(0) ~ [y + 1) [ 2w = )doty), (29)

wo J/dv die Normalableitung beziiglich y bedeutet.

Das erste Integral in (2.9) verschwindet, weil Ay, (x —y) = 0 fiir y # «.
Wir beenden den Beweis, indem wir

[ 5 nle = y)doty) = -1 210

zeigen. Dazu wenden wir Satz 2.1 an mit v = 1.

Satz 2.3 (Eigenschaften harmonischer Funktionen):  Sei  ein Normalge-
biet, und sei u € C*(Q) harmonisch in Q. Dann gilt

(1)
du
/ —do =10 (Gaufscher Integralsatz) .

(i) Sei x € Q und r so klein, daf§ auch die Kugel vom Radius r um x in §
liegt. Dann st

u(x) = - rln_l / u(y)do(y) (Mittelwerteigenschaft) .
" |z—y|=r

(tti) Nimmt u sein Maximum oder sein Minimum in  in Q an, so ist u in
Q) konstant (Maximumprinzip).

(iv) Erfillen uq, uy die Voraussetzungen wber u und ist uy = uy auf 092, so
ist u; = ug in Q.
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Beweis:

(i)
(i)

(iii)

Dies ist die 1. Greensche Formel mit v = 1.

Sei 0 < p < r. Wir wenden die 2. Greensche Formel an auf das Nor-
malgebiet G = {y : p < |y — 2| < r} mit v(y) = v.(y — ). Es ergibt

sich
[ Ou 0vn(y — )
0 _aé o Yuly — 2)do(y) —aé U do(y) .

Yo (y—a) ist auf |y—x| = p und auf |y—=x| = r konstant. Also verschwin-
det das erste Integral wegen (i). Fiir das zweite Integral berechnen wir

0 ( ) —WL ri=n aul |y —z|=r,
—v,(x — — n n
o Y ipl aul |y—z|=p.
Damit ergibt sich
1 1
o / udo(y) = T / udo(y) .
! ly—a|=p ! ly—a|=r

Das linke Integral strebt fiir p — 0 gegen u(x).

Wir zeigen den Satz fiir das Maximum. Sei

M= Max u(z), F={yeQ:uly)=M}.
r e

Wir zeigen, dafl F' sowohl offen als auch abgeschlossen in ) ist. Dann
ist entweder I = Q und damit u in © (also auch in Q) konstant, oder
es ist [ = (), d.h. v nimmt sein Maximum nicht in  an.

Die Abgeschlossenheit von F' folgt sofort aus der Stetigkeit von u. Um
zu zeigen, daf} F' offen ist, nehmen wir ein x € F' und zeigen, dafl auch
die Kugel um = vom Radius r in F' liegt, wenn nur r so klein gewahlt

wird, daf diese Kugel in Q liegt. Nach (ii) ist dann

1
M = - udo(y), O<p<r.
WP~
ly—a|=p
Dies kann nur richtig sein, wenn u(y) = M auf ganz |z — y| = p gilt.

Damit ist u(y) = M fir |y — x| < r. Also ist F' offen.
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(iv) Mit uq, ug ist auch u = u; — uy harmonisch. Maximum und Minimum
von u in {2 sind nach (iii) wegen u = 0 auf 9f beide Null.

a

Bemerkung: Beim Beweis des Maximumprinzips wurde nur die Mittelwer-
teigenschaft verwendet.

Wir wollen nun das Dirichlet-Problem
—Au = f in Q
u = 0 auf 00

mit einer Funktion u € CQ(Q) N C(ﬁ) losen. Dazu fithren wir die Greensche
Funktion G, (x,y) ein. Fir jedes y € € ist

Gn(2,y) = ml(r —y) + w(z,y)
mit einer Losung w( -, y) von

Aw(z,y) = 0 in
w(z,y) = —mw(r—y) auf 90

und w( - ,y) € C*(NQ).

BEISPIEL: Sei Q= {z € R": |z| <r}. Dann ist

Yy r
Go(z,y) = Yulz —Y) — Yn (ux - —y)
Greensche Funktion. Denn

w(T, y) = —Yn (Mx - Ly)

r |y

ist natiirlich eine harmonische Funktion von z, solange das Argument von -,
nicht verschwindet. Dies ist aber nur fiir |z||y| = r? der Fall und kann daher
fir @, y € Q nicht eintreten. Fiir x| = r ist

2

||
— =yl +7* =22y = |o—y|’

.
T — 1y
r |y
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und damit G, (x,y) = 0.

Satz 2.4:  Sei Q ein Normalgebiet. Dann gilt:

(i) Es gibt hochstens eine Greensche Funktion. Sie ist positiv fir x, y € Q,

T #y.

(i) Die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.
Go(z,y) = Gy, x), Voa,yeQ.

(iii) Ist f € CY(), so ist

Lésung des Dirichlet-Problems.

Beweis:

(i) w( - ,y) ist eine harmonische Funktion, welche am Rande die Werte ~,,
annimmt. Nach Satz 2.3 (iv) ist w eindeutig bestimmt. Sei y € 2 und
p > 0 so klein, daB | — y| < p noch in Q liegt und G(x,y) dort > 0
ist. Das Gebiet Q, = {& € Q : |# — y| > p} ist dann ein Normalgebiet,
auf dessen Rand die harmonische Funktion G( - ,y) > 0 ist. Nach dem
Maximumprinzip mufl G( - ,y) > 0 gelten.

(ii) Seien yi, y2 € 2. Sei p so klein, daff auch die Kugeln vom Radius p um
Y1, y2 noch in () liegen und sich nicht schneiden. Sei Q, das Gebiet, das
aus {2 durch Wegschneiden dieser Kugeln entsteht. Wir wenden die 2.
Greensche Formel in Q, an mit

u==G,(,y1), v==GC.(",y2).

Da diese Funktionen auf 9€2 verschwinden, ergibt sich

ZZ: / (Gn(l’vyl) W - Gn(%%)%) do(z)=0.

=1 —
|e—y;|=p
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(iii)

Wir betrachten das Integral um y;. G,,(x, y;) verhélt sich dort wie p*=",
wahrend 0G,,(x,y2)/0v dort regulér ist. Also gilt fiir den ersten Teil

lim / Gz, y1) W do(x) =0.
v
P00 jamgl=p
Fiir den zweiten Teil schreiben wir
0G,(x,
Golmows) [ 2T ()
v
lz—y1|=p
G, (z,y
b (Galea) = Gl 2 g
lz—y1l=p
Der Integrand im zweiten Integral verhilt sich wie p - p™" = p?™™,

liefert also nach dem Grenziibergang p — 0 keinen Beitrag. Fiir das
erste Integral erhélt man wie beim Beweis zu Satz 1.2 den Wert —1.
Das Integral um y; liefert also insgesamt beim Grenziibergang p — 0
den Beitrag —G',,(y1,y2). Entsprechend liefert das Integral um y, den
Beitrag +G, (yz2, y1). Damit folgt

~Ga(y1,y2) + Galye, 1) =0,
d.h. GG, ist symmetrisch.
Da w( - ,y) harmonisch ist, folgt aus Satz 2.2 sofort u € C?*(2) und
—Au=f

in . Wir miissen noch zeigen, daff v auf 92 verschwindet. Dazu brau-
chen wir eine Abschétzung fiir (7,,. Sei r so grof}, daff € in jeder Kugel
vom Radius r um einen beliebigen Punkt von €2 enthalten ist. Sei y € 2
beliebig und K, (x,y) die Greensche Funktion der Kugel vom Radius r
um y, also
Ko, y) = ya(® = y) = (1) -

Es ist dann v = K,,( - ,y) — G\( - ,y) harmonisch in €, und v > 0 auf
0 wegen (i). Nach dem Maximumprinzip ist also v > 0 in Q. Es folgt

0 < Golr,y) < yulz —y) — lr) .
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Sei nun xg € 02 und Q, = {z € Q: | — 29| < p}. Dann ist

u@) = [ Gula)f)dy + [ Galeu) S ()dy

Q\Q,

Fiir @ — xq bleibt G, (x,y) im zweiten Integral beschrankt, so dafi das
zweite Integral wegen G, (x0,y) = 0 gegen 0 strebt. Das erste Integral
1aBt sich abschétzen durch

Mo ey =)y M= Max [f(@)].

ly—zo|<p T e Q

und dies strebt gleichméBig in « gegen 0 mit p — 0. Es folgt u(xz) — 0
fir z — zg.

a

Die Greensche Funktion G, (x,y) kann interpretiert werden als das elek-
trische Potential in einem Punkt z € 2, das von einer Punktladung am
Punkt y € Q erzeugt wird. Dabei ist 92 ein Leiter, auf dem das Potential
als 0 festgesetzt wird. Das Potential in z, das von einer Ladungsverteilung
f in Q erzeugt wird, entsteht dann durch Uberlagerung der Potentiale der
Punktladungen, und dies ergibt die Formel von Satz 2.4 (iii). Die Symmetrie
von (&, bedeutet dann einfach, dafl das Potential in  einer Punktladung in y
gleich dem Potential in y einer Punktladung in = ist (Reziprozitatsprinzip).

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, eine harmonische Funktion mit
vorgegebenen Randwerten zu finden. Sei also ) ein Normalgebiet. Gesucht

ist u € C*(Q) N C(Q) mit

—Au = 0 in €,
(2.11)
u = f auf 0f) .

Satz 2.5 (Poissonsches Integral): Die Dirichletsche Randwertaufgabe (2.11)
besitze eine Lésung u € C*(Q). Dann ist

() =~ [ L) piyan(y).

v
a0
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Beweis: Man zeigt, daf} Satz 2.1 auch fiir (G,, anstelle von ~,, gilt.

BEISPIELE:
1)  Sei Q die Kugel vom Radius r in IR" um den Nullpunkt. Dann ist (nach
Vertauschung der Argumente x,y) fiir n > 3

o (= e = gy - (e

(n ]

Aufgrund der Formel

Gn(l',y) =

erhalt man

e e =<

dyi wa \ly—al" v ly — ()]

Fir y € 09, also |y| = r ist (vgl. oben)

= By (.

ly — x|
||

7

Damit vereinfacht sich die Formel zu

0 1 || r
——Ga(z,y) = —7(%—%——2%——2%)
o (z,y) FRrT (=) (|x|) )
L (k)
= Vi
wnle =yl
Wegen 0/0v = |z—|-Vfolgt nun
0 1 — (lzhye 2 x> —r?
LD Y T
v wnle —yl* Jyl - rwnfr —yl
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Das Poissonsche Integral lautet also

u(:z;) — r? — |$|2 / f(y) dd(y) )

rwn [z =yl

ly|=r

Dies gilt auch fiir n = 2 (vgl. Ubungsaufgabe).

2)  Fiir f =1 ist u=1 Lésung von (2.11) mit u € C*(Q). Also ist

| = —/ 9Gn(@:Y) 4oy . (2.12)

v
a0

Dafl durch das Poissonsche Integral umgekehrt fiir jedes f € C(99Q) eine
Losung von (2.11) gegeben ist, ist nicht so einfach zu beweisen. Dafl w in
harmonisch ist, ist klar, dafl « aber die Randwerte f hat, ist schwierig. Wir
beschréanken uns auf den Fall, dafl 2 eine Kugel ist.

Satz 2.6:  Sei Q eine Kugel, und sei f € C(IQ). Dann liefert das Pois-

sonsche Integral eine Lésung von (2.11).

Beweis: Dafl « in 2 harmonisch ist, ist klar. Wir zeigen, dafl « die Rand-
werte f annimmt.

Sei xg € 0. Wegen (2.12) ist

() = f(ao) = = [ I ) flao)ydoty).

o0

Wir machen um ¢ eine (kleine) Kugel vom Radius p. I'y sei der in dieser
Kugel gelegene Teil von 9 und I'; der Rest, also 9Q) = I'y UT'y. Wir schétzen
zunachst das Integral {iber I'y ab. Fiir z € Q) ist

v

R LI L Y e
I Y—Tol > p I
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ax — flz — LGn(%y) o
< M 1) =S o>|( / o d<y>)
= Max_|f(y)~ flao)].

ly —wo| < p

Dabei haben wir benutzt, dal 0G,(x,y)/dv < 0 fir y € 092 (wegen
Golx,y) > 0firy € Q, G, (x,y) = 0 fiur y € 09) ist.

Soweit gilt der Beweis fiir beliebige Normalgebiete. Bei der Abschatzung
des Integrals iiber I'y machen wir Gebrauch von der speziellen Gestalt von
G, fir die Kugel. Danach ist fiir |a — zo| < p/2

j2f? —

/M(f(y) — f(wo))do(y)| <

£ 2 Max |f(y)|/da.
I 1)

roa(p/2)" "y € 90

Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Wir kénnen wegen der Stetigkeit von f p so klein
wéhlen, dafl das I'i-Integral < ¢/2 ist. Danach wéhlen wir eine Umgebung U
von xg, so daf} das I'y-Integral < /2 fiir alle x € U. Fiir diese x gilt dann
|u(z) — f(xo)] < e. Also haben wir

lim  w(z) = f(xo) .

T — g
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4.3 Die Helmholtzsche Differentialgleichung

Wir betrachten die (inhomogene) Helmholtzsche Differentialgleichung
—Au—FKu=f (3.1)

mit einer reellen Zahl k£ # 0. Sie ist natiirlich elliptisch. Fiir n = 3 besitzt sie

die Fundamentallésung
€

- A7z

Wir beschranken uns auf den Fall n = 3. Das Dirichlet-Problem ist i. a. nicht
eindeutig 16sbar. Ist  die Kugel in IR?> um den Ursprung mit Radius mm/k

K(x)

mit ganzem m > 0, so ist

sin k||

u(z) = ImK(x) =

A7z
eine Losung u € C*(Q) N C(Q) von
Au+ku=0 inQ, u=0 aufd.

Die beiden folgenden Satze beweist man ganz analog zu Satz 2.1 - 2.

Satz 3.1: Sei Q C R® ein Normalgebiet. Ist u € C*(Q), dann gilt fir x €

o) = [ (K= )50 ) it~ ) dt)

o0

~ [ Kl = p)(Au+ Ku)(y)dy

Satz 3.2: Sei Q C R? ein Normalgebiet, und sei f € C'(Q). Dann ist

u@) = [ K(x=y)f()dy
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in CHQ), und es darf unter dem Integralzeichen differenziert werden. Ist

sogar f € CHQ), so ist u € C*(Q) Lésung von (3.1) in (.

Wir interessieren uns fiir den Fall Q = IR®. Um die Eindeutigkeit zu
erzwingen, verlangen wir die “Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung”.

r Max |u(z)| <M, r? Max |— - Vu(z) —iku(z)| <M (3.2)

lz| =7 lz| =r |=’1/'|
mit einer Konstanten M < oo. In der Literatur schreibt man r fiir || und

0_ =

— = V.
ar |z

Satz 3.3: Sei f € CY(IR?) und f = 0 auferhalb einer beschrinkten Menge.
Dann besitzt (3.1), (3.2) genau eine Lésung u € C*(IR?).

Beweis:  Sei () die Kugel um 0 mit Radius R. Wir machen R so grof}, daf
f = 0 auBerhalb Q. Dann kénnen wir in Satz 3.2 Q durch IR? ersetzen und
haben dann eine Losung u € C?(IR?) von (3.1). Weiter ist

. . LT — x— i

L Vu(z) — iku(z) = / (m V. K(z - )—ikK(:z;—y)) Fly)dy

B /
—/ S () - Sy
dmle —yl |z[lz =y |z[lz =y
Fiir |#| — oo 148t sich der Integrand auf  durch M|z|~? mit einer Konstan-
ten M abschdtzen. Damit erfiillt u die zweite der Bedingungen (3.2), und die

erste folgt direkt aus Satz 3.2. Die Existenz von u ist also gezeigt. Fiir die
Eindeutigkeit zeigen wir, dafl w = 0 falls f = 0. Satz 3.1 lautet fiir f = 0 und
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o) = [ (K050 — o) Ko=) dot)
lyl=R
"L e (ot + =t~ St
= [ K- {5 - i+
lyl=R
vy y )
(i (1 ) ) o ot

Fiir festes @ und R — oo strebt dies wegen (3.2) gegen 0. Also u(x) = 0 fiir
jedes x € IR
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4.4 Hilbertraum-Methoden fiir
elliptische Differentialgleichungen

Existenzfragen fiir Randwertprobleme lassen sich in grofler Allgemeinheit
durch Hilbertraum-Methoden beantworten. Diese Methoden bilden auch die
Basis fiir numerische Methoden, insbesondere die Methode der Finiten Ele-
mente. Wir werden die Theorie in ihren Grundsatzen darstellen.

Sei V' ein reeller Hilbertraum mit innerem Produkt ( , ) und Norm

£ = (1. )2

BEISPIELE:
1) sei eine mefibare Menge in IR” mit positivem MaB. Der Hilbertraum
L2(9Q) besteht aus den in © quadrat-integrierbaren Funktionen, und es ist

9) :/ fgdz .
Q

2)  Sei Q) offen in IR". Wir versehen C''(Q) mit dem inneren Produkt

Son=[ (1+ X 2 g0 )

Leider ist C1(€2), versehen mit diesem inneren Produkt, nicht vollstindig und
daher kein Hilbertraum. Wir bezeichnen mit H'(Q) die Vervollstindigung
von C'1(2) beziiglich der Norm || f]l; = (/f, f)}/Z. H'(9) heifit Sobolev-Raum
der Ordnung 1. Er besteht aus all den Funktionen f € Ly(Q), fiir welche es
eine Folge (f1,) in C*(Q) gibt, so daB fi, — fin Ly(Q), und (aflz), i=1,....n

in Ly(2) konvergieren.

Die Funktionen in H*() sind i. a. nicht im iiblichen Sinn differenzierbar.
Sie besitzen aber verallgemeinerte (oder schwache) Ableitungen. Man sagt,
f € La(Q) besitze die verallgemeinerte Ableitung df/dx; € Ly(), wenn

af
1 —
Vo ove Cy(R) /fa:l/y = Q/al'i vdx
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gilt. Da C3(Q) in Ly(Q) dicht liegt, ist 9 f/dx; eindeutig bestimmt. Existiert
df/0x; im tblichen Sinn und ist df/0x; € L12(Q), so ist df/0x; natiirlich
identisch mit der verallgemeinerten Ableitung. Fiir n = 1 hat z.B. die Funk-
tion |x| die verallgemeinerte Ableitung sgn x.

Sei nun f € H'(). Dann gibt es eine Folge (f;) in C*(Q), so daB

0 )
e, in Ly(Q)

mit gewissen Funktionen g; € L2(9). Es gilt dann fiir v € Cg ()

/fa:]cZ /fka:]cZ lim (— gf:vdx) = —/gwd:z;.
o) o)

k— o
Also besitzt [ die verallgemeinerte Ableitung df/dx; = g;.

k—>oo

Man kann die Funktionen in H'(£) als Funktionen in Ly(T') interpretie-
ren, wo [' eine n — l-dimensionale Untermannigfaltigkeit von 2 ist. Dazu
nehmen wir an, daff [' die Eigenschaft hat, daf fiir ein w € IR", |w| =1 der
“Streifen” S = {['+ tw : 0 < ¢t < r} zu Q gehort. Wir zeigen: Es gibt eine
Konstante €, so daf}

/ wdo <COlol, ¥ ve O\ @). (4.1)
r

Zum Beweis nehmen wir n = 2, w = ¢, ' = {(0,22) : 0 < a3 < 1} an.
Integration tiber den Streifen ergibt

2
r/v2d0§2/v2dx+2r2/(ﬂ) dz |
S S Oy

r

und hieraus folgt (4.1).

Sei nun v € HY(Q) und (v;) eine Folge in C1(Q) mit vy — v in HY(Q).
Nach (4.1) ist dann (vg) in Lo(I') konvergent. Es gibt also eine Funktion
T € Lo(I') mit vy — Tin Ly(I'). T ist durch v eindeutig bestimmt. Man nennt
v die “Spur” von v auf I'. Die “Spurabbildung” v — ¥ von H'(Q) in Lo(T)
ist stetig. Mit der “Funktion v auf I'” meint man .
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3)  Wir bezeichnen den Abschlufl von Cj(£2) beziiglich der Norm || - ||
mit Hy (). Wir betrachten H}(Q) als die Funktionen aus H'({2), welche
auf 0f) verschwinden. Das ist jedenfalls gerechtfertigt fiir Gebiete {2 mit der
“Segmenteigenschaft”. Bei solchen Gebieten kann man den Rand 92 durch
endlich viele Teile I'y, ..., I', iberdecken, so dafl es zu jedem I'; einen ganz
in Q gelegenen Streifen gibt. Dann ist fiir v € H'(Q) v auf JQ als Funktion
in L2(09) wohldefiniert. Wegen der Stetigkeit der Spurabbildung ist v = 0
auf 90. Ist Q beschrankt, so hat man in Hj () neben der Norm || - ||, die

dazu dquivalente Norm

|f|—(/2( ) )/

Die Poincarésche Ungleichung sagt, da es eine Konstante C'(Q) < oo gibt,
so daf} fiir f € Hy(Q)

11l < CQ)fl -

Es geniigt, die Ungleichung fiir f € C3(Q) zu beweisen. Wir fithren den
Beweis fiir n = 2 und Q C [0, 1]%. Dann ist

o a
flzr,22) = f(x41,0) —I—/ —f(xl,xg)dxlz :
o 81'2
Wegen f(x1,0) = 0 und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
1
(21, 22) /(8:1?2) (wq,25)d), .
0
Integration iiber [0,1]? ergibt

! Pda g! (aa_gi) dz

und daraus folgt die Poincarésche Ungleichung.

4)  Die Sobolev-Raume H*(), H5(Q) fiir s = 1,2,... sind entsprechend

definiert. Fiir eine allgemeine Theorie der Sobolev-Raume vergleiche man
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Agmon, S. : Lectures on FElliptic Boundary Value Problems.
Van Nostrand 1965.

Adams, R.A.: Sobolev Spaces. Academic Press 1975.

Smirnov, W.1L.: Lehrgang der héheren Mathematik. Teil V, Kap.
IV. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1973 (6.
Aufl.).

Der wichtigste Satz iiber Hilbertraume ist der Rieszsche Darstellungssatz.
Er beschreibt die linearen stetigen Funktionale in Hilbertraumen. Sei ¢ ein

solches auf dem Hilbertraum V', d.h. ¢ : V' — IR hat folgende Eigenschaften:

Linearitat:  o(af + Bg) = ao(f) + folg), Va,B€ R, f,geV.
Stetigkeit: I C <oo:|o(f)| < Clfll, ¥V fe V. Alsoist

o]l = Max |é(f)] <oo.
1l =1

Dann gibt es genau ein ¢ € V mit

o(f)=(fe), VeV,

Uberdies ist
ol = llell -

Umgekehrt erzeugt jedes ¢ € V durch diese Formel ein lineares stetiges
Funktional auf V.

BEISPIEL: Sei f € Ly(Q2) und V = H}(Q). Dann ist fiir v € Hy(Q)

/fv de | <[[fll@llollza@) < Ifllz@llel
Q

d.h.
F(v) = / fvdx
Q
ist ein lineares stetiges Funktional auf H} (). Also gibt es genau ein u €
Hg () mit
F(v)=(v,u);, VYV veHiQ).
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w erfillt also

2 OJv 0
/ fodx = / (vu +>° a; a;) de, Yove Hy). (4.2)
Q Q =1 T e

Wir wollen nun annehmen, es sei sogar u € C*(Q), und © sei ein Normalge-
biet. Dann folgt durch partielle Integration fiir v € CZ(12)

/(f—u—l—Au)vd:z;:O,
)

d.h. v ist Losung von

—Au+t+u = f in Q,

(4.3)
u = 0 auf 00,

letzteres wegen u € HE(Q). Ist umgekehrt u € C*(Q) eine Losung von (4.3),
so erfiillt u auch (4.2), jedenfalls fiir v € C2(€2). Wir nennen daher ein u €
Hi (), welches (4.2) erfiillt, verallgemeinerte (oder schwache) Lésung von
(4.3).

Dieses Beispiel kann erheblich verallgemeinert werden. Sei a eine Bilinear-
form auf V', und sei F' ein stetiges lineares Funktional auf V. Wir betrachten
die “Variationsgleichung”:

Gesucht v € V, so daf
a(v,u) = F(v), VoveV. (4.4)
Satz 4.1 (Lax-Milgram): Sei a stetig, d.h. 3 M < oo
a(u,v) < M||ull||o|l, VouveV
und V-elliptisch, d.h. 3 o >0 mit
a(v,v) > al|v]|?, VoveV.

Dann ist die Variationsgleichung (4.4) eindeutig losbar, und es gilt fir die
Lésung u

1
< |7
lull < =[]
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Dabei ist ||u|| die Norm von w in V und ||F|| die Norm von F als lineares
Funktional iber V.

Beweis: Fiir jedes u € V ist v — a(v,u) ein stetiges lineares Funktional
auf V. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es also ein Element Au €
V mit

a(v,u) = (v, Au) , YVoveV,

und es gilt
lAul = Max Ja(o,u)| < Mlfull.
o] =1

Die - offensichtliche lineare - Abbildung A : V. — V ist also auch stetig.
Auflerdem ist

[Au] = Max |a<v,u>|2a(i,u)
o] = 1 il

1
= ma(uau) > allu] .

Also ist A invertierbar und ||[A™!| < 1/a. Wir zeigen AV = V. Da A™! stetig
ist, ist AV abgeschlossen. Ist w € (AV)*] so gilt

0 = (w0, Aw) = a(w, w) > ajul]”,

also w = 0. Also (AV)* = {0} und damit AV = V.

Nach dem Darstellungssatz gibt es f € V mit F(v) = (v, f), V v €V
und ||f]| = ||F||. Die Variationsgleichung (4.4) lautet damit

(v, Au) = (v, f), VoveV

oder einfach Au = f. Wir haben gerade gesehen, daf} diese Gleichung eine
eindeutig bestimmte Losung u mit

. 1
el < IATHIA < <11

besitzt.
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BEISPIELE

1)  Sei Q C IR” ein Normalgebiet und V' = Hj (). Die Norm in V sei |f];.
Sei a(u,v) = [Vu-Vodr. a ist trivialerweise V-elliptisch. Fiir f € Ly(Q)
Q

ist F'(v)= [ vfdx ein stetiges lineares Funktional auf V.
Q

Der Satz ergibt hier eine schwache Losung der Dirichlet-Aufgabe

—Au=f in Q, u =20 auf 0.

2) SeiV=H'Y(Q)und a(u,v) = [(Vu-Vv+uv)dr + [ guvdo mit einer
Q 59
stetigen Funktion ¢ auf 99Q. Erfillt Q die Segmentbedingung, so ist a eine

stetige Bilinearform auf V. Sie ist V-elliptisch, wenn g > 0. Fiir f € Ly()
hat die Variationsgleichung

/(Vu-Vv—l—uv)d:z;—l—/guvdU:/fvd:z;, v ove Q)
Q 592 Q

eine eindeutig bestimmte Losung in H'(Q).

Lassen wir v die Funktionen aus C3(£) durchlaufen, so folgt wie oben fiir
ue C*N)
—Au+u=/f in Q. (4.5)

Die erste Greensche Formel ergibt fiir v € C'1(12)
Ju
/(—Au + u)vde + / £y + gu | vdo = / fvdzx .
) s N\ )
Die Integrale iiber © fallen wegen (4.5) weg. Es folgt

a—u—l—gu:() auf 00 .
ov

Wir haben also eine schwache Lésung der gemischten Randwertaufgabe ge-
funden.
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3) Sei eine Losung der Randwertaufgabe

n

Lu:—z Z]aax]—l—Zb —|—cu—f in

7,75=1 =1
u=>10 auf 00

gesucht. Wir setzen a;; € C*(Q), b; € C1(Q), c € C(Q) und a;; = a;; voraus.
Wir stellen zunéchst die schwache Form her. Multiplikation mit v € C3(£2),
Integration und anschlieflende partielle Integration ergibt

" OJu 0 " Ou
/( Je; 9z, 4% s )d‘”:/f”d“’
ii=1 i i 3

=1

Q
oder
n au aU aa” au B
Q/ {5;1%5—%3% (; (Z; L ) a—l'i—l_cu) U}dx_g/fvdl'-

Durch die linke Seite dieser Gleichung ist eine in V = Hj () stetige Biline-
arform a(u,v) definiert. Es ist
2) dz |

a(v,v) = /(Za”a Oz, Z_:

b, = Za]+b€C(Q)

also



a ist also V-elliptisch, falls (a;;) positiv definit und ¢’ > 0 in Q ist. Dann be-
sitzt die Randwertaufgabe eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte Losung.

Hilbertraum-Methoden sind hervorragend zur numerischen Loésung von
Randwertaufgaben geeignet. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 sei V},
ein endlich-dimensionaler linearer Unterraum von V. Dann definieren wir
eine Naherung up € Vj, fiir u als Losung der Variationsgleichung

a(up,v) = F(v), Yovel,.

Ist vy, ..., v, eine Basis von V}, so ist

Up = Z CrUE ,
k=1
wobei der Vektor ¢ = (¢ ) das lineare Gleichungssystem Ac = b 16st mit

A= (alog,ve)) b= (F(ve)) -

up, heift die Galerkin-Naherung fiir w.

Satz 4.2:  Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 ist uy, eindeutig be-
stimmt, und es gilt

M .
le—will <2 Min Ju—ol.
@ pveV,
Beweis:  Dafl w; eindeutig bestimmt ist folgt aus Satz 4.1, angewandt

auf Vj, an Stelle von V. Durch Subtraktion der fiir alle v € V}, giiltigen
Beziehungen

a(u,v) = F(v)
a(up,v) = F(v)

folgt
alu —up,v)=0, Yvel,.

92



Daraus ergibt sich fiir jedes v € V},

allu —upl|* < alu —up,u — up)
= a(u—up,u—up+0v)
< M=l — wn+ o]

Ist ||Ju — uy|| = 0, so ist die zu beweisende Ungleichung trivial. Andernfalls
kiirzen wir den Faktor ||u — uy|| weg und erhalten

alle = il < Mlfu = up+ o]
Da dies fiir alle v € V}, gilt folgt

allu —up|| <M Min  u—v].
veV,
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4.5 Die Anfangswertaufgabe
fiir die Wellengleichung

Die n-dimensionale Wellengleichung lautet

aZu . n 2
W:cAu, Auzzaxz. (5.1)

=1

(o))
<

Ihre Losungen u(x,t) beschreiben die Ausbreitung von Wellen: wu(x,t) ist
der Zustand eines n-dimensionalen Systems an der Stelle x zur Zeit ¢t. Die
Konstante ¢ > 0 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit. Durch Einfithren der
neuen Zeitskala ¢ = ¢t wird ¢ = 1. Dies wollen wir im folgenden immer
annehmen.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ¢(x,¢) = 0 ist nach §2 charakteri-

stisch, falls
do ’ 2
ar) = Vel

Nehmen wir ¢(x,t) =t — () an, so bedeutet dies
Vo =1, (5.2)

d.h. ¢ erfiillt die Eikonal-Gleichung. Dieses Wort leitet sich vom Griechischen
eikon = bildliche Darstellung, Ebenbild (man vergleiche auch Ikone) ab und
deutet die Beziehung zur Optik an.

Die Charakteristiken (genauer: Die Kurven, welche Streifen tragen, welche
Losungen des charakteristischen Systems von (5.2) sind) von 5.2 nennen wir
Bicharakteristiken von (5.1). Nach Teil I, §2 sind dies die Geraden ¢t = §-x+a
mit § € S"!' und « € IR. Die Losungen von (5.2) lassen sich aus diesen
Geraden aufbauen und sind daher kegelartige Mannigfaltigkeiten, die den
z-Raum unter einem Winkel von 45° schneiden.

Die Mannigfaltigkeit ¢ = 0 ist nicht charakteristisch. Das Cauchysche
Anfangswertproblem fiir diese Mannigfaltigkeit lautet

0%
W — Au y t > 0 9
(5.3)
ou
u(z,0) = f(x) a(%o) = g(z)



Fiir n = 1 haben wir dieses Problem schon in der Einleitung gelost:

ue,t) = S (flo =)+ fa+0)+ 5 [ gls)ds. (5.4)

[N
[N

Mit Hilfe des (eindimensionalen) Mittelungsoperators

(M) = 5 [ F(s)ds
konnen wir dies in der Form
u(z,t) = M) ])(e) + (M (D)g)() (5.5)

ol
schreiben. Fassen wir zusammen

Satz 5.1:  Sei f € C*(R), g € C'(R). Dann hat die Anfangswertaufgabe
(5.3) genau eine Losung u € C*(IR x (0,00)) N CHIR x [0,00)), und diese
ist durch (5.5) gegeben.

Zur physikalischen Interpretation schreiben wir (5.4) als
u(z,t) =v(e —t) 4wz +1).

Betrachten wir zunéchst den Fall w = 0. Dann entsteht u(x,t) = v(x — )
durch Verschiebung der Funktion v um ¢ nach rechts.

u stellt also eine sich nach rechts mit der Geschwindigkeit 1 ausbreitende
Welle dar. Entsprechend ist u(x,t) = w(x + t) eine sich nach links ausbrei-
tende Welle. (5.4) ist also eine Uberlagerung von Wellenausbreitungen nach
links und nach rechts, jeweils mit der Geschwindigkeit 1.

Im x —¢-Raum sprechen wir wieder wie in Teil 111, §2 vom Abhéngigkeits-
bereich eines Punktes (x,?) (also das Intervall [« —¢, x + t] der x-Achse) und
dem Einflufibereich des Intervalls [a,b] der z-Achse {(z,#) € R x R" | [z —
tyx+ )N [a,b] # 0}

Wir wollen nun den Satz 5.1 auf hohere Dimensionen n iibertragen. Dabei
ergeben sich physikalisch bedeutsame Unterschiede zwischen dem Fall gerader

(z.B. n = 2) und ungerader (z.B. n = 3) Dimensionen. Zunachst behandeln

wir den Fall n = 3.
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u(x,0)=v(x) u(x,t)=v(x-t)

/ /

t X
Abbildung 4.1: Eine Losung einer eindimensionalen Wellengleichung.

Satz 5.2:  Sei f € C3(IR?), g € C*(R?). Dann hat das Anfangswertpro-
blem (5.3) genau eine Lésung u € C*(IR? x (0,00)) N CHIR? x [0, 00)), und
diese ist durch (5.5) mit dem (dreidimensionalen) Mittelungsoperator

(MOF)) = 1= [ F(+ 0)do(0)

gegeben.

Beweis:
(a) Es ist klar, daf8 die rechte Seite von (5.5) eine Funktion in C2(IR® x
(0,00)) N CHIR? x [0, 00)) ist.

(b) Wir zeigen, dafl die Funktion u aus (5.5) die Differentialgleichung erfiillt.
Da ein grofler Teil der Rechnung fiir beliebige n gilt, fithren wir sie auch
fiir beliebiges n durch.

Sei fiir v € C*(IR"), n = 2,3, ...

W) = / ol + 10)do(9) .

Sn—l
Dann ist
J_
Slat) = / 0 V(e +10)do(0) (10 = y)

Sn
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R é—| Vo(z +y)do(y) (t"'da(0) = do(y))
— ¢l / %(m +y)do(y) .

Nach dem GaufBlschen Integralsatz ist fiir jedes Normalgebiet € und
jedes v € C*(Q)

Damit erhalten wir

a— _ 1—-n
av(:p,t) = 1 | l/ Av(z + y)dy
yl<t

t

= tl_”/ / Av(x 4 y)do(y)dr .

0 psn-1

Eine weitere Differentiation ergibt

o~

a—ZE(x,t) - (1—n)t_”/ / Av(z + y)do(y)dr

0 prgn-1

4t / Av(z +y)do(y) .
tsn—l1
Fir w = tv erhalten wir damit

2 2

J_ _
ww(:p,t) = 2av(x,t) + tﬁv(x,t)

= (Qtl_n + (1 N n)tl_n) /Ot / AU(Q? + y)da(y)dr +
+12 / Av(z +y)do(y) .

Fir n = 3 vereinfacht sich dies zu
PE

Satelet) = t—15/2 Av(x +y)do(y)  (y=10)
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- t/Av(:z;—l—tH)da(@)

= Aw(z,1).
Damit ist klar, daB (5.5) die Differentialgleichung erfiills.
(¢) Wir zeigen, daf (5.5) die Anfangsbedingungen erfiillt. Zunchst ist
u(z,0) = (M(0)f)(x) = f(z) .

Weiter haben wir

Wiw0) = (M(O)g)(r) +2 l%m 0 W]
= o2 g [ (Hw)dgw)l

_ g(x)—l—% / 0-V f(x)do(0)

= g(z).
(d) Wir zeigen, daf jede Losung u € C*(IR® x (0,00)) N CY(IR? x [0, 00))
durch (5.5) gegeben ist. Sei u eine solche. Wir setzen fiir jedes z € IR?
Ul’(rvt) = TM(T)U( ) ,t)(l‘)
und zeigen, daf} v, der eindimensionalen Wellengleichung in ¢ und r
gentigt. In (b) haben wir gezeigt, daf
2
o
Da u die Wellengleichung erfiillt, gilt

Ayvg(ryt) = r(M(r)Au( -, 1))(x)

vip(r,t) = Agvg(r,t) .

= () 28 )
62

= DM )
62

= wvx(r,t).
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Zusammen gilt also in der Tat

0* 0*
va(r,t) = wvgg(r,t) .

Schon in der Einleitung haben wir gesehen, daf} die eindimensionale Wellen-
gleichung die allgemeine Losung

vp(ryt) = @u(r + 1) + Yu(r — 1)
mit Funktionen ¢,., ¢, € C?(IR) hat. Wegen v,.(0,¢) = 0 gilt sogar
vp(r,t) = pe(r+1t) —@(t —7).
Differentiation nach r und ¢ ergibt
2v(rt) = ol(r+t)+L(t—r)
ar xz 9 S‘Qx S‘Qx
Delrt) = G+ 1) =gt =)
und durch Addition dieser beiden Gleichungen folgt

, 0 0
20 (r+1) = (E + a) vg(r, 1) .

Setzen wir nun r = 0, so entsteht

2¢, (1) = (M(0)u( -, 1)) (z) = u(z,1)

und fir ¢t = 0 erhalten wir

20) = (M 0)) + M) 0))(r)
= DM+ (M) ()

Vergleich dieser beiden Formeln fiir 2¢!, zeigt, dal u (5.5) erfiillen muf.
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Das entsprechende Resultat fiir R? lautet

Satz 5.3: Sei f € C3(IR?), g € C*(R?). Dann hat das Anfangswertpro-
blem (5.3) genau eine Lésung u € C*(IR? x (0,00)) N CHIR? x [0, 00)), und

diese ist durch (5.5) mit dem (zweidimensionalen) Mittelungsoperator

:1;—|—y
M) f)(x)
(M(t)f) 27rt |y|£: [42 |y|2

gegeben.

Beweis:  Wir benutzen die “Hadamardsche Abstiegsmethode”. Wir 16sen
die dreidimensionale Aufgabe mit Funktionen f. g, welche nicht von xj
abhéngen. Fiir den (dreidimensionalen) Mittelungsoperator M gilt fiir ein

solches f mit z = /1 — 0} — 63

(M) = = [ F(+ 0)do(0)

1 0z 0z
=5 / flay + 101, 29 + t05) \l I+ (601) + (802) df,do,

63 +63<1
1 f($1+t917$2+t92)d0 d0
=5 1463
: 92462 <1 \/1_0%_03
1
_ b / f(x1+y17$2+y2)dy1dy2 ‘

27Tt y%+yg<t2 \V/ tz - y% - y%

Damit ist gezeigt, daf (5.5) Losung der Anfangswertaufgabe fiir n = 2 ist.
Jede weitere Losung wére auch eine Losung des Problems fiir n = 3 und
miiite daher nach Satz 5.2 mit (5.5) {ibereinstimmen.

Bemerkung: Die Abhéngigkeitsbereiche eines Punktes (x,¢) sind also im
zwei- und dreidimensionalen ganz verschieden: In zwei Dimensionen ist es der
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Vollkreis |y — x| < ¢, in drei Dimensionen die Sphére |y — x| = ¢. Dies kann
man leicht beobachten: Wahrend ein in der dreidimensionalen Atmosphére
ausgeloster Schufl keinen Nachhall erzeugt, zieht die von einem ins Wasser
geworfenen Stein auf der zweidimensionalen Oberfliche erzeugte Welle einen
ganzen Wellenzug nach sich.

Wir kommen nun zur inhomogenen Wellengleichung

PNt h R" x (0, 00) (5.6a)
— =Au in 00 .6a
ot ’
mit eine stetigen Funktion h(x,t). Es gentigt, das Anfangswertproblem
0
u(x,0) =0, 8—1;(:1:,0) =0, z€R" (5.6b)

zu losen, da man die Losung der inhomogenen Gleichung mit allgemeinen
Anfangswerten durch Addition der Losung der homogenen Gleichung mit
den allgemeinen Anfangswerten erhélt.

Wir l6sen (5.6) durch das “Duhamelsche Prinzip”. Dabei gehen wir zunéchst
heuristisch vor und verifizieren anschlieffend die erhaltene Formel.

Seie>0,7>0und

Yz, t) , T—e<t< T,

b= (x,t):{ ’ 0 ) sonst .

Sei u = ¢~ (x,1) die Losung von

2
g—;: = Au+h" in R" x(r—¢,00),
u(lz,7—¢) = 0, 2—1;(:1;,7'—5) =0.
Dann folgt durch Integration der Differentialgleichung nach ¢ von 7 —¢ bis 7
ObeT ObeT T 1
(gt (2,7) (gt (r—e)= [ (Aw + gh) (, {)dt .

Nehmen wir einmal an, dal A¢>7 fiir ¢ — 0 beschrankt bleibt, so folgt wegen
der Anfangsbedingung fiir kleine ¢

aQbE’T
ot

(x,7) ~ h(x, 7).
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Seinun 7, =&, ¢ = 1,2,.... Dann ist

h~e¢ Z ho

7, <t

und daher fiir die Losung v von (5.6)

U~ e Z P

7, <t

Wir vermuten daher

wo u = ¢’ Loésung von

0*u . .
o7 = Au in R" x (71,00),
(5.8)
uer) = 0. D) =her). e R

ot
ist. Nach Satz 5.1-3 ist ¢” fiir hinreichend glattes & wohlbestimmt, jedenfalls
firn=1,2,3.

Satz 5.4 (Duhamel):  Sei h € C*(IR" x [0,00)), und sei " € C*IR" x
(1,00))NCHIR"™ x [1,00)) eine Lisung von (5.8). Dann ist (5.7) Lésung von
(5.6).

Beweis: Zunéchst ist u(x,0) = 0. Differentiation nach ¢ ergibt

du L T
Srlat) = ¢(x,t)+0/ (e, 1)

t

= / il (x,t)dr

ot
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wegen (5.8). Insbesondere ist also 2%(x,0) = 0, so daB also die Anfangsbe-
dingungen in (5.6) erfiillt sind. Eme Weltere Differentiation nach ¢ liefert

a2u B aqbt a2¢7
el = xt+/ TR

= h(z,t) —I—/ AT (x,1)d
0

= h(z,t) + Au(x,t),

so daB} also u die inhomogene Wellengleichung erfiillt.

Durch Kombination von Satz 5.4 mit Satz 5.2 erhalt man

Satz 5.5 (Kirchhoff):  Die Losung der Anfangswertaufgabe

0%u , 3
Fr = Au+h in R x(0,00)
ou 3
u(z,0) = flz), —(2,0)=g(x) fir ze R

ot
ist gegeben durch

w(e,t) = = / 9Y) oy 4+ L2 / )45

Am |z — y Am at |z — y
—y|=t

lz—y|=t
1 hy,t— |y —
/ (y, |y x|)dy ‘

4 _
Wlx—ylst ==yl

Beweis: Nach den Satzen 5.4, 5.2 ist mit dem (dreidimensionalen) Mitte-
lungsoperator

u(z, 1) = (tM(l)g)(x) + %(tM(t)f)(l‘) + /(t — T)(M(t = 7)h(-;7))(2)dr

0
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1 10
= ES[ tg(x +10)do(8) + E&g[ tf(z +10)do(0)

¢
—|—41 /t—T /h 4+ (t—71)0,7)do(0)dr
T
0

- i/g(ﬁ)dat 4at/f

t52 t52

¢
—|—$0/ r /h(:z; +r0,t —r)do(0)dr

- = }f I R T

Am e —y| 4w Ot |z — y
|z —y|=t |lz—y|=t
|y|<t

Der Vollstéandigkeit geben wir noch die Kirchhoff’sche Formel fiir n = 1
_I_

z+t—T7
/ h(y,T)dydr
—(t—7)

[\Dl»—\

u(et) = S(f 0+ e 0)+

/

[N

_|_

xr

und n =2

:L't) = i/ :L’—I-y / :L’—I-y dy
27r|y|<t [+2 |y|2 27rat ole [+2 — |y
/ / h(z+y,T
2 t—T

lyl<t
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Bemerkungen:
1) Integriert wird in allen Féllen iiber die charakteristischen Mannigfaltig-
keiten bzw. den von diesen eingeschlossenen Bereich.

2)  Vergleichen wir fiir n = 3 unser Resultat mit der Losungsformel aus
Satz 2.2 fir die Potentialgleichung —Aw = h, also

_ 1 h(y)
u(:z;)—ﬂ/ |:1;—y|dy'

Im stationdren (zeitunabhdngigen) Fall geht die Kirchhoff’sche Formel in
diese iiber. Man nennt daher h(y,t — |z — y|) das retardierte Potential.
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4.6 Anfangs-Randwertprobleme hyperbolischer
Gleichungen

Wie bei hyperbolischen Systemen erster Ordnung (vgl. I1.3), so kann man
auch fiir hyperbolische Gleichungen zweiter Ordnung Anfangs-Randwertpro-
bleme betrachten, wobei die Art der vorzugebenden Anfangs- oder Randwer-
te von dem Verlauf der (Bi-) Charakteristiken abhéngt. Wir kénnten dies
durch Riickfithrung der Gleichung zweiter Ordnung auf ein System erster
Ordnung tun. Eine direkte Behandlung der Gleichung zweiter Ordnung ist
aber einfacher.

Wir betrachten zunéchst die inhomogene Wellengleichung

%—%:h a<zr<b, y>0
mit den Anfangswerten
u(z,0) = f(x), Z—Z(x,()):g(x), a<z<b
und den Randwerten
u(a,y) =0, u(b,y) =0, y>0.

Wir unterteilen das Gebiet ¢ < x < b, y > 0 in Gebiete der Art I, II, III
nach Abb. 4.2. Zunéchst ist v in dem EinfluBBbereich I des Anfangsintervalls
(a,b) bestimmt als Losung der Cauchyschen Anfangswertaufgabe, etwa durch
die eindimensionale Version der Kirchhoffschen Formel (Satz 5.5). Damit
ist u bekannt auf den senkrechten (also nichtcharakteristischen) Randteilen
der Gebiete II und auf deren unteren (charakteristischen) Randteilen. Wir
werden sehen, dafl dadurch u in den Gebieten II bestimmt ist (gemischtes
Problem). Damit ist u auf den unteren (charakteristischen) Randteilen von
ITI bekannt. Wir wollen sehen, dafl « dadurch im Gebiet III bestimmt ist
(charakteristische Anfangswertaufgabe).

Zur Losung der Probleme I, II, III rotieren wir das Koordinatensystem
um 45° durch die Transformation

/ j—

o=—rty, yY=a+ty.
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u=1f F=g
Abbildung 4.2: Gebietsaufteilung bei der Cauchyschen Anfangswertaufgabe
der Wellengleichung.

Dann geht die Differentialgleichung in neuen Bezeichnungen bis auf den kon-

stanten Faktor —i in

Pu

dzdy
iiber. Die Charakteristiken sind jetzt natiirlich die Parallelen zu den Koor-
dinatenachsen. (Zur Kontrolle: Die Kurve ¢ = 0 ist charakteristisch, wenn

Q(g—i , g—j) = Zg—ig—j = 0 ist). Nach weiterer Transformation =" = ¢y’ + dy,
y" = oy’ + dy, die es uns erlauben, in [0, 1] x [0, 1] zu arbeiten, lauten die

Aufgaben [, II, III nun wie folgt:

I: wistin dem Dreieck 0 <z <1, 0 <y <1, x+y > 1 zu bestimmen aus
seinen Werten und den Werten der ersten Ableitungen entlang x+y = 1
(Cauchysche Anfangswertaufgabe).

IT: v ist in dem Dreieck 0 < o <1, 0 <y <1, & > y zu bestimmen aus
0

seinen Werten entlang » = y und y_: (gemischte Anfangswertaufga-

be).
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Abbildung 4.3: Teilgebiete nach der Transformation.

III: v ist in dem Dreieck 0 < 2 <1, 0 <y <1, 4y <1 zu bestim-
men aus seinen Werten entlang v = 0 und y = 0 (charakteristische
Anfangswertaufgabe).

Die Aufgaben I, I, III sind in Abb. 4.3 graphisch dargestellt. Auf den durch-
gezogenen Linien ist u vorgegeben; der Pfeil deutet an, dafl auch eine aus der
Linie herausfithrende Ableitung vorgegeben ist. Auf den gestrichelten Linien
ist u unbekannt.

I.  Wir integrieren die Differentialgleichung vertikal zwischen den Punkten

(xvl - x)v (51?777)

3

ou ou

a_x(x,n):a_x(x,l—xwr/ h(z,y)dy

11—z

und anschlieflend horizontal zwischen den Punkten (1 —n,n), (£,n)

¢
u(§,)—u1—7777—|—/au:1;1—:1;d:1;—|—/ / (x,y)dydz .
Ox
1-n

1-n 1-=z

Da u samt seiner Ableitungen 1. Ordnung entlang  +y = 1 bekannt ist, ist u
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dadurch im ganzen Gebiet I bekannt. Dies ist natiirlich nichts anderes als die
eindimensionale Kirchhoffsche Formel in dem rotierten Koordinatensystem:.

II.  Wirintegrieren die Differentialgleichung vertikal zwischen den Punkten
(2,0) und (2, 7)

Ju Ju /

() = Fo(a,0) + / )y
und anschlieflend horizontal zwischen den Punkten (n,7n) und (&, 1)

€ € n
u(é,n) = u(n,n) / (2,0 d:z;—l—//h(:z;,y)dyd:z;.
n 0

n

Auf z = y ist u bekannt. Ebenso ist v auch auf y = 0 bekannt und damit
auch du/0z. Also ist v im ganzen Bereich I bekannt.

ITII. Wir integrieren die Differentialgleichung vertikal zwischen den Punk-
ten (x,0) und (x,n)

Ju Ju
a—x(x,n) a:]C:Jc()—I—/h:ch
und anschlieflend horizontal von (0,7n) bis (&, n):
¢

€ n
u(é,n) / :I;Od:zj—l—//hxydydx
0

0

Auf z = 0 ist u bekannt. Auf y = 0 ist v und damit auch du/dx bekannt.
Also ist u im ganzen Gebiet 111 bekannt.

Durch das Zusammensetzen der Losung entlang der Charakteristiken ent-
steht natiirlich im allgemeinen keine C'*-Funktion. Wir sehen, daf} sich Un-
stetigkeiten wieder entlang der Charakteristiken ausbreiten.

Die gleichen Verhaltnisse hat man fiir Differentialgleichungen der Form
0*u h Ju OJu

=h|z,y,u,=—,—
0xdy e dy
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oder
Pu *u h Ju OJu
———=hlz,yu,—, — | .
dx?  Oy? R dy

Man hat dazu nur die Volterraschen Integralgleichungen zu 16sen, die man

durch die obige Methode erhélt, im Falle T also z.B.

; Ou P ou OJu
u(&,n) =u(l—n,n)+ / a—x(x, 1 —a)dx+ / / h (x,y,u,a—x, 8_y) dxdy .
1-n

1-n 1—z
Dies geht ganz analog zu I11.2.

Wir wollen nun noch fiir die Cauchysche Anfangswertaufgabe fiir Glei-
chungen der Form
0%u N Ju N b@u N h
= a—+b—+cu=
0xdy oz dy
eine Darstellung der Lésung durch die Riemannsche Funktion angeben. Diese
entspricht der Greenschen Funktion bei elliptischen Gleichungen. Zunéchst
fiihren wir den adjungierten Differentialoperator
0%u 0

0
= edy — a—x(au) — a—y(bu) + cu

Lu

L*u

ein. Fiir diesen gilt

. 0%u 0%v Ju  Ou 9, 9,
viu—ul*™ = U@xay — uaxay + v (aa—x + b—) + u (a—x(av) + a—(bv))

0 [ du h 0 [ Ov
= —|v—+4buww ] — —|u——auv| .
dy \ Oz dx \ Oy
Ist also (G ein Normalgebiet in IR* und u, v € C?*(G), so gilt nach dem
GaufBschen Integralsatz

y du dv
/(vLu —ulv)dzdy = / { (Ua_x + buv) vy — (ua—y — auv) l/x} do

G oG

mit der &ueren Normalen v = (v, 1,). Nun ist

/ (pdx + qdy) = / (pre + qry)do
oG oG
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Abbildung 4.4: Tangential- und Normaleneinheitsvektor.

mit dem Tangentialeinheitsvektor 7. Bei mathematisch positiver Orientie-
rung (d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn) von 9G gilt v, = —7,, v, = 7,
Also haben wir

/(pdw +qdy) = /(—pvy + qu)do
fe fe
insbesondere also

» B Ju Jv
/(vLu —ul*v)dedy = — / {(Ua_x + buv) dr + (ua—y — auv) dy }

G oG

Wir betrachten nun eine nichtcharakteristische Anfangskurve I', d.h. eine
Kurve ohne horizontale und vertikale Tangenten (Abb. 4.5) und den

EinfluBbereich G von I'. u € C?(G) sei eine Losung der Cauchyschen An-
fangswertaufgabe fiir Lu = h, und v € C*(G) sei zunichst beliebig. Dann

18t
. B Ju dv
_ /(vh—uL v)d:z;dy—/aG{v (8_x+bu) dr +u (a—y—av) dy}

G
= / v a—u—l—bu dr + u @—av dy
oz dy
AB
v ou
—I—/u(a—y—av)dy—l—/v(a—x—l—bu)dx.
BP PA
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A=(am) P=(Em)

X

Abbildung 4.5: Der Einflubereich G einer Anfangskurve I'.

Im letzten Integral integrieren wir partiell und erhalten

/’(%ﬁwﬂdx:—jvc%+m0@mﬂw

PA

= —(vu)(€,) + +ju(——h) n)dax

— _(vu)(P) + +/ (——m)

Benutzen wir dies, so wird aus der vorhergehenden Formel

(vu)(P) = Z@h—uLm¢My+/{ (—+bﬂdw+u(%?—m)@}
+/ (——bv)dx—l—/ (——av)dy-
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Um den Wert von u in P zu erhalten, wiahlen wir nun v so, daf}

1) v(P) = 1
2) L*v = 0 in G
3) g—; —bv = 0 entlang AP,
g—Z—av = 0 entlang BP .
Dann ist
u(P) = /vhd:z;dy + / {v (g—z + bu) dr + u (g—z — au) dy}
G AB
+(vu)(A),

und die Groflen auf der rechten Seite sind alle bekannt.

Die Funktion v heifit Riemannsche Funktion. Sie 16st die charakteristische
Anfangswertaufgabe fiir L*v = 0. Wir schreiben

v(z,y) = R(z,y;¢,m) -

Die Bedingungen 1) und 3) kénnen zusammengefait werden zu

. fb(x',n)dx' jia(f,y')dy'
3 wv(am) =€ (& y) =er

Als Losung der charakteristischen Anfangswertaufgabe 2), 3') ist sie eindeutig
bestimmt.

BEISPIELE:
1) Lu = 9*u/dzdy. Offenbar ist R = 1 die Riemannsche Funktion, und

wir haben

u(P) = /hd:z;dy + / g—Zd:p +u(A) .
G AB

2)  Lu = 0%/dzdy + cu ¢ > 0 konstant. Es ist L* = L. Fiir eine Losung
von L*v = (0 machen wir den Ansatz

v(z,y)=f(z), z=(E-2)n—y).
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Einsetzen in L*v = 0 ergibt

2f"(2) + f'(2) + ef(2) = 0.

Durch die Substitution u = 2y/cz'/? wird daraus

Dies ist eine Besselsche Differentialgleichung. Thre Losung f mit f(0) = 1 ist

i = 3 e — ).

Jo ist die Besselsche Funktion 1. Art der Ordnung 0. Wir sehen nun, daf}

Rix,y;€,m) = Jo(y/4c(€ — 2)(n — y))

die Riemannsche Funktion ist.

Das hinter der Riemannschen Funktion stehende Prinzip ist sehr ein-
fach und allgemein. Wir wollen es an dem Beispiel der Losung des linearen
Gleichungssystems Au = b mit der nichtsingularen Matrix A erldutern. Die
adjungierte Matrix A* erfillt (u, Av) = (A*u,v). Wir l6sen nun

A F = ¢,
mit dem k-ten Einheitsvektor e,. Dann ist

(vF0) = (vF Au) = (A% u) = (ep, u)

= UL .

Damit ist uy berechnet.

Wir betrachten nun Anfangs-Randwertaufgaben der Form

0*u )
Fr = Au in Qx(0,7)
Ju
wa0) = fo). Le0)=ge). wen

u(z,t) =0, x€dN.

114



Hier ist € ein Normalgebiet in IR".

Satz 6.1: Die Anfangs-Randwertaufgabe hat héchstens eine Losung w €
C3HQ x [0,T7)).

Beweis:  Seien wuy, up Losungen der genannten Art und sei u = uy; — us.
Dann ist u eine Losung der Anfangs-Randwertaufgabe mit f = ¢ = 0.

/( 2y |Vu|2) dz |

Dann ist
d ou Pu 10 5
a0 (E e T aal VY )

/
-/
Q/( Vu—|—§a|Vu|2) d:z;—l—/ g—?g—uda.

Der Integrand im ersten Integral ist Null, im zweiten wegen u = 0 auf

ebenfalls. Also J

ou 5
(8t Au+ §§|W| )d:z;

—E) =0,

d.h. E(t) hangt von ¢ nicht ab. Wegen der Anfangsbedingungen ist aber
E(0)=0. Also ist E(t) =0 fiir 0 <t < T und damit v =0 in Q x (0,7).

a

Bemerkung: Der Ausdruck E(t) im Beweis zu Satz 11.1 ist die Energie
des Systems zur Zeit ¢. Diese ist also konstant. Die “Energiemethode” werden
wir noch 6fter fiir Eindeutigkeitsheweise verwenden.
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4.7 Das Anfangswertproblem fiir die
Waiarmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung im IR" lautet

Ju

— =Au.

or "
Sie ist parabolisch, und ihre charakteristischen Mannigfaltigkeiten sind die

Ebenen ¢ = konstant. Das charakteristische Anfangswertproblem lautet

2_1; = Au in IR" x(0,00)

u(x,0) = f(z), xz€R".
Wir 16sen es mit Hilfe der Grundlésung

el /at

Yo, t) = W )

Man rechnet leicht nach, dafl v, fir £ > 0 die Warmeleitungsgleichung 16st.

Satz 7.1:  Sei f € C(RR"), und es gelte mit Konstanten A, M >0
[f(2)] < Melt
Dann ist fir T < ﬁ
uw.) = [ yule = 5.0 (y)dy
Rn
eine Losung u € C*(IR™ x (0,T))NC(IR" x [0,T]) des Anfangswertproblems,
und es gibt von x unabhdingige Konstanten A;(t), Mi(t)

u(z, )] < My(1)er O
Beweis: Fiir 0 <t < T kann man u(x,?) beliebig haufig unter dem Inte-
gralzeichen differenzieren, so daB u € C?(IR™ x (0, 7)) die Warmeleitungsglei-
chung erfiillt. Es ist noch zu zeigen, dafl u(x,t) — f(x0) falls (x,t) — (x0,0).
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Es ist
ua, )= [ e =) f@o)dy + [ (e = y)(Iy) = Jlro))dy
R" R"
Mit Hilfe der Substitution y' = (z — y)/v/4t erhalten wir
| s
/ Tulw —y)dy = (Art)o2 / eIl gy
Rn

Rn
1 )
- anl? / €_|y |2dy/ =1.
Rn

Also ist das erste Integral f(xo). Im zweiten Integral fiithrt die gleiche Sub-
stitution zu

[ eV (e = Vaty) = flwo)) dy'
i

u(w,t) = fwo) +

a2

Der Integrand geht fiir (x,t) — (20,0) punktweise gegen 0 und 148t sich
abschétzen durch

e WM (6A|9”_V Wl y 6A|9”°|2) :

Dies bleibt bei dem Grenziibergang fiir T' < ﬁ unter einer integrierbaren

Funktion. Also kann der Grenziibergang unter dem Integral ausgefiithrt wer-
den und liefert den Wert 0.

Die angegebene Abschédtzung folgt aus folgendem

|2

Lemma: Seien |fi(z)] < Myl i =12 | mit M; > 0, A, + A, < 0.
Dann gilt mit einer Konstanten M und A = A1 Ay/ (A1 + A2)

[ R = y)dy| < M AF
i

Denn es ist
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/f“Wﬁ@—yMySALMz/'&wﬁMmﬂmw
R" e
e M1M2 €A|l’|2 / e(A1+A2)|y—ﬁx|2dy
]1:{77,
= M1M2 €A|l’|2 / €(A1+A2)|Z|2d2 ‘
]1:{77,
Dies ist die Behauptung mit

M:M%/AMMMK
Rn

Satz 7.2 (Maximumprinzip): Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet und
u e C*G < (0,T)NC(G x[0,T)) eine Lésung der Wiirmeleitungsgleichung
in G x (0,7). Dann nimmt u sein Mazimum und sein Minimum auf (0G X

[0, 7)) U (G x{0}) an.

Bemerkung: Diese Menge G/ %[0, T]U(G x0) heifit “parabolischer Rand”
von GG x (0,T).

Beweis: Seic > 0 und v, = u —&t. v, nimmt sein Maximum in G x [0, 7]
in einem Punkt (xz¢,%) an. Wir zeigen, dafl (xg,%o) auf dem parabolischen

Rand von G x (0,T) liegt.
Wire dies nicht der Fall, so ware g € G und 0 < t5 < T'. Insbesondere hitte
ve(x,1o) in 2o ein lokales Maximum. Damit wére notwendig

0%v.

W(xovto)goy izl,...,n,

K3
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Dann ware

Ov. ou
W(l’o,to) = a(wo,to) — £ = AU(Jfo,to) — £ = Avs(l’o,to) — &
S —&,

und es gébe ein § > 0, so daB
€ ..
—(l’o,t)g—§ fur t0—5§t§t0
Dies ist ein Widerspruch dazu, daf v, in (x0,%p) sein Maximum annimmt.

Wiirde nun u sein Maximum nicht auf dem parabolischen Rand von G x
(0,T) annehmen, so wére das fiir hinreichend kleine ¢ auch fiir v. der Fall.
Da dies nicht sein kann, muf} © sein Maximum auf dem parabolischen Rand
annehmen.

Satz 7.3 (Eindeutigkeit):  Das Anfangswertproblem der Wirmeleitungs-
gleichung ist in der Klasse der Funktionen v € C*(IR" x (0,T7)) N C(IR" x
[0,71), welche einer Abschitzung der Form

|2

lu(z,t)] < M el re R, t€]0,7]

mit A, M > 0 geniigen, eindeutig ldsbar.

Beweis:  Seien uy,uy zwei Losungen der genannten Art, und sei u = uy —us.
Dann ist

|2

u(x,0)=0, |u(:1;,t)|§2MeA|$ zreR", te]0,71].

Seien nun ¢ > 0 und b > 0 beliebig, und sei a so grof}, daf

a>b, IMe 4 < ¢ .

119



Sei weiter fiir ¢t < 1/(8A)

AP/ (1-8AY)
v(x,t) = YD e .

v ist wie 7, eine Losung der Wéarmeleitungsgleichung. Weiter ist wegen
u(x,0) =0
v(x,0)=¢ 24kl u(x,0) .

und fiir 2| = a, t < Min(1/(8A),T)
v(a,t) > e AP S o et > u(x,t) .

Die Funktion v — u ist eine Lésung der Warmeleitungsgleichung und nimmt
also thr Maximum auf dem parabolischen Rand des offenen Zylinders |z| < «,
0 <t < Min(1/(84),T) an. Die beiden letzten Ungleichungen zeigen, daf
dort v — u > 0 ist. Also gilt im ganzen Zylinder v — u > 0 oder u < v,
und entsprechend zeigt man —u < v. Also ist |u| < v in dem Zylinder.

Insbesondere ist also fiir |¢| <b, 0 <t < Min(1/(16A),T)
u(z, )| < v(z, 1) < 2245

Da e beliebig war, muf u(x,t) = 0 sein fiir 0 < ¢ < Min(1/(16A),T) und
|z] < b. Da auch b beliebig war, gilt dies sogar fiir alle x. Wiederholung der
SchluBweise ergibt u(x,¢) =0 in [0, T].

a

Die im Satz genannte Abschétzung kann nicht weggelassen werden. Dies
zeigt folgendes Beispiel einer Funktion u € C*(R x (0,00)) N C(R x [0, 00)),
welche die Warmeleitungsgleichung erfiillt und entlang ¢ = 0 verschwindet:

> 2 e~ 1/t t>0
=S f"@ t) = ’ ’
=3 ot ="
Unterstellen wir einmal hinreichend gute Konvergenz der Reihe, so bestatigt
man durch gliedweise Differentiation sofort w; = wu,,, und natiirlich ist
u(x,0) = 0. wu 1aBt aber keine Abschétzung wie im Satz genannt zu. Fiir
Einzelheiten vergleiche man
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Widder, D.V.: The heat equation. Academic Press 1970.
Chapt. V.6.

Man koénnte auf die Idee kommen, als Gegenbeispiel die Funktion

l’ —x? /4t

0
u(xvt) = 6_:1;71(:1;’” = _Qt\/lme

zu nehmen. Es gilt ja offensichtlich fiir jedes feste x

limu(x,t) =0.

t—=0

Dies reicht aber nicht aus, um v € C(R' x [0,00)) zu zeigen. In der Tat ist
u bei (0,0) nicht beschrankt:

u(z, v?) — oo fir —0.

Zur Loésung der inhomogenen Anfangswertaufgabe

% = Auit+h
u(z,0) = 0

mit einer Funktion A von z und ¢ benutzen wir wieder das Duhamel’sche
Prinzip: Wir definieren ¢7 als Losung der Anfangswertaufgabe
20 = A¢" in R"x(r,T)

ot

¢"(x,7) = h(x,7) in R"

und setzen
¢

u(:z;,t):/ @7 (x,t)dr

0

Satz 7.4: Seih e C(R" x[0,T]) und
h(z,1)] < Ml

fiir geeignete Konstanten M, A. Dann ist uw € C*(IR"x(0,T))NC(IR" x[0,T])

eine Lésung der inhomogenen Anfangswertaufgabe.

Beweis: Analog zu Satz 5.4.
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4.8 Rand-Anfangswertprobleme parabolischer
Differentialgleichungen

Wir betrachten die Rand-Anfangswertaufgabe

% = 2715 in (0,00) x (0,00)

(8.1)
w(z,0)=0, >0 , w(0,¢)=f(t), t>0.

Zur Kompatibilitat in (0,0) verlangen wir f(0) = 0. Dies ist also eine ge-
mischte (charakterisch-nichtcharakteristische) Aufgabe.

Wir werden sehen, dafl sich (8.1) auf die Abel’sche Integralgleichung

)

zurtckfihren 1aB3t. Hier ist 0 < a < 1.

Satz 8.1: Sei f € C0,00) und f(0) = 0. Dann hat (8.2) in C[0,00) die

eindeutig bestimmte Losung

o [ a=srteterds = o (32)

S

p(s) = rl_a)%/ (Sf_(tt))adt (8.3)

0

Beweis: Zunéchst zeigen wir Eindeutigkeit.

Sei p € C]0,00) eine Losung von (8.2). Wir multiplizieren (8.2) mit (x —1)~
und integrieren iiber ¢ von 0 bis z. Es entsteht

ﬁo/of (x_t)f((:)_s)l_adsdtzo/ (xfixt))adt.

Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

s [ ] s = [
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Im inneren Integral fithren wir die Substitution ¢ = (1 — ')s + 'z durch.
Dann wird

z 1

dt di
!@_w%pﬂyw :i[ﬁi7ﬁﬁ3
= 3(1_%0{):w‘

B ist die Beta-Funktion. Also haben wir

I'(l— oz)/wc,o(s)ds = /090 (xf_(ti)adt

1 d [ f(t)
= — di .
#(e) wl—@(m!(x—wa
Das letzte Integral ist wegen f € (0, 00) und f(0) = 0 stetig. Wenn (8.2) al-
so eine stetige Losung hat, dann ist es (8.3). Durch Umkehrung der einzelnen
Schritte sieht man, dafl (8.3) auch tatsachlich Losung von (8.2) ist.

und damit

a

Satz 8.2:  Sei f € C'0,00) und f(0) = 0. Dann besitzt (8.1) die Losung

j —x2/4(t s)
u(x7t) = —— / 99 S)dS 5
\/_ J
1 d [ f()
= — — dt .
#(s) VT ods ) s —1
Beweils: [Es ist fiir £ = 0 nach Satz 8.1
L[ els)
(s
— d t
= / s = /(1)

und natiirlich u(x,0) = 0. Die Differentialgleichung fiir «, ¢ > 0 rechnet man
unmittelbar nach.
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4.9 Eigenwertprobleme
Sei ) ein Normalgebiet. Wir suchen Loésungen von

—Au = Adu in Q,
(9.1)
u = 0 aufl 09 .

Es wird sich zeigen, dafl dieses Problem nur fiir diskrete Werte A = A\; nicht-
triviale Losungen uy hat. Wir nennen A, Eigenwerte und u; Figenfunktionen.
Wir benétigen einige funktionalanalytische Hilfsmittel.

Sei V' (reeller) Hilbertraum und A : V — V linear und beschrénkt, also

[All=" Sup [JAf|| < oo
Il =1

A heifit selbstadjungiert, falls

A heifit vollstetig (oder kompakt), falls A jede beschrankte Menge in eine
relativ kompakte Menge abbildet.

BEISPIELE:
1) Sei V = IR" mit dem {iblichen inneren Produkt, und sei A eine (n,n)-

Matrix. Dann ist A linear und beschrankt mit
A = (p(A*A)Y?2 . p Spektralradius .

Da jede beschriankte Menge in IR" relativ kompakt ist, ist A vollstetig. Selbst-
adjungiertheit bedeutet Symmetrie.

2)  Sei V = L3(9), wobei @ C IR" mefbar und beschrankt ist. Sei K €
Lay(© x Q) und

(AN) = [ Kley)flpdy,  zeQ.

Q
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A heifit Integraloperator mit Kern K. Es ist nach Cauchy-Schwarz
(ANE@E < [ K dy [Py
Q Q

Jlan@rde < [ [ K@ gdyde [ )y

Also ist A beschrankt, und es ist

1/2
1A < (u/(/ Bﬂ(xﬂﬁdydx) .

Q

Im folgenden setzen wir alle Funktionen auflerhalb € gleich Null. Dann gilt

(AN +h) = (AN)(@)P < ( / |f<<x+h,y>—f<<x,y>||f<y>|dy)
< [ K+ hy) = Key)Py [ 5Py

[ ADG+h) = (Af@)Pde < [ [ 1K+ hy) = Ke,y)Pdedy [ 17 (y)ldy.

Q

Lo-Funktionen sind im Mittel stetig, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0

mit
//mu+mw—K@wW@mg§ fir |h| <6 .
Q Q

Also gilt

J1An @+ 0) = (AN@Pde <& [ Ploydy  fi (k] <6

Eine Menge M C Ly(9) ist genau dann relativ kompakt, wenn
1) M beschrankt ist,

2) M im Mittel gleichgradig stetig ist, d.h. fiir € > 0 gibt es § > 0 mit
[ 1+ h) = fo) P < =
)
fir alle f € M und |h| < 4.
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Danach ist die Menge M = AB fiir eine beschrankte Menge B C L4(2)

relativ kompakt, mithin A vollstetig.
Zur Untersuchung der Selbstadjungiertheit bilden wir

(Af,g) = //f&”(x,y)f(y)dyg(w)dw

= [ 1) | Kz, p)gle)dady

- /f(y)(A*g)(y)dyz(f,A*g)

(A N)@) = [ Kly.a) )y

A* ist der zu A adjungierte Operator. Er hat die gleichen Eigenschaften wie

A. A ist also genau dann selbstadjungiert, wenn K symmetrisch ist, d.h.

K(z,y) = K(y, ).

Satz 9.1:  Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator. Dann ist

[All=ra . ra=Sup [(Af [)].
I/ =1

Beweis:  Wir zeigen zunédchst

|All =da, da=
1f1l = llgll =1

Es ist fiir |1£]] = [lgl] = 1
(AL, 9 < 1A Illgl < AN TGl = 1Al

also d4 < ||A||. Sei nun (f,) eine Folge mit || f,|| = 1 und ||Af,

Sup (A, 9)] -

| = [lA]l; und

sei g, = Af,/||Afa]|- Dies ist fiir A # 0 moglich, und fiir A = 0 ist nichts zu

beweisen. Dann ist

(Afurga) =

~ AL
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also dy = || A]|.

Wir haben ||A|| = r4 zu zeigen mit
(A, )]
ra= Sup |(Af,f)[= Sup ———==.
Ifl =1 F#40 (L))

Wie oben sieht man r4 < ||A]|. Wegen der Selbstadjungiertheit ist

4Af.9)=(Af+g),f+9) —(Af—9).f—9)

und daher
A(Af 9l < [(Af+9), [+ 9|+ [(A(f —9). [ —9)|
< r{(f+o.f+9+(f—9.f—-9)}
= 2 {(f,.)) + (9.9} -
Fir || f]| = |lg]l = 1 ist also [(Af,¢)] < ra und damit nach dem ersten Teil

des Beweises ||A|l < ra.

Satz 9.2:  Sei A wollstetig und selbstadjungiert. Dann ist ra oder —ry

Figenwert zu A.

Beweis:  Sei (f,) eine Folge mit || f,|| = 1 und |(Af,, f.)| = r4. Dann gibt

es eine Teilfolge, die wir wieder mit (f,,) bezeichnen, so daf

(Afnvfn)_>/~bl ) |/~Ll|:rA'

Fiir diese Folge gilt
HAfn - lenHz = (AfnvAfn) - QMI(Afnvfn) + M%

< AP = 2u1(Afn, fo) + 41
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und dies konvergiert wegen || A||* = ui gegen Null. Also
Afp—pmifa =0,  n—oo.

Da (f,) beschrankt ist, ist (Af,) relativ kompakt. Wir kénnen also eine
Teilfolge von (f,) wihlen, die wir wieder mit (f,,) bezeichnen, so dafl (Af,)
konvergiert. Dann konvergiert auch ( f,,), jedenfalls fiir 14 # 0, und fiir gy = 0

ist nichts zu beweisen. Fiir f = lim f, gilt
n

d.h. f ist Eigenelement zum Eigenwert p.

Satz 9.3: A sei vollstetig und selbstadjungiert. Dann gilt:

(a) Es gibt eine Folge (u,) von FEigenwerten mit |pq] > |z > ... > 0. Ist
diese unendlich, so konvergiert sie gegen 0.

(b) Jeder Figenwert p,, hat endliche Vielfachheit. Eigenelemente zu ver-
schiedenen Figenwerten sind orthogonal.

(¢) Jedes Element Af ist Linearkombination der Figenelemente w,,.

Beweis: Ist A = 0, so ist nichts zu beweisen. Fiir A # 0 konstruieren
wir gy und das zugehorige Eigenelement w; wie in Satz 9.2. Dann setzen wir

Vo=A{f eV :(f,u1) =0}. V3 ist wie V ein Hilbertraum. A bildet V3 in sich
ab. Denn ist f € V5, so ist

(Afvul) = (vaul) :Ml(fvul) - 07

also auch Af € V,. Also ist die Restriktion Ay von A auf V; ein vollstetiger
selbstadjungierter Operator.

Ist Ay # 0, so finden wir nach Satz 9.2 wieder einen Eigenwert pp # 0
mit |pz| < |p1| und ein dazugehoriges Eigenelement uy € V5. In dieser Weise
fahren wir fort, konstruieren also eine Folge von Hilbertraumen V,, 1 = {f €
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V. : (f,un) = 0}, eine Folge von sich evtl. wiederholenden Eigenwerten f,
und Eigenelemente u,,, die paarweise orthogonal sind.

Bricht diese Folge einmal mit A,, = 0 ab, so sind wir fertig. In diesem Fall
hat A die Eigenwerte py, ..., t,—1 und den Eigenwert 0, diesen eventuell mit

unendlicher Vielfachheit.

Bricht die Folge nicht ab, so muf p,, — 0 gelten. Die Folge (u,,) ist ndmlich
beschrankt. Wegen der Vollstetigkeit von A muf sich also aus (Au,) eine kon-
vergente Teilfolge auswéhlen lassen. Nun ist aber wegen der Orthogonalitat
von Au,, Au,, fir n #m

[, = Au [|* = || Awn||* + [ A | |* = po; + i, -
Wiirden die p,, nicht gegen Null konvergieren, so wére mit einem ¢ > 0
| A, — Auyl|* > &%,

und (Au,) konnte keine konvergente Teilfolge enthalten.

Wegen 1, — 0 kann jedes p,, nur endlich oft in (u,,) auftreten, d.h. jedes
i 18t von endlicher Vielfachheit.

n—1
Sei nun f € V und f, = f — ¥ (f, ux)ug. Dann ist f, € V,,, und nach
k=1
Satz 9.1

TAL = A foll < BARNLN = rau L fall = Tl [ Fall -
Also gilt ||Af,|| = 0, d.h.

Af = i (fs up)pwug -
k=1

Bemerkungen:
1) Es gibt keine weiteren von Null verschiedenen Eigenwerte. Ist namlich
o ein solcher, d.h. Au = pu mit ||ul| = 1, so ist

o0

Au = Z(u,uk)/,ckuk )

k=1

129



Nun sind aber Eigenelemente zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal, d.h.

(u,ux) = 0 fiir alle k. Also Au =0 und damit g = 0.

2) Ist A positiv definit, d.h. (Af, f) > 0 fir alle f # 0, so sind alle
Eigenwerte positiv. Die Eigenelemente bilden dann ein vollstandiges Ortho-
normalsystem in V.

Wir wollen die entwickelte Theorie auf das Eigenwertproblem (9.1) an-
wenden. Sei ¢ die Greensche Funktion zu €2, und sei

(A)) = [ Glay)fy)dy

Q

Fiir f € CY(€) ist dann v = Af Losung von —Au = f in Q, u = 0 auf 99.
Ist also u € C*(Q) Losung von (9.1) mit A # 0, so ist mit g = 1/A

Au = pu . (9.3)

Ist umgekehrt u € Ly(€2) Losung von (9.3) mit i # 0, so ist zunéchst einmal
u € C(9), damit nach Satz 2.2 sogar u € C(Q), und weiter mit Satz 2.2
u € C?*() N C(N) Losung von (9.1).

Satz 9.4: A ist fir n = 2,3 vollstetig, selbstadjungiert und positiv definit.

Beweis: Sei K Kugel um 0, welche  enthilt, und sei G die Greensche
Funktion zu K. Dann ist fiir z,y € Q)

0 < G(:L',y) < G]((Jf,y) ’

wie man dem Maximumprinzip entnimmt. Dem expliziten Ausdruck fiir Gg
aus II1.2 entnimmt man, dafl Gx Singularitdten hochstens der Ordnung

ly—z| (n=2), Ja—y[™ (n>3)

enthalt, und diese sind quadratintegrierbar in Q x Q fir n < 4. Also ist
Gk und damit erst recht G in Ly(2 x Q) fir n = 2,3. Nach Beispiel 2
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ist A dann vollstetig und wegen der Symmetrie von GG (vgl. Satz 2.4) auch
selbstadjungiert. A ist dariiber hinaus positiv definit, denn fiir f € V und u
die Losung von f = —Aw in Q, u = 0 auf 99 ist

(Af, ) = (u, —Au) :/ Vul2du > 0,
Q

falls u # 0.

Satz 9.5:  Das Eigenwertproblem (9.1) besitzt fiir n = 2,3 eine Folge posi-
tiver Eigenwerte A\, mit \p — oco. Jeder dieser Eigenwerte ist von endlicher
Vielfachheit, die Eigenfunktionen sind aus C*(Q) und bilden ein vollstindiges
Orthonormalsystem in Lo(2).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Satzen 9.4 und 9.3.
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4.10 Separation der Variablen

Die Losung des Eigenwertproblems
—Af=Af in Q, f=0 auf 00 (10.1)
fiir einfache Gebiete {2 kann oft auf eindimensionale Probleme zuriickgefiihrt

werden durch eine Methode, welche man Separation der Variablen nennt.

Zunéchst rechnen wir Af auf neue Koordinaten um und bedienen uns
dazu der Methode von Aufgabe 30. Sei = ¢(u) eine umkehrbar eindeutige
zweimal stetig differenzierbare Transformation mit der Funktionalmatrix

241 241
¢ a7 T P
du Dn Im
duq > ottt Aun

und sei F(u) = f(¢(u)). Dann ist

vortu = (%) s,

Fir f € C*(Q), g € C2(Q) ist also mit G(u) = g(P(u))
/Af-gd:z; _ —/Vf-ng:z;
o\ " o\ "
—/ (%) V. F - (%) V.G

_ —/ UV, F -V, Gdu

d¢

d
auu

- / div, (HV, F)Gdu

1
- / (o F)gde

du

) (@) -
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bedeutet. Es folgt

‘ —

Af = |¢|dlvu(HV WF)
du
[ oF
T Z:: Dui (”auy‘) '

Fiir orthogonale Transformationen ist

gi O

@e-(70) 1t
a_ 5 . =41...9n -
ou) OJu O 72

In diesem Fall erhalt man

1 & 0 oF gr---Gi---Gn
Af==S 2 nZ), h=g...g,, hy=29 9 g0
f h;auz( 8u2) 5 g g; (0 )

wobei “andeutet, dafl der entsprechende Faktor in dem Produkt fehlt.

BEISPIELE:

1) Polarkoordinaten in IR
r = rcospsind, y=rsinpsind, z=rcosv,

0<p<2r, O<d<m, r>0.

%_ Aoy, z) ( cospsind —rsinesind rcosc,ocosﬂ)

sinsind  rcospsind  rsinecos v

du  O(r,e,9) cos v 0 —rsind
1
do\" ¢ . sl
(%) 8u( r*sin” ¢ . 3 =T sind |

Af = L (2 Ml +i Lor +3 el
~ r2sind \or *sin ar Jp \sin ) dp 0 sin 0

— ig Qa_F + 1 82F+ 1 g ﬁa_F
~ 2or\ or r2sin? 9 dp?  r2sind sin o)
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2)  Zylinderkoordinaten in IR®

rT=rcosyp y=rsing z=z, r>0, 0<p<2r, zcR'.
19, OF 1 0*F  O°F

A =rar g Y maat o

Zur Losung von (10.1) mittels Separation mufi man zunéchst einmal anneh-
men, € kénne durch eine orthogonale Variablentransformation auf ein Gebiet
im Raume der Variablen u abgebildet werden, so dafi 02 auf Koordinaten-
hyperflichen abgebildet wird. Mit (10.2) lautet dann (10.1)

1 & OF
EZ ( au)+)\F_0 (10.3)

Wir suchen Loésungen der Form
Fluy,...ou,) = Fi(ug) - Fo(uy) .

Damit lautet (10.3)

l1& 1 0 dF
— — A= 10.4

Unter giinstigen Umstédnden fiithrt dies zu gewohnlichen Differentialgleichun-
gen.

BEISPIEL: Sei Q ein Zylinder mit Radius 1 und Hohe 7.

Setzen wir F/(r,¢,z) = R(r)é(p)Z(z), so lautet (10.4)

1 1 qb// Z//
— R+ —=—+—+4+X1=0.
TR(T ) -I- 5 + -I-

Dies ist nur moglich, wenn

Z// qb//
77T o
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konstant sind, und es mufl dann

1 g
E(TR/)/—r—z—Oé—l—)\:O
sein. Da ¢ die Periode 27 haben muf, ist 3 = k? mit k = k = 0,1,..

es ist dann

., und

(@) = ay cos kg + by sin ke

mit Konstanten ag, by. Da Z bei 0 und 7 verschwinden muf, ist o = ¢* mit
(=1,2,..., und es ist dann

Z(z) =sinlz .
Damit wird dann aus der Differentialgleichung fir R

JW+ER+«Q—ESR—0 ==L
r .] r2 - 9 .] - .

Dies ist eine Besselsche Differentialgleichung. Thre einzige bei 0 beschrénkte
Losung ist
R(r) = Ji(jr)

mit Ji, der Besselfunktion 1. Art der Ordnung k. Sie hat (neben der Nullstelle
0 fiir &£ > 0) Nullstellen jg; < jga < -+ mit gz, — oo fiir p — o0. Da R(1) =0
sein muf, ist j = ji,. Damit hat man die Eigenwerte

Aokt = (Jip)? + 12

und die Figenfunktionen

. k )
Je(Jrpr) { Zi: k:j } sin £z

(p=1,2,..., k=0,1,...

gefunden. Man kann zeigen, dafl dies alle Eigenwerte und Eigenfunktionen
sind.
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Kapitel 5

Anwendungen

5.1 Streuung an einem Zylinder

In ein Medium mit Schallgeschwindigkeit ¢y sei ein Zylinder mit Radius p
und Schallgeschwindigkeit ¢; eingebettet. Der Zylinder wird bestrahlt von
einer ebenen Welle mit Frequenz w. Zu berechnen ist das gestreute Feld.

Wir betrachten das Problem als invariant entlang der Zylinderachse und
behandeln es dementsprechend als zweidimensional. Zu l6sen ist dann die

Wellengleichung
0%u

a7 =C@Au in R?x (—o0, —o0) (1.1)

c(x):{CO S (1.2)

a o, |$|<p

Wir betrachten nur zeitharmonische Lésungen, also
u(z,t) = e“o(z) .

Damit wird aus (1.1)

Av+Ekov=0 in IR?, (1.3)
mit . ]
w = =ky , |x|>p
k‘ = — = co
(@) c(x) { o=k, lz] < p
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Eine in x;-Richtung einfallende ebene Welle hat die Form e****1, Also suchen
wir eine Losung von (1.3) mit

v(x) = etkom 1 w(x)

wo w die gestreute Welle darstellt. Diese mufy die Ausstrahlungsbedingung
(vgl. IV.3) erfiillen. In zwei Dimensionen lautet diese

a—w — Zkow

P12 Max w(z)] < M, r*?* Max
-

|x|=r |x|=r

<M.  (14)

Wir fithren nun Polarkoordinaten x; = rcosp, x5 = rsing ein. Aus (1.3)

wird dann (vgl. IV.10 oder Aufgabe 30)

v 10v 1 0%
.l 4k =0. 1.
or? —I_rar—l_r?acpz—l_ v=0 (1.5)

Separation der Variablen ergibt Losungen der Form (n ganz)

v = eiwvn(r) ,

n2

1
vy + ;v; + (k* — r—z)vn =0. (1.6)
Dies ist die Bessel’sche Differentialgleichung. Also haben wir fiir r < p mit
k = ky und fiir r > p mit k = ko die Losungen J,(kr), Y, (kr). Diese erfiillen
zwar die erste der Ausstrahlungsbedingungen (1.4), aber nicht die zweite.
Um auch diese zu erfiillen, fithren wir die Hankel’schen Funktionen 1. Art

ein. Fiir diese gilt

Hy(r) = D 40 (—) , T — 00 .
r r

Hieraus folgt, dal H,,(kor) auch die zweite Bedingung (1.4) erfiillt. Also ha-
ben wir folgende Losungen von (1.5): Fiir r < p J,(kyr), fir r > p H,(kor).
Aus diesen Losungen wollen wir die Lésung v aufbauen.
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Fiir |2 < p ist v beschrankt. Also lautet die Entwicklung von v nach Lésun-
gen von (1.6) fiir r < p.

o0

v(r,p) = Z i”aan(klr)eiW. (1.7)

n=—0oo

Fiir |z| > p 148t sich die gestreute Welle nach Hankel-Funktionen entwickeln.

Wir entwickeln die einfallende Welle in eine Fourier-Reihe

eikrcosap _ Z cn(r)eimp
1
Cn(T) _ % _/ ezkrcosap—zmpdg‘o _ Zan(kr) )
Also haben wir (Jacobi-Anger)
eikrcosap — Z Z'njn(kr)einap ]
Fiir r > p ist also
v(rye) = Y. i"(Julkor) + by H, (kor))e™ . (1.8)

Bei r = p miissen sich die beiden Entwicklungen zu stetig differenzierbaren
Funktionen zusammenfiigen. Dies bedeutet

v

ov
Fiir die Koeffizienten a,,, b, bedeutet dies

andn(kip) = Ju(kop) + byH,(kop)
an it I (kip) = Ji(kop) + buH)(Kop) .
Um dieses lineare Gleichungssystem zu 16sen, machen wir Gebrauch von

%

Tz

(JoH,, = Jo Hy)(2)
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Dann ergeben sich nach der Cramer’schen Regel aus

Ju(kip) = iJn(kOP) + s—an(kOP)
B (kp) = L (kop) + B (Fop)

ko "1

die Beziehungen

L Tu(k1p) I (kop) — 3=, (k1p) o (kop)
@ (Ju Hl, = T3, Hy) (Fop)
_ koJu(kip)Hy (kop) — ki dy (kip) Hy(Kop)
- 27 )
p
bo_ Julkop) BT kp) = T (op) Ju(hap)
@ (Judl, = T3 ) (Rop)
_ kidu(kip)Jy(kap) — kody (kip)Ju(Fip)
= P i
P

Setzen wir dies in (1.6), (1.7) ein, so erhalten wir die Losung des Streupro-

blems.
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5.2 Die Wellengleichung in der Ndherung der
geometrischen Optik

Wieder betrachten wir die Wellengleichung

0%

T = c(x)Au

mit einer Funktion ¢(x) > 0, und wieder suchen wir Losungen der Form

u(z,t) = e (),

2

w
Av—l—gv:(). (2.1)

Wir nehmen nun an, daff w grof ist, und suchen eine Losung von (2.1) in der

0
U _ w)(b Z

Setzen wir dies in (2.1) ein, so entsteht

Form
(x

)J

~—

(2.2)

v, Vo, Av;
(iwA¢ — W |Vo|*) Z ] —|—2sz¢ Z d Z d

iy 2 i)

w2

— -=0.
—I_CQ Z (ZCU)]

7=0

Diese Beziehung soll fiir alle w gelten. Vergleichen wir die Faktoren der Po-

tenzen w?, w, 1, w™t, ..., so entsteht der Reihe nach

S Ve =t
w : 2Vo-Vug+ vgAp =0
1 @ 2Vep- Vo +viAo+ Avg =0
w™l 0 2V¢ - Vo, + vAd + Avy =0

usw. Die erste Gleichung ist die uns wohlbekannte Eikonal-Gleichung. Wir
schreiben sie in der Form
1

Fp,6) = Ipl = 5 =0 (2.3)
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Die weiteren Gleichungen sind sogenannte Transportgleichungen. Diese Glei-
chungen werden nun sukzessive nach ¢, vy, ..., v; aufgelést und dadurch eine
Funktion v bestimmt, welche (2.1) bis auf Terme der Ordnung w?=7 erfiillt.

Betrachten wir zunachst die Funktion

v(x) = e woe)

wobei ¢ die Eikonal-Gleichung erfiillt. Sie fithrt zu der Naherung

fiir die Wellengleichung. u beschreibt eine Welle, deren Phase in allen Punk-
ten der Flache ¢(x) = t dieselbe ist. Diese Flache heifit daher Wellenfront.
Fiir konstantes ¢ > 0 ist z.B. ¢(z) = p - 2 mit |p| = L eine Losung der
Eikonal-Gleichung, die Wellenfront also die Ebene p - x = {. Diese bewegt
sich mit der Geschwindigkeit c. Ein anderes Beispiel ist ¢(z) = L|z|. Die
Wellenfront hat jetzt die Gleichung || = ¢t und stellt ebenfalls eine sich mit
der Geschwindigkeit ¢ fortbewegende Flache dar. Dies stimmt auch fiir nicht
konstantes c. Ist namlich #(¢) ein Punkt einer Wellenfront, der sich senkrecht

zu ihr fortbewegt, so gilt
elz(t)) =1,  @(t)=al)Ve(x(l))

mit einem Skalar «(t). Differenzieren der ersten Beziehung nach t ergibt
zusammen mit der zweiten

a(t)|V((x(t))] =1

und damit wegen der Eikonal-Gleichung

aft) = cx(t),  [#(0)] = (@)IVe(a(t)] = e(x(t)) .

Also bewegt sich unser Punkt x(¢) mit der Geschwindigkeit ¢(2(¢)) und damit
die ganze Wellenfront in jedem ihrer Punkte  mit der Geschwindigkeit ¢(x)
senkrecht zu sich selbst.

Das charakteristische System der Eikonal-Gleichung ist nach 11.2.2

N R e (2.4)
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Wir wollen zeigen, daf die Losungen x(t) von (2.4), also die Kurven, welche
charakteristische Streifen tragen, gerade die Kurven sind, entlang denen sich
Signale in dem Geschwindigkeitsfeld ¢(x) ausbreiten. Nach dem Fermat’schen
Prinzip erfolgt diese Ausbreitung ndmlich so, daf} die Laufzeit zwischen zwei
Punkten minimal ist. Mit anderen Worten: Ist K eine beliebige Kurve, welche
die Punkte z¢, x; verbindet, so lduft ein Signal, das bei xg startet und bei
x1 beobachtet wird entlang der Kurve K™, fiir welche

d
/ T;) , s = Bogenlange (2.5)

K

moglichst klein ist.

Wir brauchen nun folgendes Hilfsmittel aus der Variationsrechnung.

Satz 2.1: Sei L € CY(IR*), und sei v, v1 € R". Unter allen Kurven z,
welche xg mit x1 verbinden, sei x* so, dafs

1 1
/L(:z;*,:i;*)dt < /L(:z;,:i;)dt .
0 0

Ist x* € C?[0,1], so gelten die Euler’schen Gleichungen

i@_L( * -*)_aL
dt oi. Y T Ba,

(z*,2") =0, i=1,....n.

Beweis: Sei ¢* wie im Satz angenommen, und sei ° = z* + e mit ¢ €
C?[0,1], ¢(0) = ¢(1) = 0. Dann verbindet auch ¢ die Punkte xq, z1, und es
nimmt die Funktion

J,(2) = /IL(xE,:i;E)dt

in ¢ = 0 ein relatives Minimum an. Also ist .J(0) = 0. Berechnung von .J,(0)
mittels Kettenregel und partieller Integration ergibt

1

d ) )

—J,(0) = —/ L(z™ +ep,i" +ep)dt| _, =0
0
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(o

oL d 0L .
Da dies fiir alle ¢ € C?[0,1] mit ¢(0) = ¢(1) = 0 gelten muB, folgen die
Euler’schen Gleichungen.

Wenden wir dies nun an auf das Problem, (2.5) zu minimieren. Hier haben
wir i
T
L(z,2)=——.
(o) = 20

Die Euler’schen Gleichungen lauten

d @ 4] I

dt c(x)|z| elx)
Diese Gleichungen sind invariant gegeniiber Parametertransformationen. Al-
so konnen wir z.B. die Bogenldnge als Parameter verwenden. Dann ist || = 1,

und wir erhalten )
L
dt c(x)  c(x)’
Mit p = &/e(x), also |p| = 1/¢(x), wird hieraus gerade (2.4).

Damit steht fest: Die (Trager der) Charakteristiken der Eikonal-Gleichung
geniigen dem Fermat’schen Prinzip (und werden daher als “Strahlen” ange-
sehen).

Zur Losung der Eikonal-Gleichung verwenden wir die Methoden der Charak-
teristiken aus I1.2.2. Sei I eine Flache in R", entlang der wir ¢ vorschreiben.
Sei o9 € I', und sei @ = x(s) die Charakteristik (genauer: der Trager der
Charakteristik) durch xq. Ist [' nicht charakteristisch, so verlauft @ = x(s)
nicht in I'. Wir integrieren die letzte der Gleichungen (2.4), also

: 1
e

entlang © = x(¢) und erhalten

gb(l’o,s) = qb(l'o) —I_/ C(j(i)) :
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Dies nehmen wir als den Wert von ¢(x) in « = x(s), also
[ ds
Qb(x) = Qb(xO) ‘|‘w/ @ .

Dies ist nach 11.2.2 die Loésung, jedenfalls lokal, der Anfangswertaufgabe.
Die Integration ist zu erstrecken iiber die Charakteristik, welche z¢ mit «
verbindet. Vergleich mit (2.5) zeigt, dal ¢(x) — ¢(xg) die Zeit ist, welche ein

Signal von ¢ nach o benétigt.

Wenden wir uns nun der Bestimmung der v; aus den Gleichungen
QVU]‘ . qu —|— U]‘Aqb —|— Avj_l = 0 (26)

mit v_; = 0 zu. Dies sind gewShnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung
entlang der Charakteristiken. Denn ist D die Richtungsableitung entlang
einer Charakteristik durch z, also

(Do)(x) = Lo(a(s))| = Vo(x)- i(0) = (Vo- Va)(z).

s=0

so lautet (2.6)
2Dv; +vjaAp+ Av;y =0.

Diese Gleichung kénnen wir durch Integration entlang der Charakteristik
16sen. Wir erhalten

—5 [ adds 7 %jimsds
vi(x) =vj(zo)e ™ —5 [ e Avi(y)ds(y) .

Hier sind tiberall Integrale entlang Charakteristiken gemeint.

Fiir 5 = 0 gibt es eine alternative Losungsmethode, welche eine interessante
geometrische Interpretation erméglicht. Wir multiplizieren (2.6) fiir 5 = 0
mit vy und konnen dann

div(viVe) =0 (2.7)
schreiben. Wir integrieren (2.7) iiber eine “ray tube” S in IR", welche von
den Wellenfronten ¢(x) = to, ¢(x) = t; berandet wird und deren zylindri-
sche Seitenwand S” von Strahlen (also Charakteristiken) gebildet wird. Der
Rand von S besteht aus dieser zylindrischen Seitenwand und den auf den
Wellenfronten gelegenen Boden Sy und Deckel Sy, vgl. Fig. 2.1.
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Fig. 2.1: Ray tube

Es ist dann

/ div(vgVe)dz = 0
S

oder, nach dem Gaufy’schen Integralsatz,
/ vV ¢ - vdo = 0

a5

mit der dufleren Normalen v von S. Auf S’ hat V¢ wegen (2.4) die Richtung
der Charakteristiken, auf denen v nach Konstruktion von S senkrecht steht.
Also verschwinden die Integrale {iber S’, und wir erhalten

/ ngqb-l/da—l—/ eV -vdo =0 .
SO Sl

Auf Sy, S steht Vo senkrecht, hat also die Richtung 4+v bzw. —v. Also ist
dort

1
Vo -v=x£[Vo|==£—,
¢
wobei eines der Vorzeichen fiir Sy, das andere fiir S gilt. Es folgt

240 _ [ 2 do
Vg = Vg .
C C
S1

So
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Nun lassen wir Sg auf xg zusammenschrumpfen. Dann schrumpft 57 auf
zusammen, und es gilt

vg (1) _ @) -
vé (o) e To) I{(wo, z1) (2.8)
[(zg, 1) = |Sii|r20 % ) (2.9)

I(zg, ) 1aBt sich aus ¢ berechnen. (2.8) gibt die Werte von v3 auf der Wel-
lenfront ¢(x) = t1, wenn sie auf der Wellenfront ¢(x) = to gegeben sind.

BEISPIELE:
1) ckonstant, ¢(x) =102, 0 € S"L.

C

Dann ist A¢ = 0, Vé = 10 und damit dvg/90 = 0. Damit ist vg(z) = f(z-07F)
mit §1 1 0 Losung der Gleichung fiir vo, und die entsprechende Néherung

v(z) = flz-04)eeoe

2) ¢ konstant, ¢(z) = L|x|. Dann ist

C

) gy 0 = (@)H

v5(wo)

und damit vg(x) = oz|:1;|1_Tn Losung der Differentialgleichung fiir vy. Das kann
man natiirlich leicht nachrechnen. Fiir n = 3 bekommt man dann

v(x) =

und dies ist die bekannte Grundlésung der Helmholtz-Gleichung.

ci%le]

x|

3) c(x) = ;—2 in {z € R?: x5 > 0}. Wir I6sen zunichst die charakteristi-
schen Gleichungen

ﬁv p:v(l)v qb:l

T =
Pl ¢ ¢

oder die hierzu dquivalenten Euler’schen Gleichungen
d 0
— — =0.
dt x, * ( 1/ )
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Diese haben die Lésung

ry = m+rcos(t/r)
Ty = rsin(t/r)

mit Konstanten m, r. Die Charakteristiken sind also Halbkreise mit Mittel-
punkten auf der x;-Achse. Dies sind die Geraden der hyperbolischen Geome-
trie in der oberen Halbebene von IR?.
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5.3 Inverse Probleme hyperbolischer
Differentialgleichungen

Wir betrachten das hyperbolische Anfangswertproblem

2 2
g—;:%—q(:p)u, reRY, >0, (3.1)

u(x,0)=0, 2—1;(:1;,0) =d(x) .
Dabei ist § die Dirac’sche §-Funktion.

Bei vorgegebenem ¢ ist diese Aufgabe eindeutig losbar. Wir setzen ¢ als
gerade voraus, d.h. ¢(—z) = ¢(x). Wir kénnen das Problem dann auch in
x > 0 betrachten mit der Randbedingung du/dx(0,t) = 0.

Als inverses Problem bezeichnet man folgende Aufgabe: An Stelle von ¢ ist
die Funktion
g(t) = u(0,1), >0 (3.2)

gegeben. Man bestimme ¢!

Wir werden das inverse Problem zunéchst naherungsweise (in der sogenann-
ten Born’schen Niherung) l6sen. Eine exakte Losung folgt in S4.

Wir betrachten den Term A = —¢(a)u in (3.1) als Inhomogenitat und konnen
dann nach IV.5 w in der Form

1 z+t 1 t o+(t—
u(x,t) = 5 / 5/ / T)dydr (3.3)
r—t 0 z—(¢t—
schreiben. Mit der Heaviside-Frunktion
1, t>0
() = { 0 , sonst
gilt
r+t
[ sty = H(t = o))
r—t
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Damit erhalten wir
1
(1) = LH( ~[]) + Og).

Dies ist eine Ndherung fiir u, welche fiir kleines ¢ sinnvoll ist. Die Born’sche
Néherung erhélt man nun dadurch, dafl man diese Naherung in dem Integral
in (3.3) verwendet und dann x = 0 setzt. Die entstandene Gleichung

-7

| aw)H G~ lydydr
)

—(t—7

o) = 510~ [

ist dann bis auf O(¢?) erfiillt. Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge

erhalt man
| t/2

SH() — 5 [ (= 2lela(e)de

—1/2

g(t) =

Durch zweimalige Differentiation erhélt man fiir ¢ > 0

SU=-790).

Damit ist ¢ in der Born’schen Ndherung bestimmt.

Das dreidimensionale Problem wird ganz entsprechend behandelt. Die Losung
von

@—A—() cR’, t>0 (3.4)
oz u—gqglz)u, x , .
9
u(z,0) =0, 8—1;(:1;,0) = §(z — o)

ist bei bekanntem ¢ fiir jedes 2y € IR” eindeutig bestimmt. Beim inversen
Problem wollen wir ¢ bestimmen aus der Kenntnis von

g(xo, x1,1) = u(xq, 1), xg € 5o, w1 €51 (3.5)

mit gewissen Mengen Sp, S; C IR® .
Wieder mit IV.5 kénnen wir (3.4) in der Form

u(x,t) = Yy

1 / M=) oy — / g(y)ulyt—ly—z|) ,

47 T — 47 T —
|o—y|=t | y| le—y|<t | y|
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schreiben. Unter Verwendung von
3y —wo)do(y) = (t — [xo — z|)
lz—y|=t

erhalten wir in der Born-Approximation

1 q(y)é(t— |y — 21| — |y — xol)
(i) oyl =y —m]) Y

|y —y|<t

1
g(xg,x1,1) = m5(t—|$0—1’1|)—

Mit Hilfe der Formel

do(y)
IVo(y)l

[ fwstswndy = [ fw)

y)=0
fir o(y) =t — |y — x1] — |y — xo| erhalten wir fiir ¢ > 0

1
47r)?

/ K(y =0,y —1)q(y)do(y) ,

1
g(l'o,l'l,t) = —5(t_ |$0—$1|) - (
E(zo,21)

4t
(3.6)
wo Fi(xo,x1) das Ellipsoid |y — x| + |y — 21| = ¢t und K die Funktion

1 1

K(u,v)=—
V2 Jlul2lol? + [ullofu

bedeuten. Die Auflosung von (3.6) nach ¢ ist ein Problem der Integralgeo-
metrie. Dort behandelt man die Berechnung von Funktionen in R" aus In-
tegralen {iber Mannigfaltigkeiten der Dimension < n.
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5.4 Die Gelfand-Levitan-Methode

Wir wollen nun eine exakte Lésung des eindimensionalen hyperbolischen in-
versen Problems aus S3 geben. Dazu betrachten wir das Hilfsproblem

Pu Pu
W:@—q(aj)u , 0<r<oo, —c0o<t<oo

0
—a—“ (0,1) + hu(0,8) =0 , —o0 <1< 00
Z

(4.1)

mit einer Konstanten h.

Satz 4.1:  Sei u® € C*((0,00) X (—00,00)) N C([0,00) x (—o0,00)) eine
beliebige Losung von (4.1) mit ¢ = 0, h = 0. Sei K die Losung von

mit Q(z) = 3

Oy

q(y)dy. Dann ist

xr

(e, 1) = u%(z, 1) —I—/K(:I;,y)uo(y,t)dy (4.2)

0

Losung von (4.1) mit w(0,¢) = u®(0,¢).
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Bemerkungen:

1) Es ist natiirlich
1
u’(z,t) = §(u0(0,t + ) +u’(0,t — 2)) (4.3)
2) Kennt man K, so ist auch

q= 2%[&”(:1;,:1;) (4.4)

bekannt.

3) K ist als Losung der gemischten Anfangswertaufgabe (vgl. IV.6) ein-
deutig bestimmt.

Beweis:  Der Beweis geschieht einfach durch Verifizieren. Fir @ = 0 ist
natiirlich v = u. Partielle Ableitung nach x ergibt

ou ou®

O o)+ Klwop(at) + [ 20
0

%(%y)uo(yat)dy -

a_x(wvt) = B

Fiir x = 0 ist du"/dz = 0 und K(0,0) = £, also

a—u(o,t) = hu®(0,1) = hu(0,1) .
Ox
Also ist auch die Randbedingung entlang = = 0 erfiillt. Weiteres Differenzie-

ren nach z liefert

0% 0*u® d, . o
81'2 (l’,t) - 81'2 (l’,t) + %([X (:z;,x)u ($,t>)
(4.5)
oK 0 [ PPK 0
+ S (e ) + / ey (5, )y
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Die zweite partielle Ableitung nach ¢, also

0*u 0*u® . 20
Salet) = S(et)+ / K ()5 (v Dy
aZUO 2

[ d
= 23 (x,t)—l—/[&’(x,y)a—yzuo(y,t)dy
0

wird durch partielle Integration umgeformt zu

oK v

0*u 0?u® . J 0
(x,t) + [[& (:L',y)a—yu (y,t) — @(:p,y)u (y, 1)

et =75

0
(4.6)
r 02K
/a—yz(aj,y)uo(y,t)dy.

0

Setzt man (4.2), (4.5-6) in die Differentialgleichung aus (4.1) ein, so heben
sich zunéchst einmal alle Integrale wegen der Differentialgleichung fiir K weg.
Der Rest ist

0?u® . J , 0K 0 v
52 (x,t) + [[& (:L',y)a—yu (y,t) — a—y(:z;,y)u (y, 1) )
0*u® d . 0
- 2 (l’,t) + %(A (xvx)u (l’,t))
+ a—];(:z;, z)u’(z,t) — g(x)u’(x,t) .

Wegen der Eigenschaften von K ist dies eine Identitét.

a

Bei der Gelfand-Levitan-Methode bestimmt man aus der Funktion ¢(¢) zunéchst
einmal K und dann ¢ nach (4.4). K wird aus der (linearen) Gelfand-Levitan-
Integralgleichung bestimmt. Diese gewinnt man wie folgt. Die Losung u von
(3.1) wird als in ¢ ungerade Funktion auf (0,00) x (—o00, +00) fortgesetzt.
Dadurch wird u zu einer Losung von (4.1) (mit A = 0). Also gilt (4.2) mit
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u®(0,t) = g(t). Fiir |t| < x is u(x,¢) = 0. Also gilt fiir |¢| <
1 1
0=5(glt+ o)+ gt —o)+5 [ Kwyglt+udy.  (47)

Dies ist fiir jedes x eine Integralgleichung 1. Art fiir die Funktion K(z, - ) in
[—a,+x]. (4.7) ist die Integralgleichung von Gelfand-Levitan.
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