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Vorbemerkungen

Diese Veranstaltung wird speziell fiir Studierende in den 2-Fach-Bachelorstudiengéngen,
dem Bachelor BK und dem Master of Education Gym/Ges bzw. BK angeboten. Insbe-
sondere werden nur Grundkenntnisse aus den Vorlesungen Analysis I + II und Lineare
Algebra I vorausgesetzt.

Dieses Skript ist eine {iberarbeitete Version / Auswahl des Skripts zu meiner gleichna-
migen Vorlesung im Wintersemester 2018/19. Das damalige Skript war wiederum eine
iiberarbeitete Version eines Skripts von PD. Dr. T. Timmermann. Ich bedanke mich bei
Thomas Timmermann fiir das zur Verfiigung stellen seines Skripts.

Es wird nicht garantiert, dass alle in der Vorlesung behandelten Resultate und Beispiele
in diesem Skript enthalten sind.

Es wird empfohlen neben diesem Skript auch andere Literatur zu benutzen. Zum Thema
gewdhnliche Differentialgleichungen gibt es viele Lehrbiicher. Einige sind in den Semeste-
rapparat zur Vorlesung aufgenommen, zum Beispiel [Aul04], [Heu09| und [Wal00]. Sonst
sind auch [Arn01I] und [BDP95] sehr empfehlenswert.

Fiir Hinweise auf Fehler in diesem Skript bin ich dankbar. Schreiben Sie mir dazu bitte
eine E-Mail (tim.delaat@uni-muenster.de).
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Differentialgleichungen spielen eine wichtige Rolle bei der mathematischen Modellierung
von Vorgangen, die von einem Parameter abhéngen. Historisch gesehen wurden einige
wichtige Begriffe der Analysis und der linearen Algebra entwickelt anhand von Fragen
iiber Differentialgleichungen.

Wir beschreiben jetzt die in der Vorlesung untersuchten (gewohnlichen) Differential-
gleichungen und umreiffen die uns interessierenden Fragestellungen.

Differentialgleichungen als mathematische Modelle realer Probleme

Die mathematische Modellierung von Problemen aus den Naturwissenschaften, aber auch
der Okonomie, fithrt oft auf Differentialgleichungen. Aus deren mathematischer Analyse
erhofft man sich Aussagen iiber die urspriinglichen Probleme:

mathematische . . . mathematische uantitative /qualitative
Differentialgleichungen 4 /a

Realitéat
Modellierung Analyse Aussagen

Wir konzentrieren uns in der Vorlesung nicht nur auf die mathematische Analyse,
sondern wollen auch viele Anwendungsbeispiele behandeln.

Die mathematische Analyse wird schon fiir einfache Modelle oft sehr schwierig. Bei-
spielsweise ist die Analyse der sogenannten Navier-Stokes-Gleichungen, welche Stromun-
gen von Fliissigkeiten und Gasen beschreiben, eines der 7 Milleniums-Probleme der Ma-
thematik (wie die geloste Poincaré-Vermutung und die offene Riemannsche Vermutung),
fiir deren Losung jeweils eine Million Dollar Preisgeld ausgeschrieben ist. Auch kann die
Kombination unzureichender mathematischer Modellierung und Analyse zum Beispiel in
der Finanzwirtschaft verheerende reale Folgen haben.

Eingrenzung der betrachteten Differentialgleichungen

Differentialgleichungen treten in vielen verschiedenen Varianten auf. Wir betrachten
hauptséachlich gewdhnliche Differentialgleichungen. Diese beschreiben eine Beziehung zwi-
schen

e einer unabhingigen Grifle, oft der Zeit, etwa mit ¢ bezeichnet,

e einer oder mehrerer davon abhdngigen Griffen y1, ..., 1y, die also Funktionen in ¢
sind und die differenzierbar von ¢ abhéngen,

e den Ableitungen 4, ...,y dieser abhéngigen Grofen nach ¢,
e moglicherweise auch noch héheren Ableitungen yf, ..., y; usw. nach ¢

in Form einer Gleichung



1 EINLEITUNG

f(t7 y? y/7"' 7y(n)) = 07 (1)
wobei man praktischerweise die abhéngigen Grofsen w1, ..., yr zu einem Vektor zu-
sammenfasst, also
yi(t) (1)
y@ =1 : |, yty=| |, ;
yi(t) Yi,(t)

und die Funktion f sozusagen das mathematische Modell darstellt.

Eine Lisung dieser Gleichung auf einem Intervall [a, b] ist dann gegeben durch n-mal
differenzierbare Funktionen y1,...,yx: [a,b] — R bzw. y: [a,b] — RF, welche fiir
alle t € [a,b] erfiillen, wobei fiir t = a und t = b jeweils die rechts- bzw. linksseitigen
Ableitungen einzusetzen sind. Losungen auf offenen Intervallen (a,b) oder halboffenen
Intervallen [a,b) oder (a,b] sind analog definiert.

Die Ordnung der DGL ist die Ordnung der hochsten auftretenden Ableitung von
y, also n. In Anwendungen ist meist n = 1 oder n = 2; aus theoretischer Sicht kann man
sich auf den Fall n = 1 einschrénken (siche spéter).

Man nennt eine DGL n-ter Ordnung ezplizit, wenn sie nach y(™ aufgeldst ist, also
wenn sie die Form y™ = f(t,y,9/,...,y" 1) hat. Sonst nennt man sie implizit.

Beispiel 1.1. Die Gleichung

Y +2ty =0 (2)
ist eine explizite DGL erster Ordnung. Man rechnet leicht nach, dass y(t) = e~ eine
Losung auf R definiert. Spater werden wir sehen, dass jede Losung von durch y(t) =

Ce=t* gegeben ist, wobei C' eine reelle Zahl ist.

Fragestellungen der mathematischen Analyse

Typische Fragen lauten:
o FEmistieren Losungen, die zum Beispiel

(a) gewisse Anfangsbedingungen fiir y(to),y' (to), . . ., y™ (to)
(b) oder Randbedingungen fiir y(a), v (a),...,y"™ (a) und y(b),y'(b),...,y™ (b)

erfiillen? Bei der Modellierung realer Probleme ist die Existenz von Losungen im
Fall (a) oft empirisch klar.

e Sind diese Losungen eindeutig?

e Kann man Losungen explizit angeben? Wie fiir die Berechnung von Integralen gibt
es dazu einige Heuristiken /Methoden und Formelsammlungen. Diese Fragestellung
stand historisch lange im Vordergrund.
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e Wie verhalten sich die Losungen qualitativ, zum Beispiel fiir t — oo? Wie stabil sind
die Losungen unter kleinen Anderungen der Anfangswerte? Diese Fragestellungen
fiihren zur Theorie der dynamischen Systeme.

e Wie lassen sich Losungen ndherungsweise (numerisch) berechnen? Dies ist fiir die
Anwendungen eine der wichtigsten Fragen und fithrt zur Disziplin der Numerik.

Abgrenzung zu anderen Varianten von DGL

e Partielle DGLn treten auf, wenn die gesuchten Grofen yi,...,yr von mehreren
unabhéngigen Grofen abhéngen, zum Beispiel neben der Zeit ¢ auch vom Ort x =
(z1,...,2z3). Partielle DGLn sind fiir Anwendungen sehr wichtig, aber auch sehr
kompliziert.

e Stochastische DGLn treten z.B. in der Okonomie auf, wenn die gesuchten Groken
y1(t),...,yx(t) Zufallsgrofien sind. Auch diese sind sehr kompliziert.

o Differenzengleichungen treten auf, wenn die unabhéngige Gréfe ¢ nur gewisse Werte
to,t1, ... annehmen kann, also wenn z.B. statt einer kontinuierlichen eine schritt-
weise Zeitentwicklung betrachtet wird; dann tritt an Stelle von eine Gleichung
der folgenden Form auf:

0:f(ti,y(ti),w,...).

tiv1 —t;
Beispiele von Modellen zur Entwicklung von Populationen

Beispiel 1.2 (Kaninchen-Vermehrung nach Fibonacci). Fibonacci betrachtete fiir die
Vermehrung einer Population von Kaninchen folgendes bekannte und stark vereinfachte

Modell:

e Im Jahr 1 der Betrachtung besteht die Population aus einem (gerade
neu geborenen) Kaninchenpaar.

e Jedes Kaninchenpaar, das dlter als ein Jahr ist, bringt jeden Sommer
genau ein neues Kaninchenpaar zur Welt.

e Alle Kaninchen sind unsterblich.

Dann gibt es also in den Jahren
gerade

Kaninchenpaare. Bezeichnet f,, die Anzahl der Paare im Jahr n, so gilt also

fo=0, fi=1, fat1 — fa = fa1 bzw. frp1 = fu + fuo1.
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Diese Fibonacci-Zahlen wurden intensiv studiert. Eine explizite Formel fiir die f,, kann
man zum Beispiel mit Hilfe der linearen Algebra herleiten. Die Vektoren

fn >
F, =
<fn—1
erfiillen

(e _ (ot fa\ (1 1\ ([ fa ) _ : (11
o= (5) = (507 = () () = am e a= (1),

also
Fpi1 = AF, = A’F, 1 =..- = A"F.

Die Matrix A hat zwei verschiedene Eigenwerte: A1, Ao. Wahlt man zugehorige Eigenvek-
toren vy, v, so bilden diese eine Basis von R?, also gibt es ¢1, ca € R mit F} = ¢1v1 + cavo
und

Fo = A"Fy = A”(clvl + CQUQ) = cl)\?vl + CQ)\S'UQ.

Beispiel 1.3 (Vermehrung von Bakterien). Bakterien vermehren sich nicht nur im Som-
mer, sondern stindig. Ein einfaches Modell zur Vermehrung einer Population von Bak-
terien sieht so aus:

Bezeichne
e y(t) die Grofe der Population zum Zeitpunkt ¢,

o y(t + At) die Grofke nach einem kurzen Zeitraum At.

Dann betrégt der Zuwachs wahrend “hinreichend kleiner” Zeitrdume At > 0 etwa

y(t + At) —y(t) ~ (a = ) y(t) - At (3)
~——
=:A
mit einer gewissen Geburtenrate o, Sterberate B und resultierender Anderungsrate A =
a— 3, die jeweils von der Bakterienart und den als konstant angenommenen dufseren Ein-
flisssen abhéngen. Es wird oben angenommen, dass « und 8 (und deshalb A) proportional
zu At sind. Dabei gilt umso genauer, je kleiner At wird, beziehungsweise

ron vyt AL —y(t)
y ()= lim Al

= Ay(t). (4)

Hier kann man Losungen raten. Es ist klar, dass fiir jedes C' € R, die Funktion definiert
durch yc(t) = CeM eine Losung von ist.

Sei y : R — R eine beliebige Losung von (4]), und definiere z : R — R durch
2(t) = y(t)e™™. Dann gilt

Z(t) = (yt)e M) =y (t)e M = Ay(t)e M =0
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X

Abbildung 1: Exponentielles Wachstum

fiir jedes t € R, also z ist konstant. Es folgt, dass y = y¢ fiir ein C' € R.
Es folgt, dass bei einer gegebenen Anfangspopulation y(0) = yo die Gleichung die
eindeutige Losung

y(t) = yoe™

hat.

Im obigen Beispiel (mit Anfangsbedingung) konnten wir explizit eine Losung angeben,
und wir konnten mit elementaren Methoden zeigen, dass diese Losung eindeutig ist.
Spéter werden wir abstrakte Kriterien betrachten, aus welchen die Existenz und die
Eindeutigkeit von Loésungen von solchen Anfangswertproblemen folgen.
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Teil I
Skalare DGL erster Ordnung

2 Explizite skalare DGL erster Ordnung

Problemstellung
Wir betrachten nun folgende DGLn:

Definition 2.1. Eine explizite skalare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Glei-
chung der Form

y' = f(ty) ()

mit einer gegebenen Funktion f: U — R mit U C R2. Fordert man zusdtzlich

y(to) = vo (6)

mit gegebenen (to,yo) € U, so spricht man von einem (expliziten skalaren) Anfangs-
wertproblem (kurz AWP ) erster Ordung.

Fine Losung dieses AWPs ist eine Funktion y: [to,b) — R (mit moglichst groflem b),
die und @ erfillt. Dazu muss insbesondere

e y auf (to,b) differenzierbar sein,

y(to+h)—y(to)
h

e y/(to) als rechtsseitige Ableitung limpx o existieren,

o (t,y(t)) € U fiir alle t € [ty,b) gelten.

Bemerkung 2.2. Wir werden meist DGL der Form betrachten, bei denen die Funk-
tion f auf einer offenen Teilmenge U C R? definiert und stetig ist. Insbesondere ist dann
fiir jede Losung y von auch v/ stetig.

Veranschaulichung durch das Richtungsfeld

Eine Losungskurve der DGL muss in jedem Punkt (¢,4) € U C R?, den sie durch-
lauft, in Richtung des Vektors (1, f(¢,y)) verlaufen. Zur Veranschaulichung kann man das
zu f gehorige Richtungsfeld skizzieren, in das man an Gitterpunkten (¢,y) eines ausrei-
chend dicht gewéhlten Gitters jeweils den Vektor (1, f(¢,y)) (eventuell skaliert mit einem
einheitlichen Faktor) einzeichnet, wie etwa in der Abbildung
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Ein Spezialfall

Falls f(t,y) in nicht von y abhéngt, also eine Funktion g mit f(¢,y) = ¢(¢) fir alle
(t,y) € U existiert, so sind die Losungen von (j5) gerade die Stammfunktionen von g.
Solche existieren natiirlich nur unter bestimmten Annahmen an g.

Satz 2.3. Seien tg,b,yo € R und g: [ty,b) — R stetig. Dann hat das AWP

v =g, y(to) =yo
auf [to,b) eine eindeutige Losung y, gegeben durch
t
y(t) = yo +/ g(s)ds  fir alle t € [to,b). (7)
to

Beweis. Das folgt direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. [

Historisch bezeichnet man deswegen das Losen einer DGL auch als das “Integrieren

der DGL".

Losung durch Trennung der Variablen
Betrachten wir folgendes Beispiel:

Beispiel 2.4 (Schneeball-Schmelze). Wir betrachten einen kugelférmigen Schneeball,
der gleichméfig schmilzt, wobei das in einer kurzen Zeit abschmelzende Volumen etwa
proportional zur Oberflache sei. Wir driicken die Oberflache mit Hilfe des Volumens aus
und suchen eine Differentialgleichung fiir die Entwicklung des Volumens V' als Funktion
der Zeit t. Das Volumen V und die Oberfliche A einer Kugel mit Radius r sind gegeben
durch

2/3
V:%WTB, A =4nr? = 4r 3V =c. V%3
3 4

mit geeignetem c. Daraus ergibt sich die Differentialgleichung
V= —AV3, (8)

wobei A durch ¢ und die Schmelzrate bestimmt wird. Wir stellen diese Gleichung um und
sehen mit der Kettenregel, dass

A=VIVB = 3% (v%) .

Dies ist eine DGL fiir V1/3, die wir wie in Satz l6sen konnen. Fiir t > tg gilt:
A
V()3 = V(1) = 5(t — o)

beziehungsweise
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Schreiben wir die DGL in der Form V'’ = f(¢,V), so hingt die Funktion f nicht
vom ersten Argument ¢, sondern nur vom zweiten Argument ab. Dies ist ein Gegenstiick
zum in Satz [2.3] betrachteten Spezialfall und &hnlich losbar. Wir betrachten nun den
etwas allgemeineren Fall eines Anfangswertproblems mit getrennten Variablen:

Yy = @a y(tO) = Yo, (9)

wobei g und h stetige Funktionen sind mit h(y) # 0 in einer Umgebung von .
Schreiben wir ¢’ = 4 5o liefert rein symbolische Manipulation:

dato
W= e [n= [ e

Satz 2.5. Es seien tg,yo € R und g und h auf offenen Intervallen um to bzw. yo definierte
stetige Funktionen mit h(yo) # 0. Setze

G(t) ::/ g(s)ds, H(y) = /y h(z)dx.
to Yo
(i) Erfillt y das AWP (9), so folgt
H(y(t)) = G(t) (10)

fiir alle t nahe bei tg.

(ii) Die Funktion H ist auf einer Umgebung von yo invertierbar und y := H~' o G jst
auf einer Umgebung von tog das AWP @D Die Funktion y ergibt sich also aus
durch Auflésung nach y.

Beweis. (i): Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt:

dt
Die Differenz H(y(t))—G(t) ist also konstant und hat fiir t = to den Wert H (yo)—G(to) =
0 — 0 = 0. Folglich ist H(y(t)) = G(t) fiir alle ¢ nahe bei .
(i1): Aus H'(y) = h(y) und h(yo) # 0 folgt mit der Stetigkeit von h, dass H'(y) # 0
auf einer Umgebung von yo. Auf dieser Umgebung ist H also streng monoton (siehe
unten), nach Analysis I invertierbar, das Inverse H ! differenzierbar und

B 1 1
C H'(H7'(2))  h(H'(2))

(H)(2)

Mit der Kettenregel folgt, dass

fiir alle ¢ nahe bei t. O
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Man beachte, dass aus dem obigen konkreten Verfahren die lokale Eindeutigkeit der
im Satz gefundenen Losung folgt.
Zur Erinnerung wiederholen wir kurz den Mittelwertsatz aus Analysis I.

Satz (Mittelwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann exi-
stiert ein £ € (a,b) mit

b—a

Bildlich: Es gibt einen Punkt £ € (a,b), in dem die Tangente an den Graphen von f
denselben Anstieg hat wie die Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Folgerung. Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar und f’(z) > 0 fiir alle
x € (a,b). Dann ist f streng monoton wachsend.

Beweis. Andernfalls existieren a’,b € [a,b] mit o' < b’ und f(a’) > f(V'). Der Mittel-
wertsatz, angewendet auf die Einschrankung f|(, i1, liefert ein § € (a', ') mit

fe = IO @) _

Y —a
im Widerspruch zur Annahme an f’. O
Beispiel 2.6. Wir betrachten das Anfangswertproblem

t
y =—— mit y(0)=1.
Y

Im zugehorigen Richtungsfeld steht in jedem Punkt (¢,y) der Richtungsvektor (1, —t/y)
senkrecht auf (¢,y). Wir wenden Satz mit g(t) = —t und h(y) = y an und erhalten

als Losung
Lo ' Y L o
—§t —/0 —sds-/l zdz:i(y -1,

yt)=v1-12, tel-1,1],

wobei wir als Umkehrabbildung die positive Wurzelfunktion gewéhlt haben, da die An-
fangsbedingung y(0) = 1 gelten muss. Diese Losung ist definiert fiir alle ¢ € [—1, 1] und
erfiillt die gegebene DGL fiir alle ¢t € (—1,1). Zur Probe rechnen wir:

also

ro 2t _ _
y(t)_2m_ Ok te(—1,1).
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—a - S u a
—— - w0

P
P
«
-
rs
¥
12

-2 -1 4 1

X

Abbildung 2: Richtungsfeld zur DGL ¢/ = —t/y

Beispiel 2.7. Wir betrachten das Anfangswertproblem
y =eYsint mit y(0) = yo

und erhalten

Yy t
e Yo —ey:/ ezdz:/ sinsds = 1 — cost,
Yo 0

also
y(t) = —In(e™ + cost — 1), sofern e ¥ + cost — 1 > 0.

Da e7% > 0 und cos0 = 1, ist die Bedingung e™% 4 cost — 1 > 0 zumindest erfiillt,
wenn [t| hinreichend klein ist. Sie ist genau dann fiir alle ¢ > 0 erfiillt, wenn e~ % > 2,
also wenn yg < —In2.

Substitutionen zur Riickfiihrung auf getrennte Variablen

Folgende DGLn kénnen durch Substituion auf eine DGL mit getrennten Variablen zu-
riickgefiihrt werden:

e Die DGL

10
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Abbildung 3: Richtungsfeld und Losungen zur DGL ¢/ = e¥ sint

y = flat+by+c) mitb#0 (11)

16st man durch die Substitution
u(t) == at + by(t) + c.
Man erhélt fiir v die DGL
u'(t) = a+by'(t) = a+bf(u(t)),

bei der die rechte Seite nur von u(t) abhéngt. Diese DGL 16st man mit Satz
Aus u kann man dann einfach y berechnen.

e Fine DGL der Form

v=1(2) (2

heiRt Euler-homogene oder Ahnlichkeits-DGL. Solch eine ist in Beispiel bereits
aufgetreten. Die Substitution

_y@)
u(t) = T

11
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(1)
C

%0 &

S =<

Al D |B E~
/

/

Abbildung 4: Parabolspiegel

fihrt zu der DGL

die wieder mit Satz [2.5] gelost werden kann.

Nach Durchfiihren dieser Substitutionen kann es immer noch passieren, dass die in Satz
zu bildenden Integrale schwierig oder nicht explizit zu bestimmen sind.

Beispiel 2.8 (Parabolspiegel). Im Nullpunkt der Ebene befinde sich eine punktformige
Lichtquelle. Wir suchen einen Spiegel, der alle ihre Strahlen parallel zur y-Achse reflek-
tiert, und beschreiben ihn durch eine Kurve y. Wir betrachten einen Punkt (¢,y(¢)) auf
dieser Kurve; sieche Abbildung[d] Die Betrachtung der Dreiecke AABC und ACDE liefert

—— =tan2a und y'(t) = —tana.
y(t) 2

Die Additionstheoreme der Winkelfunktionen liefern

sin v

; sin 2« 2sin o cos « cosa tan o
an 2o = cos2a  cosla —sin2a - co?a _ sinla 1 —tanla’
cos? o cos? o
also
t 2y

y(t)  1-y'(t)*
Wir bilden die Kehrwerte, multiplizieren mit 2y/(¢) und erhalten fiir ¢/(¢) die quadratische
Gleichung

vy 2220 1= 0

12
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Die quadratische Losungsformel liefert

und anschlieffende Trennung der Variablen auf

/ du n / dt
Vu? +1 t
Die Integration beider Seiten und geeignete Umformungen liefern schlieflich

at — L
u(t) ==+ 5 ol

mit o = e
und

Q
~+
)
Q=

13
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3 Lineare DGL erster Ordnung
Wir betrachten nochmal unser einfachstes Modell zur Entwicklung einer Population (vgl.
Beispiel [1.3):

Y =My (13)
Nehmen wir nun an, dass

e die Vermehrungsrate A nicht konstant bleibt, sondern zeitlich schwankt (z.B. durch
Umwelteinfliisse),

e der Population mit einer gewissen Rate Mitglieder entnommen oder zugefiihrt wer-
den,

so miissen wir (13)) ersetzen durch die DGL

y' =AMty +pt) bzw. y' —A(t)y = u(t) (14)

mit gewissen Funktionen A und p.

Definition 3.1. Eine DGL der Form heifit lineare skalare DGL 1. Ordnung. Im
Fall p = 0 heifst sie homogen, sonst inhomogen. Entsprechend spricht man von linearen
(homogenen /inhomogenen) AWPen.

Wir gehen spiter auf die Ahnlichkeit zu linearen Gleichungssystemen ein.

Losung im homogenen Fall

Wie 16st man solch eine lineare DGL? Im homogenen Fall durch Trennung der Variablen:
Ist y(t) = 0 fiir ein bestimmtes ¢, so folgt ¥'(¢¥) = 0 und wir erhalten y = 0 (lokal) als
triviale Losung. Im Fall y(t) # 0 konnen wir die Variablen trennen:

yt) _ 0 _
ORECNE |y(t)|—/)\(t)dt.

Satz 3.2. Es habe A: (a,b) — R eine Stammfunktion A (z.B. sei X stetig, to € (a,b) und
At) = ftto A(s)ds). Dann hat die lineare homogene DGL

Y = At)y =0

auf (a,b) die allgemeine Losung
y(t) = Ce™®) mit C € R beliebig. (15)
Insbesondere hat fir jedes tg € (a,b) und yo € R das lineare homogene AWP
y=Atly=0  mit  ylto) = o

auf [to,b) eine eindeutige Losung, gegeben durch y(t) = yoeMB—At0),

14
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Beweis. Dies folgt aus Satz , wobei sich der Beweis noch vereinfacht: definiert
eine Losung, weil nach Kettenregel und Definition der Stammfunktion gilt:

y'(t) = CN ()™ = X(t)y(t),  te (a,b).
Ist g eine (beliebige) weitere Losung, so hat die Funktion gegeben durch
2(t) = g(t)e (16)
fir ¢t € (a,b) die Ableitung
2(0) = 710 M0+ (1) (A0 ) = ADF0eNO — AOe N =0,
Die Funktion z ist also konstant, d.h. §(t) = z(t) ). Die Aussage zum AWP folgt

=:C
analog. O

{

Losung im inhomgenen Fall durch Variation der Konstanten

Die inhomogene DGL

16st man, indem man

1. eine nicht-triviale Losung y der zugehorigen homogenen DGL 3/ — A(t)y = 0
bestimmt (Satz [3.2)),

2. den Ansatz

y(t) = c(t)yn(t)

benutzt: Dieser liefert

y'(t) = Ay (t) = < O)yn(t) + c(t)yh(t) — AE)e(t)yn(t)  (Produktregel)
= (t)yn(t) +c(t) - 0 (weil yp, die homogene DGL 16st)
(17)

und somit

(Warum kann man hier durch yy, () teilen?) Setzen wir fiir y;, die Formel aus Satz|3.2| ein
und nehmen wir zur Vereinfachung an, dass A und p stetig sind, so erhalten wir folgenden
Satz.
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3 LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG

Satz 3.3. Es seien A\, u: (a,b) — R stetig, to € (a,b) und yo € R. Dann hat das inho-
mogene lineare AWP

y = Aty =pt),  ylto) =wo

emne eindeutig bestimmte Losung. Diese ist gegeben durch

t t
y(t) = yoe V) + / w(s)eMO=ADgs  mit A(t) = / A(s)ds. (18)

to to

Beweis. Mit folgt, dass eine Losung ist, denn y,(t) := eAM®) 155t die homogene
DGL und

ct) == yo + / tu(s)e*MS)ds (19)

to

erfiillt ¢ (t) = p(t)e O = pu(t) /yn(t).
Eindeutigkeit der Losung: sieche Ubung. O

Wir betrachten ein paar Beispiele.

Beispiel 3.4 (Mischprozess [Heu09]). Ein Tank enthalte 1000 Liter Wasser, in dem 50
kg Salz gelost sind. Beginnend mit der Zeit tg = 0 sollen standig pro Minute

e 10 Liter der Losung ausflieflen und
e 10 Liter Wasser mit einem Salzgehalt von 2 kg zufliefsen.

Ein Superriihrgerat mische das Ganze sofort und vollstdndig durcheinander. Wie grof ist
der Salzgehalt im Tank zur Zeit ¢ > 07

Modell: Bezeichne y(t) den Salzgehalt (in kg) im Tank zum Zeitpunkt ¢. In einer
kurzen Zeit von At Minuten flieft dann etwa
L

18(@ -y(t) - At Salz ab und

o 2% - At Salz zu,

was uns zum folgenden AWP fiihrt:

fmoo Ly mit y(0) =50
=2— —¢y mi = 50.
Yy 100y Yy

Losungs-Schritt 1: Eine Losung der homogenen DGL 3/ = —1—(1)0@/ ist gegeben durch

yh(t) — e~ 100,



3 LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG

Lésungs-Schritt 2: Wir 1osen die inhomogene DGL durch Variation der Konstanten mit
dem Ansatz y(t) = c¢(t)yn(t) und erhalten nach Einsetzen in die DGL

d(t) = Qeﬁ,
also
c(t) = 200e100 + co  fiir ein ¢ € R
und somit
y(t) = yn(t)e(t) = coe~ 100 + 200.

Losung Schritt 3: Zur Erfilllung der Anfangsbedingung y(0) = 50 muss ¢ = 50 — 200 =
—150 gewahlt werden, also

y(t) = 200 — 150e 100,
Folgerung: Der Salzgehalt des Tankes stabilisert sich also bei
Jim y(t) = 200 ke,

die Konzentration also bei 200kg/1000L, was der Konzentration des Zuflusses (2kg/10L)
entspricht.

Beispiel 3.5. Ein Pferd lduft in z-Richtung bei 2(0) = [ > 0 mit konstanter Geschwin-
digkeit v}, los. Ein beliebig dehnbares homogenes Band ist mit einem Ende im Nullpunkt
und mit dem anderem am Pferd befestigt. Eine Schnecke beginnt gleichzeitig mit dem
Pferd im Nullpunkt mit konstanter Eigengeschwindigkeit vs auf dem Band zu laufen (und
wird durch die Dehnung des Bandes zusétzlich befordert).

Frage: Wird die Schnecke das Pferd erreichen? Falls ja, wann?

Modellierung: Fiir den Ort x(t) des Pferdes zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich
x(t) = vpt + L.

Fiir den Ort y(t) der Schnecke zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich das lineare AWP

Y (t) = vs + ig;vp = v + vp:i ly(t), y(0) = 0.

Lésungs-Schritt 1: Wir bestimmen die Losung der zugehorigen homogenen DGL (dqui-
valent: vs = 0, die Schnecke bewegt sich nicht selbst) durch Trennung der Variablen:

vp
yp(t) = @f w4 en(vpt+h)+er (’Upt + 1)t mit ¢; € R.
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3 LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG

Wir brauchen nur eine Losung und wéhlen dafiir ¢; = 0. (Die entsprechende Losung
yn(t) = vpt + 1 = x(t) hiitten wir statt mit Rechnen auch durch inhaltliche Uberlegung
erhalten konnen: Die homogene DGL beschreibt den Transport der Schnecke durch das
Gummiband ohne zusétzliche eigene Bewegung und im Fall y5(0) = [ sitzt die Schnecke

beim Pferd, woraus y,(t) = z(t) fiir alle ¢ folgt.)

Lésungs-Schritt 2: Nun 16sen wir das inhomogene AWP durch Variation der Konstan-

ten: Der Ansatz y(t) = c(t)yn(t) fithrt zu

/ ,US vS
t) = =— "7
c(®) yn(t)  vpt+1
also
c(t) = % In(vpt +1) + ¢z mit ez €R
p
und
o) = (mlupt+ 1)+ e2) syt 41
P

Losungs-Schritt 3: Die Anfangsbedingung y(0) = 0 erfordert co =
Umstellen erhalten wir

y(t) = (vpt + Z)% In

(Upt+l>
P ! .

—g—;lnl. Nach

Zur Ausgangsfrage: Die Schnecke erreicht das Pferd zum Zeitpunkt ¢, bestimmt durch

s t+1
x(t) = y(t) & vpt + | = (Upt + l)%ln <Up l+ >

P
PR (vpt+l)
Vg l

l vp
<:>t:—(evs —1).
Up

Beispiel 3.6 (Logistische Gleichung). In Umgebungen mit begrenzten Ressourcen stofst
das Modell ¢/ = ay zur Bakterienvermehrung mit seinem exponentiellen Wachstum gege-
ben durch y(t) = Ce™ an Grenzen. Fiir ein begrenztes Wachstum schlug Pierre-Francois

Verhulst 1838 folgendes Modell vor:

Bezeichnet ymax die maximal mogliche Populationsgrofe, so geht die verblei-

bende Kapazitdt ymax — y(t) als Faktor in (4] ein, also

Y =Xy (Ymax — Y)
mit einem gewissen Faktor A > 0.

18



3 LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG

Diese Gleichung hat zwei stationdre Losungen bzw. Gleichgewichtspunkte
Y1 = 0 und Y2 = Ymax-

Fiir alle Startwerte yp € (0,00) néhert sich die Losung erst schneller und dann im-
mer langsamer dem Wert ymax an, vgl. Abbildung [5] Dieses Modell beschreibt viele

y

10

VK e e e e —
VK e e e e——
VK e e e e —
VK e e e e —
VK e e e e —
VK e e e e —
VK e e e e —

Abbildung 5: Logistisches Wachstum

Wachstumsprozesse von Populationen und Organismen recht genau, zum Beispiel die
Vermehrung von Fruchtfliegen, die Gewichtszunahme bei Ratten, das Hohenwachstum
bei Sonnenblumen und viele weitere [Heu09, §1].

Gleich werden wir sehen, wie sich durch eine geschickte Substitution auf eine
lineare DGL zuriickfithren lisst. Zur Ubung losen wir jetzt durch Trennung der
Variablen. Satz 2.5 liefert fiir eine Losung y mit Startwert

y(to) = yo € (0, Ymax) (21)

zunéchst

y(t) t
/ _d= :/ Ads = A(t — to). (22)
Y0 Z(ymax - Z) to

Fiir das Integral links verwenden wir die Partialbruchzerlegung

1 A B
==+

2(Ymax — 2) 2 Ymax — 2

wobei A, B € R aus der Gleichung

I

A(Ymax —2) + Bz =1, also —A+ B =0 und Aymax =1

19



3 LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG

bestimmt werden:

/y(t) dz 1 /y(t) (1 1 )
= S ———d-
vo Z(Umax —2)  Ymax Sy, \Z  Ymax — 2

= o I e 20
L YO max — yo)

Ymax Yo (yrnax - y(t))

_ 1 In ay(t) mit a — Ymax — Yo _ Ymax

Ymax Ymax — y(t) Yo Yo
wobei wir verwendet haben. Einsetzen in liefert

7]_’

ay(t) — pYmaxA(t—to)
Ymax — y(t)

beziehungsweise nach Umstellen

eAymax(t_tO)

y(t) = ymax Ymax + eAymaX(titO) — 1 ’
Yo

Insbesondere erkennt man lim; o ¥(t) = Ymax-

Riickfiihrung von Bernoulli-DGLn auf lineare DGLn
Eine DGL der Form

Y+ Aty +pt)y* =0 mit o¢{0,1}

heifst Bernoulli-DGL. Wir nehmen an, dass y(t) > 0, multiplizieren mit (1 —a)y(t)™“
und erhalten

(1= )y ()y(t) ™" +(1 = )AB)y(t)' ™ + (1 — a)u(t) = 0.

= % (y()')

Die Substitution z(¢) := y(¢)! = fiihrt dann zu der linearen DGL
2+ (1 —a)\t)z+ (1 —a)u(t) =0,

die mit Satz gelost werden kann.

Beispiel 3.7 (Logistische Gleichung). Die logistische DGL

y/ = )‘y(ymax - y)

20



3 LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG

kann geschrieben werden als
! 2 _
Y — AYmaxy + Ay~ = 0.

Wir erkennen eine Bernoullische DGL mit o = 2 und erhalten wie oben fiir 2(¢) := y(¢) !
die lineare DGL

2+ Mymaxz — A = 0.

Mit Satz [3.3] erhélt man als Losung
1
2(t) = Ce Mmaxt L~ mit C e R
Ymax
und somit hat jede positive Losung von die Form

]_ e>\yrnaxt

- Cef)\ymaxt + _1 y —+ eAymaxt

Ymax

y(t) mit geeignetem v € R.

= Ymax

21



4 EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT NACH PICARD-LINDELOF

4 Existenz und Eindeutigkeit nach Picard-Lindelof

Die bislang betrachteten Losungsverfahren fiir AWPe lieferten in manchen Fiéllen insbe-
sondere die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Wir wollen nun die Theorie weiter-
entwickeln und fiir explizite skalare AWPe 1. Ordnung der Form

Yy =f(ty), ylto) =wo

den niitzlichen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen von Picard und Lindel6f
formulieren und beweisen. Die dazu erforderlichen Voraussetzungen an f (z.B. Stetigkeit)
prazisieren wir spater.

Grundidee der Fixpunkt-Iteration

Die Grundidee des Satzes von Picard-Lindelof ist die Anwendung einer Fixpunkt-Iteration:

(i) Wir schreiben das AWP als Integralgleichung um:
t t
vt) =+ [ Y eds =+ [ Fsulo)is (23

to to

(ii) Wir betrachten die Abbildung P, die einer Funktion y die Funktion P(y) definiert
durch

(P)(E) :==yo+ [ fls,y(s))ds

to

zuordnet. Eine Funktion y erfiillt also die obige Integralgleichung genau dann,
wenn sie ein Fixpunkt von P ist, also wenn P(y) = y gilt.

(iii) Um einen Fixpunkt von P zu finden, starten wir mit einer Ndherung y; der Lo-
sung (z.B. y1(t) = yo fiir alle ¢) und konstruieren schrittweise (hoffentlich bessere)
Néherungen gegeben durch

Do ®) = o+ [ F(5.9u())ds = (Py))(0).

to

Wir hoffen also, dass die durch Fizpunkt-Iteration konstruierte Folge

y2=P(n),  ys=Ply) =P (), .y Yap1 = P (1),
gegen einen Fixpunkt y von P konvergiert.

Ahnliche Verfahren benutzt man in der Mathematik 6fter (siehe Ubungen).
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4 EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT NACH PICARD-LINDELOF

Vorbereitungen

Die gewiinschte Konvergenz der Fixpunkt-Iteration im Beweis vom Satz von Picard-
Lindeldf zeigt man mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes. Wir wiederholen dafiir
einige Begriffe.

Definition 4.1. FEine Norm auf einem reellen Vektorraum V st eine Abbildung
|- |l: V — [0,00) mit folgenden Eigenschaften: Fir alle v,w € V und A € R gilt

e |[v]| =0 < v =0 (Definitheit),

o [[Mvll = [Alllvll (Homogenitdt),

o |[v+w| < |v] + ||w| (Subadditivitit/Dreiecksungleichung).
Man nennt dann (V,|| -||) einen normierten Raum.

Definition 4.2. FEine Metrik auf einer nicht-leeren Menge X ist eine Abbildung
d: X x X — [0,00) mit folgenden FEigenschaften: Fiir alle x,y,z € X gilt

o d(z,y) =0< x =y (Definitheit),
o d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie),
o d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).
Man nennt dann (X, d) einen metrischen Raum.
Fiir jede nicht-leere Teilmenge D eines normierten Raumes (V|| - ||) wird durch
d(z,y) = [l =y
eine Metrik auf D definiert.
Definition 4.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
e [ine Cauchy-Folge in (X, d) ist eine Folge (xy,), in X mit folgender Eigenschaft:

Ve >03IN e NVm,n > N : d(zp,zm) < €.

e Man nennt (X,d) vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge (x,)n in X gegen einen
Grenzwert x € X konvergiert (d.h. Ve > 03N € N¥n > N : d(z,,z) <c¢.)

e Fin Banachraum st ein normierter Raum, der beziiglich der assoziierten Metrik
vollstdndig ist.
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4 EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT NACH PICARD-LINDELOF

Proposition 4.4. Der Raum C([a,b];R) aller stetigen Funktionen f: [a,b] — R ist ein
Vektorraum beziiglich der punktweise definierten Operationen

(f+9)(#) = f(t) +9(b), (Af)(E) = Af(2)

und ein Banachraum beziglich (der Metrik assoziiert zu) der Supremumsnorm

[ flloo == sup {[f(£)[}-

te(a,b]

Fiir jedes Intervall [c,d] in R ist die Teilmenge D := C([a,b];[c,d]) aller stetigen Funk-
tionen f: [a,b] — [c,d] vollstindig.

Beweis. Dass C([a,b];R) ein Vektorraum ist und dass || - ||« eine Norm auf C([a, b]; R)
definiert, ist bekannt aus Analysis II. Wir zeigen die Vollstandigkeit beziiglich || - ||oo. Sei
(fn)n eine Cauchy-Folge in C([a,b];R). Fiir jedes t € [a, b] ist wegen

[n(t) = Fn (O] < [ = Finlloo
auch (fy,(t))n eine Cauchy-Folge in R und somit konvergent (in R). Wir definieren

fila,b] = R, t— nlgrolo fn().

Sei e > 0. Dann existiert nach Voraussetzung ein N mit || f,— fim||co < € fur allem,n > N.
Wihle jetzt s € [a, ] fest. Fir m,n > N gilt:

1£(s) = fa(&)] < [f(8) = fm(s)| + [ fm — fallo
<|f(s) = fm(s)| + e

Fir m — oo erhalten wir: |f(s) — fu(s)] < e fir n > N. Dies ist unabhéngig von
dem gewahlten s, also [|f — fulleo < € fiir n > N. Es folgt, dass ||f — fullcc — O fiir
n — 00, also f, — f gleichméfig auf [a, b]. Deshalb ist f € C([a,b];R). Dies beweist die
Vollsténdigkeit des Raumes C([a, b]; R).

Die Behauptung, dass D vollstandig ist, folgt genau wie oben: Wenn (f,), eine
Cauchy-Folge in D ist, ist (f,(t)), fiir jedes t € [a,b] eine Cauchy-Folge in [c,d]. Die
Funktion definiert durch f(t) := lim, o0 fn(t) nimmt jetzt Werte in [c,d] an. Die Be-
hauptungen, dass lim,, o || f — fn|lco = 0 und dass f stetig ist, folgen genau wie oben. [J

Im Beweis des Satzes von Picard-Lindelf werden wir den Banachschen Fixpunktsatz
benutzen. Dieser ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 4.5 (Fixpunktsatz von Weissinger). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum,
>0 | ay eine konvergente Reihe positiver Zahlen und F: X — X eine Abbildung mit

d(F"(2), F"(y)) < and(z,y) fiir alle 2,y € X.

Dann existiert genau ein v € X mit F(x) = x.
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4 EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT NACH PICARD-LINDELOF

Beweis. Zunéchst bemerken wir: lim,,_,~ oy, = 0.
Findeutigkeit: Gilt F(z) = x und F(y) = y, dann gilt d(x,y) = d(F"(x), F"(y)) fiir
alle n > 1, aber

n—0o0

also x = y.
FEzistenz: Sei xp € X beliebig. Dann bilden die Elemente z,, := F"(xzg) fir n € N
eine Cauchy-Folge, denn
d(Tny1,20) = d(F"(21), F™(20)) < and(@1, 70),
und mit der Dreiecksungleichung und mit der Voraussetzung, dass > 2 | oy, konvergent
ist, folgt
d(Tppm, Tn) = A(F™(2), F" (20)) < and(Tm, x0)
< an(d(xmywm—1> +---+ d(xlv QZ()))

(o.9]
< an (1 + Zak> d(z1,20) =25 0.
k=1

Da (X, d) vollstéandig ist, konvergiert (z,), gegen ein z. Die Folge (F'(x,,)), konvergiert
dann wegen d(F(x), F(xy,)) < aid(z,z,) gegen F(z), aber natiirlich auch gegen z, da
d(F(zyn), ) = d(@ni1, ) — 0. Deshalb gilt: F(z) = z. O

Folgerung 4.6 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer
Raum, o« < 1 und F: X — X eine Abbildung mit d(F(x), F(y)) < ad(z,y) fir alle
x,y € X. Dann ezistiert genau ein x € X mit F(x) = x.
Beweis. Fiir alle x,y € X folgt

d(F"(2), F"(y)) < ad(F" (), F""}(y)) < -+ < a"d(z,y).
Wir setzen oy, = o, bemerken dass ) 7 | a,, konvergent ist (geometrische Reihe) und
kénnen somit obigen Satz anwenden. O

Der Satz von Picard-Lindelof

Nach den Vorbereitungen betrachten wir nun fiir ein AWP

y' = f(t.y) mit y(to) =yo
die Folge der Naherungslosungen y1, y2, - . ., die aus der Startfunktion y; gegeben durch
y1(t) = yo mit Hilfe der Picard-Lindelof-Iteration nach der Vorschrift

t
Ynt1(t) = (P(yn))(t) = vo + [ [f(s,yn(s))ds

to

flir n > 1 gebildet werden.
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4 EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT NACH PICARD-LINDELOF

Beispiel 4.7. Fir das AWP
Y =y—t mit y(0)=1
erhalten wir mit der Startfunktion y; gegeben durch y; (t) = 1:

t t2
yg(t):1+/(1—5)ds:1-|—t—2,
0

t 52 t 82 t3
yg(t):1+/ 1+s———s ds:1+/ l1——=)ds=1+t——.
0 2 0 2 6

Wir konnen daraus die Form von ¥, erraten: Fiir n = 1,2, 3 gilt

tn
yn(t)zl—kt—a. (24)

Fiir yp41(t) liefert diese Gleichung

Ynar () = 1+ / (Un(s) — 5)ds

t P
—1+/ <1+s——s>ds
0 n'

Per Induktion folgt also fiir alle n € N.
Wie verhélt sich die Folge (yy)n zur tatsdchlichen Losung des AWPs? Das (lineare)
AWP hat die (eindeutige) Losung

y(t) =t+1.
Der sogenannte Fehler

_ "
ol

lyn(t) — y(2)]
weist das folgende typische Verhalten auf:

e Fiir jedes n € N wird der Fehler bei wachsendem ¢ beliebig grof:

Vn € N: tlipoao lyn(t) — y(t)| = oco.

e Fir jedes t € R wird der Fehler bei wachsendem n beliebig klein:

VteR: le lyn(t) — y(t)] = 0.
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e Beschrinken wir uns auf ein Intervall [—b, b] fiir ein b > 0, so gilt

’t’n e pn B

m{ynl b = ¥li-b0ll = A, sup S =l T =0

das heifst, betrachten wir die Funktionen nur auf dem Intervall [—b, b], so konvergiert
(Yn)n in C([—b,b],R) gegen y beziiglich der Supremumsnorm. Es ist untypisch,
dass dies fiir beliebig grofie b > 0 eintritt; allgemein ist diese Konvergenz nur fiir
hinreichend kleine Intervalle um den Startpunkt ¢y (hier 0) zu erwarten.

Nun kommen wir zum zentralen Ergebnis dieses Kapitels. Wir betrachten dazu das AWP
y' = f(t.y) mit y(to) = yo. (25)
Satz 4.8 (Picard-Lindeléf). Seien a,b > 0, sei R,y das Rechteck in R? gegeben durch
Rop={(t,y) eR*| |t —to| < a, |y —yo| < b}

und sei f: R,p — R stetig. Die Funktion f erfille eine Lipschitz-Bedingung beziiglich
des zweiten Arguments, d.h. es existiert ein L > 0, sodass

|f(t,21) — f(t,22)| < L|z1 — 22| fiir alle (t,z1), (t, 22) € Rgp.

Dann ezistiert genau eine Losung y des AWPs (25)) auf dem Intervall [to — oty + o,
wober
b

M} und M :=max {|f(t,y)| | (t,y) € Rap}-

o ;= min {a,

Fiir jede stetige Funktion y;: [to — «, to+ ] — [yo — b, yo + b] konvergiert die Folge (yn)n,
iterativ definiert durch

t

Yn+1 (t) =Yo + ; f(Sayn(S))dsa

gleichmdfig gegen die Lisung y.

Beweis. Schritt 1: Sei 6 := min {a, i} Wir beweisen zunéchst Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung auf dem Intervall [ty — d,tp + 6]. Wir wenden den Banachschen Fix-
punktsatz auf den vollstandigen metrischen Raum

X = C([to — (5,t0 + (5], [yo — b,yo + b])
mit der Metrik gegeben durch
d(z1,22) = [|21 — 22|00

und die Abbildung P, definiert durch

(P)(E) =yo+ [ [f(s,y(s))ds,

to

an. Dazu priifen wir:
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e Fiir y € X ist Py eine stetige Funktion, da f und y stetig sind, und fiir
t € [to—d,t0+ 4] gilt (P(y))(t) € [yo — b,yo + b], denn

t

f(s,y(s))ds

to

Somit ist P(y) € X. Also ist P als Abbildung von X nach X wohldefiniert.

[(P(y))(t) — vo| = < |t —to|M < M6 < Ma <b.

o Wir zeigen, dass d(P(z1),P(22)) < 3d(21,22) fiir alle 21,22 € X. Fiir alle
t e [to —0,ty + 5} gilt:

[(P(21))(t) = (P(22)) ()] = /(f(Sazl(S))—f(8722(8)))d8

to
t

< [ 1f(s,21(s)) — f(s, 22(s))lds

to

und

£ (s,21(s)) — f(s,z2(s))| < Ll[21 — 22|00,
also
[(P(21))(t) — (P(22)) ()| < [to = t|Ll[21 = 22]lo0 < IL[[21 — 22l00 < %Ha — 22|00
und somit d(P(z1), P(22)) < 3d(z1, 22).
Somit kénnen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden und erhalten, dass

e esin X genau einen Fixpunkt von P gibt und

o fiir jedes y1 € X die Folge (yn)n = (P™(y1))n auf [to — 0,t0 + 0] beziiglich || - ||oo
(also gleichméifig) gegen einen Fixpunkt y von P konvergiert.

Fixpunkte von P waren aber genau die Losungen des AWPs.

Schritt 2: Wir nehmen die eindeutige Losung y aus Schritt 1, wiederholen Schritt 1
fiir die neuen Startwerte (to+ 0, y(to+0)) beziehungsweise (tg — 0, y(to — 0)) statt (to,yo),
und erhalten Existenz und Eindeutigkeit auf dem Intervall [ty — 24, to + 2d]. So verfahren
wir immer weiter, bis wir (in endlich vielen Schritten) das ganze Intervall [tg — o, to + @]
betrachtet haben. Die gleichméfige Konvergenz der Naherungslosungen auf dem ganzen
Interval [to — «, tg + «] folgt aus expliziten Abschitzungen. O

Bemerkung 4.9. Man kann bereits im Schritt 1 Existenz und Eindeutigkeit auf dem
gesamten Intervall [ty — a,ty + «] erhalten, wenn man statt der Supremumsnorm die
Morgenstern-Norm

lyll == sup  [y(t)e™™|
tE[tofol,t0+Oz]

fiir ein geeignetes v > 0 verwendet.
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Bemerkung 4.10. Sei U C R? offen, f: U — R stetig und stetig partiell nach dem
zweiten Argument differenzierbar. Dann erfiillt f auf jedem Rechteck R = [a,b] X [c,d]
mit R C U eine Lipschitz-Bedingung beziiglich des zweiten Arguments. (Der Beweis ist
eine Ubung.) Die Voraussetzungen des Satzes sind also insbesondere erfiillt, wenn
im AWP die Funktion f auf einer offenen Menge U mit (tp,y0) € U stetig und
stetig partiell nach dem zweiten Argument differenzierbar ist und man ein Rechteck R,
betrachtet, das vollsténdig in U enthalten ist.

Stetige Abhangigkeit von Anfangswerten

Das Langzeitverhalten von Losungen eines AWPs kann sehr unterschiedlich vom Anfangs-
wert abhangen.

Beispiel 4.11.
1. Fiir das AWP
y =Xy mit y(0)=yo und A >0, y0>0

ist die (eindeutige) Losung t — yoe im Fall yg = 0 konstant 0, withrend sie fiir
jedes yg > 0 beliebig grofs wird.

2. Fir die logistische DGL ¢ = Ay(ymax — y) sahen wir hingegen, dass fiir jedes
Yo € (0, Ymax) die Losung fiir t — 0o gegen ymax konvergiert (siehe Beispiel [3.6)).

Uber begrenzte Zeitrdume hingegen hingen die Losung eines AWPs
y' = ft,y) mit ylto) = yo

unter einfachen Annahmen an f stetig vom Startwert yo ab. Das wollen wir jetzt zei-
gen; dazu bendtigen wir verschiedene Abschétzungen. Wir beginnen mit einer einfachen
Differential-Ungleichung.

Lemma 4.12. Sei ¢): [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar, X € R und ¢'(t) <
M (t) fiir alle t € (a,b). Dann folgt 1 (t) < 1(a)eM=) fir alle t € [a,b].

Beweis. Die Funktion w(t) = 1(t)eM*~) erfiillt
W(t) = (@ () = Mp(£))eMe™D < 0 fiir alle ¢ € (a,b),
und somit fiir alle ¢ € [a, ]:
Y1) = w(t) < wla) = Y(a). O

Lemma 4.13 (Gronwall-Lemma). Sei ¢: [a,b] — R stetig, seien L,C > 0 und
t
0<op(t)<C+ L/ o(s)ds  fir alle t € [a,b].

Dann gilt
o(t) < CeP=  fir alle t € [a,b).
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Beweis. Die Funktion v definiert durch t — C + L fj (s)ds erfiillt

0<o(t) <¥(t) und ¢'(t) = Lo(t) < Ly(?).

Mit dem vorigen Lemma folgt

o(t) < h(t) < Pla)elt=2) = Celt=a), O
Satz 4.14 (Stetige Abhiingigkeit von Anfangswerten). Seien U C R? offen, f: U — R
stetig, R := [a,b] X [¢,d] ein Rechteck mit R C U. Die funktion f erfille eine Lipschitz-
Bedingung auf R mit Konstante L > 0 beziiglich des zweiten Arguments. Wenn y und g
Lésungen der DGL y' = f(t,y) sind, dann gilt:

ly(t) = 5(0)] < ly(a) = §(a)| ") fiir alle t € [a,b].

Beweis. Die Funktion ¢(t) := |y(t) — g(t)| erfillt

w@zww—mmzyw+/yw@—mw—/y@w

<1u(a) = 3@+ [ 1f(.5(5) — (5. 55)lds
. a

< @)+ [ Lly(s) - (s)lds

<p@+L [ pls)ds

Das Gronwall-Lemma liefert nun die gewiinschte Ungleichung. O
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Teil II
Systeme von DGL erster Ordnung

5 Systeme von DGL erster Ordnung — Vorbemerkungen

Wir gehen nun von skalaren DGL erster Ordnung {iber zu Systemen von expliziten DGL
erster Ordnung der Form

yll = fl(tvyla" . 7yn)’

Y = fu(t,y1, - Yn).

Wir fassen die Funktionen y; und die Funktionen f; zu vektorwertigen Funktionen

y1<t) fl(t, zl,...,zn)
RotS | 0 |ery, R™s(tz,...,m)5 : € R"
y’n(t> fn(tvzlv"'azn)
zusammen und schreiben das System kompakt als vektorwertige DGL
y = f(t,y).

Eine Anfangsbedingung hat dann die Form y(ty9) = yo mit 9 € R und yg € R™.

Wir betrachten jetzt folgendes Anfangswertproblem:

y' = f(t,y) mit y(to) = yo. (26)

Satz und sein Beweis konnen mutatis mutandis fiir AWP der Form formuliert und
gefiihrt werden. Unter Voraussetzung einer Lipschitzbedingung beziiglich y = (y1,...,yn)
erhalten wir Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir das AWP :

Satz 5.1 (Picard-Lindelof). Sei das AWP gegeben. Seien a,b > 0, sei Qqyp der
kompakte Quader in R™1 gegeben durch

Qup ={t.y) = (t, 41, yn) ER™ ||t —to| < a, ||y — yolloo < b}

und sei f: Qqp — R™ stetig. Die Funktion f erfiille eine Lipschitz-Bedingung beziiglich
y, d.h. es existiert etn L > 0, sodass

”f(tay) - f(t’g)HOO < L”y - gHOO f’LLT alle (tvy)> (tag) € Qa,b'

Dann existiert genau eine Losung y des AWPs auf dem Intervall [ty — o, ty + @,
wobei

o = min { AZ} und M = max {6 9)lloe | (£.3) € Qus} -
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Definiert man firi=1,...,n die Funktion y; 1 durch
Yi1(t) = yio (i-ter Anfangswert),

dann konvergiert die Folge (y; i)k, tterativ definiert durch

t
yi,k+1(t) = Y0 + fi(s) yl,k(s)7 ey yn,k(s))dS,
to

auf dem Intervall [ty — o, to + ] gleichmdfig gegen die i-te Komponente y; der Losung y.
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6 Lineare Systeme von DGL mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten nun besonders einfache autonome DGL-Systeme der Form

yi =anyr+ -+ anyn

y;L =ap1yYy1 + -+ Aunln

beziehungsweise
y = Ay (27)
mit y = (y1,...,yn) und einer Matrix A = (ai;);; € Mn(R).
A1
Beispiel 6.1. Ist A = eine Diagonalmatrix, so wird aus (27))
An
Yy Ay
y1/1 An¥Yn
und die Losung y hat nach Beispiel die Form
Y1 (t) e>‘1ty1 (0) e>\1t
yt) = + | = : = y(0).
yn(t) eA”tyn(O) e)‘"t

Die Matrixexponentialfunktion

Wir wollen zeigen, dass — dhnlich wie im skalaren Fall — die allgemeine Losung von
die Form

y(t) = ey (0)

besitzt. Dabei wollen wir die Exponentialfunktion fiir eine Matrix A € M,,(R) mit Hilfe
der Potenzreihe definieren als

N o Ak K Ak
e’ =exp(A) := Zﬁ :Klgn Zﬁ’
k=0 k=0

=:Sk

und miissen zeigen, dass die Folge (Sk )k der Partialsummen konvergiert, konkret kompo-
nentenweise beziehungsweise abstrakter beziiglich einer geeigneten Norm auf dem Vek-
torraum M, (R) (vgl. Definitionen und [4.3). Da der Vektorraum M,(R) endliche
Dimension (n?) hat, sind alle Normen auf M, (R) #quivalent (siche Analysis II), und der
Raum ist beziiglich jeder Norm vollstdndig. Praktisch fiir uns ist folgende gewichtete
Supremumsnorm.
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Lemma 6.2.
(i) Auf M,(R) definiert ||Al| := n max laij|, wobei A = (a;j)ij, eine Norm.
<i,j<n
(it) Fiir alle A, B € M, (R) gilt | AB|| < [|A]|||B]|-

Beweis. (i): Die Eigenschaften einer Norm sind leicht zu tiberpriifen.
(ii): Wir schreiben A = (ai;)ij, B = (bij)i; und AB = (c¢;5)s,5. Dann folgt

n

SAlLIB]
| = bpil < b 7
|C’lj‘ ;azk kj kz:l |azk:| ’ k]| =~ n n
<lal by
und somit ||AB|| = nmaxi<; j<n |ci;j| < || A]||B]. O

Proposition 6.3. Fir jede Matriz A € M, (R) konvergiert die Folge der Partialsummen
K Ak
D
k=0
(absolut) beziiglich der Norm || - ||.

Beweis. Wir zeigen, dass (Sk )k beziiglich || - || eine Cauchy-Folge ist: Fiir N > M ist

N
Sy — Sumll =

k=M+
N

Py

=M+
N

A k
Z I kl‘ (Submultiplikativitdt, Lemma 2.)

k=M+1
N>M—0c0
—_—

| A

(Subadditivitdt der Norm)

0,

weil die Reihe ell4ll = S79° ”é—llk konvergiert. Da M, (R) beziiglich || - || vollstéandig ist,
ist damit die Proposition bewiesen. ]

Definition 6.4. Fir jede Matrizv A € M,(R) definieren wir

K pk
e =exp(4 Zk' .: Z:k—
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Bemerkung 6.5. Sei (A)j eine Folge in M, (R) und A € M, (R). Schreiben wir Ay =

(agf))m und A = (al]) dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Ax — A beziiglich || - ||

(ii) Fur alle 4,5 € {1,...,n} gilt: az(»?) — aj;, d.h. die Folge (Ag)x von Matrizen kon-
vergiert komponentenweise gegen A.

A1
Beispiel 6.6. Sei D = diag(A1,...,\,) = € M,(R) eine Diagonalma-
An
trix. Fiir jedes k > 1 gilt DF = diag(\}, ..., Ak), also
e S 4
k=0 Ak S o Ak eAn

Beispiel 6.7 (Harmonischer Oszillator). Wir betrachten die DGL o’ = —xsina (mit
X > 0) des mathematischen Pendels. Fiir kleine Auslenkungen |« kann man sin o durch
a annihern, die DGL also durch o/ = —ya ersetzen, und erhilt damit den harmonischen
Oszillator. Mit w := o ist diese DGL dquivalent zum System

Hier wird

(—x)ke2k (—x)kt2k+1
" i (2k)! (2k + 1)! _ ( cos /Xt ksinﬂt)
=0 | (—x)FHI2hHl (o )kg2k —J/Xxsiny/xt  cos/xt |’
(2k +1)! (2k)!

wobei wir folgende Potenzreihen des Kosinus und Sinus fiir ¢ = /Xt verwendet haben:

2k 2k+1
cos ¢ = Z ¢, sin ¢ = Zle—fl)

Wir setzen nun
(a(t)) A (a(())) _ a(0) cos /Xt + w(O)% sin /Xt
w(t)) w(0) —a(0),/x sin \/xt + w(0) cos \/xt
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und erhalten damit eine Losung unseres Systems von DGL, denn fiir jedes t € R gilt:

() =wt) und o"(t) =w'(t) = —a(0)x cos /xt —w(0)\/xsin/xt = —xa(t).

Nun wollen wir allgemein zeigen, dass das System 3’ = Ay die Losung y gegeben
durch y(t) = e?*y(0) besitzt, und miissen dazu die matrixwertige Funktion ¢ ~ e4?
ableiten.

Lemma 6.8. Erfilllen A, B € M, (R) die Relation AB = BA, so gilt ¢ATB = eAeb.

Beweis. Der Beweis kann dhnlich wie fiir den Fall A, B € R gefiihrt werden. Es gilt

o(A+B) ZEAJFB ;ZZ () AlBkliZTZﬁ*
k=0 k=01=0 « ) =0 m=0
1

NICED]

wobei im Schritt (1) die binomische Formel fiir Matrizen und die Annahme AB = BA
verwendet wurde, und im Schritt (2) ein Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen

von Matrizen, den wir nicht genauer ausfiihren. O
Folgerung 6.9. Insbesondere ist ete4 = eA=4 = &0 = [, die Einheitsmatriz, also ist
e fiir jede Matriz A € M, (R) invertierbar mit (e*)™! = e=4.

Satz 6.10. Sei A € M, (R). Die Abbildung R — M, (R), t — e, erfiillt die Gleichung

d
%eAt = AeM fir alle t € R. (28)

Beweis. Wir schreiben I, fiir die n x n-Einheitsmatrix. Fiir ¢ = 0 und |h| < 1 folgt mit
der Subadditivitdat und Submultiplikativitdt der Norm:

eAh—eAO
— A -1, — Ah
- H et ||
1 Ah  (Ah)?
Int =+ -+~ In—Ah
AR JARRE
- 2! 3!

< |RfellAll 229 o

also gilt fiir t = 0. Fiir beliebige ¢t € R folgt nach dem obigen Lemma

A(t+h) At Ah
e —e et — T, h—0
= P Ae’t, O

h B h
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Satz 6.11 (Losung linearer Systeme von DGL mit konstanten Koeffizienten). Seien
A e M,(R), to € R und yo € R". Dann hat das AWP

y'=Ay, ylt) =yo
die eindeutige Losung y definiert durch
y(t) = eA(t_tO)yO, t e R.
Beweis. Die Funktion y definiert durch y(t) = eAt=10)yqy erfiillt y(tg) = ey = Lyyo =

yo und nach dem vorigen Satz auch

d
1) = ()i = 4y = Ay

fir alle ¢t € R. Ist z eine weitere Losung, so erfiillt die Funktion v definiert durch v(t) :=
e~42(t) nach der Produktregel

V' (t) = —Ae A2 (t) + e M2 (1) = —Ae A z(t) + e M Az(t) = 0 fiir alle ¢ € R,

also v ist konstant. Folglich gilt fiir alle ¢ € R, dass e~ 4tz(t) = e~ 0 2(tg) = e~ 0y, also
2(t) = eAl=to)y, fiir alle t € R. O

Als néchstes wollen wir betrachten, wie man e”* berechnen kann.

Losung mittels Eigenwerttheorie

Wir haben mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion die Losungen eines Systems der Form
y = Ay mit A € M,(R) (29)
in der Form

y(t) = ey (0)

angegeben. In dieser Form sagt uns das nicht sehr viel — zum Beispiel konnen wir nicht
direkt ablesen, ob die Losungen mit der Zeit wachsen/oszillieren/schrumpfen. Wir be-
schreiben nun die Losungen konkreter mit Hilfe von Eigenwerten und -vektoren, und
wiederholen dazu grundlegende Begriffe aus der linearen Algebra. Da wurde definiert
und gezeigt:

08

A € C ist Figenwert von A Es gibt ein v € C™ mit v # 0 und Av = .

(Ein solches v heifst Figenvektor von A.)

Es gibt ein v € C" mit v # 0 und (A — A\I,)v = 0.
Ker(A — \I,,) # {0}.

Die Matrix A — A\, ist nicht invertierbar.

det(A — \I,,) = 0.

A ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

xa(t) = det(A — tl,).

teoeD
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Reelle Eigenwerte Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten liefern reelle Losungen:

Satz 6.12. Sei A € M, (R) und sei v € R™ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € R.
Dann definiert y(t) := eMv eine Losung des Systems y' = Ay.
Beweis. Fiir alle t € R gilt Ay(t) = AeMv = eMAv = eMAv = ¢/ (1). O

Folglich wachsen die Losungen im Fall A > 0 bzw. konvergieren gegen 0 im Fall A < 0.

Komplexe Eigenwerte Fiir ein A = o + i € C mit «, 8 € R bezeichnet A = a — i3
die komplex konjugierte Zahl. Fiir w = (w;); € C" und B = (bi;);; € M,(C) setzen wir

w = (wj); und B = (b;;);j. Da Au = Mg fiir alle A\, u € C, gilt auch Aw = \w, und
Bw = Bw.

Eigenvektoren zu komplexen Eigenwerten liefern Paare reeller Lésungen.

Satz 6.13. Sei A € M, (R) und sei w = u+iv € C" (mit u,v € R") ein komplezer
FEigenvektor von A zum Eigenwert A = a+ i € C (mit o, 8 € R). Dann sind

(i) W ein Figenvektor von A zum Eigenwert \;
(ii) y(t) == eMw und y(t) = MW komplez-wertige Lisungen von [29);
(i41) Yre(t) := Rey(t) = Req(t) = e (cos(St)u — sin(Bt)v) und
Yim(t) := Imy(t) = —Imy(t) = e (cos(Bt)v + sin(Bt)u) reelle Lisungen von (29).

Beweis. (i): Da A reell ist, gilt Aw = Aw = Aw = \w.

(ii): Das folgt wie der Satz
(iii): Fir t € R gilt: yi.(t) = Rey/(t) = Re(Ay(t)) = ARey(t) = Ayre(t) und analog

yim (t) = Ay (t) O

Folglich oszillieren die Losungen im Fall 8 # 0, wachsen in Norm im Fall @ > 0
bzw. konvergieren gegen 0 im Fall o < 0.

Diagonalisierbarer Fall Unter welchen Bedingungen kénnen wir die allgemeine Lo-
sung des Systems 3’ = Ay von DGL mit Hilfe der oben gefundenen speziellen Losungen
darstellen? Offenbar muss es dazu “genug” Eigenvektoren geben.

Definition 6.14. (i) Zwei Matrizen A, B € M,(C) heiflen &dhnlich, wenn es eine in-
vertierbare Matriz S € M, (C) mit A= SBS™! bzw. AS = SB gibt.

(ii) Eine Matriz A € M, (C) heifst diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonalmatriz
dhnlich ist, also es existieren \1,..., A, € C mit

A1
A=2S8 S (30)
An

fiir eine invertierbare Matriz S.
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Mit diagonalisierbaren Matrizen kann man besonders gut rechnen: Aus folgt

M M
A2=5 S Ak =g S~
A A
Satz 6.15. Sei A € M,(R) diagonalisierbar wie in (30). Dann gilt
e)\lt
eAt -9 S—l
Ant
Beweis. Nach der Vorbemerkung gilt fiir jedes K
K Aktk
K k=0 "k
ARtk
_— = S t. . S_l.
k!
k=0 K )Ektk
k=0 "
Lassen wir K gegen unendlich gehen, so folgt die Behauptung. O

Wann ist nun eine Matrix diagonalisierbar?

Satz 6.16. Eine Matriz A € M, (C) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis
aus Eigenvektoren von A gibt.

Beweis. Voriiberlegung: Sei S eine Matrix mit Spalten v1,...,v, € C" und sei B =
A1
eine Diagonalmatrix. Dann ist
An
AS = (Avy ... Av,) und SB = (Av1 ... A\pop). (31)
“< Sei (v1,...,vy,) eine Basis aus Eigenvektoren von A zu Eigenwerten Aj,..., \,.

Dann ist S := (v1 ... v,) € My(C) invertierbar und aus folgt AS = SB.

“=" Sei AS = SB, wobei S invertierbar ist, und schreibe S, B wie oben. Dann folgt
aus , dass die Spalte v; von S jeweils ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ); ist.
Da S invertierbar ist, bilden die Eigenvektoren v1,...,v, eine Basis. O

Im diagonalisierbaren Fall ist jede Lésung eine Linearkombination von Losungen der

Form aus Satz und Satz Wir geben gleich zwei Beweise:

Satz 6.17. Sei A € M, (R) diagonalisierbar wie in (30) mit S = (vi ... v,) und sei y
eine Losung der DGL 3y’ = Ay. Dann gibt es aq,. .., a, € C mit

y(t) = an Moy + - + apeto,  fir alle t € R.
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Beweis. Variante 1: Nach Satz [6.11] und Satz [6.15] ist

e)qt
(t):eAt (0): S . S—1(0) = A1t Ant
Y Yy . y(0) = cre™tor + - - + ape’ oy,
e)\nt
—_———
:(eAltvl e)‘"tvn) a1
On

Variante 2: Die Funktion z definiert durch z(t) = S~1y(t) erfiillt die entkoppelte DGL

A1
2(t) = S_ly'(t) = S_lAy(t) = S_lASS_ly(t) = z(t).
An
Es folgt
Mtz (0)
z(t) = : und  y(t) = Sz(t) = Mty 21 (0) + - - - + e luy, 2,(0)
e/\"th(O) =1 e
O]
Beispiel 6.18. Wir l6sen das AWP
2 00 1
y=Ay mit A=|-1 3 1 und y(0)=1|1]. (32)
-1 1 3 1

Schritt 1 — Bestimmung der FEigenwerte von A: Wir berechnen das charakteristische
Polynom von A durch Entwicklung nach der ersten Zeile:

det(A—AI3) = (2-2) (B-2)*=1)= 2=\ —6A+8) = (2—N)*(4 - ).
Die Nullstellen des Polynoms und somit die Eigenwerte von A sind also
)\1:)\2:2 und /\3:4.

Schritt 2 — Bestimmung der Eigenrdume von A: Der Eigenraum zum Eigenwert \; =
A9y = 2 ist der Kern von
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Diese Matrix hat Rang 1, der Kern hat also Dimension 3 — 1 = 2 und eine Basis ist
beispielsweise gegeben durch die Vektoren

v=(1 10", wn=_>1 0 1)".

(Diese Basis ist natiirlich nicht eindeutig.)
Der Eigenraum zum Eigenwert A3 = 4 ist der Kern von

-2 0 0
A-4=1-1 -1 1
-1 1 -1

Diese Matrix hat Rang 2, der Kern hat also Dimension 3 —2 = 1 und wird beispielsweise
aufgespannt durch den Vektor

vs=(0 1 1)".

Schritt 8 — Bestimmung der Koeffizienten aus dem Anfangswert: Die allgemeine Lo-
sung der DGL 3/ = Ay hat nach Satz die Form

y(t) = a1eMtu; + agetuy + aze™tus  mit ag, a2, a3 € R.

Fiir die Koeffizienten a1, as, ag ergibt sich aus der Anfangsbedigung

1 aq 1 1 0 o1
1| =y(0)= a1 + agevy + azelvs = (vl Vg Ug) a |l =11 0 1 o9
1 (6%} 0 1 1 Qs

Losung dieses linearen Gleichungssystems, z.B. mit dem Gaufischen Algorithmus, fiihrt
zu

1
a1:a2:a3:§.

Somit ist die Losung des AWPs gegeben durch

1 1 1 0 1 2e2t
y(t) — 5 th 1 + th 0 + e4t 1 — 5 eZt + e4t
0 1 1 et 4 ett

Probe: Wir rechnen nach: y(0) = (1 1 1) und

1 2 - 22 L 2 2e2t
Ay(t) = = [ —=1-2e? +3(e® +e*) +1- (2 +e*) | = 3 2e? 4+ 4e* | = o/ (1)
1. 2€2t 41 (6215 4 e4t) 4 3(e2t 4 e4t) 2€2t 4 4e4t

fir alle t € R.
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6 LINEARE SYSTEME VON DGL MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Kompartimentmodelle

Wir betrachten n Kompartimente K7, ..., K,, die zum Zeitpunkt ¢ jeweils eine Menge
mi(t),...,my(t) eines Stoffes enthalten, der zwischen den Kompartimenten ausgetauscht
wird.

Wir betrachten zunéchst einen diskreten Austausch folgender Form: Fiir i # j werde
vom Kompartiment K; in das Kompartiment K; pro Zeiteinheit At ein Anteil des Stoffes
transportiert, der proportional zu m;(t) und der Zeiteinheit At ist, also insgesamt die
Menge

a;j mj(t) At mit einer Konstanten a;.

Im Fall a;; = 0 findet einfach kein Transport von K; nach Kj; statt.

K, K
m;(t) | = | m(t)

Abbildung 6: Kompartimentmodell.
Dann folgt fiir : = 1,...,n jeweils

mi(t + At) = ml(t) + Z Qjj M (t) At — Z Qi ml(t) At

j#i J#i
Zu?‘l?lss Abfluss
n
= mz(t) + At Z Qi M (t) mit a;; == — Z Qji,
=1 i

beziehungsweise in vektor- und matrixschreibweise
m(t + At) = m(t) + At Am(t) mit A = (a;)i; und m(t) = (m;(t))s. (33)
Wir schreiben das in der Form m(t + At) = (I, + At A)m(t) und finden induktiv
m(t + kAt) = (I, + At A)Fm(t) fiir alle k € N.

Bei einem kontinuierlichen Austausch gilt eine Beziehung wie im Limes fiir At —
0 und wir erhalten

m/(f) = lim m(t + At) — m(t)

AE50 At = Am(t), (34)

also ein lineares System von DGL mit konstanten Koeffizienten mit der Losung m gegeben
durch m(t) = e*m(0).
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6 LINEARE SYSTEME VON DGL MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Beispiel 6.19 (Abbau eines Medikamentes). Ein einfaches Modell fiir den Abbau eines
im Koérper befindlichen Medikamentes unterstellt als wesentliche Kompartimente das Blut
und das Gewebe und dazwischen einen kontinuierlichen Austausch

Blut Gewebe

& [mp] £ (a0

mit Raten a, b, c > 0, also das DGL-System

Ce)= (" 5) ()

Cc

Die Matrix A = (—ab— b ) hat die Eigenwerte

at+b+ec

As = 5

1
+ 5\/(a+b+c)2 — dac.
Diese sind verschieden, weil

(a+b+c¢)? —4dac> (a+¢)* —4ac = (a — ¢)? > 0,

und kleiner als Null, weil

Vie+b+e)?—dac<a+b+ec

Man kann nun Eigenvektoren v4 zu Ay berechnen und erhélt als allgemeine Losung fir
m = (mp mg) "

m(t) = oM, + a_e*tv_ mit ay,a_ € R,
also sind mp und mg jeweils die Summe zweier exponentiell abfallender Funktionen.

Beispiel 6.20 (Radioaktive Zerfallsreihe). Uran 238 zerfallt {iber 13 Zwischenstufen in
stabiles Blei. Wir betrachten allgemeiner eine radioaktive Substanz, die in n— 1 Schritten
in eine stabile Substanz zerfallt. Ist 8; die Zerfallskonstante der i-ten Stufe, so lésst sich
der Zerfall durch ein Kompartimentmodell der Form

ma (t) N ma(t) By ey mp(t)
beschreiben bzw. durch das System
—B1 0 e e 0
B =B :
m' = Am mit A = 0 0 ol
: /Bn—Z _/Bn—l 0
0 . 0 Buo1 0
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6 LINEARE SYSTEME VON DGL MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

wobei (1,...,06,-1 > 0.
Die Eigenwerte von A sind die Losungen der Gleichung

A+ BN+ B2) - (A4 Bao1)A,

also die Figenwerte sind A\; = —f; firt=1,...,n — 1 und A, = 0.

Fiir jeden Eigenwert A von A ist der zugehorige Eigenraum Ker(A — AI,,) nur eindi-
mensional, weil in der Matrix A — A\[,, die zweite bis zur letzten Zeile linear unabhéngig
sind und folglich dim Ker(A — AI,,) = n — Rang(A — Al,) = n — (n — 1) = 1. Sind die
B; paarweise verschieden, so hat A n verschiedene Eigenwerte, ist also diagonalisierbar,
und wir konnen die allgemeine Losung beschreiben. (Andernfalls hat A weniger als n
Eigenwerte und ist nach obiger Uberlegung nicht mehr diagonalisierbar.)

* Zusatz: Hauptvektoren/verallgemeinerte Eigenvektoren

Wir betrachten nun kurz die DGL ¢ = Ay fiir den Fall, dass A € M,,(C) nicht diago-
nalisierbar ist. Dieser Zusatzabschnitt ist skizzenhaft; insbesondere beschreiben wir kein
vollstandiges Losungsverfahren fiir die Gleichung y' = Ay in dem Fall, dass A € M,,(C)
nicht diagonalisierbar ist.

Wir wiederholen/definieren aus der linearen Algebra:

Definition 6.21. Sei A € M, (C) und A € C. Einv € C" heifst Hauptvektor oder verall-
gemeinerter Eigenvektor von A der Stufe k > 1 zum Eigenwert X, falls (A — \,)*v =0
und (A — M) 1v #£ 0.

Wenn v € C" ein Hauptvektor von A der Stufe £ > 2 zum Eigenwert A ist, dann ist
(A — Ap,)v ein Hauptvektor von A zum Eigenwert A der Stufe £ — 1. Hauptvektoren der
Stufe 1 sind genau die Eigenvektoren.

Beispiel 6.22. In Beispiel erhalten wir fiir n = 3 und f; = B2 =: § > 0 die Matrix

-5 0 0
A= B8 -5 0
0 B 0
1
Dann ist v = | —1 | ein Hauptvektor zweiter Stufe zum Eigenwert —/3:
0
00 0\>/1 0 0 0\ /0 0
(A+BL)*%w= |5 0 0 —-1|l=1|8 0 0 B l=10
0 8 p 0 0 8 B) \-8 0

Die Menge aller Hauptvektoren zu einem Eigenwert A zuziiglich des Nullvektors heifst
der Hauptraum von A zum Eigenwert A und wird mit Hy(A) bezeichnet, also

Hy(A) = {v € C" | (A — A)*v = 0 fiir ein k € N} .

In der linearen Algebra beweist man:
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6 LINEARE SYSTEME VON DGL MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Satz 6.23 (Hauptraumzerlegung). Sei A € M, (C). Dann besitzt C" eine Basis aus
Hauptvektoren von A, genauer gilt

C" = P Hi(A)
A

wobei die Summe tiber alle Figenwerte \ von A gebildet wird.
Jeder Hauptvektor liefert eine Losung der DGL:

Satz 6.24. Sei v € C" ein Hauptvektor von A der Stufe k zum Figenwert A und seien

vo=v, v1 = (A= Xp)v, ..., vp_1 = (A — X,,)* Yv. Dann ist die Funktion y gegeben
durch
k—1 s
4
y(t) = Tektvj
=0

eine (maglicherweise komplezwertige) Losung der DGL y' = Ay.
Beweis. Nach Satz ist eine Losung gegeben durch

y(t) = oAty B8 Xt (A-AIn)t,,

N
—_

~

J
il

0, Jj=k,
vj, j<k.

<.

My, da (A — A, = {

<.
Il
=)

Ahnlich wie zuvor erhilt man nun

e mit dem Real- und dem Imaginirteil einer komplexwertigen Losung zwei reellwer-

tige Losungen (vgl. Satz ,

e die allgemeine Losung des AWPs durch Linearkombination von Ldsungen zu einer
Basis aus Hauptvektoren (vgl. Satz[6.17)).
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7 LINEARE SYSTEME VON DGL ERSTER ORDNUNG

7 Lineare Systeme von DGL erster Ordnung

Wir betrachten nun Systeme von DGL der Form

y' = A(t)y +b(t) (35)
mit einer matrixwertigen Funktion A und einer vektorwertigen Funktion b.
Definition 7.1. Fin lineares DGL-System erster Ordnung ist ein DGL-System der Form
. Im Fall b= 0 heifit es homogen, sonst inhomogen.
Struktur der Losungsmenge

Eine praktische und allgemein anwendbare Losungsmethode fiir lineare DGL-Systeme
gibt es nicht. Mit einer Variante des Satzes von Picard-Lindeldf fiir DGL-Systeme kann
man aber zeigen:

Satz 7.2 (Existenz und Eindeutigkeit). Seien A: (a,8) — Mp(R) und b: (o, ) — R”
stetig, to € (o, B) und yo € R™. Dann hat das AWP

y' =AMy +b(t) mit y(to) =yo
auf (o, B) eine eindeutige Losung.

Bemerkung 7.3. Die DGL zeigt, dass dann 3 (wie A,b und y) stetig ist, dass also y
stetig differenzierbar ist.

Sei C((a, B); R™) die Menge aller stetigen vektorwertigen Funktionen f: («, 5) — R™.
Diese Menge ist ein Vektorraum beziiglich der punktweise definierten Operationen

(f+9)(t) == f(t) +9() und  (Af)(E) := Af(D).

Lemma 7.4 (Superpositionsprinzip). Sei A: (a, 8) — M, (R) stetig, und seib = A\1b(yy+
o Meb(ry, mit gewissen A; € R und stetigen byjy: (o, B) — R"™. Erfiillt jeweils y;) die
DGL

Y = Ay + b)),
so erfullt y := /\1y(1) + -+ )\ky(k) die DGL
J = Alt)y + b(t).

Beweis. Fiir alle t € (a, ) gilt:

y'(t) = My () +--- + /\ky () ()
= MA@y () + by () + -+ + (A Y (8) + by (1))
= A(t) My () + -+ My (1)) + (Ab(y (£) + - + kb (1))
= A(t)y(t) + b(t). O
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7 LINEARE SYSTEME VON DGL ERSTER ORDNUNG

Folglich bilden die Losungen eines homogenen DGL-Systems einen Vektorraum:

Satz 7.5. Sei A: (o, 8) — My, (R) stetig. Dann ist die Menge
Ln={y: (o, 8) = R" differenzierbar mit y'(t) = A(t)y(t) fir alle t € (o, B)}

ein n-dimensionaler Untervektorraum von C((a, 5); R™), und fir jedes to € (o, () ist die

Abbildung
eviy: L = R", y = y(to), (36)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis. Lemma angewendet auf den Fall by = --- = by, = 0, zeigt, dass L, ein
Untervektorraum von C((a, 8); R™) ist. Die Abbildung evy, ist offenbar linear und nach
Satz [7.2] bijektiv. Folglich ist dim £}, = dimR™ = n. O

Mit den Bezeichnungen des obigen Satzes definieren wir:

Definition 7.6. Ein Fundamentalsystem des homogenen DGL-Systems y' = A(t)y ist
eine Basis {y(y,---,Ym)} von Ly; man nennt dann

Y:(a,B) = Mu(R), t= (yuy(t) .. ym)(t))
eine Fundamentalmatrix dieser DGL.
Bemerkung 7.7.

L. Ist {yq),- -+ Ym)} ein Fundamentalsystem und Y die zugehdrige Fundamentalma-
trix des DGL-Systems y’ = A(t)y, so gibt es fiir jede Losung y eindeutig bestimmte
ALy An € Rmit y = 370 Aiyy), also genau ein v € R™ mit y(t) = Y (t)v fiir
alle t € (a, B). Dies folgt direkt aus Satz

2. Eine matrixwertige Funktion Y: (o, 8) — M, (R) ist genau dann eine Fundamen-
talmatrix von y' = A(t)y, wenn Y'(t) = A(#)Y (t) fiir alle t € («, 3) und wenn Y ()
fiir ein (und dann alle) t € (o, 8) invertierbar ist.

3. Ist A € M,(R), so wird durch Y (t) := e eine Fundamentalmatrix fiir die DGL
y' = Ay definiert. Dies folgt aus (2), Satz und Folgerung

Im inhomogenen Fall bilden die Losungen einen affinen Unterraum:

Satz 7.8. Seien A: (a, ) = Mp(R) und b: (a, ) — R" stetig. Dann ist die Menge

L={yeC(a, B);R") | y'(t) = A(t)y(t) + b(t) fiir alle t € (o, B)}
ein affiner Unterraum von C((c, B);R™), genauver gilt L = y, + Ly, fiir jedes y, € L.
Beweis. Aus Lemma [7.4] folgt:
o fiir jedes y;, € Ly, ist yp + yn € L;

o fiirjedesye Listy—yp, € Ly und y=yp + (v —yp) € yp + Lp. O
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8 * DGL hoherer Ordnung ~~ Systeme erster Ordnung

Grundidee
Eine explizite skalare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung der Form
2™ = ft,z, 2’ 2", ... ,x("_l)) (37)
ist gleichwertig zu dem folgenden DGL-System erster Ordnung;:
y6 =1,
Y = Y2,
(38)
y;L—Q = Yn-1,

Yn—1 = F(t; 905 Yn—1)-
In der Tat, 16st die Funktion x die Gleichung , so 16st y := (x,2/,.. .,x("_l)) das
System , und 16st y = (Yo, - - -, Yn—1) das System , so folgt y; = y(()i) fiir alle ¢ und
T = yo 10st .
Wir betrachten nun Differenzialgleichungen der folgenden Form:
Definition 8.1. Fine skalare lineare DGL n-ter Ordnung ist eine DGL der Form
2™ = ag(t)x + a1 ()2 + -+ ap_1 ()" 4 b(t) (39)
mit Funktionen ag, . ..,an—1,b. Sie heifst homogen, falls b = 0, und sonst inhomogen.
Aus obiger Grundidee und den Sétzen des vorigen Kapitels folgt:
Satz 8.2. Seien ag,...,an—1,b: (o, 8) = R stetig. Dann
e hat die DGL fiir jedes tg € (a, B) und x) € R" genau eine Lésung x mit
(z(to), . - 7:U(”_l)(to)) = Z(0);

e bilden die Losungen xp: (o, f) — R der zu gehorigen homogenen DGL einen
n-dimensionalen Untervektorraum Ly, von C((«, 8)) und fir jedes to € («, B) ist
die Abbildung

‘Ch _>Rn7 T (.ﬁU(to),ZL‘,(to),...,l'(n_l)(to)),
ein Isomorphismus von Vektorrdumen;

o bilden die Losungen z: (o, ) — R der DGL einen affinen Unterraum L von
C((e, B)); genauer, fir jedes xp, € L gilt L = xp, + Ly,

Definition 8.3. In der obigen Situation nennt man eine Basis von Ly ein Fundamen-
talsystem der zu gehorigen homogenen DGL.
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