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Vorwort
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dem Bachelor BK und dem Master of Education Gym/Ges bzw. BK angeboten. Insbesondere
werden nur Grundkenntnisse aus den Vorlesungen Analysis I und II und Lineare Algebra I
vorausgesetzt.

Dieses Skript wird wihrend des Semesters fortlaufend aktualisiert.

Fiir Hinweise auf Fehler in diesem Skript bin ich dankbar. Schreiben Sie mir dazu bitte eine
E-Mail (tim.delaat@uni-muenster.de).
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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Die Grundfrage der Fouriertheorie ist, ob und unter welchen Bedingungen komplexwertige
Funktionen auf R als unendliche Summen (oder Integrale) von Sinus- und Kosinusfunktionen
geschrieben werden kénnen.

Im ersten Teil der Vorlesung untersuchen wir diese Frage fiir periodische Funktionen.
Eine Funktion f: R — C heifst periodisch mit periode L > 0, falls fiir alle x € R gilt:
f(x 4+ L) = f(x). Es stellt sich heraus, dass wir eine solche Funktion f unter bestimmten
Bedingungen als Reihe der Form

oo
2 2
f(a:)NaQO+nz::1ancos (an>+bnsin <7me), xr € R, (1)

darstellen kénnen, mit a,, b, € C, wobei natiirlich verdeutlicht werden muss, in welchem
Sinne die Summe konvergiert und wie das Zeichen ~ zu verstehen ist.

Wir veranschaulichen diese Idee anhand eines Beispiels. Dazu betrachten wir einen Recht-
eckpuls mit Periode 27, ndmlich die 27-periodische Funktion p: R — R, die auf dem Intervall
[0,27) durch

1, falls z € [0, 7),
p(z) =
-1, falls « € [m, 2m)

gegeben ist. In Abbildung (1| sind der Rechteckpuls (schwarz, fett) und die ersten drei nicht-
verschwindenden Summanden (blau, rot und grin) des Ausdrucks fiir die Funktion p
eingezeichnet. Die gepunktete graue Linie ist die Summe dieser ersten drei Summanden. Ab-
bildung [1} ist nur zur Veranschaulichung. Bemerken Sie insbesondere, dass wir bisher iiber-
haupt nicht erklart haben, wie die drei Summanden bestimmt wurden.

Abbildung 1: Die ersten drei Summanden der Fourierreihe des Rechteckpulses p. Die Summe
der blauen, roten und griinen Schwingungen wird durch die gepunktete graue Linie darge-
stellt.




Eine Reihe wie in wird Fourierreihe genannt, nach Fourier (1768-1830), der solche
Reihen fiir periodische Funktionen schon im 18. Jahrhundert untersuchte. Mathematiker wie
d’Alembert, Euler und Lagrange kannten schon vor Fourier die Fourierreihen bestimmter pe-
riodischer Funktionen.

Spéater werden wir die Grundfrage der Fouriertheorie auch fiir nicht-periodische Funk-
tionen f: R — C untersuchen, wobei f nicht als unendliche Summe, sondern als Integral

dargestellt wird.

Heute ist die Fouriertheorie ein Gebiet der Mathematik mit vielen Anwendungen. Neben
Anwendungen innerhalb der Mathematik (zum Beispiel in der Funktionalanalysis und der
Zahlentheorie) hat Fouriertheorie wichtige Anwendungen in allen Bereichen, in denen Signal-
verarbeitung eine wichtige Rolle spielt. In der Vorlesung werden wir einige Anwendungen
betrachten.
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2 Praliminarien

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Begriffe und Resultate. Fiir die Beweise und
Details wird auf die Vorlesungen Analysis I und II verwiesen.

2.1 Wiederholung: Komplexe Zahlen
2.1.1 Der Korper C der komplexen Zahlen

Wir wiederholen kurz die Konstruktion des Kérpers C der komplexen Zahlen. Sei R? die
Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen. Zusammen mit der Addition gegeben durch

(@1, 91) + (2, 92) := (21 + 22,91 + ¥2)
und der Multiplikation gegeben durch

(z1,91) - (z2,92) == (z122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

fiir beliebige Elemente (x1,%1) und (x2,72) von R2, bildet die Menge R? einen Kérper, den
wir mit C bezeichnen. Das Nullelement (das neutrale Element der Addition) ist (0,0); das
Einselement (das neutrale Element der Multiplikation) ist (1,0). Das additive Inverse ei-
nes Elements (x,y) ist gegeben durch —(z,y) = (—x,—y); das multiplikative Inverse eines
Elements (x,y) # (0,0) ist gegeben durch

(@) = -
’ $2+y2’x2+y2 '

Bemerken Sie, dass die Assoziativgesetze der Additition und der Multiplikation, die Kommu-

tativgesetze der Addition und der Multiplikation, sowie die Distributivgesetze, d.h.
(x1,91) - [($27y2) + (1’37y3)] = (z1,51) - (22, 92) + (z1,91) - (23,93),

[, + (@2,02)] - (@3, 38) = (@1,91) - (3, ) + (22,02) - (w3, )

fiir beliebige Elemente von C, in der Definition eines Korpers enthalten sind. Oft lassen wir
die Notation - aus und schreiben einfach zw statt z - w.
Bekanntlich schreiben wir = + iy fiir ein Element (x,y) von C, wobei i die Gleichung

i? = —1 erfiillt. Die Zahl ¢ wird als imaginire Einheit bezeichnet und erfiillt i = —1.

2.1.2 Die komplexe Zahlenebene

Sei z = x + iy € C mit x,y € R. Dann heifft x der Realteil von z und wird auch als Re(z)
bezeichnet; die Zahl y heift der Imaginérteil von z und wird auch als Im(z) bezeichnet.

Geometrisch identifizieren wir C mit R?, indem wir ein Element z = z + iy € C (mit
z,y € R) durch den Punkt (x,y) € R? darstellen. Unter dieser Identifikation stimmt die
Addition zweier komplexer Zahlen mit der Addition zweier Vektoren in R? iiberein.

Die Zahl |z| = |z + iy| = /22 + y? heikt der Betrag von z und stimmt mit der Lénge
des Vektors z in der Ebene iiberein. In C gelten die Dreiecksungleichung und die umgekehrte
Dreiecksungleichung, d.h. fiir alle z, w € C gelten:

|2+ w| <2 + [w],

|2 —w| > [|z] = Jwl].
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Die Zahl Z = x + iy = x — iy heifst die komplex konjugierte Zahl von z und es gilt:

2

2z = (z +iy)(z —iy) = 2% — (iy)* = 2° + *

= |2|%.

Der Realteil z und der Imaginéarteil y der komplexen Zahl z = x + ¢y stimmen unter
der Identifizierung mit R? mit den kartesischen Koordinaten des Punktes (z,y) iiberein.
Bekanntlich kann man den Punkt (x,y) auch in Polarkoordinaten (r,¢) darstellen, wobei
r = /22 + y? der Betrag des Vektors (z,y) ist und ¢ der Winkel wie in der Abbildung:

N\

(x,9)

?

N
/7
. . . . .
Fiir ein Punkt (z,y) # (0,0) ist der Winkel ¢ € [0, 27) also bestimmt durch cos(¢) = T
und sin(yp) = i_ ~. Andersherum, gegeben ein Punkt (7, ¢) in Polarkoordinaten, so kénnen
w2ty

wir die kartesischen Koordinaten xz und y wie folgt berechnen:

x = rcos(p), y = rsin(p).
Fiir die komplexe Zahl z = z + iy gilt also z = r( cos(p) + isin(y)). Die Multiplikation
in C kann man geometrisch in Polarkoordinaten besser verstehen. Seien z; = Tl(cos(gol) +
isin(e1)) und zg = ra(cos(p2) + isin(p2)). Dann gilt:
2129 =71 ( cos(p1) + 1 sin(g01)>r2(cos(<p2) + isin(cm))
= 71179 ( cos (1) cos(pa) — sin(p1) sin(pa) + i cos(p1) sin(p2) + i sin(pq) cos(gpg))
= 7"17"2(003(901 + p2) +isin(p1 + @2)>,

also die Betrage werden multipliziert und die Winkel addiert.

2.2 Wiederholung: Integrationstheorie
2.2.1 Integration von Treppenfunktionen

Seien a,b € R mit a < b. Eine Funktion ¢: [a,b] — R heift Treppenfunktion, falls es eine
Unterteilung a = zg < 1 < ... < x,, = b des Intervalls [a, b] gibt, sodass ¢ auf jedem offenen
Teilintervall (z;_1,2;), mit j = 1,...,n, konstant ist. (Die Werte in den Punkten o, ...,z
sind beliebig.)
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Sei T [a,b] die Menge aller Treppenfunktionen ¢: [a,b] — R. Bekanntlich ist I [a, ] ein
Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen f: [a,b] — R. Somit ist 7 [a, b] ein Vek-
torraum.

Sei p € T[a,b], sei a = xy < 21 < ... < xp = b eine zugehorige Unterteilung von [a, b]
und sei ¢; der Funktionswert von ¢ auf (z;_1, ;). Das Integral von ¢ ist definiert als

/ x)dz —Zc] —xj_ 1)

Bekanntlich ist dieses Integral Wohldeﬁnlert, d.h. unabhéngig von der Unterteilung.

Proposition 2.1. Das Integral ist ein lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum
T [a,b], d.h. fir alle p,1 € T[a,b] und A\, p € R gilt'

() Jy O+ ) (@)de = X [ p(a)dz + p J, ()
(ii) Falls ¢ <, d.h. p(x) < 9(x) fir alle x € [a, b], so gilt: f; o(x)dr < ffz/)(z)dx

2.2.2 Das Riemannsche Integral

Definition 2.2. Sei f: [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Dann setzen wir
b
/ f(zx = inf {/ o(z)dr | p € Ta,b], f < 90} (Oberintegral),
/ f(z)dz := sup {/ o(x)dz | ¢ € Ta,b], f = cp} (Unterintegral).

Definition 2.3. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heift (Riemann-)integrierbar, falls

/f dx—/f

In diesem Fall definieren wir das Integral von f als

/abf(x)d:p = /abf(:c)dx:/abf(:p)da:

Satz 2.4. Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Die Funktion f ist integrierbar.

(2) Zu jedem € > 0 existieren p, 1 € T [a,b] mit ¢ < f < ¢ und

b
/k¢—m@Mx<a

Offensichtlich sind Treppenfunktionen integrierbar. Aufserdem sind stetige Funktionen
f: la,b] = R und monotone Funktionen f: [a,b] — R integrierbar.

Proposition 2.5. Seien f,g: [a,b] — R integrierbar und A € R. Dann sind die Funktion
f + g, die Funktion Af und die Funktion fg integrierbar und es gelten:

W) [J(f+9)(@)de = [} f(z)dz + [} g(x)dz
(i) [YAf)(@)de =X [) f(z)da
(iii) Falls f < g, so gilt: f;f(a:)dx < f;g(x)d:v.
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2.2.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei I C R ein offenes, halboffenes oder abgeschlossenes endliches oder unendliches Intervall,
das aus mindestens zwei Punkten besteht.

Sei f: I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R heifst Stammfunk-
tion von f, falls F' = f.

Satz 2.6. Sei f: I — R eine stetige Funktion und sei a € I. Fiir x € I, sei

xX
Flz) = / F(t)dt.
a
Dann ist die Funktion F': I — R differenzierbar und F' ist eine Stammfunktion von f.

Satz 2.7. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: I — R eine stetige
Funktion mit Stammfunktion F. Dann gilt fiir alle a,b € I:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

2.2.4 Integration von komplexwertigen Funktionen

Sei f: [a,b] — C eine Funktion, seien u der Realteil von f und v der Imaginérteil von f,
d.h. v und v sind reellwertige Funktionen, sodass f(z) = u(x) + iv(x) fir alle = € [a, b].

Definition 2.8. Eine Funktion f: [a,b] — C ist integrierbar, falls ihr Realteil und ihr Ima-
ginérteil integrierbar sind. In dem Fall ist das Integral von f definiert durch

/abf(fc)dac = /ab(u(x) +iv(x))dr = /ab u(z)dx +i/abv(x)dx,

Fiir das Integral einer komplexwertigen Funktion gelten folgende Eigenschaften, die man

leicht iiberpriifen kann:

(i) Sei c € [a,b]. Fiir eine integrierbare Funktion f: [a,b] — C gilt:

/ab f(z)dz = /acf(a:)dx + /Cb f(z)dz.

(ii) Das Integral ist linear, d.h. fiir alle integrierbare Funktionen f,g: [a,b] — C und alle
A poe Cgilt:

/ab(/\f + pg)(x)dx = )\/ab f(z)dz + M/abg(x)dw_

(iii) Fiir alle integrierbare Funktionen f: [a,b] — C gilt:

/abf(:z:)dm = /abf(x)da:.
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3 Trigonometrische Polynome

In diesem Abschnitt behandeln wir trigonometrische Polynome.

3.1 Grundlegende Definitionen

Definition 3.1. Sei L > 0. Eine Funktion f: R — C heift L-periodisch (oder periodisch
mit Periode L), falls fiir alle xz € R gilt:

fa+1) = f(a).

Fiir eine L-periodische Funktion f: R — C gilt offenbar: f(z + kL) = f(x) fir alle z € R
und alle k € Z.

Fiir ein festes L > 0 bildet die Menge aller L-periodischen Funktionen von R nach C
einen Untervektorraum des Vektorraumes aller Funktionen von R nach C.

Definition 3.2. Sei L > 0. Ein trigonometrisches Polynom der Periode L ist eine Funk-
tion p: R — C der Form

N
p(z) = % + Z an, cos(nwz) + by, sin(nwz) (2)
n=1
mit N e N, w = 2% und a,, b, € C.

Da cos(nw(x + L)) = cos(nwz + 2mn) = cos(nwz) fiir alle z € R und dhnlich fir sin, ist
p tatséchlich L-periodisch.
Wegen der Eulerschen Gleichungen gilt:

1 4 | |
cos(nwx) = i(emwx + e ), sin(nwz) = — (e — e ")
i
Es folgt, dass wir p auch anders darstellen kénnen, und zwar als
N .
pa)= 3 e o
n=—N
mit
ao 1 . 1 ,
=7 Cn = §(an—zbn), Cfn:§(@n+lbn).

firn=1,..., V.
Andersherum kénnen wir ein Polynom der Form als Polynom der Form darstellen,
indem wir firn=1,..., N,

ag = 2cy, Qn = Cp + C_p, by = i(cn — c—p)

setzen.
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3.2 Wiederholung: Skalarprodukte und Orthonormalsysteme

Jetzt wiederholen wir einige Begriffe der linearen Algebra.

Definition 3.3. Sei V ein K-Vektorraum mit K = C oder R. Ein Skalarproduct auf V ist
eine Abbildung (.,.): V x V — K, sodass

(i) Fiir alle v,w,u € V und A, p € K gilt:
v+ pw,u) = Mo, u) + p{w, u).

(i) Fir alle v,w € V gilt:

(v, w) = (w,v).
(iii) (v,v) > 0 fiir alle v € V und falls (v,v) =0, so gilt: v = 0.
Beispiele 3.4.

(i) Auf K" definiert die Abbildung (.,.): K" x K" — K gegeben durch (v, w) = Y77, v;w;
fiir v = (v1,...,v,)" und (w1, ..., w,)" ein Skalarprodukt.

(ii) Sei a < b und sei R([a,b]) der Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktionen

f:la,b] = C. Sei (.,.): R([a,b]) x R([a,b]) — C die Abbildung definiert durch

1

b —_
(f,9) = b—a/ f(x)g(x)dzx.

Dann gelten fiir alle f, g, h € R([a,b]) und alle A, u € K:

(A + ug, h) = X{f, h) + u(g, h),
(f.9) =g, )

AuRerdem gilt: (f, f) = ﬁff f@) f(x)dr = ﬁf: |f(x)|?dz > 0. Damit definiert
(.,.): R([a,b]) x R([a,b]) = C eine positive Sesquilinearform auf R([a, b]).

Allerdings gilt im Allgemeinen nicht, dass aus (f, f) = 0 folgt: f = 0 (zum Beispiel
wenn f eine Funktion ist, die nur in endlich vielen Punkten ungleich 0 ist).

Sei C(]a, b]) die Menge aller stetigen Funktionen f: [a,b] — K. Bekanntlich ist C(]a, b))
ein Untervektorraum von R([a, b]). Schréanken wir (.,.) auf C([a, b]) ein, so gilt die letzte
Bedingung wohl. Sonst giibe es nimlich ein xq € [a,b] mit f(zg) # 0, also |f(x0)[? > 0.
Da die Funktion gegeben durch z +— |f(x)|? (als Verkniipfung stetiger Funktionen)
stetig ist, wiirde ein § > 0 existieren, sodass |f(z)|> > 3|f(zo)|? fiir alle z € (zg —
0,0 + 6) N [a,b] =: I. Es wiirde gelten:

b
1) = 5= [ 1H@Pds > gl >0,

wobei £(I) die Lange des Intervalls I bezeichnet.

Also definiert (.,.) ein Skalarprodukt auf C([a,b]). (Die iibrigen Bedingungen sind of-
fensichtlich weiterhin erfiillt.)
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(iii) Wichtiger Speziallfall. Sei C,(R) der Vektorraum aller stetigen L-periodischen Funk-
tionen f: R — C. Der Vektorraum Cp(R) is zum Vektorraum C,([0,L]) = {f €
C([0,L]) | £(0) = f(L)} isomorph (warum?), also definiert

L [
o) =1 [ f@iat ®

ein Skalarprodukt auf Cr,(R).

Bemerken Sie, dass fiir jede zwei L-periodische Funktionen f, g und fiir jedes a € R gilt:

L L a+L _
7| s@atie = £ [ s@is

da das Produkt zweier L-periodischer Funktionen wieder L-periodisch ist. Man kann
also in der Definition des Skalarprodukts jedes Interval der Lénge L nehmen.

Definition 3.5. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.). Ein System {e; | i € I}
von Vektoren in V heift Orthonormalsystem (ONS), falls fiir alle ¢, j € I gilt:

1, falls i = j,
(ei,e5) = o
0, falls i # j.

Bekanntlich sind die Vektoren in einem ONS linear unabhéngig. Sei F' C I eine endliche

Teilmenge und sei v = ZjeF Ajej. Dann gilt:

i, falls i € F,
v,e;) = Ajei e ) =
i <Z ™ > {o, falls i ¢ F.

JjeEF
Die Konstanten A; sind also eindeutig bestimmt.
Beispiele 3.6.

(i) Sei CL(R) versehen mit dem Skalarprodukt (4)). Fiir k € Z definieren wir e;: R — C
durch ey (z) = €™ mit w = 2F. Dann ist {e;, | k € Z} ein ONS. (Ubungsblatt 1.)

Gegeben p(z) = SO0y k€™ so kann ¢, fiir alle k wie folgt (eindeutig) bestimmt

werden:
CL = <pa 6k>’

(ii) Sei Cr(R) versehen mit dem Skalarprodukt (). Seien ¢,,(x) := v/2 cos(nwz) und 4, (z) =
V2sin(nwz) fir n € N = {1,2,3,...} und w = 2%, und sei ¢o(z) = 1. Dann ist
{cn,0n | n € N} U {co} ein ONS in CL(R). (Ubungsblatt 1.)

Gegeben p(z) = 9 + Zi:;l ay, cos(nwz) + by, sin(nwz), so kénnen ay,, b, wie folgt be-
stimmt werden:

an:\/i<fvcn>7 bn:\@<fvdn>7 a0:2<f760>'
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4 Fourierreihen

4.1 Grundlegende Definitionen

In diesem Abschnitt fithren wir Fourierreihen ein.

Definition 4.1. Sei f: R — C eine L-periodische Funktion, die auf dem Intervall [0, L]
integrierbar ist. Sei w = 2% Die Zahlen

I :
ck =ck(f)=(f,ex) = L/o f(z)e ke dy, ke Z,

heifsen die Fourierkoeffizienten von f. Die Reihe
e .
Sf(x):= Z cpeiher
k=—00

heifst die Fourierreihe von f. Wir schreiben

[e.e]

fl@)~ Sf(x)= Y cpe™e.

k=—o0

Die Reihe Y32 cre®™? ist die Folge von Partialsummen S, (f) = Y_p__,, cke?*®. Diese
Partialsummen sind trigonometrische Polynome.

Bemerken Sie, dass die Fourierreihe bisher nur als formale Summe definiert wurde; wir
haben noch keine Aussagen zur Konvergenz und zur Bedeutung des Zeichens “~” gemacht.

Bemerkung 4.2. Ist f ein trigonometrisches Polynom von Grad < N, d.h. f hat die Form

N
fle) =Y e,
k=—N

so stimmt die Fourierreihe von f punktweise mit der Funktion f tiberein.

Bemerkung 4.3. Eine alternative Schreibweise fiir die Fourierreihe ist gegeben durch

aq > .
f(x) ~ 5t Z ay, cos(nwz) + by, sin(nwz),

n=1
wobei
2 L
an, = L/ f(z) cos(nwz)dz, n=20,1,2,...,
0
9 L
by, = L/ f(z) sin(nwx)dx, n=123,....
0

Beispiel 4.4. Sei 0: R — R die “Sdgezahnfunktion” mit Periode 2 gegeben durch

z, wze€(=1,1),
o(x) =
0, =z¢€kZ.
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Bemerken Sie, dass die Funktion o durch die Werte auf [—1, 1) eindeutig festgelegt ist, da sie
2-periodisch ist.

Da L = 2, gilt: w = 7. Zunéchst berechnen wir die Fourierkoeffizienten. Fiir alle n € Ny
gilt:

9 L
ap = / o(x) cos(nwz)dx
L Jo

1
:/ x cos(nmx)dx

-1
0,

weil die Funktion  + 2 cos(nmz) eine ungerade Funktion ist. (Ubungsblatt 1.) Bemerken Sie
auch, dass die abweichenden Funktionswerte an den Endpunkten fiir das Integral keine Rolle
spielen.

Fiir die {ibrigen Fourierkoeffizienten gilt:

L
b, = / o(x) sin(nwz)dx
L Jy
1

= / xsin(nmx)dx

-1

1 ! L
(partielle Integration) = —X COS(TLTF:L’) + / e COS(’I’LT[‘:L‘)(iT
nm 1 _1nm
2 b2
B . B +1
= _E(—l)" t 53 sin(nma) T E(—l)" .

Die Fourierreihe von o ist also

o(x) ~ Z %(—1)”Jrl sin(nmx).
n=1

4.2 Die Besselsche Ungleichung
Zuerst wiederholen wir einen Begriff aus Analysis II.

Definition 4.5. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung ||.|: V — R,
sodass

(i) |lv|| = 0 fir alle v € V und [jv|| =0=v =0.
(ii) [|Av|| = |A|||v]| fir alle v € V und X € K.

(ili) ||v +w| < ||v]| + [Jw] fiir alle v,w € V.



12 4.2 Die Besselsche Ungleichung

Bemerkung 4.6.

e Wenn (.,.): V x V — K ein Skalarprodukt auf V ist, dann definiert die Abbildung
|-l V= R gegeben durch ||v|| := \/(v,v) eine Norm auf V. (Ubungsblatt 4.)

Im Beispiel des Vektorraums Cp(R) versehen mit dem Skalarprodukt gegeben durch
(f,9)=1 fOL f(x)g(x)dz erhalten wir die Norm

ie=(3 [ If(x)\def-

Die Norm || - ||2 ist ein Spezialfall der p-Norm ||.||, fiir 1 < p < oc:

Ih+= (7 | L\f(x)\pdw);

Die p-Norm kommt nicht auf oben erwdhnter Weise von einem Skalarprodukt, aufser

wenn p = 2.

e Es gilt die Cauchy-Schwarzungleichung: Fiir alle v, w € V gilt:

[{v, w)| < V(v, )V (w, w) = [|v]|[|w].

(Ubungsblatt 4.)

Lemma 4.7. Sei f: R — C eine L-periodische Funktion, die auf dem Intervall [0, L] inte-

grierbar ist, und sei w = 2% Seien ¢ = (f,ex), mit k € Z, die Fourierkoeffizienten von f.

Fiir alle n € Ny gilt:

n n
IF = > erexlZ= 1013 — D lewl.

k=—n k=—n
Beweis. Setzen wir g := Y ,__ cex, so gilt:

n n

(f9) = @lfrer) = Y awer= > lal*

k=—n k=—n k=—n

Ahnlich erhalten wir (g, f) = Y_7__ |ck|? und (g, 9) = S7__, lex|*.
Es folgt:

If = 9gll3=(f—9.f —9)
:<fvf>_<g?f>_<fvg>+<g7g>

n
= /15— > lewl

k=—n
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Satz 4.8 (Besselsche Ungleichung). Sei f wie in Lemma [4.7] Dann gilt:

o
Y lel <13

k=—o0
Beweis. Nach Lemma [4.7] gilt fiir alle n € Np:
n
D lenl? < IFIB. (5)
k=—n

Da die Folge (sp)n mit s, :== Y p__, |ck|* monoton wachsend und nach beschrankt ist,
so konvergiert (nach Analysis I) die Reihe > 2 |cg|* und es gilt:

o
> lenl® < NFIB:

k=—0o0

4.3 Konvergenzbegriffe fiir Fourierreihen

Sei f: R — C eine L-periodische Funktion, die auf dem Intervall [0, L] integrierbar ist. Wie
oben schreiben wir

oo oo

Sf(zx) = Z cpeher — % + Z ay, cos(nww) + by, sin(nwz)
k=—o00 n=1

fiir die Fourierreihe von f und

ao

N
5 T nz:l an, cos(nwx) + by, sin(nwz)

N
Snf)= > o™ =
k=—N =
fiir die Partialsummen der Fourierreihe von f.
Definition 4.9.

(i) Die Fourierreihe Sf konvergiert gegen f im Punkt zp € R, falls limy_,oo Sy f(20) =
f(@o).

(ii) Die Fourierreihe Sf konvergiert punktweise gegen f, falls fiir alle x € R gilt:
lim o0 S (z) = f(2)

(iii) Die Fourierreihe Sf konvergiert im quadratischen Mittel (oder in der L?-Norm)
gegen f, falls imy_,o0 || f — Sn fll2 = 0.

(iv) Die Fourierreihe Sf konvergiert gleichméfig gegen f, falls

lm sup |f(x) — Sy f(x)] = 0.
N_)OO:EE[O,L}

Korollar 4.10 (Korollar von Lemma . Sei f: R — C eine L-periodische Funktion, die
auf dem Intervall [0, L] integrierbar ist. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
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(i) Sy f konvergiert in der L2-Norm gegen f.

(i) [IF13 = 3252 oo lexl?
Beweis. Nach Lemma [4.7] gilt:

N N
If=SnfllE=11F = D ererlz=1713— D lel®
k=—N k=—N
Es gilt limy o0 | f — Snf||2 = 0 genau dann, wenn limy o || f|% — Z]]{;V:—N lex|? = 0. 0

Lemma 4.11 (Lemma von Riemann-Lebesgue). Sei f: R — C eine L-periodische Funktion,
die auf dem Intervall [0, L] integrierbar ist. Seien a,,b, und ¢, die Fourierkoeffizienten von
f. Dann gelten:

li = i =0
g ferl = Bl =0

lim |a,|= lim |b,|=0.

—00 n—oo
Beweis. Nach Satz ist Yp oo = leol® + Yop lex|* + |e—k|* (absolut) konvergent, also
gilt: limg_so0 |ck|? + |c_1|? = 0. Es folgt:

li = 1l =0.

d lovl =l
Die Aussagen iiber a, und b,, folgen aus den Relationen zwischen a,, b, und c,. ]
Bemerkung 4.12. Die folgenden Aussagen sind bekannt aus Analysis I und II.

e Sei I ein Intervall und sei (f,: I — K), eine Folge von Funktionen. Falls die Folge
(fn)n gleichméfig gegen eine Funktion f: I — K konvergiert, so konvergiert die Folge
punktweise gegen f. Die Umkehrung ist falsch.

e Sei [ ein Intervall und sei (f,: I — K),, eine Folge von Funktionen. Falls die Folge
(fn)n gleichméfig gegen eine Funktion f: I — K konvergiert, so konvergiert die Folge
im quadratischen Mittel gegen f. Die Umkehrung ist falsch.
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5 Konvergenz von Fourierreihen im quadratischen Mittel
Wir betrachten die Konvergenz von Fourierreihen im quadratischen Mittel.

Bemerkung 5.1.

Ist f: R — C eine L-periodische Funktion, so ist die Funktion f: R — C definiert durch
f(z) = f(£z) periodisch mit Periode 2.

Ist g: R — C eine 2m-periodische Funktion, so ist die Funktion §: R — C definiert durch
G(z) = g(* ) periodisch mit Periode L.

Wir kénnen uns also ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf den Fall von 27-periodischen
Funktionen einschranken.

Zuerst beweisen wir das folgende Lemma. Der Beweis ist relativ technisch, benutzt aber

nur elementare Methoden.

Lemma 5.2. Fiir z € [0, 27| gilt:

i cos(kx) le T 2
kK4 2 6

k=1

Beweis. Seien o < a < b < (3 reelle Zahlen und sei f: [«, 5] — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Fiir ¢ € R setzen wir

b
F(t) ::/ f(x)sin(tx)dzx.
Sei t # 0. Es gilt:

b b
F(t) = —%f(x) cos(tx)| + 1/ f'(z) cos(tz)dz.

Da f und f’ auf [«, 5] stetig sind, existiert ein M > 0, sodass |f(z)] < M und |f'(z)| < M
fir alle = € [«, ], also gilt:
2M M

[FO < —— +
L.

(b—a).

Es folgt, dass
lim F(t) = 0. (6)
[t|—o0
Diese Konvergenz ist gleichméfig in a,b, da o < a < b < 3.
Sei nun z € (0,27). Benutzen wir
€T

* 1 1
/ cos(kt)dt = % sin(kt)| = z sin(kx)

™

und

"~ 1sin((n + 3)z) , , . .
Z cos(kx) = - ————=— — (umschreiben in Exponentialfunktionen),
k=1

1
2 sin(§) 2
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so erhalten wir

Aus @ folgt, dass
/$<1Sin((n+%)t)>dt—>0 wenn n — 0o

also fiir x € (0, 2m) gilt:

Diese Reihe konvergiert auf jedem Intervall [§, 27 — ¢] mit 0 < 6 < 7 gleichméRig.
Fiir z € [0, 27] definieren wir

k=1

Diese Reihe konvergiert gleichméfig auf [0, 27] (Weierstraftsches Majorantenkriterium). Be-
merken Sie, dass (%)’ = Sm(kz ,also f(z) = —2 — 5o+ C fiir ein C € R. Aufgrund der
gleichméRigen Konvergenz und da fo cos(kz)dr = O fir alle k € N = {1,2,3,...}, erhalten
wir o , , .

Z/ cos( )dx: fl@)de == - 4 oa|
] 0 12 4 o

Es folgt, dass C' = 2 0
Lemma 5.3. Sei f: R — R eine 2m-periodische Funktion, sodass f|[ o] eine Treppenfunk-
tion ist. Dann konvergiert die Fourierreihe S f im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis. Aus Korollar ist bekannt, dass Sf genau dann im quadratischen Mittel gegen
[ konvergiert, wenn > oo |cx|? = || f||3, wobei ¢ die Fourierkoeffizienten von f sind.

Wir betrachten zunéchst die spezielle Treppenfunktion 1}, mit o € [0, 27]. Fiir die
Fourierkoeffizienten gilt:

1 [ « 1 [ . i .
co = o o dzx = o und ¢ = o /. e Ry = %(6_1’“0‘ —1) fur k #0.
Fiir k # 0 gilt
2 L ik ika 1 ika _ —ika 1
ek = 2 (e —1)(e" —1) = W(? e ) W(l — cos(ka)),
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also mit Lemma [5.2] erhalten wir

oo
Z!Ck\z 4a Z
k=1
1
7?
1

= |I£1I5.

Damit haben wir das Lemma fiir 1}y ) bewiesen.

Sei jetzt I C [0,27] ein beliebiges Intervall. Zunéchst bemerken wir, dass es fiir die
Fourierreihe von 1; und ||1;||2 egal ist, ob I offen, abgeschlossen oder halboffen ist. Sei nun
g: R — C eine 2m-periodische Funktion, die auf [0, 27] integrierbar ist, und seien cx(g), mit
k € Z, die Fourierkoeffizienten von g. Sei y € R und setze ¢¥(z) := g(x +y). Die Funktion ¢¥
ist 2m-periodisch und auf [0, 27] integrierbar. Fiir die Fourierkoeffizienten cx(g¥) gilt:

1 2

erlg")=gp | gl ty)e e
1 27r+y .
= g(u)e =) gy,
27 J,
tky 27 ]
= 627r /0 g(x)e e dx
= eMeg(g).

Es folgt, dass |ck(g¥)]? = |ck(9)|? und ||g¥|13 = ||g]|3, also (sei £(I) die Linge des Intervalls I)

11715 = 110,60 1I5 = Z lek(Lo,e1))) Z e (11)]?

k=—o00 k=—o00

Das Lemma folgt also auch fiir 1;. Da jede Treppenfunktion als Linearkombination von
solchen Funktionen geschrieben werden kann, ist das Lemma bewiesen. O

Satz 5.4. Sei f: R — C eine 27-periodische Funktion, die auf [0, 27| integrierbar ist. Dann
konvergiert Sf im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis. Sei f = u + iv mit u,v: R — R. Dann sind u,v periodisch mit Periode 27 und
integrierbar auf [0, 27]. Fiir jedes N € N gilt: Sy f = Syu + iSyv. Deshalb geniigt es, den
Satz fiir reellwertige Funktionen f: R — R zu zeigen.

Sei also f: R — R eine 27-periodische Funktion, die auf [0,27] integrierbar ist. Da f
integrierbar ist, ist f beschriankt, also konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass |f(z)| < 1 fir alle z € R.

Sei ¢ > 0. Da f integrierbar ist, existieren Treppenfunktionen ¢, : [0,27] — R mit

—1< () < flo) <o(r) <1
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fir alle x € R und )

| - ptands < 5.

Sei g = f — . Dann gilt g > 0 und |g(x)? < |(x) — p(a)]?
x € [0, 2], also gilt:

N

2(¢(x) — (z)) fur alle

2

2T ) 21 c
/0 lg(x)|"dx < 2/0 (V(x) — p(z))dr < e

Fiir die Partialsummen gilt: Sy f = Sy + Sng.
Da ¢ eine Treppenfunktion ist, existiert nach Lemma ein Ny € N, sodass fiir alle
n = Ny gilt:

IR

o — Snell2 <

und nach Lemma [£.7] gilt:

62

lg = Snll3 < llgls < -
Es folgt, dass
1f = Snflla <o = Snella + llg — Sngll2 <e.
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6 Punktweise Konvergenz von Fourierreihen

6.1 Eine hinreichende Bedingung fiir gleichmifiige Konvergenz

Unter bestimmten Bedingungen konnen wir gleichméflige Konvergenz von Fourierreihen zei-

gen.

Definition 6.1. Eine stetige 2m-periodische Funktion f: R — C heifst stiickweise stetig

differenzierbar, falls eine Unterteilung 0 = z¢ < ... < x,, = 27 existiert, sodass f
[z -1,2;]
fiir alle j = 1,...,m stetig differenzierbar ist.

Lemma 6.2. Sei f: R — C eine stetige 2m-periodische Funktion, sodass fiir die Fourierko-
effizienten ¢ von f gilt:

o0

Z lex| < o0

k=—00

Dann konvergiert Sf gleichméfig gegen f.

Beweis. In den Ubungen (Ubungsblatt 5) wird gezeigt, dass fiir ein solches f die Fourierreihe
in jedem Punkt z € R gegen einen Wert g(x) konvergiert und dass Sf gleichméfig gegen
die entsprechende Funktion g: R — C konvergiert. Da g der gleichméfige Limes einer Folge
von stetigen Funktionen (ndmlich die Partialsummen Sy f) ist, ist g stetig. Nach Satz
konvergiert Sf im quadratischen Mittel gegen f. Es folgt, dass fiir alle n gilt:

Hf_gHQ = Hf_Snf'i‘Snf_gHQ < Hf_San2 + HSnf_gH2

Da die beiden Summanden || f — S, f||2 und ||S»f — g|l2 gegen 0 konvergieren (wenn n — co)
folgt, dass ||f — g|l2 = 0. Da f und g stetig sind, muss gelten: f = g. O

Satz 6.3. Sei f: R — C eine stetige 2w-periodische und stiickweise stetig differenzierbare
Funktion. Dann konvergiert Sf gleichméfig gegen f.

Beweis. Sei f: R — C eine stetige 2m-periodische und stiickweise stetig differenzierbare Funk-
tion mit Fourierkoeffizienten ¢, und stiickweise Unterteilung 0 = zg < ... < x, = 27 wie in
Definition

Sei j: [xj—1,2;] — C die (stetige) Ableitung von f auf [z;_1,2;] und sei ¢: R — C die
2m-periodische Funktion, die auf alle [z;_1,2;) mit ¢; tibereinstimmt. Seien 7 die Fourier-
koeffizienten von ¢.

Nach der Besselschen Ungleichung gilt: Y32 |vx|? < [|¢]l2 < oo, also gilt:

—;/ ’ o(x)e k2 dy,

Tj—1 j—1

[ r@eteds = L pagee

j—1




20 6.2 Eine hinreichende Bedingung fiir punktweise Konvergenz

Fir k # 0 gilt also:

1 o0
crp = 271_/0 f(z)e *dy
LS 7 s
= — x)e x
27 o e
m x m T
o ik 7 ’ —ikx
= 5 Zf(:p) * iy Z/m p(z)e " dx
]:1 ZTj— 1 j—1
_

Fiir alle o, 8 € C gilt: |aB| < 3(|a|? + |B[%), also erhalten wir:

1 1
ek < 3 <k? + |’ka2) :

Der Satz folgt jetzt direkt durch Anwendung von Lemma [6.2 O

6.2 Eine hinreichende Bedingung fiir punktweise Konvergenz

Definition 6.4. Sei N € Ny. Die Funktion Dy : R — C gegeben durch Dy (z) = ZkN:_N etke
heikt der Dirichlet-Kern[l von Grad N.
Bemerkung 6.5. Fiir alle x € R gilt:

N N

Dyn(z) =1+ Z(eim +e Ty =142 Zcos(kx).
k=1 k=1

Wenn N groft wird, bekommt Dy hohe Spitzen um den Punkten 0, 27, +4x, .... Die
Funktion Dy ist dann klein aufserhalb kleinen Umgebungen dieser Punkte. Die Graphen der
ersten Glieder der Folge (Dy)y sind in Abbildung |6.2 dargestellt.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist eine Ubung (Ubungsblatt 6).
Lemma 6.6. Sei N € Nj.
(i) Fiir alle z ¢ {2k7 | k € Z} gilt:

sin((N + 3)z)

sin(3z)

Dy(x) =

Fiir alle z € {2k7 | k € Z} gilt:Dy(x) = 2N + 1.

(ii) Es gelten:
1 [ L A 1

1 0
D =1 _ D -
~N(x)dx und 5 /7r ~N(x)dx 57 /.

27 Jo

!Der Begriff Kern hat hier nicht die Bedeutung, die sie aus der linearen Algebra kennen.
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Abbildung 2: Die Graphen der Funktionen Dy (schwarz), D; (griin), D2 (blau) und D3 (rot).

Lemma 6.7. Fiir jede 27m-periodische Funktion f: R — C, die auf [0, 27] integrierbar ist,
gilt:
I 1

Suf@) =5 [ #@Dxa =iy =5 [ fla=pDx(ay

Beweis. Es gilt:

N
Snf(z) = cpe'™
k=—N

N 1 2m ) )
= (% f(y)e—*ydy) et
k=—N 0
1 27 N k;( )
- 1k(z—y
o ), W) d e dy
k=—N
1 27
=50 ), f(y)Dn(z —y)dy
1 s
=5 f()Dn(z —y)dy
— L "7 fe - wDy(wd
=3 . x—u)Dy(u)du
1 T
=5 f(x —u)Dy(u)du.

—Tr
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Satz 6.8. Sei f: R — C eine 27-periodische Funktion, die auf [—m, 7| integrierbar ist und
die in zy € (—m, ) differenzierbar ist. Dann konvergiert Sf im Punkt z¢ gegen f(x¢).

Dieser Satz gilt a posteriori fiir alle zy € R.

Beweis. Fir t € (—m,m), sel

F(t) =

w, falls t € (—m,0) U (0, 7),
— f'(x0), falls t = 0.

Wegen der Differenzierbarkeit von f im Punkt xg ist die Funktion F' in einer Umgebung von 0
beschrankt. Zudem ist die Funktion F fiir jedes kleine § > 0 integrierbar auf [—m, —d]U[d, 7].
Nach einem Resultat aus Analysis I ist F* deshalb integrierbar auf [—7, 7]. Nach Lemma
gilt: SNf(x()) = % f: f(wo — t)DN(t)dt.

Umschreiben liefert:

Sxfan) = flao) = o= [ S0~ ODx(0)dt ~ flao)

= o [ (wo =)~ f(a0)) Dty
:% " F@)tDx (1)t

~ 1
Bemerken Sie, dass tDy(t) = W
2

ist.
Schreiben wir sin((V + 3)t) = sin(INt) cos(}) 4 cos(Nt) sin(}), so folgt:

t

und dass die Funktion ¢ — —X4
51n(§t)

auf [—m, 7] stetig

1 & 1 &
F(t)tDy/(t)dt

F(t) cos(%) sin(Nt)dt + % / " F(t)t cos(NE)dt.

~+
~—

g T :% P Sin(§

Wegen des Lemmas von Riemann—Lebesgue konvergieren die beiden letzten Summanden
gegen 0, wenn N — 00, also

lim Sy f(zo) = f(=0).

N—o0

O

Bemerkung 6.9. Die Konvergenz von Sf in einem Punkt zy hidngt ausschlieflich vom
Verhalten von f in einer Umgebung von xy ab, obwohl fiir die Bestimmung von Sy f die
Funktion f iiber das ganze Intervall [0, 27| integriert wird.

6.3 Eine iiberall stetige aber nirgendwo differenzierbare Funktion

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Funktion F': R — R, die iiberall stetig, aber nir-
gendwo differenzierbar ist. Die Funktion F' wurde zum ersten Mal von Weierstraf betrachtet
und ist explizit als Fourierreihe definiert.

Sei F': R — R die 27-periodische Funktion gegeben durch

. sin(23x
Flz)=)_ (22m) (7)

m=0
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Offenbar gilt fiir alle m € N:

sin(23mz)
2m

Da die Reihe ) °_2~™ konvergiert, konvergiert die rechte Seite von nach dem Weier-

straftschen Majorantenkriterium gleichméfig auf R und da F' der gleichméfige Limes einer

<27™

Folge von stetigen Funktionen ist, ist F' stetig.

Jetzt betrachten wir die Differenzierbarkeit. Fiir n € N und k € Z, sei z, 1, 1= 2_3”%”.
Wir betrachten zunédchst die Funktion F'in den Punkten x,, .
Falls m > n, so gilt:

sin(2°™x,, 1) = sin(23™ 3" ) = 0.

) B 0, k gerade,
+1, k ungerade.

Zudem gilt:

| F

sin(23”:nn7k) = sin (

Fir n € N definieren wir:

" sin(2%7)
Fo(a) =) ——
m=0
Es folgt, dass
sin(km/2)

Fn) = Foot(ang) + =5

Die Funktion F;,_; ist differenzierbar und die Ableitung ist gegeben durch
n—1
Y (x) = Z 22M cos(25™x).
m=0

Es folgt, dass

, n—1 ) 22n -1 22n
m
|F)_1(z)] < mE:02 =57 < 3

Wenden wir jetzt den Mittelwertsatz (Analysis I) auf F;,— auf dem Intervall [z, k, Ty f+1]

an, so erhalten wir:

2n 22n 2_3”71-

|E1(Zn k1) — Foo1 (2, k)| < ?\xn,kﬂ — Tnkl = =5 5 S ng-

Da [sin((k + 1)) —sin(k%)| = 1, erhalten wir

1 T\
- ‘Fn—l(JUn,k—i—l) - Fn—1($7k)| P (1 - 6)2 "

F(eapi) = Flo, ) > |

Daher folgt, dass

E)Q—n 23n+1

2T > 2, 8)

[Flonsen) =Pl 5 ()
T k+1 — Tk

Wir sehen also, dass die Steigung der Sekante zwischen nahe gelegenen Punkten des Graphen
von F' sehr grofs werden kann.
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Nehmen wir jetzt an, dass F' in einem Punkt a € R differenzierbar ist, also existiert ein
M > 0 und ein 6 > 0, sodass

<M (9)

r—a
fir alle © # a mit |z — a| < §. Da F beschrankt ist, kann man (gegebenenfalls nach Wahl

eines groferen ds) annehmen, dass (9) fiir alle z € R \ {a} gilt.
Sei nun ng so gewihlt, dass 22702 > M. Dann existiert ein eindeutiges k € Z mit

z = Tpok S 0 < Tpg k1 = z”.
Es folgt, dass
|F(2") — F(a)| < M|2" —a] uwnd |F(2') — F(a)] < M|z’ — al,

also
’F(ZL‘”) _ F(.fL',)| < M|.ZU” _ l',| < 22no—2|$1/ _ ZL’/|,

was fiir das gewéhlte ng die Ungleichung widerspricht.
Die Funktion F' ist also in keinem Punkt differenzierbar.
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7 Approximation stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass jede stetige periodische Funktion gleichméfig durch

eine Folge von trigonometrischen Polynomen approximiert werden kann.

Lemma 7.1. Sei (ay)nen eine Folge in C mit limy, o a, = a € C und fiir n € N, sei

1
on=—(a1+ ...+ ay).
n

Dann gilt: lim,, o 0, = a.

Beweis. Sei e > 0 und sei N € N, sodass |a, —a| < § fiir alle n > N. Wéhle N; € N mit
N1y > N und

1
w; (a1 —a) + ..+(aN—a))’<;.
Dann gilt fir alle n > Ny
|Un—a’=‘n(a1+. +ay) —a
1
:‘n((al—a)—{— ..—|—(an—a))‘
1
éﬁ(al—a)—i- .+ lay —a)|+ —|(ant1 —a)+ ...+ (an —a)
e 1
<€

O

Bemerken Sie, dass die umgekehrte Implikation im obigen Lemma nicht gilt. Zum Beispiel,
sei a, = (—1)" fiir n € N. Dann gilt: |o,,| < 2 — 0, wenn n — oo, obwohl die Folge (an)nen
divergent ist.

Definition 7.2. Fir N € N heift die Funktion ony: R — C gegeben durch oy(z) =
+ Zg;ol D, (x) der N-te Fejér-Kern, wobei D, (z) = > 7_  €** der Dirichlet-Kern vom
Grad n ist.

Lemma 7.3. Sei f: R — C eine 2m-periodische Funktion, die auf dem Intervall [0, 27]
integrierbar ist. Dann gilt fiir alle N € N und z € R:

™

N-1
N 2 S = o [ antu)ite - vy
n=0

—Tr

Beweis. Nach Lemma [6.7] gilt fiir alle n € Ny:

Suf(@) = = [ Duly) e — y)dy.

T o o



26

Es folgt, dass

1 N-1 11 N-1 .r
n=0 n=0"""

1 T 1 N-1

- n=0

—5 on(y)f (@ — y)dy.

Bemerkung 7.4. Wir schreiben
| V-1 L
owl@) = 5 3 8nfw) =5 [ oxtfte -y

—T

Angenommen, fiir ein x € R gilt limy_,o, Sy f(x) = f(x), so gilt nach Lemma

lim oy f(z) = f(z).

N—oo

Lemma 7.5. Fiir alle N € N gelten:

(1)

N () z ¢ {2km | k € Z},
N, x € {2km | k € Z}.

UN(l') =

Insbesondere gilt: o (z) > 0 fiir alle z € R.
(i)
L v =1 [ onwar= ! [Tontwar =1
— on(z)dr = = on(z)de == | on(z)dx=1.
27 J_ . N T J)_n N T Jo N

Beweis. Fiir x ¢ {2kn | k € Z} gilt mit Lemma [6.6}

sin((n + 1)
Dn(w) = (S(mé”;) !

Wegen

sin (= ) sin nd+=)a)=—=(e%—eis pint3)e _ —i(nt )z
Gy ((nr3) ) =5 (- )

= —(cos(nz) — cos((n + 1)x))

[\
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und der Identitéit cos(2t) = 1 — 2sin?(¢) fiir alle ¢t € R folgt fiir N € N:

N-1
1
on(z) = WHQ(%) 7;}(cos(mc) —cos((n+ 1)x))
1
=——(1- N
2N sin2(%)( cos(NVz))
1 Nz
-~ (1- 9~
2Nsin2(§)( cos(25°))
1 Nz
=——— (1 —-(1-2sin?(—
2Nsin2(%)( ( sin’( 2 )
~ 1sin (NT)
- N s1n2(%) '
Die iibrigen Aussagen des Lemmas sind eine Ubung. O

Satz 7.6. Sei f: R — C eine stetige 2m-periodische Funktion. Dann konvergiert oy f gleich-
méRig gegen f, wenn N — oo.

Beweis. Auf dem Intervall [0, 7] ist die Funktion gegeben durch z — sin (%) monoton wach-
send. Damit folgt fiir 0 < § < 7: Ist Cs := sm( ) > 0, so folgt

fir alle x € [—m, 7] mit |z| > 6
Es folgt, dass fur alle z € [—7, —d] U [4, 7] gilt:

1 sin (Nx) < 1
N sin (2) \NCg

0<opn(z)= — 0,
wenn N — oo, also konvergiert oy auf [—m, —d] U [J, 7] gleichméfig gegen 0 (nach dem
Weierstrafschen Majorantenkriterium).

Nun gilt fir alle z € [—7, 7]

™

ox(w) (f( — ) — f(2)) dy\

< Iis,zv + I§7N + Ig,N

owt@) - 1@l =5 [

—T

mit

)
Bi= o [ oty (f(x—y)—f(x))dy',

2 _s

—T

-5
B g [ ot (e =) = ) .

Bi=g| [ v (@ =)~ r0)as)

Sei nun € > 0. Da f stetig und 2m-periodisch ist, ist f auf [—m, 7] gleichméafig stetig und
deshalb auch auf ganz R gleichméfig stetig.
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Es existiert also ein n > 0 mit [f(z —y) — f(z)| < § fiir alle x € R und alle y € [-n,7)].
Wiéhlen wir 7 fiir das obige ¢, so erhalten wir

1

n K 3
Hx < g [ ontlie =) Sy < 5

Wiihle nun Ny € N mit sup, ;)< on(z) < NIC% < m fiir alle N > Ny, wobei

[flloc == sup[f(z)].
zeR
Da f stetig und 27-periodisch ist, ist dieses Supremum endlich. (Es wird tatséchlich ange-
nommen.)
Nun folgt fiir alle N > Ng:

1 [ 1
< gz [ onlrte =) = @iy < 5ot = mgm—2 e < 5.

Die gleiche Rechnung ergibt I y < §.
Damit ist der Satz bewiesen. O

Korollar 7.7. Sei f: R — C eine stetige 2w-periodische Funktion und sei x € R, sodass
S f(x) konvergiert. Dann konvergiert Sf(x) gegen f(x).

Beweis. Wegen oy f(x) = % ZQ:OI Sy f(x) folgt mit Lemma dass wenn limy_, Sy f(x) =
a, dann ist auch f(z) = limy_o0 onf(2) = a. O

Korollar 7.8. Seien f,g: R — C stetige 2m-periodische Funktionen mit den selben Fourier-
koeffizienten, d.h. cx(f) = cx(g) fiir alle k € Z. Dann gilt: f = g.

Beweis. Falls c;(f) = cx(g) fiir alle k € Z, so gilt: Sy f = Syg fir alle N € Ny. Deshalb gilt
auch: o f = ong fiir alle N € N. Nun gilt fiir alle z € R:

f@) = lm oxf(z) = lim oxg(x) = g(x).

N—o0



8 ANWENDUNG AUF LINEARE DGLN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 29

8 Anwendung auf lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt wenden wir die Theorie von Fourierreihen an, um L&sungen von linearen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu beschreiben.

Definition 8.1. Eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten auf
einem Intervall I C R ist eine Gleichung der Form

aoy + a1y + ... + amy™ = f (10)

mit ag,...,ay, € Cund f: I — C eine stetige Funktion. Eine Lésung der Gleichung ist
eine m mal stetig differenzierbare Funktion y: I — C, die die Gleichung erfiillt.

Ist f eine 2m-periodische stetige Funktion, so gilt fiir jede 27-periodische Losung y fiir die
Fourierkoeffizienten ¢ (mit k € Z):

Y aik)enly) = Y acr(y?) = e (Z azy(l)) = cx(f)-
=0 1=0 =0

Schreiben wir p(z) = Y, a;2!, so folgt also:
p(ik)cx(y) = cp(f) fur alle k € Z.
Gilt nun p(ik) # 0 fir alle k € Z, so gilt:

ck(f)
p(ik)

Diese Formel druckt die Fourierkoeffizienten der Lésung y von in Fourierkoeffizienten

cx(y) = fir alle k € Z. (11)

der gegebenen Funktion f aus. Als Losungsansatz erhalten wir damit

o

v = Y alet = 3 Sl (12)

k=—o00 k=—00
fiir eine moégliche 27-periodische Losung von .
Beispiel 8.2. Wir betrachten die Differentialgleichung

y" —y = cos(z), zeR.

Dann folgt p(z) = 2% — 1 und p(ik) = (ik)? — 1 # 0 fiir alle k € Z. Da cos(z) = $(e® + e~®)
gilt:

3. k=41,

cx(cos) = {2

0, sonst.
Damit folgt:

1
-7, k= =41,
CMMZ{ !
0, sonst,

also y(z) = —1(e + ) = —1 cos(z).
Durch Einseitzen sehen wir, dass dieses y in der Tat die Differentialgleichung v’ — y =
cos(z) 16st.
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Wir widmen uns jetzt der Konvergenz der Reihe > 50 ¢ (y)e™™ in (12).

Satz 8.3. Seien N € Ny und g: Z — C eine Funktion mit

ZkN l9(k)| + |g(—k)|) < 0.

Dann konvergiert die Reihe

o0

Z g(k)eikoc _ +Z zkoc +g k) —zkx)
k=1

k=—00

gleichméfig gegen eine N mal stetig differenzierbare 27-periodische Funktion y: R — C mit
ck(y) = g(k) fur alle k € Z.

Fiir diesen Satz benotigen wir folgendes Lemma (Analysis I):

Lemma 8.4. Seien I C R ein Intervall, (f,)nen eine Folge von stetig differenzierbaren
Funktionen f,,: I — C und f,g: I — C Funktionen mit lim,,_, f,(z) = f(x) fiir alle z € T
und limy, o0 || f], — gllooc = 0. Dann ist f stetig differenzierbar mit f’ = g.

Folgendes Lemma ist eine Umformulierung eines Resultats, dessen Beweis Teil von Ubungs-
blatt 6 war.

Lemma 8.5. Sei g: Z — C mit

o0

> (g(k)| +1g(=k)]) < oo.

k=1

Dann konvergiert die Reihe

k=—o00

gleichméfig gegen eine stetige 2m-periodische Funktion y: R — C und es gilt: ¢x(y) = g(k)
fiir alle k € Z.

Das obige Lemma zeigt der Fall N = 0 von Satz

Beweis von Satz[8.3. Seien N € Ny und g: Z — C eine Funktion mit

ZkN l9(R) + 19(=k)]) < oo

Es folgt, dass auch

(e}

S (g (k)] + lg(=k)]) < oc.

k=1

Setze G (z) = So1 . g(k)e?*®. Nach Lemma existiert eine stetige 2m-periodische Funk-
tion y: R — C mit G,,, — y gleichméfig, wenn m — oo und c;(y) = g(k) fiir alle k € Z.
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Wir beweisen per Induktion, dass die Funktion y N-mal stetig differenzierbar ist und dass

oo
y (@)= Y (ik)Ng(k)e'™™, fiir alle x € R.
k=—o0
Der Fall N = 0 ist Lemma [8.5] also sei N > 0 und nehmen wir an, dass die Behauptung fiir
alle [ < N gilt. Dann gilt:

y(N 1)( )_ Z (ik)N_lg(k) ikx
k=—00
Fir N € N sei .
Hu(z) = 3 (i0)V"g(k)eits
k=—m
Dann gilt
Hi(r) = 32 (BN gk = 37 h(k)e™
k=—m k=—m

mit h(k) = (ik)N g(k). Nach Voraussetzung gilt

o0

> (|h(k)| + |h(=k)|) < oo

k=1
Wegen Lemma [8.5) E folgt, dass die Folge (H),)m gleichmifig gegen die Funktion h(z) =
Y ore oo hlk)e ik konvergiert. Da H,, auf R punktweise gegen y¥~! konvergiert, folgt mit
Lemmam dass y(N =1 stetig differenzierbar ist und dass

o0

y V(@) = lim H (@)= ) (ik)Vg(k)e™.
k=—00

O]

Korollar 8.6. Sei p(z) = > a;2! ein Polynom mit a,,, # 0 und sei p(ik) # 0 fiir alle k € Z.

Ist g: Z — C, sodass > oo |g(k)| < oo und ist cx(y) = p(( )) fiir alle k € Z, so konvergiert

die Fourierreihe
o0

Z Ck(y)eikz

k=—o00

gleichméfig gegen eine m mal stetig differenzierbare 27-periodische Funktion y: R — C.

Der Beweis dieses Korollars ist eine Ubung.
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9 Die Fouriertransformation auf R

9.1 Uneigentliche Integrale der Form ffooo f(z)dz

In Analysis I und IT wurden uneigentliche Integrale behandelt. Wir wiederholen kurz die
Definition eines uneigentlichen Integrals der Form ffooo f(x)dx.

Sei f: R — R eine Funktion, die auf jedem kompakten Interval [a,b] C R integrierbar ist
und sei ¢ € R beliebig. Falls die beiden uneigentlichen Integrale

/_C f(z)dx = lim cf(x)dx

a——0o0 a

und

0 b
/ f(z)dx = blim f(x)dx

C

konvergieren, so heiftt das Integral ffooo f(x)dx konvergent und wir definieren:

/Z f(@)dz = /; f(@)dz + /COO f()de.

Diese Definition ist unabhéngig von der Auswahl von c.

Sei f: R — C eine komplexwertige Funktion mit Realteil v: R — R und Imaginarteil

/_O; f(x)dx

ist konvergent, wenn die Integrale [*°_u(z)dz und [ wv(z)dz konvergent sind. In dem Fall

/_Z f(x)dx = /_Z u(x)dx +i/_(:v(:c)dx'

9.2 Grundlegende Definitionen

v: R — R. Das uneigentliche Integral

definieren wir

Definition 9.1. Eine stetige Funktion f: R — C heifit méRig fallend, falls ein A > 0 existiert,

sodass fiir alle z € R gilt:
A
<—.
F@l< oy

Wir schreiben M1(R) fiir die Menge aller stetigen méfig fallenden Funktionen f: R — C.

Die Menge M (R) ist ein C-Vektorraum beztiglich der iiblichen Operationen.

Fir f € M(R) ist das uneigentliche Integral

/_ Z f(2)dz

konvergent, da das uneigentliche Integral

> 1
/ 1 de
o 1t

existiert (vgl. Analysis I und II).
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Proposition 9.2. Es seien f,g € M(R), a,b € C, h € R und 6 > 0. Dann gelten:
(i) [ (af +bg)(x)de =a [ f(x)dx+b [ g(x)dz.
(i) [, f(z — hyde = [, f(w)dz.
(i) & [, f(0x)de = [, f(x)da
(iv) Ty s 2, /(@ — B) — f(2)ldz = 0.
Die Beweise von (i) — (iii) sind elementar. Der Beweis von (iv) ist eine Ubung.

Definition 9.3. Sei f € M (R). Die Fouriertransformierte von f ist die Funktion f: R —
C gegeben durch

o = —— [ x)e o dy
for = o= [ 1we . (13)

Da f ein Element von 777(R) ist, ist auch die Funktion z — f(z)e™*¢ ein Element von
M(R). Deshalb konvergiert das obige Integral.

Die Funktion f ist beschriinkt und stetig (Ubung). Im Allgemeinen ist aber die Funktion
fnicht méfig fallend.

Bemerkung 9.4. Das Integral ergibt oft auch Sinn, wenn die Funktion f nicht in 771(R)
liegt. Wenn das Integral Sinn ergibt, nennen wir im Allgemeinen die Funktion ]/"\ definiert
durch das Integral die Fouriertransformierte von f. Insbesondere kann man also
die Fouriertransformierte von beliebigen integrierbaren Funktionen f mit kompaktem Trager
betrachten.

Bemerkung 9.5. Die Fouriertransformation feiner beliebigen (nicht-periodischen) Funk-
tion f: R — C ist eine Verallgemeinerung der Folge (cx)rez der Fourierkoeffizienten einer
periodischen Funktion.

9.3 Der Schwartzraum und die Fouriertransformation

Definition 9.6. Der Schwartzraum & (R) ist der C-Vektorraum bestehend aus unendlich
oft differenzierbaren Funktionen f: R — C, sodass f, f',..., f®,... schnell fallend sind,
d.h. fiir alle k,1 € Ny gilt:

sup ||| F ()] < oo.

zeR

Bemerken Sie, dass wenn f € §(R), dann sind auch f’ und x — zf(z) Elemente von
S(R).

Beispiel 9.7. Die Funktion gegeben durch f(x) = e—az” liegt in S(R) fiir @ > 0, aber die
Funktion gegeben durch g(z) = e~ 1*l liegt nicht in §(R), da sie in z = 0 nicht differenzierbar
ist.

Bemerkung 9.8. Eine unendlich oft differenzierbare Funktion f: R — C, die schnell fallend
ist, ist nicht automatisch ein Element von &(R). Zum Beispiel ist die Funktion definiert durch
f(x) = e *sin(e”’) schnell fallend (vgl. , ihre Ableitung f/(z) = —2xe " sin(e”’) +
22 cos(e®”) aber nicht.
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Definition 9.9. Sei f € S(R). Die Fouriertransformierte von f ist die Funktion f: R—C

gegeben durch
D _ 1 o —ix€

Notation: Wir schreiben f(z) ~» f(ﬁ), wenn f von der Fouriertransformation auf f abge-
bildet wird.

Proposition 9.10. Es seien f € S(R), h € R und § > 0. Dann gelten:
(i) flz+h)~ FE)e.

(i) f(z)e ™ ~ F(E+ ).

(iii) f(0x) ~> 6 1F(571E).

(iv) f'(x) ~ i&f(€)
(v) —izf(x) ~ F(8).

Beweis. Wir zeigen nur (iv) und (v). Fiir die Fouriertransformierte von f” gilt:

1 ) , it / it
e z)e "dr = lim lim —— 8
V 27T /—‘oo f ( ) a——00 b—00 V 271' f

b
S / (—iﬁ)f(fv)e‘“fdw]

= lim lim [ (z)e _mg
o V2

a—+—00b—00 [ \/2

= i£f(£)-
Dies zeigt (iv).
Fiir (v) miissen wir zeigen, dass f differenzierbar ist und dass —izf () von der Fourier-
transformation auf f’(¢) abgebildet wird. Es seien ¢ > 0 und h € R \ {0}. Es gilt:

Fexh =70 () / fa —ms[ 1“4 da! .
Da f und z — a;f( ) in §(R) liegen, existiert ein N € N, sodass

][ f(2)|de < e

27‘(‘

)|dx < und /
V2m /|x|>N )l V21 Jiz|>N

Zudem existiert ein hg > 0, sodass fiir |z| < N und |h| < ho gilt:
—ixzh __ 1
h

Es folgt, dass ein C' > 0 existiert, sodass

e . €
+ 1z <N.

) —izh _q
)e s [eh + zx] dx

) —izh __ 1
)e i@t [eh + m} dz

9
2N|| flloo 57 + Ce

+ Ce

1
N V2T
<Ce
fiir ein C’" > 0. O
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Der Beweis des folgenden Satzes ist eine Ubung.
Satz 9.11. Falls f € S(R), so gilt: f € S(R).

Im Folgenden, sei F: S(R) — &(R) die Fouriertransformation, d.h. die Abbildung,
die f € S(R) auf f € S(R) abbildet.

9.4 Die Umkehrformel

Wir untersuchen jetzt, ob wir die Fouriertransformation “umkehren” kénnen.

Wir benutzen das folgende Standardintegral.

Lemma 9.12.

o0 12
/ e 2dx = V2.
—00

.102
Proposition 9.13. Sei f: R — R gegeben durch f(z) = e” 2

~

d.h. f(§) = f(§) fir alle € € R.

. Dann gilt: F(f) = f,

Beweis. Definiere

~

F(&):=f(&) = \/127 /_OO e ey,

M)

x

Nach Lemma [9.12| gilt F(0) = 1. Zudem gilt f'(z) = —ze™ 2 = —xf(z).
Nach Proposition (v) und Proposition [9.10} (iv) gilt:

Q) = o= [ it

_ i > / —ix€
- m/_@f(m)e

= —EF(¢).
22
Setzen wir G(§) = F(§)ez, dann gilt G'(§) = 0 fiir alle { € R, also G ist konstant. Da
z2

F(0) =1 folgt, dass G = 1 und somit F(§{) = e~z fiir alle £ € R. O

1,2 . 22
Korollar 9.14. Fiir 6 > 0, sei K5(x) = %67%. Dann gilt: Ks5(§) = \/%6767.
Beweis. Nach Anwendung von Proposition (iii) auf Proposition wird K5 unter &

z2

auf x — ﬁ\/ge_% abgebildet. O

Der Beweis des folgenden Resultats ist elementar.
Proposition 9.15. Sei § > 0. Fiir die Funktion Ks (wie oben) gilt:
(i) [7 Ks(z)de = 1.
(ii) Fur n > 0 gilt:

lim |Ks5(z)|dz = 0.
6—0 lz|>n
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Definition 9.16. Fir f,g € S(R) ist die Faltung f x g die Funktion gegeben durch

(f * g)(z /m f(t)g(z —t)dt = /ﬂ flz—t)g

Bemerken Sie, dass fiir f,g € $(R) und festes € R die Funktionen t — f(¢)g(z —t) und
t — f(t)g(x —t) schnell fallend sind.

Proposition 9.17. Sei f € §(R). Dann gilt:
hf%(f * K5)(z) = f(z) gleichmifig in .
—

Beweis. Sei ¢ > 0. Bemerken Sie zuerst, dass f gleichméfig stetig ist, also es existiert ein
n > 0, sodass |f(x) — f(y)| < e fir alle z,y € R mit |z —y| < n.
Bemerken Sie auch, dass

(f = Ks)( / Ks(t) [f(x —t) — f(x)] dt.
Da Ks(z) > 0 fiir alle z € R, folgt:

(F « K5)(2) - f@) < [ Ks()f@—t) - f()dt + / " Ka(t) /(@ — 1) — fo)]dt.
-n

[t|=n

Nach Proposition konvergiert das erste Integral gegen 0, wenn 6 — 0 und das zweite
Integral ist kleiner als € aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit. O

Proposition 9.18. Fiir alle f,g € S(R) gilt:

| 1@iis= [~ Fu

Beweis. Sei F: R? — C stetig und gegeben sei ein A > 0, sodass fiir alle z,y € R gilt:

A
(1+22)(1+y?)

|F(z,y)| <

d.h. fiir festes z liegt die Funktion y — F(z,y) in M (R) und fiir festes y liegt die Funktion
x> F(z,y) in N(R).

Aus Analysis IT wissen wir, dass in diesem Fall die Funktionen Fi, Fo: R — C definiert
durch Fi(z) = [% F(x,y)dy und Fy(y) = [0 F(x,y)dz stetig sind und in 777(R) liegen.
Auch wissen wir, dass in dem Fall das Integral fioo 7 F(x,y)dxdy existiert und dass fol-

/ / (wg)dody = [ me)dx: / ZFQ(y)dy.

Seien jetzt f,g € §(R) wie oben. Anwendung des obigen auf F(z,y) = ﬁf(x)g(y)e*my
licfert Fy(x) = f(x)g(z) und Fa(y) = f(y)g(y) und

| 1@ais= [~ Fu

gendes gilt:
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Wir kénnen jetzt die Umkehrformel herleiten.

Satz 9.19. Sei f € S(R). Dann gilt fiir alle z € R:

T e
f@)= = /_  Flereas

Beweis. Zuerst beweisen wir, dass

£(0) = jﬂ / " e, (14)

(152 -
Sei dazu Gs(x) = \/%6_57. Nach Proposition [9.10}(iii) gilt G5 = K mit K5 wie oben.
Nach Proposition gilt:

/_ 7 @) Ks(a)de = /_ T e ©)de.

Fiir § — 0 wird die obige Gleichung die Gleichung (14)).
Sei nun = € R und setze F(y) := f(x + y). Dann gilt:

~

f(z) = F(0) = \/12? / " F(e)de = jg /  fe)entae,

9.5 Satz von Plancherel

Die Abbildung (.,.): $(R) x §(R) — C gegeben durch

)= [ " f(@)g@)da

definiert ein Skalarprodukt auf §(R); vgl. Abschnitt 2.
Die Norm induziert von diesem Skalarprodukt ist gegeben durch

= f(a:>r%zac)5

Wir beweisen jetzt den Satz von Plancherel.

Satz 9.20. Fiir alle f € S(R) gilt:
[1fll2 = [1f]]2-

Beweis. Fiir f € S(R) setzen wir f(x) = f(—z). Dann gilt:

7€) = Fi

~—

Sei jetzt h = f  f. Dann gilt:
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Auch gilt:

- [ ror@a= [ sk
0) = \/12? / " he)de = / T\ Fope.
[ i@ = [ ifopae

9.6 Poissonsche Summenformel

Deshalb folgt:

Es folgt, dass

Satz 9.21. Fiir alle f € S(R) gilt:

fozwk Zf

k=—o00 k=—o00

Beweis. Sei f € S(R). Wir setzen:

= Z f(x +27k).

k=—0o0

Diese Reihe konvergiert absolut und auf jedem kompakten Intervall gleichméfig. Deshalb ist
F unendlich oft differenzierbar. Zudem ist F' 27-periodisch.
Betrachten wir jetzt die Fourierreihe von F', so erhalten wir:

oo
F(x) = Z cpeke
k=—00
mit ¢ = 5 02” F(z)e *dg.
Fiir alle k € Z gilt:
1 2m
ck = F(x)e *dy
0
1 /‘OO f _lkmd.f
oo
1
k
= 5= f).
Es folgt, dass
1 o0
x + 27k s
k;m i ) = = kZ flk

Fir £ = 0 erhalten wir

Wmerk Zf

k=—o00 k=—o00
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Bemerkung 9.22. Die Poissonsche Summenformel (Satz[9.21)) funktioniert auch fiir Funk-
tionen f € M(R), fir die f auch in M7 (R) liegt. Der Beweis bleibt gleich.

Beispiel 9.23. Sei a > 0 und sei f: R — R gegeben durch f(z) = e~ ®?l. Die Funktion f
liegt in M (R).
Fiir £ € R ist die Fouriertransformierte f(£) gegeben durch:

~

f(€)

efa\:v|671§:pdx

S
= = [ eostgaa —i [ e singen)r

e~ cos(€x)da

vl

weil z — e~ sin(£z) eine ungerade Funktion ist. (Fiir € = 0 ist = — e~ %*lsin(€x) sogar
die Nullfunktion, also insbesondere sowohl ungerade als auch gerade.) Auch gilt:

\ﬁ/ —alel cos(¢x)da \/ﬂ/ ¥ cos(éx)dx

weil x +— e~ cos(£x) eine gerade Funktion ist.
Fiir £ € R\ {0} erhalten wir mithilfe partieller Integration:

[

22 /000 e cos(Ex)dx
0

/00 e cos(&x)dr = le ¥ sin £:n
0 £

=0—-0-— 5— cos(ﬁx)

also
a2 fe'e) . a
(1+ §2)/ e~ cos(&x)dr = &
Insgesamt erhalten wir fiir £ € R\ {0}:

fA‘ / Y cos(Ex)d 2 a & \/5 a
x)dr = = =
o V2r €2 a2 + €2 ma? + &2
Die obige Berechnung war fiir £ # 0. Fiir £ = 0 erhalten wir

2 & 21
/ e dr =/ —-—.
V2r Jo Ta

~

£(0)

ezl gy —

a vV 2 /oo
Es folgt, dass auch fin M(R) liegt.

Mithilfe der Poissonschen Summenformel kénnen wir fiir ¢ > 0 die folgende Formel her-

leiten:
o

1+ ¢ 2ma 1 a
1_6—271'(1 :; Z a2+k2' (15)

In der Tat, die Poissonsche Summenformel liefert:

[e.e]

o0
S e2ralk 1 3 \/Ea
21 i 7TCL2+]{72'

k=—o0
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Umschreiben der linken Seite liefert:

o0

00
_ 2 1 +e—27ra
2ralk| _ —2maN\k 1 _ 4 4
Z € _22(6 ) 1_1_6727Ta 1_1_672#&7
k=0

k=—o00

also erhalten wir (15).
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