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Einleitung

Bisweilen ist an den Finanzmarkten ein Phénomen zu beobachten, welches in der
Fachliteratur als Market Overreaction und Mean Reversion bekannt ist. Dieser
Begriffsbildung steht folgende Uberlegung zu Grunde: Nach der Verdffentlichung
neuer, stark kursrelevanter Nachrichten wird eine sprunghafte Anpassung der Ak-
tienkurse erwartet. Diese Anpassung kann aber je nach Wichtigkeit der Nachricht
durch eine Uberreaktion (Overreaction) unverhiltnismifig ausfallen. Nachdem sich
der Markt beruhigt hat, entwickelt sich der Preis wieder in Richtung eines an-
gemessenen Niveaus. Es findet also eine Gegenbewegung zur Kurssprungrichtung
statt (Mean Reversion). Dabei ist dieser Effekt grundsétzlich in beide Richtun-
gen denkbar. Auf der einen Seite konnten schlechte Nachrichten Kursspriinge nach
unten auslosen, die durch Panikverkdufe noch verstiarkt werden. Die tatséichliche
Unterbewertung koénnte jedoch im folgenden Investoren anlocken, was wiederum
fiir steigende Kurse sorgen sollte. Auf der anderen Seite ist es moglich, dass ein mit
einer besonders guten Nachricht verbundener Aufwértssprung durch anschliefsende
Gewinnmitnahmen wieder abgeschwécht wird.

In der Tat gibt es empirische Studien, die sich mit diesem Thema auseinanderset-
zen, wobei eine Mehrzahl derer auf eine Tendenz der Investoren zur Uberreaktion
auf neu eintreffende Nachrichten hindeutet.! Entgegen der Annahme der Informa-
tionseffizienz héitte die Unterstellung derartiger Effekte zur Folge, dass Kurse zum
Teil prognostizierbar wéren. So miissten ,historische Verlierer, d.h. Aktien, bei
denen in der Vergangenheit Abwiartsspriinge augetreten sind, in der Zukunft ver-
héltnismékig besser abschneiden als ,historische Gewinner“. Allein dies sollte eine
genauere Analyse motivieren.

Betrachtet man die in der finanzmathematischen Literatur gelaufigen Erweite-
rungen des allseits bekannten Black-Scholes-Modell, stellt man schnell fest, dass
die oben beschriebenen Effekte bei der Modellierung keine Beriicksichtigung fin-
den. Zwar werden bei den sogenannten Sprung-Diffusions-Modellen Kursspriinge
miteinbezogen, jedoch folgt der Preisprozess nach einem Sprung weiterhin einer
gewohnlichen Diffusion. Eine Modellierung von Market Overreaction und Mean
Reversion stellt somit eine Erweiterung dieser Modelle dar und kann durch die
Verwendung sogenannter Shot Noise-Prozesse, die ein eintreffendes Signal (Kur-
ssprung) mit Hilfe einer Wirkungsfunktion (Kompensation) weiterverarbeiten, auf

vgl. [ThoO8] S.111 f.
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elegante Art und Weise gewiihrleistet werden.?

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Das erste Kapitel vermittelt einfithrend die
grundsatzliche Idee, wie das oben beschriebene Phidnomen in ein Modell iibertra-
gen werden kann. Dabei wird zusétzlich das resultierende Shot Noise-Modell in den
Kontext bereits geldufiger Finanzmarktmodelle eingeordnet. Im zweiten Kapitel
werden die angesprochenen Shot Noise-Prozesse eingefiihrt und untersucht. Insbe-
sondere die Ausfithrungen zur Girsanov-Transformation fiir Shot Noise-Prozesse
im zweiten Abschnitt werden sich spéater bei der Modellierung in Kapitel 3 und vor
allem bei der dortigen Untersuchung des Modells unter risikoneutralen Mafsen als
hilfreich erweisen. Letzteres ist fiir die spatere Bewertung von Derivaten unerléss-
lich. Da das Modell einen unvollstandigen Markt beschreibt, kann kein eindeutiges
Martingalmafs bestimmt werden. Im Allgemeinen erhélt man stattdessen unendlich
viele. Es wird sich aber herausstellen, dass das Modell unter einer gewissen Klas-
se von risikoneutralen Mafen eine affine Struktur besitzt. Bei der Bewertung von
Derivaten kann deshalb auf die entsprechende Theorie von Duffie et al. (|[DPS00])
zuriickgegriffen werden. Diese stellt unter der recht allgemeinen Voraussetzung von
affinen Sprungdiffusionen eine nahezu geschlossene Losung fiir einige Optionspreise
bereit - ,nahezu“ nur deshalb, da die Losung die Berechnung eines i.A. nicht explizit
l6sbaren Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen voraussetzt. Das vierte
Kapitel beinhaltet eine Erlauterung dieser Theorie. Anschlieffend wird diese auf das
Shot Noise-Modell iibertragen. Dabei werden auch einige Spezialfille des Modells
genauer beleuchtet. Das flinfte Kapitel setzt schliefslich die bis dahin gewonnenen
Ergebnisse numerisch um. Indem untersucht wird, wie genau tatséachlich beobachte-
te Marktpreise mit den Modellpreisen iibereinstimmen, lasst sich eine Aussage {iber
die Giite des Modells treffen. Dafiir wird eine Kalibrierung der Modellparameter an
Marktdaten vorgenommen. Um die Giite schlielich besser einordnen zu konnen,
werden die so gewonnenen Ergebnisse mit denen von bereits geldufigen Modellen
wie dem Heston-Modell oder dem Bates-Modell, die beide Spezialfialle des Shot
Noise-Modells darstellen, verglichen.

Zum Verstiandnis der Arbeit werden Kenntnisse iiber stochastische Prozesse und
stochastische Analysis vorausgesetzt, die iiber den iiblichen Stoffumfang einer Vor-
lesung tiber zeitstetige Finanzmathematik, die diese Themen meist nur fiir steti-
ge Prozesse behandeln, etwas hinausgehen. Auf eine vollstandige Wiedergabe der
Grundlagen in dieser Arbeit wird jedoch zu Gunsten einer genaueren Analyse des
Modells verzichtet. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der stochastischen Integrati-
on sei auf das Werk von Protter [Pro05| verwiesen, welches auch in der Arbeit an
entsprechenden Stellen als Referenz gebraucht wird. Fiir diese Arbeit notwendige
Resultate iiber Punktprozesse stammen groftenteils aus [Bre81].

2Dies entspricht der Vorgehensweise in [ASS08| oder [SS07].
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1 Uberblick

Um das zu untersuchende Shot Noise-Modell besser einordnen zu kénnen, werden
im Folgenden einige bereits sehr bekannte Finanzmarktmodelle kurz beschrieben.
Danach wird eine erste Idee zur Modellierung des in der Einleitung beschriebenen
Sachverhaltes gegeben, welche die weitere Vorgehensweise motivieren soll.

Wiéhrend der gesamten Arbeit werden kontinuierliche Finanzmarktmodelle zu-
grunde gelegt. Diese erlauben einen Handel iiber eine Periode [0,7], T" < oo mit
zwei Finanzgiitern. Von diesen zwei Finanzgiitern ist eines die sog. risikolose An-
lage. Der Preisprozess fiir diese ist durch

By =exp(rt), tel0,T],

fiir ein r > 0 gegeben und lésst sich als festverzinsliche Anlage mit kontinuierlicher
Verzinsung mit Rate r interpretieren.! Das zweite Finanzgut ist eine risikobehaf-
tete Anlage deren Preisprozess durch ein Fi-adaptiertes Semimartingal (S;)icpo 1)
mit Anfangswert Sy = z, x > 0 gegeben ist. (F;)icpo,r) stellt dabei eine Filtrati-
on des zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraums (€2, Fr, P) dar, die die Usual
Conditions? erfiillt. P bezeichnet das sogenannte Real World Measure oder auch
statistische Maf$, d.h. dasjenige Maf, welches mit den am Markt tatséchlich beob-
achteten Daten assoziiert werden kann.

Ist H eine Fpr-messbare Zufallsgrofe, so kann mit dieser ein Claim beschrieben
werden, der zum Zeitpunkt T eine zufillige Auszahlung H liefert. M6chte man
in einem arbitragefreien Finanzmarktmodell, d.h. in einem Finanzmarktmodell, in
dem keine risikolosen Gewinne durch den Handel von Wertpapieren erzeugt werden
kénnen,®> den Anfangswert eines solchen Claims bestimmen, wird dazu ein sog.
ristkoneutrales Mafl herangezogen.

Definition 1.1. Ein zu P dquivalentes W-Mak @) heifst risikoneutrales Mafs oder
auch dquivalentes Martingalmafl, wenn der Prozess (3, 1St)t€[0,T] ein lokales -
Martingal ist.

Insbesondere wird angenommen, dass Soll- und Habenzinssatz gleich sind.

2Fy enthiilt alle P-Nullmengen von Fr und die Filtration ist rechtsstetig. Vgl. [Pro05] Definition
S.3.

3Fiir eine genaue Definition des Begriffes Arbitrage vgl. [JYC09] S.80 ff., insbesondere Definition
2.1.4.2 S.85.



Faire Preise fiir den Claim zu bestimmen, ist bei Kenntnis eines risikoneutralen
Mafes gleichbedeutend damit, den Erwartungswert der diskontierten Claimauszah-

lungen unter eben diesem, also
E(B7'H) (1.1)

zu berechnen. Ist das beschriebene Finanzmarktmodell unvollstéindig, so ist das
risikoneutrale Mak nicht eindeutig bestimmt. Dann liefert (1.1) fiir jedes dieser
risikoneutralen Mafe einen arbitragefreien Preis.

Verschiedene Modelle lassen sich nun iiber die unterschiedliche Ausgestaltung
des Semimartingals, d.h. des Preisprozesses, charakterisieren. Ausgangspunkt fiir
alle hier behandelten Modelle stellt das Black-Scholes-Modell dar, welches deshalb
zuerst erlautert werden soll.

Black-Scholes-Modell

Beim Black-Scholes-Modell (kurz BSM) ist der Preisprozess gegeben durch einen
geometrischen Wienerprozess mit Drift 4 € R und Volatilitat o > 0, d.h.

2
Sy = x exp (u—%)t+aWt , te€]0,T], (1.2)
wobei W = (W,)>0 einen Wienerprozess bezeichnet. Alternativ lédsst sich der Preis-
prozess auch durch die von (1.2) geloste stochastische Differentialgleichung

dSt = St (/,Ldt + O'th) y So =X,
beschreiben.

Die einfache Gestalt des BSM bietet auf der einen Seite den Vorteil, dass Options-
preise auferst einfach bestimmt werden kénnen, auf der anderen Seite knnen einige
grundlegende empirische Ergebnisse nicht hinreichend durch dieses Modell erklért
werden. So besitzen entgegen der Annahme des BSM die Renditen keine Normal-
verteilung, sondern weisen eine negative Schiefe in ihrer Verteilung auf. Neben dem
Problem, dass plotzliche Kursspriinge durch das BSM nicht wiedergegeben werden
kénnen, da der Preisprozess stetige Pfade hat, betrifft der wohl bekannteste Kritik-
punkt die implizite Volatilitit. Die in der verwendeten Preisgleichung (1.2) enthal-
tene Volatilitdt o wird als konstant angenommen. Wire dies tatséichlich der Fall,
so miisste die implizite Volatilitat, die sich bei gegebenem Zinssatz, Optionspreis
und gegebener Laufzeit einer européischen Option direkt aus der Bewertungsformel
ergibt, konstant sein.* Tatséchlich ist bei der Auswertung echter Finanzmarktda-
ten aber oftmals eine Verdnderung des impliziten Volatilitatsniveaus {iber verschie-
dene Basispreise gleicher Laufzeit beobachtbar. Dieser als Smile-Effekt bekannte

4Vel. [Ir103] S. 170 fF.
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Abbildung 1.1. Zeigt die implizite Volatilitit von DAX-Optionen mit Moneyness zwi-
schen 93 und 129 % und Restlaufzeit zwischen einem Monat und ca. zwei Jahren. Deutlich
erkennbar sind der Skew-Effekt und die Zeitstruktur der impliziten Volatilitdt.

Sachverhalt stellt sich beispielsweise bei Wahrungsoptionen héufig so dar, dass die
implizite Volatilitat bei deep in the money- und deep out of the money-Optionen
signifikant hoher ist, als bei at the money-Optionen. Bei Aktienindexoptionen ist
ein asymmetrischer Verlauf typisch, wonach Optionen mit niedrigem Ausiibungs-
preis eine deutlich hohere implizite Volatilitdt haben. Diese Schiefe der Volatilitét
in Abhéngigkeit der Ausiibungspreise ist auch als Skew- Effekt bekannt.® Neben den
Ausiibungspreis-bezogenen Ungenauigkeiten ergibt sich auferdem eine Diskrepanz
bei Betrachtung der Restlaufzeit. Dieser Effekt wird als Zeitstruktur der implizi-
ten Volatilitat bezeichnet. So ist die implizite Volatilitat bei Optionen mit langerer
Restlaufzeit oftmals hoher, als bei Optionen mit kurzer Restlaufzeit.

Abbildung 1.1 veranschaulicht die eben beschriebenen Phdnomene graphisch. Sie
zeigt die implizite Volatilitdt von DAX-Optionen mit unterschiedlicher Laufzeit
und unterschiedlichen Ausiibungspreisen.® Letztere sind im Verhiltnis zum Preis
des Basisgutes (Moneyness) dargestellt. Es ist solwohl ein deutlicher Skew-Effekt,
némlich fallende Volatilitat mit steigender Moneyness, als auch die Zeitstruktur zu
erkennen.

Diesen Beobachtungen Rechnung tragend, wurden Modelle entwickelt, die be-
sagte Effekte nachbilden kénnen. Im Wesentlichen handelt es sich dabei um zwei
grundlegende Erweiterungen:

e Modelle mit Spriingen im Aktienpreis (Sprung-Diffusions-Modelle),

5Vgl. [Tho08] S.143 ff.
6Datengrundlage dieser Abbildung sind die in Kapitel 5 zur Kalibrierung benutzten Marktdaten.



e Modelle mit stochastischer Volatilitat, d.h. die Volatilitdt wird fortan nicht
mehr als konstant angenommen, sondern folgt stochastischen Prozessen.

Sprung-Diffusions-Modelle

Bei den Sprung-Diffusions-Modellen (kurz SDM) wird der Preisprozess fiir das zwei-
te Finanzgut um eine Sprungkomponente erweitert. Ausgehend vom BSM erhélt
man bei einem solchen Vorgehen dann

2 Ny
Sy = xexp (M—%)t+0Wt+ZUi , te0,T], (1.3)

=1

als Preisprozess. N = (N;):>o ist dabei ein adaptierter Poissonprozess mit Inten-
sitat A > 0 und Sprungzeiten 0 = Ty < T} < Ty < ... Offensichtlich stimmen
dann die Sprungzeiten des Preisprozesses mit denen des Poissonprozesses iiberein.
Die (U;)ien sind unabhéngige, identisch verteilte Zufallsgrofen und erzeugen eine
zufillige Sprunghohe. Ublicherweise wird angenommen, dass W, N und die (U;)sen
voneinander stochastisch unabhéngig sind.

Bezeichne des Weiteren U, := vaztl Uil(r,_, m,(t) die stiickweise konstante, links-
stetige Interpolation der (U;);en, u; := exp(U;) und S;_ den linksseitigen Limes
von S in ¢, d.h. limg, Ss. Fiir ein Finanzgut, welches dem Prozess aus (1.3) folgt,
gilt dann folgendes: Treten keine Spriinge auf, so verhélt sich der Preis des Fi-
nanzgutes wie im BSM mit erwarteter Rendite p und konstanter Volatilitidt o.
Findet zum Zeitpunkt ¢ ein Sprung statt, so ergibt sich als absolute Sprunghdohe
AS; = 5;—S;_ = S;_(u;— 1), was einer relativen Sprunghéhe von u; — 1 entspricht.
Man beachte, dass wegen u; = exp(U;) > 0 stets die Positivitdt des Aktienpreises
sichergestellt ist.

Verschiedene SDM lassen sich durch die Verteilung der Sprunghéhen charakte-
risieren. Im Sprung-Diffusions-Modell von Merton (1976), der als erster das BSM
durch Spriinge erweiterte, sind die (U;);eny normalverteilt. Kou (2002) hingegen
unterstellt eine doppelte Exponentialverteilung.

Die durch (1.3) geloste stochastische Differentialgleichung ist durch

dSt = St_ (,u dt + Uth + (Ut — 1) dNt) s SQ =,

gegeben.

Stochastische Volatilitatsmodelle

Modelle in denen die Volatilitdt nicht mehr konstant ist oder einer bzgl. der Zeit
deterministischen Funktion folgt, sondern einen zufalligen Verlauf hat, werden als
stochastische Volatilititsmodelle (kurz SVM) bezeichnet. Eines der bekanntesten



dieser Modelle ist das Heston-Modell. Die Volatilitat (v;)¢cpo,m folgt dort einem
Waurzeldiffusionsprozess. Der Aktien-Preisprozess gleicht jenem aus dem BSM. Das
Heston-Modell ist also durch folgende stochastische Differentialgleichungen gege-
ben:

dS; = S, (,udt+ \/v_tth) , Sop=ux,
dvy = kp(0, — vg) dt + Tp\ /0 AW, vg = W,
[V[/v W]t = pta

mit g € R, p € [~1,1], Ky, Oy, 00, , w > 0 und 2k,0, > 2. Sowohl W als auch W
sind Wienerprozesse. Der Wienerprozess des Volatilititsprozesses W und der des
Preisprozesses W diirfen dabei korreliert sein. Zwei Wienerprozesse W' und W?
heifen korreliert mit Korrelation p, wenn [W? W?2], = pt fiir alle ¢t > 0 gilt. Eine
negative Wahl von p ermoglicht es das Phénomen des Leverage-Effektes, wonach
fallende Kurse die Volatilitdt der Méarkte erhohen, mathematisch zu erfassen. Die
Bedingung 2,60, > af stellt sicher, dass die Volatilitdat fast sicher strikt positiv
bleibt.

Grundsétzlich sind bei den stochastischen Volatilitdtsmodellen auch andere An-
sdtze moglich, da die Volatilitat auch mit Hilfe anderer Prozesse modelliert werden
kann. Als Beispiel lassen sich hier das Modell von Hull and White (1987), in dem
die Volatilitdt einem geometrischen Wienerprozess folgt, oder das Modell von Scott
(1987), der zur Modellierung der Volatilitdt einen Vasicek-Prozess benutzt, anfiih-
ren. Der Ansatz von Heston ist jedoch wohl der populérste unter diesen.

Da die Volatilitat kein gehandeltes Finanzgut ist, sind Modelle mit stochastischer
Volatilitdt unvollstandig. Dies hat insbesondere zur Folge, dass kein eindeutiges
risikoneutrales Mafs fiir die Bewertung von Derivaten zur Verfiigung steht, sondern
i.A. unendlich viele.”

Sprung-Diffusions-Modelle mit stochastischer Volatilitit

Empirische Studien wie z.B. [ABLO02| stellen fest, dass nur Modelle, die beide ge-
nannten Erweiterungen enthalten, Finanzmarktdaten hinreichend erklaren kénnen.
Der Aktienpreisprozess beinhaltet also eine Sprungkomponente und die Volatili-
tat folgt einem stochastischen Prozess wie in den SVM. Solche Modelle werden als
Sprung-Diffusions-Modelle mit stochastischer Volatilitit (kurz SDSVM) bezeichnet.
Als Beispiel sei eine Kombination aus der Sprung-Diffusion-Modell von Merton und
dem Heston-Modell angefiihrt, die von Bates (1996) untersucht wurde. Es ergibt

TVgl. [JYC09] S.393.



sich das folgende System an stochastischen Differentialgleichungen:

dSt :St_ (/,Ldt+\/U_tth+(Ut— 1) dNt) s SO =,
dvy = Ky (0, — v;) dt + oy /v dW;, v = w,
[W W]t = pt7

mit Parametern wie oben.

Shot Noise-Modelle

Sei nun das Augenmerk auf die in der Einleitung vorgestellte Idee gelegt. Diese sah
vor, dass auftretende Spriinge eine Kompensation erfahren, d.h. unmittelbar nach
einem Sprung tritt eine Wirkung in die Gegenrichtung auf. Mathematisch liefe sich
dieses durch

Uih(t — Ti)1yr,<n)

beschreiben, wobei U; einen Sprung zum Zeitpunkt 7T; darstellt und A eine Funktion
geméls derer sich die Sprunghohe in der Folgezeit weiterentwickelt. Soll der Sprung
eine Kompensation erfahren, so ist an eine fallende Funktion A zu denken. Wendet
man diese Idee nun auf die Preisgleichung (1.3) aus dem SDM an, erhélt man

2 N
Sy = xexp (u—%)t—i—aWH—ZUih(zﬁ—Ti) , te€]0,T]. (1.4)

=1

Eine Interpretation der Preisgleichung ist dann in analoger Weise zu der des SDM
gegeben mit dem Unterschied, dass sich die Effekte auf den Preis, die durch die
Spriinge aufgetreten sind, nicht konstant fortsetzen, sondern sich geméifs der Funk-
tionsvorschrift von  weiterentwickeln. Prozesse der Form S~ U;h(t — T;) werden
auch Shot Noise-Prozesse genannt und im folgenden Kapitel genauer untersucht.
Ein Modell, welches die Preisgleichung (1.4) erfiillt, wird deshalb im Folgenden als
Shot Noise-Modell (kurz SNM) bezeichnet. Entsprechend zu vorher lasst sich auch
ein SNM um das Konzept der stochastischen Volatilitdt erweitern, was dann zu
einem Shot Noise-Modell mit stochastischer Volatilitdt (kurz SNSVM) fiihrt.

Offensichtlich ist das SNM eine Erweiterung der SDM und das SNSVM eine Er-
weiterung des SDSVM. Abbildung 1.2 veranschaulicht nochmals graphisch durch
welche Erweiterungen man die verschiedenen Modelle erhélt. Umgekehrt gehen die
entsprechenden Modelle alle aus dem SNSVM hervor, indem man etwa die Wir-
kungsfunktion h = 1 benutzt, die Volatilitdt konstant wahlt oder die Intensitéat des
Sprungprozesses gleich 0 setzt.



BSM BSM Black-Scholes-Modell
SVM Stochastisches Volatilitatsmodell
SDM Sprung-Diffusions-Modell
SDSVM Sprung-Diffusions-Modell mit stoch. Volatilitét
SNM Shot Noise-Modell
SNSVM Shot Noise-Modell mit stoch. Volatilitat
o %
SP Emweiterung um Springe
SV Enweiterung um stochastische Volatilitat
SN Enweiterung um Shot Noise-Effekte
SYM SDM
SDSVM SNM
X /
SNSVM

Abbildung 1.2. Zeigt wie die verschiedenen Modelle als einfache Erweiterung auseinan-
der hervorgehen.






2 Shot Noise-Prozesse

Dieses Kapitel thematisiert die bereits im Uberblick genannten Shot Noise-Prozesse.
Im ersten Abschnitt werden zunéchst einige grundlegende Eigenschaften nachgewie-
sen. Darauf aufbauend soll im zweiten Abschnitt die Girsanov-Transformation fiir
einen Shot Noise-Prozess beleuchtet werden. Die in diesem Abschnitt gewonnenen
Erkenntnisse werden dann im folgenden Kapitel die Konstruktion von risikoneu-
tralen Mafsen erleichtern. Fiir dieses Kapitel erforderliche Grundkenntnisse iiber
(markierte) Punktprozesse sind aus |Bre81| entnommen und in Anhang A zusam-
mengefasst.

2.1 Grundlegendes

Definition 2.1. Es sei (2, F, P) ein W-Raum und darauf (U;);cn eine Folge von
unabhéngigen, identisch verteilten, quadratintegrierbaren Zufallsgréfsen mit Werten
in R und Verteilung v mit v({0}) = 0. Sei N ein von den (U;);ew unabhéngiger,
homogener Poissonprozess mit Sprungzeiten 0 < 77 < T, < ... und Intensitét
A € RY. Des Weiteren sei h : R — Ry eine auf R stetig differenzierbare Funktion
mit h(t) = 0, fiir £ < 0. Dann heifit

Ny
i=1

Shot Noise-Prozess (kurz SNP) mit Wirkungsfunktion h, Spriingen (U;);ew und
Intensitat A.

Bemerkung 2.2.

1. Im Folgenden wird ein SNP mit der Gestalt aus (2.1), d.h. ein SNP mit
Wirkungsfunktion h, unabhéngigen, identisch v-verteilten Spriingen (U;);en
und Intensitdt A auch kurz als SNP mit Charakteristik (h, v, ) bezeichnet.

2. In dieser Arbeit wird eine recht spezielle Definition des SNP benutzt, wel-
che wegen ihrer Gestalt (Multiplikation von zufilligen Spriingen mit der
Wirkungsfunktion) auch genauer als multiplikativer Shot Noise-Prozess be-
zeichnet wird. Es sind jedoch weitreichende Verallgemeinerungen denkbar. So
kénnte man beispielsweise die deterministische Funktion A durch einen sto-
chastischen Prozess ersetzen, welcher von den Sprungzeiten und Sprunghdhen
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eines markierten Punktprozesses (nicht zwangslaufig ein Poissonprozess) ab-
hingt.!

3. Im allgemeinen Fall ist die Existenz eines SNP bzw. dessen Wohldefiniertheit
nicht trivial. Im vorliegenden Fall wird diese jedoch durch die spezielle Gestalt
der Funktion h gesichert (siche Satz 2.3).

4. Anschaulich kann man einen SNP als einen Effekt interpretieren, der durch
eine neue, unvermittelt eintreffende Information hervorgerufen wird und sich
im Laufe der Zeit dndert. Die Anderung wird durch die Funktion h beschrie-
ben. Wie bereits in der Einleitung erwahnt, konnen hierdurch Kursspriinge
mit anschlieflender Kompensation modelliert werden. In diesem Fall miisste
h monoton fallend auf R* sein.

Da die in dieser Arbeit betrachteten Finanzmarktmodelle alle einen endlichen
Zeithorizont T besitzen, wird nur der auf [0,7] eingeschrénkte Prozess (Y;):com
untersucht. Des Weiteren wird in diesem Kapitel stets der W-Raum (€2, Fr, P) mit
der Filtration (F;)icpo,r) zu Grunde gelegt. Dabei sei (F3)scpo,7] die vervollstandigte
natiirliche Filtration von Y, d.h. F; = o(N,Y; : s <), t € [0,T], (N enthilt alle
P-Nullmengen von Fr). Diese Filtration erfiillt insbesondere die Usual Conditions.?

Satz 2.3. Der Shot Noise-Prozess Y aus (2.1) ist cadlag® und lokal von beschrink-
ter Variation. Y st somit ein Semimartingal bzgl. seiner natirlichen Filtration.

Beweis: Um die Eigenschaften nachweisen zu kénnen, muss zunéchst gezeigt wer-
den, dass der Prozess aus (2.1) wohldefiniert ist. Dies wird im vorliegenden Fall
durch die spezielle Gestalt von h sichergestellt. So ist ndmlich Yy = 0, wegen
h(t) = 0 fiir t < 0. Des Weiteren ist nun einerseits h stetig, also auf [0,7] be-
schriankt, und die (U;);en sind integrierbar, also P-f.s. endlich. Andererseits ist N
als Poissonprozess nichtexplodierend. Es ist also Y; < oo P-f.s. fiir alle ¢ € [0, T7.

Die cadlag-Eigenschaft ergibt sich aus der Tatsache, dass sowohl N als Pois-
sonprozess als auch die Funktion h cadlag sind.* Dass Y lokal von beschrinkter
Variation ist, folgt mittels der stetigen Differenzierbarkeit von h auf R™, der lokal
beschrénkten Variation des Poissonprozesses und der Integrierbarkeit der Spriinge
(Us)ien.

Y ist also cadlag, lokal von beschrankter Variation und adaptiert bzgl. seiner

Vel. [SS07].

2Vgl. [Pro05] Theorem 1.3.25, S.16.

3cadlag ist ein franzdsisches Akronym von ,continue & droite, limitée & gauche “, d.h. rechtsstetig
mit linksseitigen Limiten. Ein stochastischer Prozess wird also cadlag genannt, wenn fast sicher
jeder Pfad rechtsstetig ist und linksseitige Limiten besitzt.

4Vgl. Satz A.2.
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natiirlichen Filtration. Y ist somit ein Semimartingal bzgl. seiner natiirlichen Fil-
tration.’ O

Bevor gleich weitere wichtige Eigenschaften des SNP vorgestellt werden, zunéchst
noch ein wichtiges Beispiel.

Beispiel 2.4. Sei Y ein wie in (2.1) definierter SNP, wobei h die spezielle Gestalt

falls ¢
h(t) = 0 alls <07 6> 0
exp (—ct) fallst >0

habe. Fiir ¢t € [0, 7] gilt dann

Nt Nt
Y, = Z U; exp (—c(t — T;)) = exp (—ct) Z U; exp (cT5).
i=1 i=1

Y, hédngt hier also tiber die Wirkungsfunktion A nur von Zf\il U; exp (cT;) insgesamt
ab, was eine wesentliche Vereinfachung darstellt. Im Allgemeinen ist namlich die
Kenntnis iiber jedes Paar (7;,U;), mit 7; < t, von Noten um Y; bestimmen zu
konnen. Man erhélt also durch die Wahl einer exponentiellen Wirkungsfunktion eine
gewisse Geddachtnislosigkeit des Shot Noise-Prozess. In der Tat kann man zeigen,
dass ein multiplikativer SNP genau dann markovsch ist, wenn die Wirkungsfunktion
eine exponentielle Gestalt hat.%

Satz 2.5. Seien Z; := h(0) vaztl U, firt > 0 und f die caglad’-Version des
Prozesses t +— Zi]\i(f) Uh/(t — T;), dann erfillt Y die folgende stochastische Diffe-
rentialgleichung:

dY, = dZ, + fidt, te€0,T]. (2.2)

Beweis: Da h laut Voraussetzung stetig differenzierbar ist, ergibt sich die cadlag-
Eigenschaft von ZZV:’SI U;h'(t — T;) analog zu Satz 2.3 und damit auch die Existenz

5Je nach Vorgehensweise bei der Einfiihrung von Semimartingalen und deren Theorie folgt dies
entweder direkt aus der Definition eines Semimartingales (Vgl. [Jac87] Definition 4.21 S.43)
oder ist eine nachzuweisende Eigenschaft (Vgl. [Pro05] Theorem 7, S.55).

5Vgl. |GS05] Proposition 3.10.

"Wihrend cadlag das franzosische Akronym fiir ,continue & droite, limitée a gauche” ist, ist
caglad das Akronym fiir ,continue a gauche, limitée & droite und bezeichnet also Prozesse,
deren Pfade fast sicher linksstetig sind und rechtsseitige Limiten besitzen.
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Abbildung 2.1. Zeigt den Plot von zwei Shot Noise-Prozessen. Beim linken Plot ist
h(t) = exp(—10t), A = 5, v = Ezp(10), beim rechten Plot h(t) = exp(—5t), A = 4,
v=R(-1,1).

einer caglad-Version. Aufserdem gilt fiir A > 0

Yiea =Y,
Niin Ny
= Z Uh(t+ A —T;) — Z Ush(t
Nt+A
= > Uh(t+A-T) +ZUh (t+A—T)—Uh(t—T)
i=N¢+1 =1
Niga Niga
0) Y Ui+ > Ui(h(t+A—T)—h(0)
i=N¢+1 i=N¢+1

—~
:f;{rA W (u—T;) du

+ZtU¢\(h(t+A—Tz’>_h(t_Ti>)l

-~
=[[T2 W (u=T;) du

Nita Neta +A Ny t+A
0) Y U+ Y. U/ h’(u—Ti)du+ZU,~/ W (u—T;)du.
i=Ny+1 i=Ny+1 i=1 t

Wegen h(t) = 0 fiir ¢ < 0, ist auch A'(t) = 0 fir ¢t < 0. Auferdem ist 7; > ¢ fiir
1 > Ny + 1, weshalb sich

Niya t+A Nita t+A
> UZ-/ Wu—T)du= Y UZ-/ W(u—T;)du (2.3)
T i=N;+1 t

i=N¢+1
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ergibt. Auf { Ny < oo} gilt deshalb

t+A Neta t+A  Nu
(2.3) = / > Ul (u—T)du = > Ul (u—T))du. (2.4)
t i=N¢+1 t i=Ni+1

Da N ein Poissonprozess, also nichtexplodierend ist, gilt P({Ny < oo}) = 1. Es
folgt somit die P-fast sichere Gleichheit

Yiia—Y;
Nita t+A  Nu t+A N
=h(0) > Ui+ > Ul (u—T)du+ / > Ul (u—T;) du
i=N¢+1 t i=Ny+1 ¢ i=1
Neta t+A Nu
=h(0) Y Ui+ > Ul (u—T;) du
i=N;+1 t i=1

fir alle ¢ € [0,7T], wobei das stochastische Integral bzgl. Z pfadweise als Stieltjes-
Integral definiert ist durch [j 1dZ, == 3200 h(0)UpLiz,<n = Sont, h(0)U,.5 Mit
A — 0 folgt schlieflich die Behauptung. O

Bemerkung 2.6. Im Folgenden sei noch auf eine alternative Darstellungsweise
des in Satz 2.5 auftretenden Prozesses (Z;)icjo,r) hingewiesen, die im folgenden
Abschnitt benutzt wird. Diese greift auf die Theorie fiir markierte Punktprozesse
zuriick, die in Anhang A zusammengefasst ist.

Die Doppelfolge (T,,, U, )nen aus Definition 2.1 kann als markierter Punktprozess
interpretiert werden. Sei p(dt, dx) das Zufallsmaf dieses markierten Punktprozesses,
dann ist mit der Notation aus (A.1.)

/Ot/]Rh(O)a:p(dt,dx) = ih(O)Un]l{an} = 7. (2.5)

Der markierte Punktprozess (T}, U, )nen hat die (P, F;)-Charakteristik (), v(dx)).?

2.2 Girsanov-Transformation

In diesem Abschnitt wird die Girsanov-Transformation fiir einen Shot Noise-Prozess
beleuchtet. Es wird also untersucht, ob es ein zu P dquivalentes W-Mafs gibt, unter

8Vgl. Bemerkung A.11.
9Fiir Details sei auf Anhang A verwiesen. Vgl. insbesondere Definitionen A.8, A.7 und A.14.
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welchem ein SNP aus Definition 2.1 ein lokales Martingal ist und wie ein derartiges
W-Maf$ aussieht. Zunéchst muss jedoch noch die nétige Vorarbeit in Form von drei
Lemmata geleistet werden. Dieser Abschnitt orientiert sich dabei bis einschliefslich
Satz 2.10 an der Vorgehensweise in [Kii02|. Mit den darauf folgenden Ergebnissen
soll auf das folgende Kapitel hingearbeitet werden.

Lemma 2.7. Sei g : R™ — R* eine (komponentenweise) monoton wachsende,
beschrinkte und von unten halbstetige Funktion, d.h. fir jedes x € R"™ existiert fiir
jedes € > 0 eine Umgebung U von x, so dass g(y) > g(x)—e fir alley € U gilt. Seien
F, H Verteilungsfunktionen auf R™, wobet F; und H; die i-te Marginalverteilung von
F bzw. H bezeichne. Angenommen es ist

Fi(z1) > Hi(x1) fir alle z; € R
und firt=2,...,n
E([Lﬂl’l, R ,ZL’i_l) > Hi(xilxl’ e ,l’i_1> fur alle T1,...,2; € R,

dann gilt

/g(xl,...,xn)F(dml,...,dmn)S/ g(z1, ..., zn)H(dxy, ... dz,).

Beweis: Falls n = 1, erhélt man durch die Halbstetigkeit von unten von ¢ und
dessen Monotonie, dass

glr)) >tz >g Ht), mit ¢ '(t):=inf{x € R|g(x) > t}.

Daraus ergibt sich direkt
/}Rg(:vl)F(d:vl)Z/Rl—F(g_ (t))dté/Rl—H(g_ (t))dtZ/Rg(:vl)H(d:El)

und somit auch die Behauptung fiir den Fall n = 1.

Um die Behauptung fiir den Fall n > 1 zu beweisen, schreibe man das Integral
iiber R™ als iteriertes Integral iiber R beziiglich der verschiedenen Marginalvertei-
lungen und wende dann sukzessive den ersten Fall an. Dies stellt sich genauer wie
folgt dar:

/ g(xy, ...,z F(dxy, ... dx,)

:/R /g(xl,...,
g/R /g(xl,...,

n(dxn|m1, e ,$n_1> Ce Fl(dJIl)

=

x,) F,
o) Hy(dzp |y, . 2 1) Froa(deg 1|2y, .y xy2) ... Fi(dxy)

=



2.2 Girsanov-Transformation 15

S/-"/g(xlw"7~Tn)Hn<dIn’x17'"71771—1)"'Hl(dxl)
R R
:/ g(x1, ...,z H(dxy, ... dxy,).
O

Lemma 2.8. Sei (Q, F, P) ein W-Raum, (ax)ren eine Folge von positiven reellen
Zahlen mit ZZOZI ar = 00, € > 0 und (Ag)ren eine Folge von Mengen aus F mit
P(Api1lo(Ar, ..., Ay)) > €, fir alle k € N. Dann ist Y, | axla, = 0o, P-f.s.

Beweis: Fiir n € N seien
X, = ZakllAk und )?n = Z Gk]lgk,
k=1 k=1
wobei (Zk)kem eine Folge unabhangiger Mengen ist mit P(gk) = ¢ fir alle k € IN.
Wihle ¢ > 0 fest und definiere dazu
B,y ={neN:qa,>c} und B.y:={neN:aqa,<c}.

1. Fall: |B.;| = 00
Fiir alle m € B, ist P(lan1y | > ¢) = ¢ und deshalb

> Plagl | > ¢) = 0.
k=1

2. Fall: |B.1| < o0
Insbesondere gilt

E Ay, = O0.

mEBcJ

Definiere dann fiir alle kK € IN

Ck,c = ak]lgk]l{

akﬂgk <c} '

Fiir jedes m € B.s ist E(Cy,.) = ame und es folgt

ZE(Ck,C) > Z A€ = O0.

o0
k=1 mEBC,g

Insgesamt folgt mit dem Dreireihensatz (vgl. [GS77] Satz 2.2.9, S.126), dass
X, — oo P-fs. fir n — oo. Indem man fir n € N und s € R™ Lemma 2.7
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auf die Verteilungsfunktionen von (X1,...,X,) und (X1, ..., X,) und die monoton
wachsende, beschriankte und von unten halbstetige Funktion

1, falls 37 N
gz, ..., ) =3 alls ZZ:l apry > s
0, falls >0, agxy <

anwendet, erhélt man P(X, > s) < P(X, > s). Daraus folgt X, %y o0 und
schliefflich mit dem Teilfolgenkriterium fiir die P-fast sichere Konvergenz und der
Monotonie der X,,, dass X,, — oo P-f.s. fiir n — oo. O

A~

Lemma 2.9. Seien (Q,F, P) ein W-Raum und (T),)nen, €ine Folge von Zufalls-
grofen mit Ty = 0 P-f.s._und unabhdngigen, identisch exponentialverteilten Zu-
wdchsen. Sei auferdem (Wy)nen, eine von den (T,)new, unabhingige Folge un-

abhdngiger, identisch verteilter, nichtnegativer Zufallsgrofien mit EW, < oo und
P(Wy > 0) = 1. Dann ist die durch

rekursiv definierte Folge (Tn)nE]NO nichtexplodierend, d.h. Tn T oo P-f.s. flirn — oo.

Beweis: Man kann 0.B.d.A. annehmen, dass die ﬁ —ﬁ,l, 1 € IN standard-exponen-
tialverteilt (A = 1) sind. Definiere die Filtration

Fi=0(T;,j=0,...i,(Wiken,), i€ N

Aufgrund des starken Gesetzes der grofen Zahlen konvergiert fiir P-f.a. w € 2 die

Folge (7—1L >y W(w)) und ist somit fiir P-f.a. w € 2 beschréankt. Es existiert
nelN

also eine Fy-messbare reelle Zufallsgroke C' > 0 P-f.s. mit
YW, <nC firalleneN Pfs. (2.6)
i=0

Daraus ergibt sich fiir alle : € IN

~ ~ In2
P(%—T» =

fi) > % (2.7)

i
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denn

~ In2
P(T, T > —
( 41— iC

In der ersten Zeile wurde lediglich die Definition der (i)zelNo benutzt. Bei der
zweiten Zeile wurde (2.6) ausgenutzt. In der dritten und viertel Zeile ging ein, dass
fiir alle € IN der Zuwachs EH T unabhéangig von ]—" und exponentialverteilt ist.
Des Weiteren ist fiir alle n € IN

~ 1 2
Tn = Z i+1 — Z {T+1 T>1n2 - (2'8>
und

iln—2—oo =1 (2.9)
iC - ‘

=1

Indem man (2.7),(2.8) und (2.9) auf Lemma 2.8 anwendet, ergibt sich

o0

~ ~ In 2
P Z(TiH—Ti):OO > P Z {TH—I fi>in2 Z.C,:OO =1
i=0
und somit schlieRlich 7, 1T oo P-f.s. fiir n — oo. m

Nachdem die notige Vorarbeit geleistet wurde, kann nun die Existenz und Gestalt
eines dquivalenten Martingalmafes untersucht werden.

Satz 2.10. Angenommen es gilt h(0) # 0, dann existiert ein Wahrscheinlichkeits-
maf @ ~ P, so dass'Y auf [0,T] ein lokales Martingal bzgl. Q) ist.

Beweis: Da dieser Beweis etwas linger ist, soll zunichst ein Uberblick iiber die
Vorgehensweise gegeben werden. Dazu sei zunéchst an die Aussage von Satz 2.5
erinnert, dass die Dynamik von Y durch einen Sprungprozess Z und einen Driftan-
teil f festgelegt wird. Gébe es ein dquivalentes W-Mal () bzgl. welchem besagter
Sprungprozess Z den Kompensator —f beséfse, wire Y ein lokales ()-Martingal.
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Im ersten Schritt wird deshalb unter Zuhilfenahme von Satz A.17 ein mogliches
Maf konstruiert, welches die oben beschriebenen Eigenschaften hat. Um den Beweis
abzuschliefsen muss allerdings noch nachgewiesen werden, dass das vermeintliche
W-Mals @) tatsédchlich eines ist, worauf der zweite und dritte Schritt des Beweises
verwendet werden.

1. Schritt:
Um Satz A.17 anwenden zu kénnen, muss das Modell zunéchst in Einklang mit der
Notation aus Anhang A gebracht werden.'® Dazu sei auf Bemerkung 2.6 verwie-
sen. Man betrachte also den markierten Punktprozess (7,,, U, )n,en mit Zufallsmafs

p(dt, dz) und (P, F;)-Charakteristik (A, v(dx)). Fiir diesen gilt dann

Z, = /0 t /}R h(0)z p(ds, dx). (2.10)

Als nachstes definiere fur ¢t > 0 und z € R

(

ggf falls f, < 0 und z < 0
1——L — falls f, <Ound z >0
o(t,x) =4 MO t , (2.11)
1+ YIOTIAR falls f; >0 und x <0
%, falls fy >0und z > 0

\

wobei 0.B.d.A. angenommen werden kann, dass EU; , EU;" > 0 gilt.}! Nach Kon-
struktion in Satz 2.5 ist f caglad und somit previsibel, d.h. P-messbar. Folglich
muss ¢ P ® B-messbar sein,'? d.h. ¢ ist previsibel im Sinne von Definition A.10.
Aufserdem gilt ¢ > 0 und

¢
/ / |z| (s, x)Av(dr)ds < oo  P-fs. fiiralle t € [0, 7). (2.12)
0o JR

R
Setze dafiir C; = max (53%1) und C; = min (Ah(o)EUf,Ah(O)EU;>.

OF{ir einen Beweis von Satz A.17 siehe auch Satz 3.11.

HErsetze ansonsten den kritischen Term durch eine beliebige Konstante K > 0. Da v({0}) = 0,
muss in der Tat entweder EUT oder EU™ strikt positiv sein. Falls EU~ = 0 (FUT = 0) ist
also U~ =0 (Ut =0) und somit v({R~}) =0 (v({R*}) = 0). Dann spielt das Verhalten von
¢ auf R~ (R*) keine Rolle.

128 bezeichnet die borelsche o-Algebra.
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Dann ist ¢(t,2) < C; + ‘f | und man erhilt fiir alle ¢ € [0, T]

/Ot/]R|:13]gz§(s,:c))\ v(dx)ds < /Ot/R|a:| (C’l + Vé,—j”) Av(dx)ds
_ /Ot)\ <01 N %_S)'> / 2| v(dz) ds

=E(|th )

= t\CLE(|U4)) |U1 /!f )|ds
< oo PAs.

Die erste Ungleichung ergibt sich wegen der vorher gemachten Abschétzung von ¢.
Die Abschéatzung gegen Unendlich erhélt man wie in Satz 2.3, da h stetig differen-
zierbar ist. Des Weiteren gilt fiir alle ¢ € [0, T']

/R B(0)2é(t, 1)\ v(dz)

—h(0)A < /R 2(t @) v(dr) + /R w0(t,) V(dx)>

RO | [ xEU, v(dr) + [ ( _Ah(gng) v(dr) |, falls f(t) <0

RO | fn- @ (1+ <)(§U ) (d) +f]R+xEU+ v(dz) |, falls f(t) >0

O\ | —EU* + EU* <1 - Ah(g)(jE)’U+) . falls f(£) <0
1

h(O)X | —EUT (1 + Ah(gg%) +EU™ |, falls f(t) >0

\
=— f(t). (2.13)
Nun definiere mit Hilfe von ¢ fiir ¢ € [0, 7]

L; = exp (/O /R(1 — ¢(s,2)) Av(dz) ds) I 4T Uiz, <y (2.14)

nelN

Analog zu (2.12) erhélt man auch

t
/ / (s, x)Av(dr)ds < oo P-f.s. firalle t € [0,7].
0o Jr
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Falls ELy = 1 ist, folgt mit Satz A.17 nun, dass durch j—g = Ly ein zu P
dquivalentes W-Mafs @) definiert wird, beziiglich welchem p(dt,dz) den (Q, F;)-
Intensititskern A2 (dz) = ¢(t, )\ v(dz) besitzt.

Wegen (2.12) kann Korollar A.16 fiir ¢(dt,dz) = p(dt,dz) — A2 (dz) ds und den
Fi-previsiblen Prozess H(s,z) = h(0)z angewendet werden. Zusammen mit (2.10)
und (2.13) ergibt sich schliefslich aus Satz 2.5, dass

// 0)zq(ds,dx) = // 0)z p(ds, dx) // q:)\Qd:c
// 0)x p(ds, dx) — // o(s,x)\v(dx)ds

= Zt + / fs ds = Yt
0
ein lokales )-Martingal ist.

2. Schritt:
Es bleibt zu zeigen, dass KLy = 1 gilt. Dazu definiere man sich eine Folge von
Stoppzeiten 7, := inf{t > 0||fs| > n}, n € N, fir die |f,,| < n gilt.'”® Sei des
Weiteren

(bn(ta iIZ’) = ¢(t7 x>1[0,7—n](t) + ]I(TmT] (t)
Fiir jedes n € N existiert dann eine endliche Konstante K, mit
(¢"(t,7))* < K,, firallet e [0,7) und z € R.
Deshalb erhélt man fiir alle n € IN und ¢ € [0, T

/(gb”(tx v(dz) /Kudx

Auferdem gilt fiir alle 0 < M < oo
E (Lyexp (MNr)) = exp ()\T (exp (M) — 1)) < o,

da Np poissonverteilt ist mit Parameter AT. Man kann nun Satz A.18 anwenden
und erhélt fiir jedes n, dass F(L%}) = 1, wobei (L});c,m der analog zu (2.14) iiber
@™ definierte Dichtequotientenprozess von Q" sei, d.h. %| 7= L}. Damit ergibt
sich
1= E(Ly) = E(Lt1 >y + L7l <1y)
= E(Lr1r,>1y) + E(Lplr, <1y)
= E(Lrlg,>my) + Q" (1, < T). (2.15)

13 f, . bezeichne dabei die cadlag-Version von f. Da die Filtration (Ft)teo,) die Usual Conditions
erfiillt und damit insbesonder rechtsstetig ist und die Menge {x : © > n} offen ist, sind die 7,
auch tatsichlich Stoppzeiten. Vgl. [Irl03] Korollar 6.7, S.129.
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Da aukerdem P(7, > T) — 1 fiir n — 0o aus P(sup;epr |f(t)] < o0) = 1 folgt,
muss schlieklich noch Q" (7, < T) — 0, fir n — oo gezeigt werden. Dann ist
namlich auch FLy = 1.

3. Schritt:

Das weitere Vorgehen in diesem Beweis zielt darauf ab nachzuweisen, dass ein spe-
ziell konstruierter Punktprozess N P-nichtexplodierend ist. Daraus wird es dann
moglich sein Q" (7, < T') — 0, fiir n — oo zu folgern.

Sei zundchst durch Fy; die Verteilungsfunktion der (U;);en gekennzeichnet, d.h.
Fy(z) = v((—00,2]), z € R und durch F;;'(y) := inf {z € R|Fy(x) >y}, y € (0,1)
dessen Pseudo-Inverse. Als néchstes definiere man (auf einem moglicherweise neuen
W-Raum, der wiederum (2, Fr, P) genannt wird) die Folge (U});en durch

)

U =14, F5 (0Vi) + Luc By (p+ (1 = p)Vi), i €N, (2.16)

wobei (V;)ien, (Vi)ien, (14,)ien drei unabhéngige Folgen von jeweils unabhéingigen,
identisch verteilten Zufallsgrofen seien. Dabei seien Vi und V; gleichverteilt auf
(0,1) und A; habe die Wahrscheinlichkeit p := P(A;) = Fy(0). Wie man leicht

einsieht, sind auch die (U;);ew unabhéngig identisch verteilt. Aus

PU; <) =P (1AiF51<pVi> HLeF! (p+ (1-p)W) < ‘T>

=pP<V1§FU—<"T>>+(1—p)P<Vl§w>

p -p
=Fy(zx), z€R

folgt aufserdem, dass Uy die Verteilung v besitzt. Man kann deshalb im Folgenden
0.B.d.A. die Folge (U} );ew mit der Folge (U;);en identifizieren.

Die Konstruktion dient dabei dem Zweck, dass unter einem W-Mafs ()", welches
man wie im vorherigen Schritt aus ¢” erhélt, die Zufallsvariablen V;, V;,i € IN wei-
terhin unabhéngig und gleichverteilt auf (0, 1) sind. Nur die Verteilung der (1 4, );en

andert sich. Ahnlich zu U; definiere man nun

U= —F' 0V V' (p+(1L=p)Vi), i€N.

Da F(jl(pVi) < 0 auf A; fir alle ¢ € N gilt, ist U, > |U;| fiir alle ¢ € IN. Weiter seien

cy = sup |W(t)], co:=[h0)(EU ANEU)]™, c3:=max (

t€[0,T]

EU}! EUL
EU; EUY )

Definiere damit die aufsteigende Folge (T});ew rekursiv durch

A~ ~

T, ~ - Tor— T,
_17 Tn+1 = Tn + + n 77!
A Acg + cacq Zizl Ui

fl = TLEIN,
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wobei die Zuwichse der Folge (7})iew (unter P) unabhingig, identisch standard-
exponentialverteilt seien. Nach Lemma 2.9 ist der Punktprozess (7});ew nicht-
explodierend unter P, wodurch man

0< fir=c1+ Y Ul <oo Pfs ficallet € 0,7),

i>1
und mit 7, := inf {¢t > 0|f,4 > n}, n € N, auch
P(7,<T)—0 fir n—0 (2.17)

erhalt.

Sel nun Q" fir ein n € IN wie in Schritt 1 definiert. Fir beliebiges m € IN
ist dann fiir alle positiven o(V;, V;,i € IN)-messbaren Zufallsgrofen A und fiir alle
Bi,...,Bn € B(RT)

P(Tyir > (T + A)ATITL € By, Ty — Ty € Buio(Vi, Viyi € IN))
=P(Tpsr > (T + A)VANT|Ty € By, ..., Toy — Tony € Bryo(Vi, Visi=1,....m))
<Q"(Tyni1 > (T + A)AT|Ty € By, ..., Tyy — Tyt € B o(Vi, Viyi=1,...,m))

(

_Q ( m+1>( m+A)/\T|T1€Bla“->Tm_Tm 1€Bm,aV ‘_/>Z€]N))
(2.18)

Die Ungleichung ergibt sich leicht, wenn man die Intensitdten von N unter Q"
und des Zahlprozesses N von (TZ)ZE]N unter P auf den stochastischen Intervallen
(T, T ] N[0, T] bzw. (T, Tyya] N [0, T vergleicht. Des Weiteren ist Tyi1 — T
P-unabhiingig und 7,41 — T, Q-unabhiingig von o(V;,V;,i = m+1,m+2,...),
wodurch sich die beiden Gleichungen ergeben. Die erste Unabhéngigkeit ergibt sich
direkt aus der Definition von (T;);en. Die zweite aus der speziellen Form von ¢
aus (2.11) und der Definition der (U;);en in (2.16). Wendet man Lemma 2.7 auf
g(z1,. .., p) = L, >y und die unter o(V;, Vi, i € IN) bedingten Verteilungsfunk-
tionen von (ﬁ, . ,fm) unter P und (71,...,T,,) unter @) an, so ergibt sich fir
jedes m € IN mit Hilfe von (2.18), dass

P(T,, > t|V;,Vi,i € N) < Q"(T, > t|V;, Vi € N)  fiir alle t € [0,7]  (2.19)

und weiter
Ny
Q"(1, <T)< Q" | sup Zh’(t —T)U;| >n
te[0,1] | 5=

Nt
<Q" ClZ’Ui’ >n
i=1
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Nt
=Q" | Q" | Y IUl>nVi,Viie N

=1

Nt

=P|Q" (1> _|Uli>n|ViViieN
=1

Nt
<P|Q"|a) U>n|ViViieN

=1

Nr
<P|Pled U>n|V,ViieN
=1

Die ersten zwei Ungleichungen sind lediglich Abschitzungen. Die zweite Gleichung
ergibt sich daraus, dass die V;, V;, i € IN unter Q die gleiche Verteilung besitzen
wie unter P. Die dritte Ungleichung ergibt sich aus |U;| < U;, i € IN und die vierte
aus (2.19). Mit (2.17) folgt schlieklich die Behauptung. O

Bemerkung 2.11.

1. Offensichtlich ist @) nicht eindeutig. Wiirde man in (2.11) ¢ beispielsweise wie
folgt definieren

aEEUU1_1+, falls f; <0 und z < 0,

ot.2) = a— ,\h((;)chUj’ falls f; <0 und z > 0, (2.21)
b+ ,\h(o)tEU;’ falls f; > 0 und x < 0,
”jUUlj, falls f, > 0 und z > 0,

mit a,b > 0, erhielte man ebenfalls ein dquivalentes Mafs unter welchem Y
ein lokales Martingal wére.

2. Eine heuristische Erklarung dafiir, dass ein dquivalentes Martingalmaf fiir
Y existiert, der Markt mit einem Finanzgut Y also arbitragefrei ist, kann
durch folgenden Gedanken gegeben werden. Sobald ein Investor die durch
einen vorangegangenen Sprung erzeugte Drift ausnutzen will, muss er auch
das Risiko tragen, dass ein weiterer Sprung unmittelbar bevorsteht.
Andersherum kénnte man sagen, die Drift des Shot Noise-Prozesses stellt eine
Risikopréamie fiir das beziiglich dem risikoneutralen Maf nach dem Sprung
erhohte Risiko fiir weitere Spriinge dar.



24 2.2 Girsanov-Transformation

Eine in Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie oft gemachte Vorausset-
zung ist die Unabhéngigkeit von auftretenden Zufallsgrofen und deren identische
Verteilung, da diese Annahme analytische Ergebnisse stark vereinfacht oder iiber-
haupt erst ermoglicht. Eine interessante Frage im Kontext dieser Arbeit ist daher,
ob oder wann die Eigenschaft der unabhéngigen, identisch verteilten Spriinge bei
einem Mafswechsel von P nach @) erhalten bleibt. Bislang wurde nur gezeigt, dass
iiberhaupt irgendein zu P &quivalentes Mals ) existiert, bzgl. welchem der SNP
Y ein lokales Martingal bildet. Ein Blick auf (2.21) zeigt, dass die Verteilung fiir
einen Sprung zum Zeitpunkt ¢ von f; abhéangt. f; wiederum ist i.A. vom jeweili-
gen Zeitpunkt und der jeweiligen Hohe aller vorangegangenen Spriinge abhéngig.
Das bedeutet, dass die u.i.v.-Eigenschaft unter () i.A. nicht gewéhrleistet werden
kann. Die gute Nachricht jedoch ist, dass es unter gewissen Einschrankungen mog-
lich ist, ein dquivalentes Martingalmall zu konstruieren, unter welchem die Spriinge
unabhéangig, identisch verteilt bleiben.

Korollar 2.12. Angenommen es ist h(0) > 0, h'(t) < 0 fir allet > 0 und die
(U)ien sind alle entweder P-f.s. positiv oder negativ, dann ezistiert ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs QQ ~ P, so dass Y bzgl. Q ein lokales Martingal auf [0,T] ist
und (U;)ien auch unter @ eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zu-
fallsgréfien ist.

Beweis: Es kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass die (U;);en sdmtlich P-f.s.
positiv sind. Da aufserdem A > 0 und A/(t) < 0 fiir alle ¢ > 0, folgt f; < 0 P-fs.
fiir alle t € [0,7]. Auberdem hat v keine Masse auf R™. Man kann deshalb anstelle
von ¢ aus (2.11)

- Ji

=1———t _ ¢tel0,T],

wahlen und damit analog zu (2.10) ein W-Maf ) konstruieren, welches die er-
forderlichen Eigenschaften besitzt (der Beweis hierzu lauft ansonsten analog zum
vorherigen Satz). Da ¢ unabhingig von x ist, ist p(dt,dx) ein Punktprozess mit
(Q, Fi)-Charakteristik (@A, v(dz)). Insbesondere ist fiir alle i € IN die bedingte
Verteilung Q(U; € A|Fr,—) = v(A), A € B, unabhéngig von T;. Die (U;);en miissen
deshalb auch unter () unabhéngig, identisch verteilt sein. O

Bemerkung 2.13.

1. Auf die Bedingung, dass die (U;);en entweder negativ oder positiv sind, kann
nicht verzichtet werden. Dies liegt im Wesentlichen daran, dass nur dann die
Intensitdt des Punktprozesses unter () strikt positiv ist, wenn f strikt positiv
bzw. negativ ist.

2. Korollar 2.12 liefert ein Mafs @, bzgl. welchem der Zahlprozess N = N(R)
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Abbildung 2.2. Zeigt einen Hawkes-Prozesses. Der linke Plot beschreibt den Verlauf
von Z(t) = Ef\ﬁl U;, der rechte zeigt die Entwicklung der Intensitdt A des unterliegenden
Punktprozesses N.

eine Q)-Intensitéit der Form

Ni—
Q_ U S W—T
A _gzﬁt)\@_)\ OV EUT =2 MOV ETT ;Uzh t—T) (2.22)

=1

hat. Da der Punktprozess unter () nichtexplodierend ist, gilt insbesondere
A2 < oo fiir alle t € [0,T]. Ausgehend von einer Grundintensitét A regt sich
der Punktprozess also selbst an, da jeder Sprung die Intensitét im Folgenden,
geméfs der Funktionsvorschrift —h’ > 0 erhoht. Solche Prozesse sind auch
unter dem Namen Hawkes-Prozesse bekannt, fiir Details sei auf [Haw71| ver-
wiesen. Abbildung 2.2 veranschaulicht den Verlauf eines Hawkes-Prozesses.
Es ist deutlich die selbstanregende Struktur zu erkennen.

Abschliefsend wird die Situation aus Beispiel 2.4 wieder aufgegriffen.

Beispiel 2.14. In Beispiel 2.4 wurde vorausgesetzt, dass Y ein SNP mit Charak-
teristik (h, v, \) ist, wobei h die spezielle Gestalt

0 falls t < 0,
h(t) =
exp (—ct) fallst >0



26 2.2 Girsanov-Transformation

hat, mit ¢ > 0. Sei nun zusétzlich angenommen, dass v(R~) = 0, d.h. die Voraus-
setzungen fiir Korollar 2.12 sind erfiillt. Zunéchst ergibt sich fiir alle ¢ € [0, T']

Ny N

fi = Z Uh'(t —T;) = _CZ U; exp (—c(t — ﬂ)) =—cY,_.
i=1 =1

Wird nun ein Mafs () geméaft Korollar 2.12 konstruiert, so hat der Punktprozess
(10, Up)nen die Q-Intensitét

DT T

fir geeignete A*,6>0 (vgl. (2.22)). Bezeichne im Folgenden (X?)te[O,T] die rechts-
stetige Version von ()\?>te[0,T]a d.h.

A2 =\ 4 6cY,.
Dann gilt mit der Notation aus Satz 2.5, dass

A2 =\ 4 6cY;
+ Nso

=\+dc| Z, + / Z —cU; exp (—c(s — Ti))ds
0 =1

— N 4 Se <Zt+/0t —ci <5\8Q7_,\*> ds)
« 50 .
— ) —c/o (As,—A)dscht.

Es gilt also B B B
AN = (N = 2N) +dcdZ;, A =\

Zum Ende des Kapitels seien die wichtigen Ergebnisse nochmals zusammenge-
fasst. Ausgehend von der Definition eines SNP (Definition 2.1) wurde in Satz 2.10
gezeigt, dass ein zu P adquivalentes Maf existiert, bzgl. welchem der SNP ein loka-
les Martingal bildet. Unter weiteren Einschriankungen (vgl. Korollar 2.12) erhielt
man zudem die Existenz eines dquivalenten Martingalmafes (), unter welchem die
Spriinge des SNP weiterhin unabhéngig und identisch verteilt sind. Neben dieser,
fiir analytische Zwecke oft sehr hilfreichen Eigenschaft wurde ein wichtiges Beispiel
herausgearbeitet. So hat sich herausgestellt, dass unter der Annahme einer expo-
nentiellen Wirkungsfunktion die @-Intensitit des unterliegenden Punktprozesses
eine besonders einfache Gestalt annimmt. Vor dem Hintergrund, dass in der Fi-
nanzmathematik Bewertungen mit Hilfe dquivalenter Martingalmafie durchgefiihrt
werden, gewinnt diese Erkenntnis an Bedeutung.



3 Das Shot Noise-Modell

Im ersten Kapitel wurde bereits eine Idee zur Modellierung eines Finanzmarktes
gegeben, welcher den in der Einleitung angesprochenen Phénomenen der Market
Overreaction und Mean Reversion Rechnung tragt. Es wurde angeregt dafiir Shot
Noise-Prozesse zu verwenden, welche daraufhin im letzten Kapitel untersucht wur-
den. Die dort erhaltenen Ergebnisse sollen nun gewinnbringend bei der genauen
Modellierung und Untersuchung des resultierenden Modells eingebracht werden.

Im ersten Abschnitt werden dazu die Grundannahmen in ein mathematisches
Modell iibertragen. Dieses wird dann im zweiten Abschnitt durch das Konzept
der stochastischen Volatilitdt erweitert. Da diese Arbeit darauf abzielt Derivate zu
bewerten, muss das Modell unter risikoneutralen Mafsen untersucht werden. Dazu
wird zunéchst festgestellt, wie sich das Modell unter einem allgemeinen Maftwechsel
verhélt. Danach ist man in der Lage eine Klasse von Martingalmafen zu identifi-
zieren, die zum einen analytisch handhabbare Ergebnisse zuldsst, die zum anderen
aber noch recht allgemeine Voraussetzungen erfiillt. Dabei werden die Ergebnisse
aus dem vorangegangenen Kapitel natiirlich eine wichtige Rolle spielen.

Dort wurde bereits als wichtiges Beispiel das Verhalten eines SNP unter einer
exponentiellen Wirkungsfunktion genauer untersucht. Dieser Spezialfall wird auch
in der weiteren Analyse des SNM eine grofte Rolle spielen. Fiir eine moglichst allge-
meine Darstellung werden jedoch, soweit es keinen groffen Mehraufwand darstellt,
zundchst die Eigenschaften fiir alle nichtnegativen Wirkungsfunktionen gezeigt,
die monoton fallend sind. Dies stellt insofern keine Einschrankung dar, als dass
die urspriingliche Problemstellung dieses Modells die Untersuchung etwaiger Mean
Reversion-Effekte war, die bereits eine fallende Wirkungsfunktion implizieren.

3.1 Der Preisprozess im Shot Noise-Modell
Im ersten Kapitel wurde angeregt (vgl. (1.4)), dass der Preisprozess die Form
S, = Syexp (Y;), te[0,T], (3.1)

besitzen soll. Dabei ist Y ein Shot Noise-Prozess und S ein geometrischer Wiener-
prozess mit Drift p, Volatilitdt o und Anfangswert Sy = z, wie er im BSM auftritt
(vgl. (1.2)).

Wie bereits erwéahnt, wird das Modell spéter unter einem risikoneutralen Malfs
untersucht. Korollar 2.12 hat fiir den Fall von einfachen Shot Noise-Prozessen ge-
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zeigt, dass sich das Verhalten der ,risikoneutralisierten Version® unter gewissen
Annahmen stark vereinfacht. Es ist zu erwarten, dass sich diese Eigenschaft auf
einen Prozess der Form (3.1) iibertrigt. Eine Voraussetzung war, dass die Spriinge
entweder sdmtlich positiv oder negativ sein miissen. Allerdings wiirde es nur we-
nig Sinn ergeben sich bei der Modellierung eines Finanzmarktes auf ausschliefslich
positive oder aber negative Spriinge zu beschranken. Ein moglicher Ausweg ist es
einen zweidimensionalen SNP (Y+,Y ™) zu betrachten, wobei (Y*) zwei unabhin-
gige SNP mit Charakteristik (h*, %, \*) sind. Dabei seien sowohl v* als auch v~
Verteilungen auf R™ und A" und h~ Funktionen wie in Definition 2.1, die zudem
monoton fallend sind auf R*. Definiere dann

Y=Yt —Y,, telo,T]. (3.2)

Y ist dann wiederum ein SNP mit Positivteil Y+ und Negativteil Y ~.! Bei einer
Maftransformation, so die Idee, konnen Positiv- und Negativteil dann unabhéngig
voneinander im Sinne von Korollar 2.12 | risikoneutralisiert” werden.

Im Folgenden wird angenommen, dass die Aufwérts- und Abwértsspriinge expo-
nentialverteilt sind mit Parametern & (mit Erwartungswert 1/£4), wobei £, > 1
und £ > 0.2 Die Bedingung &, > 1 stellt dabei sicher, dass E(exp(U™T)) < .

Seien des Weiteren N* die zu Y* gehorigen Poissonprozesse mit konstanter In-
tensitit A* € RT und Sprungzeiten 0 < T}7F < T3 < ... baw. 0 < T} < Ty < ...,
dann liefert Einsetzen von (3.2) in (3.1) nun

52
Sy=zexp| |p——=|t+ocW,

2
NS Ny

xexp | Y UFRH(t=TF) [exp | Y U b (t=T7)|.  (3.3)
i=1 =1

Aufgrund der Stetigkeit der anderen Komponenten stimmen die Sprungzeitpunkte
von S mit denen von N* und N~ iiberein, d.h. es ist

AS, = 8~ S = S,_ ((exp (UFh*(0)) — 1) AN} + (exp (—U;h=(0)) — 1) AN;) .

Fiir einen Aktienpreis, der dem Prozess aus (3.3) folgt, gilt also Folgendes: Treten
keine Spriinge auf, so verhélt sich der Aktienpreis wie im Black-Scholes-Modell,
d.h. es ergibt sich eine erwartete Rendite p mit konstanter Volatilitdt o. Tritt
zum Zeitpunkt TZ-jE = t ein Sprung auf, so verdndert sich der Preis der Aktie um

!Genau genommen wire dazu eine leichte Verallgemeinerung von Definition 2.1 notwendig, da
die Wirkungsfunktion nun vom Vorzeichen der Spriinge abhéngt.
2Diese Vorgehensweise entspricht der von [Kuo02].
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Abbildung 3.1. Zeigt eine Shot Noise-Sprung-Diffusion (vgl. Definition 3.4) mit x = 100
und Parametern p = 0.1, 0 = 0.2, AT = 1, A~ = 1. Die Spriinge sind jeweils Exp(10)-
verteilt. Links ist ht(t) = e 5 h=(t) = e~ und rechts h*(t) = h=(t) = 0.

Sy (exp (£UFh*(0)) — 1), was im Falle eines positiven Sprunges einer relativen
Verinderung von exp (U;7h7(0)) — 1 > 0 und im Falle eines negativen Sprunges
einer relativen Verdnderung von exp (—U; h~(0)) — 1 < 0 entspricht. Es ist zu
beachten, dass stets exp (—U; h=(0)) — 1 > —1 ist. Dadurch ist sichergestellt, dass
der Aktienpreis S; auch trotz eines Abwértssprunges positiv bleibt. In der Folgezeit
nach einem Sprung wird dieser geméfs der Funktionsvorschrift von A kompensiert.
Falls h(t) — 0, fir t — oo, bedeutet dies, dass der Sprung iiber lange Sicht (beinahe)
vollstdndig kompensiert wird. Wie sich gleich in Satz 3.1 zeigen wird, schlégt sich
dieses in der Dynamik des Aktienpreises durch eine zusétzliche Drift in Héhe von
FUFN*(t — T7) nieder.

Abbildung 3.1 veranschaulicht graphisch den Verlauf einer Sprung-Diffusion. Da-
bei sind in beiden Féllen die Zuwéchse durch den Wienerprozess und die Sprung-
prozesse gleich. Links treten nach den Spriingen Shot Noise-Effekte geméaf den Wir-
kungsfunktionen A*(t) = e und h™(t) = e * auf. Rechts bleiben diese Effekte
durch die Wahl von At (t) = h~(t) = 0 aus.

Wie schon im ersten Kapitel erwédhnt, wird hier nur ein kontinuierliches Finanz-
marktmodell mit endlichem Handelszeitraum [0, 7] mit 7' < oo untersucht. Deshalb
werden auch nur die auf [0, 7] eingeschrankten Prozesse betrachtet. Der zugrunde
gelegte W-Raum ist (£2, Fr, P) mit einer Filtration (F;).ejo.7], die die Usual Con-
ditions erfiillt und bzgl. der W und Y* adaptiert sind. P bezeichnet dabei das
statistische Maf.

Bevor gleich die Dynamik des Preisprozesses S unter P erldutert wird, sei noch
darauf hingewiesen, dass mit den Doppelfolgen (T'F, U¥),cn ebenso wie im zweiten
Kapitel Punktprozesse mit (P, F;)-Charakteristik (A%, v%(du)) assoziiert werden
konnen.
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Satz 3.1. Sei S wie in (3.3), dann ist S ein Semimartingal und die Dynamik von
S nt € [0,T] ist gegeben durch

dS; =S, ((u + fif - f;) dt + o dW,
+ (exp (UF) — 1) dN;" + (exp (U, ) — 1) dNt_) : (3.4)

wobei

N
fE=D Ut -TF), te(0,T).
i=1

Beweis: Um ein wenig Schreibarbeit zu sparen, wird im Beweis angenommen, dass
der Prozess aus (3.3) nur durch einen Shot Noise-Prozess Y; = SN, Uih(t — T5),
t € [0,7], beeinflusst wird. Bei einer Aufteilung in Negativ- und Positivteil 1&uft
der Beweis vollkommen analog ab.

Die Behauptung kann mit Hilfe der partiellen Integrationsformel fiir Semimar-
tingale gezeigt werden.® Demnach ist, vorausgesetzt, dass S und exp (Y') Semimar-
tingale sind, auch Sexp (Y) ein Semimartingal mit

d(gtexp (yt)) = exp (Vi) dS,+5,_ d (exp (Y;))+d[S, exp (Y)];, ¢ € [0,T]. (3.5)

In den folgenden drei Schritten werden d (exp (Y;)), dS, und d[S, exp (Y)]; unter-
sucht. In einem vierten Schritt kénnen die dort erhaltenen Ergebnisse auf (3.5)
angewendet werden.

1. Aus Satz 2.3 ist bereits bekannt, dass Y ein cadlag-Prozess von lokal beschrank-
ter Variation ist und somit ein rein unstetiges Semimartingal,® d.h. es ist [V, Y]¢ = 0
fiir alle ¢ € [0, 7. AuBerdem ist exp eine reelle C3-Funktion. Die Ito-Formel® besagt,
dass dann auch exp (V) ein Semimartingal ist und fiir ¢ € [0, T

1
dexp (Yy) =exp (Vi) dY; + 5 exp (Y ) Y Y]
+ (exp () — exp (Y;-) — exp (Y;-)AY;) dN,
= exp (Y;-) dY; + (exp (V) — exp (Vi) — exp (Y;-)AY;) dN,

gilt, da die Spriinge von exp(Y’) aufgrund der Gestalt von Y natiirlich mit denen
von N lbereinstimmen. Satz 2.5 liefert auflerdem

d}/t = ft dt + Ut dNt

3Vgl. [Pro05] Korollar 11.6.2, S.68.
4Vgl. [Pro05| Definition und Theorem 11.6.26, S.71.
5Vgl. [Pro05] Theorem 11.7.32, S.78.
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Zusammen ergibt sich fiir ¢ € [0, 7]

dexp (Y;) =exp (Vi) dY; + (exp (Vi + AY;) — exp (Yin) — exp (Vi )AY;) dN,
=exp (Vi) fr dt + exp (Y- )Up dNy + exp (Yi + Up) dN;
—exp (Y;_) dN; — exp (Y, ) Uy ANy
=exp (Yi-) (fedt + (exp (Us) — 1) dN,) . (3.6)

2. S ist ein geometrischer Wienerprozess, es ist also ein Semimartingal und erfiillt
die stochastische Differentialgleichung

dS, = S,_(pdt + o dW,). (3.7)

3. Zum einen ist S stetig, woraus [S, 5], =[S, S]¢, baw. AS, = 0 fiir alle t € [0, T]
folgt. Zum anderen ist exp(Y'), wie auch Y, ein rein unstetiges Semimartingal.
Deshalb ergibt sich fiir die quadratische Kovariation von S und exp(Y), dass®

[5, exp(Y)] = S, exp (Yp) + Z AgsA expY, = S exp (Yp), fiir alle t € [0,77,
—— ——

0<s<t ~
wobei die Stetigkeit von S ausgenutzt wurde. Insbesondere folgt
d[S,exp(Y)], =0 fiir alle ¢ € [0, 7). (3.8)
4. Fiir (3.5) gilt nun unter Beriicksichtigung von (3.6), (3.7) und (3.8)

d <§t exp (Yt)> =exp (Yt,)gt, (pdt + o dWy)

+S,_exp (Y;) (frdt + (exp (Uy) — 1) dINy)
=S (pdt + o dWy) + S;— (fedt + (exp (Up) — 1) dNy)
=S;_ ((u + fi)dt + o dW; + (exp (U;) — 1) dNt) ,

woraus sich die Behauptung ergibt. O

Definition 3.2. Es sei (Q, Fp, P) ein W-Raum mit einer Filtration (F)icqo,r),
die die Usual Conditions erfiillt. Weiter seien (W;);>o = (W}, ..., W)= ein n-
dimensionaler Fi-adaptierter Wienerprozess und p’(ds,dz), j = 1,...,m Zufalls-
maRe (assoziiert mit markierten F;-adaptierten Punktprozessen), und p, o', 47 fiir
i=1,...,nund j =1,...,m Fi-previsible Prozesse, so dass fiir alle t € [0, T

t t t
/ \ps| ds < o0, / (08)*ds < o0, / / 1V (s, 2)|M(dz) ds < oo P-fs.,
0 0 0o JR

6Vgl. [Pro05] Theorem 11.6.28, S.75.
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wobei X (dz) den F-Intensitétskern von p/ (dt, dz) bezeichne. Dann heiRt ein Pro-
zess der Form

t n t m t
St:SO+/usds+Z/aidW;—FZ//vj(s,x)pj(ds,dx)
0 — Jo =)o JE

(allgemeiner) Sprung-Diffusionsprozess.
Bemerkung 3.3.

1. Die Definition einer Sprung-Diffusion lésst sich leicht auf den d-dimensionalen
Fall (d € IN) erweitern, indem man annimmt, dass p, o, v d-dimensionale
Prozesse sind.

2. Man stellt leicht fest, dass der Prozess aus (3.3) mit der Dynamik aus (3.4)
ein Sprung-Diffusionsprozess ist, was die folgende Definition motiviert.

Definition 3.4. Ein Sprung-Diffusionsprozess mit der Form aus (3.3) heifst Shot
Noise-Sprung-Diffusionsprozess (kurz SNSD).

Es wére nun moglich, das im ersten Kapitel angeregte SNM mit Hilfe einer SNSD
zu erklaren. Dieses stellt jedoch lediglich einen Spezialfall eines Shot Noise-Modells
mit stochastischer Volatilitiat dar, auf welches in dem folgenden Abschnitt hingear-
beitet wird.

3.2 Stochastische Volatilitat

Im ersten Kapitel wurde bereits festgehalten, dass bei der Modellierung von Fi-
nanzmarkten nicht nur das Konzept der Preisspriinge sondern zudem auch das der
stochastischen Volatilitdt berticksichtigt werden sollte. In diesem Zusammenhang
wurden das Heston- und das Bates-Modell genannt, welche bei der Modellierung
der stochastischen Volatilitat auf einen Wurzel-Diffusionsprozess (Square Root Dif-
fusion) zuriickgreifen, der dann an die Stelle der konstanten Volatilitat o aus dem
BSM tritt. Diese Vorgehensweise wird bei dem Shot Noise-Modell iibernommen.
Zunéchst sei die Definition und eine kurze Zusammenfassung der wichtigen Eigen-
schaften des Wurzel-Diffusionsprozess gegeben.

Definition 3.5. Es seien reelle Parameter k > 0, # > 0, ¢ € R und ein Wienerpro-
zess (W})i>0 gegeben. Ein stochastischer Prozess (v;);>0 heifst Wurzel-Diffusions-
prozess (kurz WDP) mit Parametern s, 0,0, wenn er die stochastische Differenti-
algleichung

dvy = k(0 — vy) dt + o/v AW

mit Startbedingung vy 16st.
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Die Wirkungsweisen der einzelnen Parameter sind leicht wie folgt zu interpretie-
ren:

e 0 ist das Gleichgewichtsniveau des Prozesses. Ist v; < 6, so hat der Prozess
eine positive Drift und im Fall v; > 6 eine negative. Das bedeutet, dass der
Prozess immer wieder zum Niveau 6 zuriickgezogen wird.

e x gibt die Geschwindigkeit der Regulierung in Richtung Gleichgewichtsniveau
wieder.

e o ist die Volatilitat des Prozesses und bestimmt somit wie stark die Schwan-
kungen des Wienerprozesses auf den Prozess {ibertragen werden.

Des Weiteren hat ein WDP noch folgende wichtige Eigenschaft.

Satz 3.6. Sei (v¢)i>0 ein WDP mit Parametern k,0, 0 und positiver Startbedingung
vo. Dann ist v P-f.s. nichtnegativ, d.h. es gilt P(v; > 0) =1 fiir alle t > 0. Ist des
Weiteren die Stabilititsbedingung 2k0 > o2 erfiillt, so ist v P-f.s. strikt positiv.

Bewers: Fiir einen Beweis sei lediglich darauf hingewiesen, dass diese Eigenschaft fiir
einen WDP aus den Pfadeigenschaften von quadratischen Besselprozessen” folgt, in-
dem man zeigt, dass ein WDP mit Parametern &, 6, ¢ mit Hilfe eines quadratischen
Besselprozesses der Dimension %9 > 2 dargestellt werden kann.® O]

Der Wienerprozess W@ des WDP soll mit dem des Aktienpreisprozesses im Shot
Noise-Modell, also W, korreliert sein. Folgendes Lemma wird sich als niitzlich er-
weisen um dies besser handhaben zu konnen.

Lemma 3.7. Seien W und W? unabhingige Wienerprozesse und p € [—1,1], dann
st der durch

W2 = pWl+/1—p2W?2 tel0,T], (3.9)
definierte Prozess ein Wienerprozess und fiir alle t € [0,T] gilt [W', W3], = pt.

Beweis: Der erste Teil folgt leicht mit Hilfe der Lévy-Charakterisierung von Wie-
nerprozessen.” Demnach ist ein Prozess X = (X!,..., X?) genau dann ein d-
dimensionaler Wienerprozess, wenn er ein stetiges lokales Martingal ist mit

0, fallse#j

. (3.10)
t, fallsi=j

[Xi,Xj]t - t(5i’j == {

Mit W' und W? ist natiirlich auch W3 ein stetiges Martingal. AuRerdem gilt
(WE W, = W2 W?|, =t und W', W?, = [W2 W', = 0 fir alle t > 0, da

"Vgl. [JYC09] Abschnitt 6.1.3.
8Vgl. [JYCO09] Proposition 6.3.1.1, S.357.
9Vgl. [Pro05] Theorem 39, S.86.
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(W, W?) ein zweidimensionaler Wienerprozess ist. Zusammen mit der Bilinearitét
von [+, ] ergibt dies

(W2 W2, = [pW' + /1 = p2W?2, pWh + /1 — p?W?,
= [le,pWI]t + [V 1 - p2W27 \% 1- ,02W2]t + 2[IOW17 \% 1- p2W2]t
= P WL W +(1 = p°) W2 W2, +2p/1 — p? WL W2,
=t =t =0
=p*t+(1—p*)t =t
Die zweite Eigenschaft folgt dhnlich, denn
[Wla W3]t = [W17PW1 + \% 1- p2W2]t =p [W17 Wl]t + V I p2 [W17 WQ]t = pt
=t =0
O

Nachdem die ndtige Vorarbeit geleistet wurde, kann schlieklich das Shot Noise-
Modell mit stochastischer Volatilitat, bzgl. des statistischen Mafes P angegeben
werden:

Definition 3.8. Als Shot Noise-Modell mit stochastischer Volatilitit (kurz SNSVM)
wird ein kontinuierliches Finanzmarktmodell mit endlichem Zeithorizont T und zwei
Finanzgiitern bezeichnet. Das erste Finanzgut [ ist dabei eine risikolose Anlage mit
stetiger Verzinsung zum Zinssatz r, d.h.

By =exp(rt), tel0,T].

Das zweite Finanzgut wird durch den positiven Anfangspreis Sy = x und die Dy-
namik des Aktienpreises und dessen Volatilitit festgelegt. Diese sind durch

s =i ((ne+ £ = ) v V& (pawi+ VT=F i)

+ (exp (UF) = 1) anyt + (exp (~U7) — 1) dNt) (3.11)
dvy =Ky (0 — vy) dt + o/ AWy, 19 = w (3.12)

gegeben, wobei
N;E
fif =) UK =T7), te0.T).
i=1

Dabei gilt:

e W und W sind Wienerprozesse.
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e N' und N~ sind Poissonprozesse mit Intensitat A bzw. A~ und Sprungzeiten
0<Ty <Ty <...bzw. 0<Ty <Ty <...

e Die Spriinge Uli, U2i, ... sind unabhéngig, identisch Exp(&y)-verteilt, wobei
Eo>1, 6 >0.

e Die Prozesse W, W, N*, N~ und die ZufallsgroRen (U;")icw und (U )ien
sind voneinander unabhéngig.

e ht : R — Ry sind nichtnegative Funktionen mit » = 0 auf R~ und stetig
differenzierbar und monoton fallend auf R*.

o pe[—1,1], u,r € R, Ky, 0y, 0, w > 0 und 2k,0, > 2.

e Alle Zufallsgrofen und Prozesse sind auf dem W-Raum (€2, Fr, P) mit Fil-
tration (F)scpo,r) definiert, die die Usual Conditions erfiillt.

Bemerkung 3.9. Dieses Modell beinhaltet sowohl Spriinge als auch stochastische
Volatilitat und beschreibt deshalb einen sog. unvollstindigen Markt. Dabei ist die
Volatilitat iiber p mit dem Preisprozess korreliert. Indem p negativ gewahlt wird, ist
es moglich den Leverage-Effekt mathematisch zu erfassen, wonach fallende Kurse
die Volatilitdt des Marktes erhohen. Die Spriinge im Preisprozess tragen der Be-
obachtung Rechnung, dass sich Preise (z.B. durch das Eintreffen neuer relevanter
Informationen) plétzlich dndern kénnen. Die Besonderheit dieses Modells liegt dar-
in, dass es Shot Noise-Effekte beriicksichtigt. Diese kénnen als Uberreaktion (auf
neue Informationen) mit anschlieflender Kompensation interpretiert werden.

Wird in obiger Definition die Volatilitdt v konstant gleich ¢ gewahlt, so erhalt
man ein einfaches Shot Noise-Modell.

Abschliefsend fiir diesen Abschnitt wird gezeigt, dass ein Prozess, der die Diffe-
rentialgleichung aus (3.11) 16st, eine dhnliche Gestalt wie der Prozess aus (3.3) hat.
Die Definition eines SNSVM fiihrt also die Intuition fort, mit der der Preisprozess
fiir ein einfaches SNM entwickelt wurde.

Satz 3.10. Die Liosung der stochastischen Differentialgleichung aus (3.11) ist ge-
geben durch

1 [t t t B
St:xexp(pt—i/vsds+p/ \/U_des—i-\/l—p?/ \/U_des>
0 0 0

NS Ny
xexp [ Y UFhT(t =T [exp | Y ~U b (t=T7) |, te(0,T].
=1

7
i=1
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Beweis: Definiere fiir t € [0, T

N 1 [t t t B
St::a;exp<,ut—§/vsds+,0/ \/U_des+v1—P2/ \/U_des)
0 0 0

Zeigt man nun, dass

d§t:§t(udt—k\/v_t(det—l—\/l—p?th)), te0,7], So=z (3.13)

gilt, so folgt die Behauptung mit Hilfe der partiellen Integrationsformel fiir stochas-
tische Integrale wie in Satz 3.1.

Betrachte dazu X; := exp (ut), t €0, T] als Losung von dX; = Xy di. Insbeson-
dere folgt dX;' = —X; 'judt. Sei S := S/x, wobei S ecine Lésung von (3.13) sei.
Mittels partieller Integration folgt

dX;7'S, = X1 dS, + S, dX; ' +d[S, X7V,
%,_/

= X 'Sypdt + X718,/ (det+\/1— th>—§tX;1udt
— X '5,\/0r (det+\/1— th>, X158 =1 (3.14)

Die Losung von (3.14) ist das sog. stochastische Exponential oder auch Doléans-
Dade-Ezxponential'® von

¢ ¢
Wt::p/ \/U_SdWS+\/1—p2/\/’U_SdWS, t €[0,7],
0 0

und lésst sich aufgrund der Stetigkeit von W bestimmen durch

X8 = exp (Wi - 50,
=eXp(p/0t\/v_des+\/1—7p2/0t\/v_des
_1/0 (pv/e)° ds__/ <\/1_7\/U—> ) t€0,7T],

wobei ausgenutzt wurde, dass (W, W) ein zweidimensionaler Wienerprozess ist und
vy < oo fiir alle t € [0, T]. Multipliziert man beide Seiten obiger Gleichung mit X;-x
folgt schlieklich die Behauptung. m

10Vgl. [Pro05] Theorem I1.8.37, S.84.
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3.3 Agquivalente MartingalmaRe

Nachdem in den letzten Abschnitten das Modell unter dem statistischen Maf er-
klart wurde, soll nun darauf hingearbeitet werden, eine Bewertungsgrundlage fiir
Derivate zu finden, d.h. fiir Finanzinstrumente, deren Preise aus dem der Aktie
abgeleitet werden. Zur Bewertung werden, wie im ersten Kapitel bereits erwéhnt,
risikoneutrale Mafte herangezogen. Da ein unvollstindiger Markt zugrunde gelegt
wird (stochastische Volatilitét, Spriinge), ergibt sich nicht nur die Existenz eines
bestimmten risikoneutralen Mafes, sondern gleich die unendlich vieler.!! Eines von
diesen dann als ,Richtiges* oder ,Bestes* auszuwéhlen, ist i.A. jedoch nicht mog-
lich, da mit Hilfe eines jeden dieser risikoneutralen Mafse ein arbitragefreier Preis
bestimmt werden kann.

Ein moglicher Ansatz ein , Bestes” auszuwéhlen, bestiinde darin, das risikoneutra-
le Maft anhand der Nutzenfunktion eines reprdsentativen Investors zu optimieren.
Ein Weiterer ware die Bestimmung des sog. minimalen Martingalmajffes. Dieses
stellt das Gegenstiick zu einer Hedgingstrategie dar, die das lokale quadratische
Risiko minimiert.'?

Der hier verfolgte Ansatz, welcher im Sinne eines besseren Versténdnisses zu-
néichst kurz zusammengefasst wird, sieht vor, die Dynamik des Modells unter ei-
ner Klasse in Frage kommender risikoneutraler Mafe zu parametrisieren, um dann
durch eine Kalibrierung an Marktdaten das durch den Markt ,gegebene” risiko-
neutrale Maf zu erhalten. In diesem Sinne ist es auf der einen Seite von Interesse
eine moglichst grofse Klasse von Mafen zu beschreiben. Denn die Anpassung ist
natiirlich umso genauer, je allgemeiner die Mafe sind, d.h. je grofer die Klasse
der betrachteten Mafe ist. Auf der andere Seite ist zu erwarten, dass die analyti-
sche Handhabbarkeit mit einer wachsenden Klasse von Mafsen abnimmt und eine
Parametrisierung schwieriger wird.

Um jedoch zunéchst iiberhaupt in Frage kommende Mafte zu erhalten, werden in
Satz 3.11 Prozesse der Form

L; =exp (/OtﬁdeS - %/Otﬂider/otﬁdeS - %/Otﬁﬁds)
X exp (/:/R (1 - ¢jg+(u)) A vt (du) ds> ﬁ
X exp ( / t /R (150 () A v (du) ds> ﬁw;ng-w;) (3.15)

n—=

HUnter gewissen technischen Voraussetzungen ist die Existenz eines risikoneutralen Mafies dqui-
valent zur Arbitragefreiheit. Vgl. [JYC09] S.85 ff. fiir Details.

12Vgl. [JYCO09] S.547 ff., Details bezogen auf den Fall, dass der Preisprozess Shot Noise-Effekten
unterliegt, finden sich in [ASS08] und [SS07].




38 3.3 Aquivalente Martingalmafe

fiir geeignete previsible Prozesse 1, 9, ¢ und geeignete Funktionen g* betrachtet.
Diese Prozesse stellen unter gewissen technischen Voraussetzungen strikt positive
Martingale dar, weshalb mittels Z—g = Ly ein zu P dquivalentes W-Mak @) auf Fr
definiert werden kann. Es wird sich herausstellen, dass unter einem solchen Maf ()
die Wienerprozesse W und W die Drift ¥ bzw. 9 haben, d.h.

t t
= t— saS Uun ! = 725— _SS .
We =W, Vyd d We=w, Jyd 3.16
0 0

sind Wienerprozesse bzgl. Q. Des Weiteren haben die Punktprozesse (15, U¥),en
die Q-Charakteristik (A\* ¥i", g% (u) v*(du)). Die Drifts und verinderten Sprungin-
tensitdten und -verteilungen kénnen nun anschaulich als Risikoprdmien fir das
Diffusionsrisiko bzw. Sprungrisiko interpretiert werden.!?

Es wird sich herausstellen, dass die Risikopramien die Gleichgewichtsbedingung

P S = T (0 VTR0 gt ag AT (317)

fir alle t € [0,T], P-fs., erfilllen miissen, damit @) risikoneutral ist. Dabei ist
iy = E9(exp(£UF) — 1).

Wie bereits erwahnt, ist man darauf bedacht, den Spagat zwischen guter Anpas-
sung und analytischer Handhabbarkeit zu machen. Die lediglich durch Bedingung
(3.17) einschrankte Klasse von W-Mafen ist allerdings immer noch sehr groft. Ins-
besondere wire das Verhalten der stochastischen Volatilitdat oder der Punktprozesse
unter einem dieser W-Mafse sehr allgemein. Um eine leichtere Analyse zu ermdgli-
chen, wird daher die in der finanzmathematischen Literatur oft gemachte Annahme
einer linearen Risikoprimie fiir das Volatilititsrisiko iibernommen.'* Dies erreicht
man, indem man ¥ = cy/v setzt. Dadurch ergibt sich insbesondere, dass v auch
unter ) einem Wurzeldiffusionsprozess folgt. Angelehnt an das zweite Kapitel sol-
len an die Sprungrisikopramie zweierlei Bedingungen gekniipft werden. Zum einen
soll die Unabhéangigkeit der Spriinge unter () erhalten bleiben. Zum anderen wird
(nur) die lineare Abhéngigkeit der Intensitét von der jeweiligen momentanen Shot
Noise-Wirkung erlaubt, d.h. ¢ ist linear in f=.'® Intuitiv liefe sich dieser Ansatz
also wie in Bemerkung 2.11 interpretieren. Die Tatsache, dass ™ und ¢~ dann

13Die verdnderte Sprungintensitiit ist als Risikoprimie fiir die Ungewissheit der Sprunghiufig-
keit aufzufassen, die verénderte Sprungverteilung als Risikopréamie fiir die Ungewissheit der
Sprunghdhe.

14ygl. [DPS00],[Hes93|,[Pan02]). Unter gewissen Voraussetzungen an die Nutzenfunktion eines
reprasentativen Investors kann in der Tat eine lineare Risikopramie gerechtfertigt werden (vgl.
[Hes93], [CIR85]). Fiir den Fall, dass diese Bedingung nicht erfiillt ist, kann man die lineare
Form der Risikopramie dennoch als gute Naherung auffassen, was unter der Pramisse der
analytischen Handhabbarkeit bereits als Rechtfertigung ausreichen sollte.

5Die lineare Abhingigkeit sichert spiter die affine Struktur des Modells. Grundsitzlich wire es
denkbar die lineare Abhéngigkeit auf beispielsweise die stochastische Volatilitdt zu erweitern.
Vgl. dazu Fufinote auf S.77.
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voneinander unabhéngig sind, ldsst sich durch die Idee, dass das Eintreffen guter
Nachrichten unabhéngig vom Eintreffen schlechten Nachrichten ist, rechtfertigen.

Zunichst bendtigt man ein zu Satz A.17 analoges Resultat fiir den Fall, dass
zwei unabhéngige Wienerprozesse und zwei unabhingige Punktprozesse betrachtet
werden.

Satz 3.11. Es sei ein SNSVM wie in Definition 3.8 mit den Wienerprozessen
(W) eso und (Wy)i>o und Punktprozessen (T, UZE),en mit (P, F;)-Charakteristik
(A, vE(du)) gegeben. Seien des Weiteren Fi-adaptierte, prem'sible reelle Prozesse
(90)is0, (U9)iz0, (ViF)i=0 und messbare positive Funktionen g* : R — R* gegeben,
mit

/ g (u)vE(du) =1 und / exp (u)g* (u) v*(du) < oo, (3.18)
R R
¢
/ MNyFds <oo wund ¢F >0, P-fs. firalletc[0,T), (3.19)
0
¢ ¢
/ V2 ds < oo, / V2ds < oo P-fs. fiir allet € [0,T). (3.20)
0 0

Definiere (Lyt)i>o durch

L; :=exp (/Otﬁsdws—%/otﬂgds> exp (/Otﬁdes—%/tﬁgds)
xexp(// (1 vt ) X* v (du)d >H¢T+g ;)
X exp (/;/}R<1—wsg(u)> A" v (du) ds) ljz/}Tng(Un). (3.21)

Vorausgesetzt es ist ELr = 1, dann gelten folgende Aussagen:

1. L ist ein Martingal auf [0, T] und durch % = Ly wird ein zu P dquivalentes
W-Mafs Q auf Fr definiert.

2. Durch

Wt /ﬁdS ! —Wt /ﬁdS OT]

werden zwei unabhdngige Q- Wienerprozesse deﬁm’ert und die Punktprozesse
(TF,U)nen haben die Q-Charakteristik (\FiE, g (u)v* (du)).
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3. Q) st risikoneutral, wenn
r::u—%ff>—f§—+vﬁi<p0t+\/1-—p%2)—+a+ij+-+a,w;A* (3.22)

fiir alle t € [0,T), P-f.s. gilt, mit s = E9(exp (£UT) — 1).

Beweis:

Zu 1: Da sowohl ¥;" > 0 P-fs. fiir alle t € [0,T] als auch g*(u) > 0 fiir alle
u € R, ist auch L; > 0 P-f.s. fur alle ¢t € [0,T]. Laut Voraussetzung ist aufserdem
E(Lz) = 1. Deshalb folgt mit dem Satz von Radon-Nikodym,'® dass @Q ein zu P
dquivalentes W-Maf ist. Es bleibt zu zeigen, dass (Ly)icpo,r) ein Martingal ist. Sei
dafiir p*(dt, du) das ZihlmaR des Punktprozesses (TF, UF),en und

¢*(dt, du) = p*(dt, du) — \Ev*(du)dt. (3.23)

Definiere weiter

= [ [ (@ =1) s w. veiom)

< // (o™ 1) N v (du) ds
- / /1/);tgi(u)/\iyi(du)ds+/ot/R)\i v(du) ds

(.15 / VENEds +tAE Pfs.
0

(3.19)
< o0 P-fs., (3.24)

sind (M;")eepo,r) und (M} )iejo,r) gemaR Korollar A.16 lokale P-Martingale. Wegen
(3.20) sind auch (V4)icpo,r) und (V)sejo,77, mit

¢ ¢
Vi ::/ Yy dW, und V, ::/ dodW,, t€0,T],
0 0

lokale P-Martingale. Insgesamt ist also auch (Z;)¢cjo,r) mit

Zy=V,+Vi+ M+ M7, t€]0,T], (3.25)

16Vgl. |Als05] Satz 13.9, S.55.



3.3 Aquivalente Martingalmake 41

ein lokales P-Martingal. Nachfolgend wird durch

Li=exp | Z; — L Z,71¢ 1+ AZ)exp(—AZ,) firallet e |0,T 3.26
9 t

s<t

gezeigt, dass L das stochastische Exponential von Z ist. Da Z ein lokales P-
Martingal ist mit AZ, > —1 fiir alle t € [0,7] folgt aus den Eigenschaften des
stochastischen Exponentials, dass L ein positives lokales P-Martingal ist und so-
mit ein Supermartingal.!” Schlieklich folgt aus ELy = 1 = ELy die Martinga-
leigenschaft von L. Es bleibt nachzuweisen, dass L tatséchlich das stochastische
Exponential von Z ist, d.h. dass (3.26) gilt.

(i) Offensichtlich sind sowohl M als auch M~ und somit auch M ™+ M~ cadlag-
Prozesse von beschriankter Variation, weshalb [M* + M~ M+ + M~|¢ = 0 ist.
V und V hingegen sind stetig. Wie im Beweis zu Satz 3.1 erhdlt man deshalb
[V +V,M* + M~]¢=0. Es folgt

(Z, 2= [V+V,VHVE+2[V+V MY+ M S+ [MT+M ,M*+ M

J/

=0 =0
=V, V], +2[V, V] + [V, V],
t
:/ ey / /ﬁﬁd[W,W]s
‘ U
t
:/ z9§ds+/ V2ds fiir alle t € [0, 7. (3.27)
0 0
(ii) Es gilt
[T @+Az)exp(-AZ,)
0<s<t
N? Ny
= 1+ AZp+ )exp ( —AZp+ 1+AZ- )exp (—AZ,-
I1(1+ 32 Yoo (-3, ) [T (1452, ) oo (-2, )
NS
= <1 ‘|’¢T+9 ;) - 1) exp <_ (Qﬂ} +(U+) ))
=1

17Vgl. [JYC09] S.532.
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H¢T+g (U;") exp( // w** —1) (ds,du)>
f[%-ﬂ%) exp (— /0 t /R (w; g*(u)—l) p(ds,du)>. (3.28)

(iii) Mit (3.27) und (3.28) erhélt man unter Beriicksichtigung von (3.23) fiir alle
te0,7]

exp (Zt - %[Z, Z]g) [+ AZ)exp(-AZ,)

s<t

o ([ [ [ [ (vt -1) o ana
+/t/ (z/zs_g_(u)—l) q—(ds,du)—%/otﬁgds—%/Otﬁids>

X H¢T+g (U7F) x exp (—/0 /R(z/):g*(u) — 1)p+(ds,du))

X f[?b;i_g‘(U{) X exp (— /Ot /R (Vs g™ (u) — 1)p‘(d8,dU)>

:Lt'

Zu 2: Der zweite Punkt ist eine spezielle Version des Theorems von Girsanov-
Meyer. Die allgemeine Version besagt insbesondere: Sind P und @ &quivalente

W-Mafte mit ig‘f = L, fiir £ > 0 und X ein lokales P-Martingal, dann ist

t

1

Xt—/ L dX, 1), t>0 (3.29)
o L

ein lokales Q-Martingal '8

18Vgl. [Pro05] Theorem I11.8.39, S.134.
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(i) Die Wienerprozesse
Die Behauptung, dass W% und W® Q-Wienerprozesse sind, wird mit Hilfe der
Levy-Charakterisierung fiir Wienerprozesse bewiesen. Man zeigt also im Folgenden,
dass W@ und W stetige lokale Martingale mit [W% W¢], = [W¥ W%], = t und
[WQ W€, = 0 sind. Betrachte hierzu den durch

s

t
— 1
W, =W, —/ Zd[L, W),
0

definierten Prozess (Wt)te[07T1. Dieser ist wegen (3.29) ein lokales Q-Martingal. Um
als néchstes [L, W] zu berechnen, nutzt man, wie schon im Beweis von Aussage 1
aus, dass L das stochastische Exponential von Z ist. Es ist also fiir alle ¢ € [0, T

t
L,=1 —1—/ Ly _dZ,
0

und deshalb auch!® .
L, W], = / L. d[Z,W]..
0

Des Weiteren ist fiir alle ¢ € [0, T

t t
[Z,W]t:/ ﬁsd[W,W]er/ D d[W, W], + [MT W], +[M~, W],
0 ~—— 0 —_—— — Y——

s =0 =0 =0

t
= / e ds.
0

Insgesamt erhalt man

tq tr t
—d|L — 5~ = -1.S.
/oLsd[ W /0 Lsﬁsds /Oﬁsds P-fs.,

da die Menge der Unstetigkeitsstellen von L P-f.s. endlich ist. Schlieflich folgt, dass

. tl t
Wt:Wt—/ L—d[L,W]S:Wt—/ Oy ds = W2
0 s 0

fiir alle ¢ € [0,77], d.h. WQ ist ein stetiges lokales Q-Martingal. Gleiches folgt
analog fiir W<. Da sowohl fot ¥, ds als auch fot ¥ ds Prozesse von lokal beschréankter
Variation sind, ergibt sich schlieflich fiir alle ¢ € [0, 7]

WO We, = [W, W], =t,
[WQ> WQ]t = [W7 W]t =

9vgl. [Pro05] Theorem 11.6.29, S.75.
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und
[WQ7 WQL? = [W7 W]t =0.

Wie bereits oben erwahnt, folgt nun mit Hilfe der Levy-Charakterisierung fiir Wie-
nerprozesse, dass (W? W) ein zweidimensionaler Q-Wienerprozess ist.

(ii) Die Punktprozesse
Der Beweis fiir diesen Teil funktioniert genau so, wie der von Satz A.17. Man zeigt,
dass der Punktprozess (T, U ) e die Q-Charakteristik (A*1);", g7 (u) v (du)) be-
sitzt. Da der Beweis fiir den zweiten Punktprozess vollig gleich ist, reicht dies, um
Aussage 2 zu beweisen.

Es muss also

E° </OT/RH(3,u)p+(ds,du)> = B9 (/OT/]RH(S,U))\+wjg+(u) vt (du) ds)

fiir jeden nichtnegativen Fi-previsiblen Prozess H (vgl. Definition A.10) nachge-
wiesen werden. Hierbei bezeichne E9 den Erwartungswert bzgl. des durch Ly defi-
nierten W-Maftes (), woraus sich auch direkt die Gleichung

EQ (/OT/RH(S,u)pJF(ds,du)) —E (LT/OT/]RH(s,u)p+(ds,du)>

ergibt. Weiter ist?

E (LT /OT/]RH(s,u)p+(ds,du)> _E (/OT/]RLSH(S,u)p+(d3,du)>. (3.30)

Da N*t unabhingig von N~ ist, sind die Sprungzeiten der beiden Poissonprozesse
P-f.s. verschieden. Somit gilt fiir jedes T, auf {7} < oo}, dass

Lyt = Loy 4p.g"(UF)  Pfs.

Zusammen mit Satz A.15 folgt

(3.30) =FE /0/RLS_H(S,u)¢jg+(u)p+(ds,du)>

g /0 ' /R Lo H(s, u)u+g* (w)\* v+ (du) ds)

g /0 ' /R LoH (s, u)0F g (u)A* v+ (du) ds>

20Vgl. [Bre81] Theorem 19, Appendix A2.
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=% (LT/O /]RH(s,u)w:g+(u))\+ vt (du) ds)

_EQ ( /0 ' /}R H(s, w)otg* (w)\+ v+ (du) ds).

Zu 3: Per Definition ist das W-MaR Q risikoneutral, wenn S; := e™"S;, t € [0, T]
ein lokales @-Martingal ist. Mit partieller Integration und (3.11) ergibt sich, dass

dS, =S,_ ((;L ot f - f;) dt + /v, (det +/1-p? th>
+ <exp (U — 1) AN} + <exp(—U;) - 1) dN;) . (3.31)
Durch Aussage 2 ist bekannt, dass die Punktprozesse (T, UF), ey mit Zahlmafen
p*(dt,du) die Q-Charakteristik (/\*, g*(u)v*(du)) haben. Insbesondere haben

die (UF)jen unter @ die Verteilung g*v*. Mit den gleichen Argumenten wie in
(2.12) und unter Bedingung (3.18) erhédlt man

t
/ / (exp (£u) — 1) AFF g™ (w)v*(du)ds < 0o P-f.s. fiir alle t € [0,7].
0 JR

Aus Korollar A.16 folgt dann, dass
¢

M ::/ / (exp (u) — 1) ¢*(ds, du)

0 JR

¢ ¢

:/ / (exp (u) — 1) p* (ds, du) —/ )\er:/ (exp (u) — 1) g* (v (du) ds
0o JR 0 JR
EQ M

(exp(Uf)—l)

t t
:/ (exp (Uj)—1) de—/ a At ds, tel0,T),
0 0

ein lokales ()-Martingal ist. Analog erhélt man dasselbe Resultat fiir
t
M. ::/ / (exp (—u) — 1) ¢~ (ds, du)
0 JR
t

¢
:/ (exp(—U;) - 1) AN —/ A\~ ds.
0 0
In differentieller Schreibweise bedeutet das
dM" = (exp (UF) - 1) AN} — G AT dt, (3.32)

AN = (exp (—U7) — 1) AN, — G A" dt. (3.33)
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Auferdem ist (W?, W) ein zweidimensionaler Q-Wienerprozess mit
AWE2 = dW, —9ydt und  dW2 = dW, — 0,dt. (3.34)
Setzt man (3.32) bis (3.34) in Gleichung (3.31) ein, ergibt sich

dS; =S;_ (u —r+ =7+ (pz?t +4/1— p2q§t> +a P AT+ ath> dt
4 S, JuipdWE + S, o /1= p2dWE + S,_dM," + S,_dM, .

Mit W€, We, M* und M~ ist auch S ein lokales Martingal, wenn der Driftterm
P-f.s. konstant gleich 0 ist, d.h. wenn

p+ I =1+ (pﬁt ++1- p21§t) +a AT Fu_ps AT =1,

fur alle t € [0, T, P-fs. O

Satz 3.11 liefert unter der Voraussetzung E(Ly) = 1 also eine ganze Klasse
von moglichen risikoneutralen Mafen, welche nur durch die noch recht allgemeinen
Bedingungen (3.18) bis (3.20) und (3.22) beschrénkt wird. In der Einleitung zu
diesem Abschnitt wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Bedingungen nicht
ausreichen, um eine analytisch handhabbare Klasse von risikoneutralen Mafen zu
erhalten, weshalb weitere Beschrankungen benotigt werden. Diese werden im néchs-
ten Satz genauer untersucht. Dabei wird wiederum unterstellt, dass die Bedingung
E(L7) = 1 erfiillt ist, was natiirlich zundchst einmal gar nicht der Fall sein muss,
sondern streng genommen vorher nachzuweisen wére. Letzteres wird dann in Satz
3.13 nachgeholt.

Satz 3.12. Gegeben sei die Situation aus Satz 3.11 mit

9y i=c\ o, < 2 (3.35)
oy
MNo=ATYt =0, —o f, 0,>0, 0.>0, (3.36)
N =AY =0 —o f7, 0_.>0, o_>0, (3.37)
3 p—r+uby +u b0+ f'(1 —us0oq) = fr (1+u-0-)
’l9t _—
V1=p2/o
S (3.38)
1—p?
fir alle t € [0,T] und
Loy G - .z -

g (u) == g—exp ((_fi + fi)u), ueR, mit& >1,& >0. (3.39)

+

Dann gilt:
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1. (v)eepo,r) st auch unter Q ein WDP, dessen Parameter die Stabilititsbedin-
gung aus Satz 3.6 erfillen.

2. Die (UF)ien sind unter Q jeweils unabhingig, identisch Exp(€y)-verteilt.

7

3. Q ist ein dquivalentes Martingalmaf.

Beweis: Zunachst sei festgehalten, dass sowohl (Af)te[oﬂ als auch (V)i Fi-
adaptierte previsible Prozesse sind, die die Bedingungen (3.19) (vgl. Beweis zu
Satz 2.10) und (3.20) erfiillen. Des Weiteren ergibt sich durch die Previsibilitdt und
die F;-Adaptiertheit der Prozesse 9, f* und f~ auch die von . Auferdem gilt

¢
/ (V,)*ds < oo P-fs. fiirallet € [0, 7]
0

da 0 < vy < oo P-f.s. und
Ny

fE<Y UM (0) < oo Pis. fiirallet € [0,7].
=1

Es sind also alle Voraussetzungen an 1) aus Satz 3.11 erfiillt. Satz 3.11 kann deshalb
unter der Annahme, dass E(Lr) = 1 gilt, angewendet werden.
Zu 1: Fiir v gilt per Definition

dvy = Ky(60, — vp) dt + 0y/ve AW, (3.40)
Nach Satz 3.11 ist W< mit

t t
WtQ:Wt—/ﬂsds:Wt—/c\/v_sds, te 0,7
0 0

ein @-Wienerprozess. Einsetzen in (3.40) liefert

dvy = Ky (0, — vy) dt + 0ur/0r <thQ + eV dt)
= (mv (0, —vy) + chvt) dt + UU\/U_tthQ
= (mﬁv — (Ky — 040) vt) dt + UU\/U_tthQ.
Da k,, 0, > 0 und ¢ < ’;—Z ist auch k, — o,¢ > 0. Dann lésst sich obige Gleichung
umformen zu

KuOy

= (5, = 00) (2 ) dict o T

Ry — Oy
Demnach ist (v;)icp,r) ein WDP bzgl. @ mit Parametern

_ = Koy . _ 7
Ky = Ky —0y¢, 0,=—— und o, mit &K, 0, 0,>0.
Ky — O4C
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Schlieklich erhalt man leicht

Ky0
v 2,%(9” > O'g,

2Ru0, = 2(ky — 0,C)
Ky — OuC

wodurch die Stabilitdtsbedingung erfiillt ist.

Zu 2: GemiR Satz 3.11 haben die Punktprozesse (77X, U),.cn die (Q, F;)-Charak-
teristik (A\F, 7% (du)), mit 7* := g*v*. Insbesondere ist 7* also konstant bzgl.
t. Daraus folgt, dass die (Uii)iG]N unabhingig, identisch 7*-verteilt sind. Aus der
genauen Gestalt von ¢ und der Tatsache, dass v* = Exp(£.), folgt 7* = Exp(£y).
Insbesondere erfiillt g die Bedingungen aus (3.18).

Zu 3: Aus Satz 3.11 folgt, dass @) risikoneutral ist, wenn die Gleichgewichtsbe-

dingung (3.22) erfiillt ist, also

r=p = pev+ 1= ool + s (04 — oy ) v a-(0- — o f7),

fir alle ¢t € [0,T], P-f.s. Da v; > 0 P-f.s., kann man dies umformen zu

Et:_H_T+ft+_ft_+a+(9+_0+ft+)+@—(9—_U—ft_) _ P N
NG I—p
Cria 7 (1 o) — (14 @
_ portubtu b+ (I—tyor) = fy(l+uo0)  p e/,
NN =
fir alle t € [0, 7], P-fs. O

Wie bereits erwéhnt, ist es nicht von vornherein klar, dass mit Hilfe der Prozesse
aus Satz 3.12 tatséchlich ein W-Maf definiert werden kann, d.h. dass dann FL; =1
gilt. Diese Eigenschaft wird im folgenden Satz untersucht.

Satz 3.13. Es seien 9, 0, \*, g* wie in (3.35) bis (3.39). Dann gilt E(Ly) = 1,
mit (Ly)ico.r) wie in (3.21).

Beweis: Die Vorgehensweise in diesem Beweis ist angelehnt an die aus Schritt 2
und 3 im Beweis zu Satz 2.10. Man betrachtet also wieder eine Stoppzeitenfolge

T, = inf {t > 0||fL| > noder|f | >n}, neN,
und definiert L™ analog zu L mit Hilfe von

19? = ﬂt]l[077n](t), t e [0, T],
19? = 1915]1[0’771](75), t e [O, T],
oL (t,u) = 1Z)tigi(u)]l[077n](t) +1¢,m(t), te0,T], weR,

Fiir n € N sei wieder Q" das durch L7. definierte Mafs. Wie in Schritt 3 im Beweis
zu Satz 2.10 folgt dann Q" (7, < T') — 0 P-f.s. fiir n — oo und damit wie in (2.15),
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dass ELy =1, falls LT = 1 fiir alle n € IN. Es bleibt also zu zeigen, dass FL} =1
fiir alle n € IN gilt.
Fiir jedes n € IN existieren Konstanten C!, C? € R mit

1 A
gl <o G PV el frallete 0,7] (3.41)
V1I=p*Joo 1-p?
und
oE(t,u) < C*g*(u) +1, firallet €[0,7] und u € R. (3.42)

Sei des Weiteren fiir n € IN

IF = /OT/R (qﬁj(t, u) log (qu(t,u)) - <¢§(t,u) - 1)) NE dt vE (du).

Dann ist L™ ein Martingal auf [0, 7], wenn?!

1
E (exp (Q[L”, LM+ I + In)> < 00. (3.43)

T T 3 (3.41) T T .
[Ln’Ln]%:/ CRE dt+/ (19?>2 it < / (07)? dt+/ (19?)2 dt
0 0 0 0

und 9 unabhéngig ist von IF, ist (3.43) insbesondere dann erfiillt, wenn

E | exp (% /OT (19?)2 dt—i—%/OT (29?)2 dt) E(exp (I,T—i-j'n)) < oo (3.44)

Die Abschitzung des ersten Erwartungswertes gegen unendlich entspricht dem
Nachweis der Nowvikov-Bedingung im Heston-Modell, bei dem auf die Verteilungs-
eigenschaften des Wurzel-Diffusionsprozess zuriickgegriffen werden kann.?? Die Ab-
schitzung des zweiten Erwartungswertes ergibt sich aus (3.42) und der speziellen
Gestalt von g*. O

Satz 3.13 zeigt also, dass alle potenziellen W-Mafe, die geméaf Satz 3.11 definiert
werden und die Bedingungen aus Satz 3.12 erfiillen, auch tatséchlich dquivalente
Martingalmafse sind. Dies ermdglicht es, das Shot Noise-Modell unter der eben
beschriebenen Klasse von Martingalmafien zu parametrisieren.

21Vgl. [LM78] Theorem IV.3.
2Fiir Details vgl. [WHO06].
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3.4 Das risikoneutrale Modell

Dieser Abschnitt fasst die Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt zusammen und
verdeutlicht deren Konsequenzen fiir das SNSVM. Sei dazu mit Mp(S) die Klasse
der zu P aquivalenten W-Mafe () bezeichnet, welche geméfs Satz 3.11 definiert
werden und die Bedingungen aus Satz 3.12 erfiillen.

Satz 3.14. Gegeben sei ein SNSVM wie in Definition 3.8 und Q € Mp(S), dann
gilt firt € [0,

dS; =S ((T — Uy N — ﬂ,j\;> dt + /vy <p thQ 4 ﬂthQ>

+ (exp(Uj) - 1) AN + <exp(—U;) - 1) dNt> . So=u=x,  (3.45)

dv, =Fy (0, — v;) dt + Uv\/ththQ, vy = W,

mat

ﬂ+:€—+_1 u- = = —1, N =0r—0rf7), N =0-—0f)
§+_1 ’ §_+1 ’ t t ) t t

Dabei gilt

o WQ WE sind Q- Wienerprozesse.
o N* sind Zihlprozesse mit Q-Intensitit \*.

Die Spriinge (UF)iew sind unter Q unabhingig, identisch Exp(€+)- verteilt.

(]

ercR,pc[-1,1], & > 1, Ry, Oy, 00, w, z, £, 0,04 > 0 und 28,0, > o2.

Beweis: Die Aussage des Satzes ergibt sich direkt aus den Sétzen 3.11 und 3.12. [J

Mit Satz 3.14 erhilt man also eine vollstdndige Parametrisierung des SNSVM
unter der Klasse Mp(S). Eine in der finanzmathemathischen Literatur tibliche
Vorgehensweise ist, anstelle des Preises S;, t € [0,7] den logarithmierten Preis
s :=log (Sy), t € [0, T] zu betrachten.

Korollar 3.15. Gegeben sei die Situation aus Satz 3.14. Dann hat der Log-Preis
s; = log (S;) folgende Dynamik unter Q:

_ _ 1 _
ds, = (r — U N —u A — 5%) dt + /v <detQ + V1= p? th)
+ U;FdN;} — U7 dN; .
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Beweis: Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Ito-Formel. (S;)¢cpo,r) ist strikt
positiv, das bedeutet insbesondere, dass (s;):c,r] wohldefiniert ist. Die Ito-Formel
kann also auf die Funktion log und das Semimartingal S angewendet werden und
man erhalt fiir ¢ € [0, 7]

tq ¢ 1 1
S; — 89 = —d55+/ ————d[S, S| + log S, —log S, — —AS,.

0<s<t, S
A8, 20

(3.46)

Nun sei zunéchst festgehalten, dass fiir alle + € IN
ASp+ = Sp+_ (exp (U) — 1> und AS;- =S,-_ (exp (-U;7) — 1)
gilt. Damit folgt einerseits

1
AST+ = exp (U:r) —1 und AST,— = eXp (_Uz‘i) —1
ST+_ ¢ T~ — ‘

7 7

und andererseits
log (Sy+) — log (Sp=_) = log (Spe_ + ASps ) — log (Sps_)

= log <ST;E_ exp (iUf)) — log (Sp+_)
— j:UZ.i,

Da die Sprungzeitpunkte von S mit denen von N* und N~ iibereinstimmen, ergibt
sich insgesamt

Z log (S5) — log (Ss-) — SLASS

t t
:/ U — (exp (UF) - 1) AN +/ U - <exp(—U;) - 1) dNT.  (3.47)
0 0
Mit (3.45), (3.47) und d[S, S]¢ = S? v; dt erhilt man aus (3.46)
t t t
Sy = 8o +/ r—ay A — u_A;der/ p\/Us AWE +/ V1= p2 /o, dWE
t ’ t ’ ’ t 1
+/ (exp (UF) — 1)dNS++/ (exp (=U; ) — 1)dNS_+/ —§vsds
0 0 0

t t
+/ Uf — (exp (US) = 1) de—l—/ —U; — (exp(=U;) —1)dN,
0 0
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t _ 3 1 t t B
:so+/ r—u+Aj—u_A;—§vsds+/ \/@de+/ V1= p2 /v, dWE
0 0 0

t t
+/ Udej—/ U dN_,
0 0

und damit die Behauptung. O

Korollar 3.16. Gegeben sei die Situation aus Satz 8.14 mit h*(t) = exp (—kt),
k+ > 0. Dann gilt

- - 1 _
ds, = (7« G - §vt) dt + i (pdWE + /1= 2a )

+ U, dN;” — U7 dN;, so=log(z), (3.48)
dvy =Fo (0 — v)dt + oo\ /U dWE, vy = w, (3.49)
A\ =k, (9+ - X:_) + ok U dNF, N =0, (3.50)
A\ =k (m . X;_) Yok U dN;, =6, (3.51)

wobei \F = X7, t € [0, 7).

Beweis: Die ersten beiden Gleichungen erhilt man direkt aus Satz 3.14 und Korollar
3.15 fiir den Fall, dass A¥ = A¥. Nach Satz 3.14 gilt aufierdem

N~

No=0y -0y Z —#pexp (—ky(t = T;))U;"

i=1

und

N =0_—o0_ Z —k_exp(—k_(t—=T,))U;.
i=1
Wie in Beispiel 2.14 ergeben sich daraus die Gleichungen (3.50) und (3.51) und
\E = \E te0,T). O

Die Vorgehensweise 2+ anstelle von M zu betrachten, ist der Tatsache geschuldet,
dass die Intensitéit eines Punktprozesses per Definition previsibel ist. Die durch die
Gleichungen (3.50) und (3.51) beschriebenen Prozesse sind jedoch rechtsstetig und
deshalb im Allgemeinen nicht previsibel. \* hingegen, als deren linksstetige Version
ist previsibel. Da die Punktprozesse N* Q-nichtexplodierend sind, gilt A\ # \F fiir
nur endlich viele ¢ € [0, T7.

Nutzt man die spezielle Gestalt einer exponentiellen Wirkungsfunktion aus, er-
hélt man, wie in Korollar 3.16 gezeigt, eine verhéaltnisméfig einfache Gestalt des
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SNSVM unter einem risikoneutralen Maf @ € Mp(S). Genauer gesagt erhélt man
eine sog. affine Sprungdiffusion, wie die folgende Definition und der nachfolgende
Satz zeigen werden.

Definition 3.17. Es sei X eine d-dimensionale Sprung-Diffusion auf dem Zustands-
raum D C R? mit

t d t m t
Xt:XO+/ u(}g)de/ af(Xs)de+Z/ U? N7,
0 i1 /0 =170

wobei zusétzlich folgende Bedingungen erfiillt sind:

o Fiir p: D — RY gilt pu(x) = Ko+ K - 2, mit K = (K, K;) € R% x R4

e Fiir o = (0'1, .. d) : D — R st ( ( ) ( ) ) (HO)ij + (Hl)ij -z, mit
o= (HO,Hl) € RdXd x R4 wobei Hl = (H§ ),...,H(d)) und H® fiir
jedes k € {1,...,d} eine d x d-Matrix mit H, H(i, j, k) ist.

e Fiir j =1,...,m hat (N/);>0 die Intensitit ()\j(Xt ))t>0 Dabei gilt N(z) =
B+1 -, = (1),1) € R x R und die Sprimge U = (U7,,...,U},), i € N
sind unabhéangig 1dentlsch vl verteilt (27 Verteilung auf ]Rd) mit analytischer
Transformierten ¢/ (z) = [, exp(zu) dif (u), z € C4.2

Dann nennt man X affine Sprung-Diffusion (kurz ASD) mit Charakteristik x =
(K, H,l,p), wobei o = (o', ... ©™).

Bemerkung 3.18.

1. H; kann als d-dimensionaler Vektor verstanden werden, dessen Eintréage d x d-
Matrizen sind. Hi(f;) bezeichnet also den Eintrag der k-ten Matrix an der Stelle

(4,7)-

2. Eine mogliche Erweiterung der Definition einer affinen Sprungdiffusion ist die
Zeitabhingigkeit der Koeffizienten K,H und [.?* Da dies hier jedoch nicht
benotigt wird, gentigt auch die spezielle Version aus Definition 3.17. Des Wei-
teren ware nach einer allgemeineren Definition auch eine affine Struktur der
Zinsrate r zulissig.?® Die Zinsrate im SNSVM (vgl. Definition 3.8) wird jedoch
als konstant angenommen, weshalb die spezielle Definition ausreicht.

ZDetails zu analytischen Transformierten finden sich in [Als05] Kapitel VIL.
24Vgl. Appendix B in [DPS00].
25Vgl. [DPS00] Abschnitt 2.2.
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3. A+ hangt von X;_ = limg; X, und nicht von X; selbst ab. Das liegt daran,
dass die Intensitdt eines Punktprozesses geméfs ihrer Definition ein previsi-
bler Prozess ist. X ist jedoch nicht notwendigerweise previsibel im Gegensatz
zu dessen linksstetiger Version. Bei den Funktionen p und o kann auch X,
eingesetzt werden, da aufgrund der Stetigkeit der Integratoren und der Tat-
sache, dass X;_ # X; nur fir P-f.s. endlich viele ¢ € [0, 7] gilt, die Integrale
iibereinstimmen.

Satz 3.19. Gegeben sei ein SNSVM wie in Definition 3.8 mit hf(t) = exp (—fK<t),

t>0, ke >0, und Q € Mp(S). Dann ist (X)) = (st,vt,)\j,)\{);[&ﬂ unter
Q eine affine Sprungdiffusion im Sinne von Definition 3.17 mit Charakteristik

x= (K, H1T 17,07, ¢7), (3.52)
wobei
r 0 —% —-u" —u
Ry, 10 =&, 0 0
KO o /€+6+ ’ Kl o O 0 —/€+ 0 ’
K_0_ 0 O 0 —K_
1 po, 0 0
2
B po, o5 0 0
Hy =0, H, = 0 0 0 0 0 0 0 ,
0 0O 0 0
0 0
_ 0 _ 0
lg— — O, lO — 07 li‘r — 1 , ll — 0 5
0 1

g+ 907('21722723724) - = g_
Stz — Kk o 2y

80+(217ZQ7Z3JZ4> = = )
§r — 21— Ky0423

Beweis: Die Gestalt von Ko, K115 und [ kann man direkt aus dem System der
stochastischen Differentialgleichungen in Korollar 3.16 ablesen. Zudem ist

P V1-=p
Oy

YL v 0
J(Stavtu)\t+7)\t ) = \/U_t O 0
0 0

o O OO
o O OO
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Daraus folgt

P 1—p2 0 0 p o, 00
_ oo 0 00 1—p2 0 00
o(XoX) =vurl g g g o XY 0T 0 00
0 0 00 0 0 00

1 po, 0 0

- po, o2 0 0

“Ylo 0 ool
0 0 00

woraus sich direkt Hy und H; ergeben. Es bleibt noch die spezielle Gestalt der
Transformierten nachzuweisen. Dabei geniigt es nur die Aussage fiir ¢ zu zeigen,
da der Beweis fiir ¢~ fast vollig identisch ist.

Sei zunéchst festgehalten, dass fiir alle : € IN
(7+ = (Ui—i_a 07 I{+O-+Ui+7 O) (353)

)

1

vt = gtvt die Verteilung der (U;);eny und @t die analytische Transformierte von
vt dann folgt

gilt, also insbesondere (7:% = /£+a+[7i,+1. Bezeichnet o+ die Verteilung der (Ui,

(p—i_(Zl? 22, %3, 24)

= / exp (21U + 2zoUs + 23us + zgug) 1 (duy, dug, dus, duy)
R4

= / exp (21uy + 20 + 230 kpuy + 240) D (duy, duy, dus, duy)
R4

= / exp (z1uy + 230k uy) 7T (duy)
R

= / exp (uy(z1 + o4 k4 23)) v (duy)
R
= @ (21 + 0pkizs).
Mit dem Hinweis, dass 7" eine Exponentialverteilung mit Parameter £, ist, folgt
nun die Behauptung. O

Die Erkenntnis, dass das SNSVM mit exponentiellen Wirkungsfunktionen unter
jedem @ € Mp(S) eine affine Sprung-Diffusion beschreibt, erméglicht es bei der Be-
wertung von Derivaten auf eine entsprechende Theorie fiir affine Sprung-Diffusionen
zuriickzugreifen, die in einer Arbeit von Duffie et al. (2000) beschrieben wurde. Ge-

nau dieser Ansatz wird im néchsten Kapitel erlautert um ihn schliefslich auf das
SNSVM anzuwenden.






4 Optionsbewertung

Im vorangegangenen Kapitel wurde ein Shot Noise-Finanzmarktmodell mit sto-
chastischer Volatilitdt vorgestellt. Ausgehend von der Modellierung unter dem sta-
tistischen Maf konnte die Dynamik unter einer speziellen Klasse von dquivalenten
Martingalmafsen parametrisiert werden. Es ist bekannt, dass die Bewertung eines
Derivates mit Hilfe eines jeden dieser risikoneutralen Mafte zu einem arbitragefreien
Preis fithrt. Allerdings blieb die Frage danach, wie diese Bewertung durchgefiihrt
werden kann bislang offen. In [DPS00] wurde diese Frage fiir eine spezielle Klasse
von Sprung-Diffusionen, ndmlich der der affinen Sprung-Diffusionen beantwortet.
Wie Definition 3.17 zeigt, zeichnet sich eine affine Sprung-Diffusion grob gesagt da-
durch aus, dass sowohl die Drift, die quadratische Volatilitéit als auch die Sprungin-
tensitat alle eine affine Struktur bzgl. des jeweiligen Zustandes der Sprung-Diffusion
aufweisen. Unter dieser noch recht allgemeinen Klasse von Prozessen ist es dennoch
moglich eine nahezu geschlossene Losung fiir den Preis einiger Derivate zu bestim-
men - ,nahezu“ nur deshalb, da im allgemeinen Fall zur Berechnung des Preises
ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen gelést werden muss. Dessen
analytische Losung ist im Allgemeinen zwar nicht méglich, so aber immerhin dessen
numerische.

Dieses Kapitel soll zunéchst den oben zusammengefassten Ansatz von Duffie
et. al. wiedergeben. Am Ende des Kapitels werden die Resultate auf das SNSVM
angewendet.

4.1 Optionsbewertung in einem affinen
Sprung-Diffusions-Modell

Der genannte Ansatz von Duffie et. al. zur Bewertung von Optionen beschrankt
sich auf die Klasse der affinen Sprung-Diffusionen, vgl. Definition 3.17. Im néchsten
Abschnitt wird sich herausstellen, dass unter gewissen technischen Voraussetzungen
die charakteristische Funktion einer affinen Sprung-Diffusion X1 gegeben F;, ¢t < T
eine affine Struktur besitzt. Genauer bedeutet das, dass

E(exp (iuXr)|F) = exp (a(T — t,iu) + B(T — t,iu)X;), uw € R, (4.1)

fiir Koeffizienten «(-,iu) und (-, iu) gilt. Diese Koeffizienten lassen sich durch ein
System von gewohnlichen Differentialgleichungen charakterisieren, was schliefslich
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eine Berechnung der Transformierten erlaubt.!

Diesem eigentlich informellen Ansatz steht ein mathematisch exakter gegeniiber,
bei dem ein affiner Prozess ein Markovprozess ist, fiir den Gleichung (4.1) erfiillt ist.
Unter gewissen Regularitdtsbedingungen fiir o und £ erfiillen diese eine allgemeine
gewohnliche Riccati-Differentialgleichung. Aus der speziellen Gestalt der gewdhnli-
chen Differentialgleichung ergibt sich schlieflich, dass X eine Sprung-Diffusion ist,
deren Koeffizienten eine affine Struktur wie in Definition 3.17 besitzen. Fiir Details
sei auf [DFS03| verwiesen. Insbesondere in Theorem 2.12 wird die Rechtfertigung
fiir die hier gewéhlte Vorgehensweise erbracht.

4.1.1 Die Transformierten einer affinen Sprung-Diffusion

Wie der Titel des Kapitels bereits verrit, soll eine Moglichkeit zur Optionsbewer-
tung gefunden werden, wenn der Basiswert einer Option einer ASD folgt. Dafiir
muss man Aussagen iiber die Verteilung der ASD treffen kénnen, was mit der im
folgenden Satz eingefithrten Transformierten ermoglicht wird.

Vorher sei noch angemerkt, dass die folgenden Resultate, im Sinne einer leichteren
Notation, zunéchst nur fiir den Fall m = 1 gezeigt werden, d.h. fiir den Fall, dass
die Sprung-Diffusion nur von einem Punktprozess abhéngt. Am Ende kénnen die
Ergebnisse problemlos auf den Fall m > 1 iibertragen werden.

Satz und Definition 4.1. Seir € R, X eine d-dimensionale ASD mit Charak-
teristik x = (K, H,l,p) wie in Definition 3.17, die sich gutmiitig verhalte, d.h. es
sind folgende Bedingungen erfillt:

(i) Die gewshnlichen Differentialgleichungen
B = —KT B0 - 580 THLB0O ~ L (oB0) - 1) (42)
und
alt) = r — Kob(t) — 5600 HoB(t) ~ o (p(B0) = 1) (43

mit den Randbedingungen 3(T) = u, u € C? und o(T) = 0 werden eindeutig
durch o und (B geldst.

(i) E (fOT y%ydt) < 00, wobei v = o ((B()) — 1) A(X,_), t € [0, 7.

(1)) E (fOTB(t)QHU(Xt_)HQ\I/i dt) < 0o, wobei || - || die Mazimumsnorm sei.

Ist X eine d-dimensionale ASD so bezeichne uXr in 4.1, wie auch allgemein im Folgenden Ka-
pitel zy, fiir 2, y € C? stets des gewohnliche euklidische Skalarprodukt, d.h. 2y = ZZ:1 TrUk
fir z = (z1,...,24), ¥y = (Y1, --.,ya) € CL.
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() E(|¥r| < oo),
wobei Wy := V(X,,t) := e mtHeOFBOX: ¢ [0, 7).
Die Abbildung X : C?* x D x R* x Rt — C, die durch

Q/JX(,UM Xta t) T) = E (6_T(T_t)+UXT

ft) o tsT (4.4)
definiert wird, heifst Transformierte von x und ldsst sich berechnen durch:
,l/}X<u7 €, t, T) = ea(t)‘i’ﬁ(t)x.

Fiir den Beweis von Satz 4.1 werden zwei Hilfsresultate benutzt, die nachfolgend
in Lemma 4.2 und 4.3 prasentiert werden. Mit Hilfe dieser ergibt sich dann, dass
unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 ¥ ein Martingal ist. Der Rest des Beweises
von Satz 4.1 stellt sich dann wie folgt dar:

Beweis: Angenommen WV ist ein Martingal auf [0, T]. U, ist also insbesondere inte-
grierbar und es gilt ¥, = E (Vp|F;) fir alle t € [0,7]. Die Multiplikation beider
Seiten mit exp (rt) liefert

e —E (ewr|7)

<€ e—rToz V+8(T)-Xr

%)
%)

e T t +0[ +5(T) X7

—-F <€77'(T7t)+’u,-XT

).

wobei beim letzten Schritt die Randbedingungen von o und [ ausgenutzt wurden,
namlich a(7T") = 0 und S(T") = u. Letztlich ergibt sich dann aus (4.4)

eM+B(1)-Xe sz(u, X, t, T)'

]

Lemma 4.2. Seien (T;);ew die Sprungzeiten von N. Dann ist unter den Voraus-
setzungen von Satz 4.1

= ) g — Vg - /%ds (4.5)

0<T;<t

ein Martingal auf [0,T].
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Beweis: J ein Martingal auf [0, T'] ist, wenn neben Bedingung (ii) und (iv) fir alle
0<t<s<T

s t
El > xpTi—qui_—/ Yodu[Fy | = > \IJTZ.—@TZ._—/ Yo du
0<T;<s 0 0<T;<t 0

gilt, oder

El ) Up-Uy |F :E(/%du
t

t<T;<s

7).

Um dieses nachzuweisen, sei zunéchst festgehalten, dass aufgrund der Stetigkeit
der Funktionen exp, o und 3

\I]T . ‘I]T'f — e*TTi+a(Ti)+5(Ti)XTi o efr-(T¢7)+a(Tif)+[3(T,‘f)XTi,

e—TTl—‘ra(Tl)—‘rﬂ(Tl)(XTz,+AXTL) _ e—TTZ—‘rOL(TZ)—l—ﬁ(TZ)XTL,

(&
= Uy _(PTIAXT ) (4.6)

K3

fir alle T; < T gilt. Beriicksichtigt man, dass Ur,_ o (X7, _, T;)-messbar ist, so erhélt
man fiir 0 < ¢ < s < T durch die Glattungsregel und (4.6), dass

E Z (‘IJTz‘ - \PTi*) Fi =E Z E<\I[T¢ - \I]Ti*’XTi*7E> Fi

t<T;<s t<T;<s

W (S B (v (@ 1), 1) A

t<T;<s

~E( Y v, E (emTi)AXn _ 1‘XT1,,,TZ<> 7

t<T;<s

=E( > Wy (/ P T =y (dz) — 1) Fi
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Da (U,_(p(8(t)) — 1)) o] aufgrund der Linksstetigkeit ein JF;-previsibler Prozess
ist und der Zahlprozess N die Intensitét ()\(Xt_)) +e[0.T] hat, folgt mit Bedingung
(i) von Satz 4.1 durch Korollar A.16, dass

7).

Dabei ist zu beachten, dass die Gleichung zunéchst nur jeweils fiir den Real- und
den Imaginér-Teil des Integrals gilt. Jedenfalls folgt schlieklich fiir alle t < s € [0, T]

5.

also dass J ein Martingal auf [0, T'] ist. O

B ( / 0, (#(Bw) — 1) dN,

]-"t> _E ( /t W (0(B(w) — 1) A(Xo_)du

Bl S (on - )|R :E( / W (p(B) — 1) A(X,)du

t<T;<s

Lemma 4.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 ist ¥ ein Martingal auf
[0,77].

Beweis: Durch Bedingung (iv) aus Satz 4.1 ist bereits die Integrierbarkeit gegeben.
Um nachzuweisen, dass ¥ ein Martingal ist, muss also noch E(V,|F;) = ¥, fir
alle t < s € [0,T] gezeigt werden. Daftir wende man zunéchst die Ito-Formel auf
die Funktion ¥ : R? x RT — C, (21, ..., 24,t) — e "He@+Ahi@nt+8®za ypd das
Semimartingal (X;,t) = (X}, ..., X%, t) an. Man beachte, dass die Ito-Formel auch
auf komplexwertige Funktionen f {ibertragen werden kann, indem man sie jeweils
fiir den Real- und Imaginirteil der Funktion anwendet. Bezeichnen aft, o und g%,
BT Real- und Imaginérteil von a bzw. 3, so lisst sich U; = U(X,, t) darstellen durch

U, = et +B8() Xt

— ¢t OETOXC (cos(al (1) + B (1)X,) + isin(al (1) + B (D) X))

woraus sich
Ul = ettt (AT (BXe cos(a (t) + 1 () X,)

als Realteil und
\ij — e—rt+ozR(t)+ﬁR(t)Xz SiIl(OéI(t) + ﬁj(t)Xt)

als Imaginérteil von ¥ ergeben. Die Ito-Formel kann nun jeweils auf die Funktionen
Uf und ¥! angewendet werden, die beide zweifach stetig partiell differenzierbar in
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x und einmal stetig partiell differenzierbar in ¢ sind. Insgesamt erhélt man dann

U, — 0 Z / s)dX? + LoV (X,_,s)ds
LT (%z o Os 77
5 d[X*, X7|;
+ Z / axzax] - 8) [ Y ]S
l<z J<d
¢ 1 ov A
(X, 8) —V(X,_,s)— —(X,_, s)AX! dN;.
b O~ W) = 3 X AN,
Des Weiteren seien yi; bzw. 0; = (0i1,...,0; d) die i- te Komponente der Funktion
@ bzw. o. Dann ist [X® XW]¢ = [o;(X)W, 0;(X fo oi( X, )o! (X, )ds fiir

alle 1 <i4,5 <d,daW = (W' ... W9 ein d- dlmensmnaler Wlenerprozess ist und
esist fir alle 1 <i<d

d
dX] = pi(Xy ) dt+ Y 0i5(X,2) dW] + AX} AN, t€[0,T].
=1

Damit folgt, dass

d

! oV ! oV
\Ijt—\IJO = Z </ ul(Xs )axi(Xs_,S)dS—i'/o Ui(XS_)a—xi(Xs_,S)dWs

t
/ s o) o [ e e
Lov .
+ 2 . 3@8:5] (X S)O-i(Xs_>o-_] (Xs—)ds
1<4,5<d
t L 0w
+/0 U (X, 5) = VU(Xs,8) — 121 oz, (X,_,s)AX! dN,
a 0 0s 5= 8 — HilAs— axz s—> S
1 oV .
T3 Z 8%333] (Xs—as)az(Xs—)O'j (Xs—) ds
1<4,j<d
= [ o
+Z/ Uz(Xs—)%(XS_,S)dWS + Z (X, s) — U(X,_,s)
= ’ ' 0<s<t
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X5 8) (4.7)

t
(4.5) 3\11
= / s ) +Zﬂ'z
0

2 - 8:6,09:] (XS 7S)O-i(X >Jj (Xs—) + Vs ds
1<i,j<d
d -t
ov
t Z/O Ui(Xs—)ax. (Xs_, 8)dW + J,.
=1 7

Durch Lemma 4.2 ist bereits bekannt, dass J ein Martingal ist. Mit Blick auf die
partiellen Ableitungen

%\f (x,t) = (—7‘ +a(t) + B(t)a:) U(z,t), (4.8)
g_z(x,t) = Bi(t)V(z,t), ie€{l,...,d}, (4.9)
aii;l;j'@vt) = Bi(0)B; (¥ (x, 1), i je{l,....d}, (4.10)

insbesondere (4.9), erkennt man, dass wegen Bedingung (iii) aus Satz 4.1 auch das
Integral bzgl. W ein Martingal ist. Denn fiir alle ¢ € {1,...,d} ist

/. 10.¢ )gxz( 5=y 8) AW, = /Zo—” ax, X,_,s)dW? (4.11)

=g (Xs )

ein Martingal, wenn fiir alle i, 5 € {1,...,d} und fiir alle ¢t € [0, T

E (/(; ’nU(Xsfa 3)‘2d5) =F (/0 %(Wij(Xsf, 5))2 + %(ﬂij(XS,, 8))2d8> < 00,

wobei 3 den Realteil und & den Imaginirteil bezeichne.? Nun ist aber
t
2 2
E (/ éR(%(Xs—, 3)) + S(nij(Xs—a 3)) dS)
0

W g ( /0 R (03 (X))o )? + S (00;(Xo)Bi(1) 0, ) ds)

2Vgl. [JYC09] Proposition 1.5.1.1, S.37.
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IN

E(/ R(llo(X, )||5%()\Ijs—)Z+S(HO-(XS—)HBi(t)\Ps—)QdS)

- (/ o (X, )28 wz_ds)

(4i7)
< 0.

U ist demnach ein Martingal auf [0, 7], wenn das erste Integral aus (4.7) fiir alle
t € [0,T], P-f:s. gleich 0 ist. Dies wiederum ist dann der Fall, wenn der Integrant
P-f.s. konstant gleich 0 ist, also wenn

B 1 B .
8t (Xt, )+ 5 Z m(Xt,t)O’i(Xt)Uj (Xt)

3 (X0 G (X0st) + WXL OACX) (9(B(0) — 1) =0, (412

fir alle t € [0,7], P-f.s. Durch Einsetzen der partiellen Ableitungen aus (4.8) bis
(4.10) erhélt man

(4.12) = (—T + a(t) + B(t)Xt) V(X t) + Z 11:(X) B; (1)U (X, )
+ % Z Bi(t)B; ()W ( Xy, t)oi( X))o (Xy) + (X, YA(Xy) (0(B(t) — 1)) . (4.13)

Als néchstes sei noch
Z i (Xe) Bi(t) = MT(Xt)B(t) (4.14)

und

> BB (ei(X)e] (X)) = BT (H)a(X)o T (X,)B(t) (4.15)

1<i,j<d

festgehalten. Gleichung (4.13) ldsst sich um W(X;,¢) # 0 kiirzen. Zusammen mit
(4.14) und (4.15) ergibt sich

(018) = (—r +a(t) + BOX.) + 55T (Do(X)o (X)B()
FuT (X5 + ACX) (p(5(0) 1)
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Indem man schlieflich noch die affine Struktur von u, oo" und A (vgl. Definition
3.17) ausnutzt, erhdlt man als hinreichende Bedingung dafiir, dass ¥ ein Martingal
ist, dass

. : 1
(=r+at) + B0)X,) + 587 () (Ho + Hi X0)(0)

+ (Ko + K0.X0) TA() + (o + LX) (0(B(8) — 1)) =0,
fir alle t € [0,T], P-f.s. Man betrachte nun die Terme mit und ohne X; getrennt
voneinander. Die Gleichung ist also insbesondere dann erfiillt, wenn

i 1
1 a(t) + 58T (O HoB() + K7 5(0) + 1o (#(B(2) — 1)) =0

und

: 1
Bt) + 5B (O HB(E) + K[ B(E) + i (2(B(t) — 1)) = 0.
Die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen aus (4.2) und (4.3) sind also eine

hinreichende Bedingung dafiir, dass ¥ ein Martingal ist. O

Nachfolgend wird noch eine Verallgemeinerung der Transformierten 1 untersucht.
Dazu folgender

Satz und Definition 4.4. Ser r € R und X eine ASD mit Charakteristik x =
(K, H,l, @), die sich erweitert gutmiitig verhalte, d.h.:

(i) x wverhdlt sich gutmiitig in (u,T), d.h. die Bedingungen (i) bis (iv) aus Satz
4.1 sind erfillt.
(i1) Die Sprungtransformierte ¢ ist in B(t) differenzierbar fur alle t € [0,T] und
die gewohnlichen Differentialgleichungen
B(t) = — KTB(t) - () B — 1V (5(0) BU)  (4.16)
und
A(t) = — KoB(t) — B(t) "HoB(t) — loVp (B(1)) B(t) (4.17)

mit den Randbedingungen B(T) = v, v € R" und A(T) = 0 werden eindeutig
durch A und B geldst, wobei V(c) den Gradienten von ¢(c) bzgl. ¢ € €7
bezeichne.

(iii) B () Fuldt) < oo, mit 5, = 0 (1 (5(1)) — 1) A(Xe) + WV (5(1)) B@),
t€[0,7].

(iv) E [fOT o (X )||? (®,_B(t) + W, B(t)) dt] < .

(v) E(|®r| < o0),
wobei ®, := (A(t) + B(t)X,) Uy, t € [0,T] (¥ wie in Satz 4.1).
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Die Abbildung ¢X : R* x C¢ x D x Rt x Rt — C die durch

o*(v,u, Xy, t,T) = FE (e‘r(T_t)vXTe“XT

F), t<T (4.18)
definiert wird heifst erweiterte Transformierte von x und ldsst sich berechnen durch:
(v, u, 2, t, T) = pX(u,x,t,T) (A(t) + B(t)x) ;

mat WX wie in Satz 4.1.
Beweis: Der Beweis funktioniert im Wesentlichen genau wie der von Satz 4.1. Man
muss zeigen, dass ® ein Martingal auf [0, 7] ist. Dann gilt &, = E(®p|F;) fir alle

t € [0, 7] und deshalb auch

(A(t) + B(t)X,) v*(u, X4, t, T) = (A@t) + B(t)X,) "'V,

wobei beim vorletzten Schritt die Randbedingungen «(7) = A(T) = 0, B(T) = u
und B(T') = v ausgenutzt wurden.

Es bleibt also zu zeigen, dass ® ein Martingal ist. Dies kann durch eine analoge
Vorgehensweise zu Lemma 4.2 und 4.3 erreicht werden.

1. Schritt: Man zeigt, dass jt = ZO<Ti§t Op — Op — fg ~sds ein Martingal auf
[0, T ist, wobei (T});ew wiederum die Sprungzeiten von N bezeichne.

Zunachst sei festgehalten, dass wegen der Stetigkeit von exp, «a, 3, A und B und
unter Hinweis auf (4.6) fiir alle 7; < T

CI)Ti — CI)Ti—

)+ B(T)X5,) Ur, — (A(Ti-) + B(T,—)X,_) Vg,

— (A(T) + B(T) (Xr,— + AX7)) Wry_ T2 — (A(T,) + B(T)Xr,—) U,
)+ B
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gilt. Daraus ergibt sich dann in analoger Vorgehensweise zu Lemma 4.2 fiir alle
0<t<s<T

El ) &n-0n_ |7

t<T;<s

=£ Z L ((I)Tz - (I)Ti— — ,Tz) Fi
t<T;<s

5| Y B (@Ti_ (eﬁ(Ti)AXTi _ 1) + B(T)A Xy Wy, ePTAXT, Xﬂ--;ﬂ) 7
t<Ti§s

=E| Y ®n (p(B(T)) - 1) + BT)¥r, Ve (B(T1) | Fi
t<T;<s

£ ([ 0 (00500 ~ 1) + B, (3(0) a,

)

Dabei wurde im vorletzten Schritt ausgenutzt, dass ¢ laut Voraussetzung in 5(t)
differenzierbar ist fiir alle ¢ < T'. Mit Bedingung (iii) folgt dann wie in Lemma 4.2,

dass
)

= 5 ([ 00 (pl800) = 1) + B,V (500) MK,

B ( || @ (630 = 1) + B,V (3(w) N,

)

2. Schritt: Wie in Lemma 4.3 wendet man die Ito-Formel auf die Funktion
d:RYxRY - C
(z,t) = (At) + B(t)z) e eI

und schlieflich die Martingaleigenschaft von J auf [0, 77].

(bzw. jeweils auf deren Real- und Imaginérteil) und das Semimartingal (X;,t) an.
Mit den gleichen Argumenten wie in Lemma 4.3 ergibt sich

P, — Py
d t

:Z/ 0% ixi 4 6@3‘ Z / = jix, x0):
= Jo Oz 0 1< j<d O 8%

+/t<1> ) —Za(bs_AXidN
0 s s— : 8@ s s
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i=1 1<4,5<d

‘oo, R oD, . -
_/0 ( s + ZNZ(X 8331 5 Z axlax] )O-j (XS—) +75) ds

+Z/t (X, )‘%S*dw +Jp.
‘ 0 i axl t:

OP(z,t) 0P(z
et a D fiir § = 1,....d

) fiir 1 < i ,J < d. Diese lassen sich wie folgt darstellen

Nun betrachtet man wieder die partiellen Ableitungen

0%2d(x,t)
und 6901833

0P(x,t) O(A(t)¥(x,t) + B(t)x¥(z,t))

o 7
— A ¥+ A 2D (B@) (o t) + i) 22 t>>
= (A@t) + 2B(t)) U(x,t) + (A(t) + zB(1)) éhlfé:? t)

= (A(t) + zB(t)) ¥(z, t) + (A(t) + zB(t)) (—r+a( )+ B(t)x ) U(z,t),

0P(z,t) O(A()V(x,t) + B(t)xV(x,t))
ox; Oz,

+ B(t)

0V (x,t)
8:61-

=" (A(t) + = B(t)) Bi(t)¥(z,t) + Bi(t) ¥(z,1),

Oz ¥(x,t))
81’2'

+ B;(t) V(z, 1)

= (A(t) +z B(t))

0?®(x,t) OV (x,t)(B;(t) + (A(t) +xB(t))5s(t)))
&cﬁxj 85(7]'
oV (z,t)

= on, (Bi(t) + (A(t) + zB(t)) (1)) + U(x, 1) B;(t) Bi(t)

(Bi(t)B;(t) + B;(t)B:(1)) W (w, ) + (A(t) + 2 B(1)) 5:(1) ;1) ¥ (=, 1).

(4.10)

Wegen Bedingung (iv) ist das Integral bzgl. W ein Martingal, was sich wiederum
durch eine zu Lemma 4.3 entsprechende Argumentation leicht nachvollziehen lasst.
Ebenso ist auch J ein Martingal (1. Schritt). Als hinreichende Bedingung fiir die
Martingaleigenschaft von ® ergibt sich also, dass der Driftterm P-f.s. fiir alle t €
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[0, 7] gleich 0 ist, d.h.

8@,5 09, 09,
—_— 4 = X (Xy)
Z ox; (’9% 0+ Z i) o0x;

+ @4 (0(B(t)) — 1)/\(Xt) + U Vp(B(1)B(t) = 0, (4.19)

<i,j<d

fir alle t € [0, T, P-f.s. Einsetzen der partiellen Ableitungen liefert
(4.19) =V, (A(t) + B(t)X; + (A(t) + B(t)X;) (—7“ + alt) + B(t)Xt>> (4.20)

+ ZMz‘(Xt) (‘Ijt (Bi(t) + (A(t) + B(t)Xtﬁi(t)U)
+ % Z (23i(t)5j<t)q’t + (A(t) + B(t)Xy) 51’@)5;’@)‘1’7:) oi(X1)o] (Xy)

1<i,5<d
+ <g0 (8(1)) — 1) MX0) + U,V (B(1) B(t).
Mit
ZMi(Xt) (Bi(t) + (A(t) + B(t)X)i(t)) = ' (X3) (B(t) + (A(t) + B(H)X,)B(t))

und

>= (2B0B(0 + (A1) + BOXL) A1)5(1)) 0:(X1)o] (X)

1<i,j<d

=B ()o(X)o " (X)B(1) (At) + B(t)X;) +28(t) o (Xe)o ' (X;) B(t)
folgt dann
(4.20) = (A(t) + B(t)X,) (—r +a(t) + B(H)X: + %ET(t)a(Xt)aT(Xt)B(t)
+ MX) (9(B(t) — 1)) + A+ BOX, + p" (X)) B(t)+
B(t)o(Xo)o T (X)B(E) + A(Xe,t) (Vo (8®) B())
Nun ist aber bereits

—r A Q(t) + B(6) X, + %BT(t)U(Xt>UT(Xt)5(t) +A(X) (0(B(t) — 1) =0,
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da sich x gutmiitig verhélt und sich die Gleichheit wie in Lemma 4.3 aus der
speziellen Gestalt von o und [ ergibt. Es bleibt also

A(t) + B()X, + " (X)B(t) + B(t)o(X,)o T (X,) B(t)
+AX) (Ve(B(1)B(t)) = 0,

fir alle ¢t € [0,T], P-f.s. nachzuweisen. Nutzt man wie im Beweis zu Lemma 4.3
die affine Gestalt von p, 0 und A aus und betrachtet die Terme mit und ohne X;
gesondert, folgt die Gleichheit aus den Differentialgleichungen (4.16) und (4.17) von
A bzw. B. []

4.1.2 Bewertung europaischer Standard-Optionen

Der folgende Satz stellt die Briicke zwischen dem allgemeinen Resultat tiber die
Transformierte aus Satz 4.1 und der Bewertung von Optionen dar.

Satz 4.5. FEs sei eine ASD X gegeben mit Charakteristik x und Anfangswert X
und r € R. FirT € [0,00) und a,b € R™ verhalte sich x = (K, H,l,0) gutmdiitig in
(a+ b, T) fir alle v € R. Auflerdem sei

/ |YX(a + ivb, X, 0,T)|dv < oco. (4.21)

Definiere Gop(-; Xo, T, x) durch

Gy Xo. T,X) = B (T3 1,0y ) . yER (4.22)
Dann gilt
X(a, Xo,0,T
Ga,b(y;X[);Ta X) :w ( 20 )
1 [ S[X(a+ ivb, Xy, 0, T)e~ v
__/ S[X(a + ivb, Xo,0,T)e ]dv, (4.23)
T Jo v

wobei c| den Imagindrteil von ¢ € C bezeichnet.

Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen, insbesondere der Gutmiitigkeit von
X in (a,T), gilt

hHl Ga,b(y;xaj 7X> wx(a7x7071 ) < 0 llIld hIIl Ga,b<y;xaj 7X) O
Yy—r+o0 Y—>r—00
(4.24)

Da zudem Gop(y1;2,T,X) < Gap(yo; 2, T, x) fir yi < yo, ist Gup(-;2, T, x) aus
(4.22) wohldefiniert. Ferner wird dadurch deutlich, dass durch G,; ein endliches
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Maf festgelegt wird. Des Weiteren stellt sich mittels partieller Integration fiir
Stieltjes-Integrale heraus, dass

/ 6’i'uy dGa,b(yv XO? T7 X) = Q)DX(CL + ’L.Ub, XO’ 07 T) (425)
R

Fiir 0 < 7 < oo und ein festes y € R gilt nun

1 Tenw¢xgz—¢vb¢a(xzj-—e*Wy¢X@z+iv@an0,T)

= d
(1) = 5 - ’
(4.25) 1 T wyf e lvszab(Z Z, T X) —e wyf ewszab(z z, T X)d
o,
—’L’U 2=y) _ ew(z y)
- / / dGap(z, 2, T, x)dv
zv 2—y) _ efw(z y) IodC . »
= / /_T 970 (Y a,b(zy x, 7X>7 ( . )

wobei in der letzten Zeile der Satz von Fubini angewendet wurde. Dies ist moglich,

da durch G, wie oben erwéhnt ein endliches Mafl induziert wird und die Funktion
i0(z—y) _g—iv(z—y)
(z,8) > € -

beschrénkt ist auf R x [—7, 7] fiir alle 7 > 0. Indem man

1, fallsx >0
sgn(z) = 0, fallsz=0
—1, fallsx <0

definiert, kann man das innere Intergral von (4.26) unter Beriicksichtigung von
eia_efia

&7 =sin(a), a € R, nun wie folgt schreiben:
T Jw(z—y) _ ,—iw(z—y) _ T g _
ﬁ@:/e - dv — 3 w/smm W, (o
. iv T . v

Da [ Sm(at dt = fiir alle a > 0, folgt

1, fallsy <z
fr(z) == 0, fallsy=z,
—1, fallsy >z

also f,(z) — sgn(z — y). Die f.,7 > 0 sind wegen

t t
sup{ ﬂdzf‘ a:,yG]R}ﬁ/ ﬂalt<2

it
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gleichméfig beschrénkt und man erhélt mit Hilfe des Satzes von der majorisierten
Konvergenz, dass

lim I(1) = — / sgn(z — y)dGap(z, 2, T, x)
R

T—00
=— (/ dGap(z,2,T, ) —/ dGop(z, 2, T, X))
(yvoo) (—oo,y)

:—/dG%b(Z,.T,T,X)“‘/ dGa,b(Zax7T7X)
R

(—oo,y)
+ / dGa,b(Z7x7T7 X)
(7oory]

=—19¥a,2,0,T) + Gap(y, 2, T, X) + Gap(y—, 2, T, X). (4.28)

etav _ezbv

Da 5—— < M|a — b| fiir a,b,v € R und geeignetes M > 0 erhélt man aufgrund
der majorisierten Konvergenz mit (4.21), dass

Ga,b(yu z, T7 X) - Ga,b<y_7 z, T7 X)
= 13]1%1 (Ga,b(yv x, Ta X) + Ga,b(y_> X, T7 X) - Ga,b(ga x, T7 X) - Ga,b(g_> &Z, T7 X))

* (e — )X (a — b, x,0,T) — (e — e~ 9)pX(a + ivb, 2,0, T)

= lim : dv
Y J_so 2TV
< lim My — ] ( | e inaomy+ [ |¢X<a+wb,x,o,T>|>
ity oo oo
=0. (4.29)
(4.28) in Verbindung mit (4.29) ergibt dann
X(a,x,0,T
Ga,b(ya z, Ta X) :%
N 1 > epX(a — b, x,0,T) - e~ "yX(a + b, ,0,T) o
A J_ o w
_PerOT) L e N it 0Ty, g
2 2 J_ v
2 T Jo v

wobei die bekannte Rechenregel fiir komplexe Zahlen S[z] = 5-(z — 2) angewendet
und

e“’%ﬁ"(a — iUb, X, O, T) = e—ivy¢x(a + Z'Ub, Z, 07 T)
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Nach der nétigen Vorarbeit, kann mit der Optionsbewertung fortgefahren werden.
Dazu sei im Folgenden nochmals kurz zusammengefasst, was iiberhaupt unter einer
Option verstanden wird und wie man deren Preis bestimmt.

Definition 4.6. Mit einer europdischen (Standard-)Option erwirbt deren Kéufer
das Recht, aber nicht die Pflicht, am Laufzeitende eine bestimmte Menge eines Gu-
tes (Basiswert) zu einem im Voraus festgelegten Austibungspreis (Strike) zu kaufen
oder zu verkaufen. Beim Kaufrecht wird die Option als Call, beim Verkaufsrecht als
Put bezeichnet. Der Verkaufer der Option erhélt den Kaufpreis. Er ist im Falle der
Ausiibung verpflichtet, den Basiswert zum vorher bestimmten Preis zu verkaufen

(Call) bzw. zu kaufen (Put).?

Eine europaische Call-Option mit Basiswert X, Strike K und Laufzeit T' zahlt
dementsprechend am Verfallsdatum, also zum Zeitpunkt T den Betrag (Xr— K)*.
Ein (arbitragefreier) Preis der Option zum Zeitpunkt 0 kann deshalb durch

C(K,T,X) = E? (e‘T’T(ST - K)]l{STzK}) (4.32)

gebildet werden, wobei r die risikolose Zinsrate ist und () ein risikoneutrales Maf.

Satz 4.7. Es sei eine d-dimensionale ASD X gegeben mit QQ-Charakteristik x und
Anfangswert Xo, wobei Q) ein risikoneutrales Mafl mit risikoneutraler Zinsrate r
sei. Dann ist

C(Kv Ta X) = Ge(i),fe(i) (_ IH(K), XOa T7 X) - KGO,*({(’L’)(_ hl(K)v XOv T7 X)a

mit G wie in (4.23), ein arbitragefreier Preis zum Zeitpunkt 0 eines europdischen
Calls mit Basiswert exp (X;), ¢ € {1,...,d}, Austbungspreis K und Laufzeit T,
vorausgesetzt, dass

1. x sich gutmiitig in (e(i) — ive(i), T) und (—ive(i),T) fir alle v € RT verhdlt
und

2. [ X (e(i) — ive(i), Xo,0, T)dv < 0o und [ pX(—ive(i), Xo,0,T)dv < oo,

wobei €(i) € RY als i-te Komponente eine 1 hat und alle anderen Eintrige gleich 0
sind.

3Der Zusatz Standard oder auch hiufig Plain Vanilla dient zur Abgrenzung gegeniiber exoti-
schen Optionen. Wird nur von einer (européischen) Option oder einem (européischen) Call/Put
gesprochen, ist damit im Folgenden immer die Standard-Option gemeint. Das Attribut euro-
pdisch beschreibt die Ausiibungsart der Option (nur am Ende der Laufzeit). Alternativ gibt es
auch amerikanische Optionen. Diese kobnnen wdhrend der gesamten Laufzeit ausgeilibt werden.
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Beweis: Fiir den Call-Preis gilt

4.32 _r ;
C(K.T,y) "2 B9 (6 HCaE K)]l{xizln(m)

= B2 (e L xomuy ) = B2 (¢ Mz )
= Get) i) (= In(K), Xo, T, x) = Go,—e(iy (= In(K), Xo, T, X)-
Satz 4.5 besagt, dass unter den Voraussetzungen 1 und 2
Ge(i)—e(n(—In(K), Xo, T, x) =E?(e”" e Lix,5mm(x)})
und
Go,—e(i) (= In(K), Xo, T, x) =E¢ <€7TT]1{Xizln(K)}>
wohldefiniert sind und geméaf (4.23) berechnet werden konnen. ]

Bemerkung 4.8. Der Preis fiir einen europaischen Put P ergibt sich aus der Put-
Call-Paritat, gemaf derer sich der Preis eines Puts aus dem eines Calls C' wie folgt

berechnen lasst:
P=C+ K -exp(—rT) — So,

wobei T der Ausiibungszeitpunkt, Sy der Startpreis des Basisgutes und K der
Ausiibungspreis ist.

4.1.3 Bewertung geometrisch asiatischer Optionen

Neben européischen Standard-Optionen, lassen sich mit Hilfe der Transformierten
aus dem vorletzten Abschnitt auch andere Optionen bewerten. Als Beispiel fiir eine
exotische Option, sei hier kurz die geometrische asiatische Option behandelt. Das
Hauptmerkmal asiatischer Optionen ist, dass der Wert der Option nicht {iber den
aktuellen Kurs des Basisgutes bestimmt wird, sondern iiber den durchschnittlichen
Kurs wihrend der Laufzeit. Dabei ist zunéchst einmal nicht festgelegt, welche Aus-
iibungsart die Option hat. Hier wird angenommen, dass es sich um eine Option vom
europdischen Typ (Ausiibung nur am Laufzeitende) handelt. Der Nameszusatz geo-
metrisch (alternativ arithmetisch) driickt aus, welcher Durchschnittswert berechnet
wird. Im Falle einer geometrischen asiatischen Option wird also der geometrische

Mittelwert bestimmt, d.h. 5 = (IT-, Sti)l/n. Dieser ist oftmals deshalb leichter zu
bestimmen, da in vielen Modellen, wie auch hier, nur der logarithmierte Preis be-
trachtet wird und S = exp (In (5)) = exp (% Sor . In (Sti)) = exp (5), wobei 5 den
arithmetischen Mittelwert des logarithmierten Preises s = In (5) des Basisgutes S

bezeichne. Wahrend in der Praxis natiirlich immer nur endlich viele Beobachtungs-
zeitpunkte (;);—1__, zur Berechnung des Optionswertes herangezogen werden, geht
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man bei der mathematischen Modellierung davon aus, dass ein geometrischer asia-
tischer Call mit Strike K zum Laufzeitende T" einen Betrag (1/7 fOT In (S;)dt — K)*
auszahlt. Das bedeutet, dass der Wert der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben ist
durch

. I
TR (T /0 ln(St)dt—K> Lot T soasky | - (4.33)

Der Optionswert lédsst sich mit Hilfe der erweiterten Transformierten aus Satz 4.4
und einem zu Satz 4.5 entsprechenden Resultat bestimmen. Ahnlich zum letzten
Abschnitt betrachtet man also die Funktion

éd@,b(y, X0, T,x)=FE <€_TTdXT€aXT]l{bXT§y}> : (4.34)
Fiir diese ergibt sich die folgende Aussage:
Satz 4.9. Es sei X eine ASD mit Charakteristik x und Anfangswert Xy und r € R.

Fir T € [0,00) und a, b, d € R™ verhalte sich x = (K, H,l,0) erweitert gutmditig
in (d,a+ivb, T) fir alle v € R. Auflerdem sei

/ 16¥(d, @ + ivb, Xo,0, T)|dv < oo.

Dann ist CN;d,a,b(-; x,T,x) aus (4.34) wohldefiniert und gegeben durch

be(d, a, XO) 07 T)
2
1 /°° S (d, a + v, Xo, 0, T)e— ]
0

éd,a,b<y; X07 T? X) =

(e

d 4.35
- b (43)

wobei c| den Imagindrteil von ¢ € C bezeichnet.

Beweis: Zu Beginn des Beweises zelgt man wieder, dass Gda b(y, Xo, T, x) monoton

wachsend ist in y mit lim,,_ Gdab(y,Xo,T x) = 0, lim,_, Gdab(y,Xo,T X) =
®X(d,a, X,0,T) < oo und

/ eivy déd,a,b(yv X07 T, X) - ¢X(d7 a + Z"Ub, XO’ 0’ T>
R

Ersetzt man dann ¢ durch ¢ und G durch G , ist der Rest des Beweises eine Kopie
des Beweises von Satz 4.5. [

Satz 4.9 ermoglicht es nun die Frage zu kléren, wie der Preis einer geometrischen
asiatischen Option bestimmt werden kann.



76 4.2 Optionsbewertung im Shot Noise-Modell

Satz 4.10. Es sei eine d-dimensionale ASD X gegeben mit Q-Charakteristik x und
Anfangswert Xo, wobei Q ein risikoneutrales Maf mit risikoneutraler Zinsrate r be-
zeichne. Sei des Weiteren Y, = fot X'ids und X = (X,Y). Dann ist X wieder eine
ASD mit Charakteristik X und ein arbitragefreier Preis einer geometrischen asiati-
schen Call-Option mit Basiswert exp (X;), Austbungspreis K und Austibungsdatum
T lasst sich berechnen durch

1 -~ - <
Cga(Kv T7 X) = TGe(n+l),0,*6(n+l) (_KT7 XO: Ta X) - KGO,*G(i)(_KTa XOa T; X)a

mit G wie in (4.23) und G wie in (4.35), vorausgesetzt, dass

1. X sich fir alle v € R erweitert gutmiitig in (e(n + 1), —ive(n + 1), T) und
gutmiitig in (—ive(i),T) verhdlt und

2. [ &*(e(n+ 1), —ive(n + 1), X,,0,T)dv < 0o und
Jr X (—ive(n + 1), Xo,0,T)dv < oo.

Beweis: Dass X = (X,Y) mit Y, = fot X'ds wieder eine ASD darstellt, ist gem&f
Definition klar. Sei nun X die @-Charakteristik von X, dann folgt mit (4.34)

1~ =~ - 1 .
—Ge(n+1),o,—e(n+1)(—KT7 Xo,T,X) = fE (6 tE(n +1) X7 ]l{—e(n+1)XT§—KT}>

T
1 T
—rt %
= E TA Xtdt]l{%fOTngtZK}

und
KGo 1) (—KT, Xo,T,X) = KE (67”1{7e<n+1>XT§KT})
= KB (¢ rianr ) -
Zusammen mit (4.33) ergibt sich dann die Behauptung. O

4.2 Optionsbewertung im Shot Noise-Modell

Nun werden die Ergebnisse aus den letzten beiden Kapiteln miteinander verkniipft.
In Kapitel 3 (vgl. Satz 3.19) wurde schon festgehalten, dass ein SNSVM mit ex-
ponentiellen Wirkungsfunktionen unter einem ) € Mp(S) eine affine Sprung-
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Diffusion mit Charakteristik x = (K, H,IT,17,¢™, ¢~ ist, wobei

r 0 —% —u" —u
Ry, 10 =k, O 0
Ko = o Ki=1g o —ky 0 |
K_0_ 0 O 0 —k_
1 po, 0 0
2
- - po, o5 0 0
Hy=0, H, = 0 0 0 0 0 0 0 ,
0 0 00
0 0
_ 0 _ 0
la_ - O, lO - 0, li‘!‘ - 1 ’ll — 0 5
0 1

S0+(Zl7 22y %3, 24) - SOVJF (Zl + U+K+Z3)7 90_(217 22y %3, 24) - 90 7(_2’/1 + O-—KJ—Z4)7

und ¢©” * die Transformierte der Verteilung 7+ sei. Darauf werden jetzt die Resultate
aus diesem Kapitel angewendet.

Korollar 4.11. Die beiden gewchnlichen Differentialgleichungen aus (4.2) und
(4.3) haben die Form *

/31(t) 0
5:2@) % 1(t) — 1( )2+ Rofa(t) — ‘0' Ba(t)? — poyfi(t)Ba(t) (4.36)
Ps(t) —¢" (51 () + o4k B3(t) + 1+ ¥ Bu(t) + k4 B5(t) '
Ba(t) =" (=Bi(t) +o_r_Bu(t)) + 1+ a" Bi(t) + Kx_Pa(t)
und
a(t) =1 — Bi(t)r — Ba(t)kl, — B3(t) k04 — Ba(t)k_0_. (4.37)

4Wiirde man bei den Q-Sprungintensititen nicht nur eine lineare Abhiingigkeit in fti sondern
zusdtzlich auch in vy mit Parametern 74, n—, also /\gE =0y —o04 fti + n+vy, ergdbe sich ein
deutlich komplizierteres DGL-System, so wiirde sich z.B. fiir 85 folgende Gleichung ergeben:

. 1 1
P2 = 551 - 55% + kofo — 0o B3 + NikiuBs — 77+0253 + -k — ’77702@1

- (P%ﬁlﬂ2 + 77+P%ﬁ1ﬁ3 +1-poBiBs+ oany BB + oon_Ba2fa + 77+77—UU5354> .
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Beweis: Fiir den Beweis muss man lediglich die Koeffizienten aus Satz 3.19 in die
Gleichungen (4.2) und (4.3) einsetzen. Im Folgenden seien &(t), 5(t) und B;(t),
i=1,...,4 abgkiirzt durch &, S und 8;, i =1,...,4.

Mit (4.3) erhilt man nun wegen Hy = 0, [f = 0

A
B
B
Ba

=1 — pir — PoRyby — B3k Oy — Byk_0_.

a=r— (7’ Rol, K04 m,9,> .

Mit Gleichung (4.2) ergibt sich

0 0 0 0 01
b= -1 —R, 0 0 s
| -ue 00—k 0O B3
—U_ 0 0 —K_ ﬁ4
A 1 po, 00 B
1 62 POy 0'12; 00 52
T2 B O 1o 0 00 |V ||
o 0 0O 0O By
0 0
A (67 oames) = 1) = | o | (6 (<51 onopi) 1)
0 1
0 0
_ 361 + Fofo L (B + pouf2) B+ (pouBr + 02B2) Ba
Uy + ks 2 0
U_fB + K-y 0
0 0
0 - 0
o (Bi+ ok fB) —1 - 0
0 ¢" (=P +o_r_fBy) — 1
0

%ﬁ_l - %512 + RvﬁQ - %0121622 - pavﬂlﬁ2
—¢" (B + 0461 B3) + 1+ Uy Br + k1P
—¢" (=Pr+o_k_Ba) +1+u_pi+k_p4



4.2 Optionsbewertung im Shot Noise-Modell 79

]

Die Hauptaufgabe bei der Optionsbewertung nach dem hier verfolgten Ansatz
besteht darin, das System von gewthnlichen Differentialgleichungen aus (4.2) bis
(4.3) zu 16sen um dann in einem néchsten Schritt das Integral aus (4.23) auszuwer-
ten. Im allgemeinen Fall muss beides numerisch geschehen, da keine analytischen
Losungen fiir die Differentialgleichungen zur Verfiigung stehen.

Méchte man das Endwertproblem aus (4.2) bis (4.3), mit «(7") = 0 und S(T) = u
in ein Anfangswertproblem umwandeln, betrachtet man dazu die Funktionen &, 3,
fiir die a(T —t) = a(t), B(T —t) = B(t) fiir t € [0, 7] gilt. Fiir 7 = T — ¢ ist dann
9B(t) 9B(7) 9B(r) 9B(7) o7

o = g also T = TS o = ag_gt) - (—1) und fiir & entsprechend. & und 3

erfiillen also die Differentialgleichungen

%(ﬂ =K B(r) + %5(7)TH15(7) + 10 <¢(B(T)) — 1) , (4.38)
aa—(z(r) = —r+ KoB(r) + %B(T)THoﬁ(T) + 1 (d)(B(T)) _ 1) (4.39)

mit 3(0) = B(T) = v und @(0) = o(T) = 0.

Im folgenden Beispiel wird gezeigt, dass in einigen speziellen Féllen eine analy-
tische Losung der auftretenden Differentialgleichungen méglich ist und somit eine
geschlossene Formel fiir den Preis einer européischen Option verfiighar ist. Dies ist
unter anderem dann der Fall, wenn keine Spriinge auftreten oder wenn die Wir-
kungsfunktion konstant ist.

Beispiel 4.12.

1. Fall: keine Spriinge
Falls keine Spriinge auftreten, vereinfacht sich das System der zu l6senden Diffe-
rentialgleichungen zu

Bi(7) =0, (4.40)
Bolr) = —3Bil1) + i) — RBa(r) + 5o2a(r) + pou(P)a(r),  (441)
a(1) = —r + Bu(7)r + Ba(7)R0, (4.42)

wobei B die Ableitung von 3 nach t bezeichne (fiir o eptsprechend)_. Im Folgen-

den wird, sofern Missverstédndnisse ausgeschlossen sind, BQ(T)_durch By abgekiirzt.
Wegen (4.40) ist 8; konstant. Da zudem (31(0) = w gilt, ist 51(7) = w und (4.41)
vereinfacht sich zu

- 1 1 S _ 1 _ 322
By = —su+ su* = Rfs + 50,55 + poyubs = —sa+ Bab + P20,

9 9 9 9 ) 52(0) = 07
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wobei a := u(1 —u) und b := o,pu — Kk,,. Es liegt also eine Differentialgleichung der
Form 3 = qo(t) + q1(t)y + q2(t)y? vor. Diese werden auch riccatische Differential-
gleichungen genannt und besitzen die Losung

w/

QQ’UJ’

sofern eine Funktion w mit w(t) # 0 fur alle ¢ € [0,7] existiert, die die Differen-
tialgleichung

w”" = P(t)w' + Q(t)w =0, mit P(t)=q(t)+

16st.°
0,2

Hier ist also qo = —%, ¢1 = b, ¢2 = 5, weshalb die Differentialgleichung

2

ao;

4

w” — bw' — w=0

zu 16sen ist. Wie man leicht nachvollziehen kann, besitzt die quadratische Gleichung

CLO'2

r—br——2=0

4

die (unter Umsténden komplexen) Nullstellen 7, = 1(b++) und 5 = $(b— ) mit"
v = +/b%* + ao?, weshalb w die Losungen

w(t) = ClebJrT’Yt —+ CQ@IFT’” = 6% (Cle%t + 026_%t) , 017 02 cR

besitzt. Damit w # 0 gilt, muss mindestens eine der Konstanten C, C5 ungleich 0
sein. Fiir w’ ergibt sich dann

NS

w(t) = LDy 0, M0 e (C1(b+ et + Calb = 7)),
2 2 9
woraus
Ba(T) = — w(7) szﬁ 2T _ 1 Co(b—7)e> +Ci(b+7)e
g2w(7) opw(T) o3 Coe 2 +Cres
_ L Gb=y)em +Ci(b+7)
o Che™™ +

5Vgl. [Hil69] S. 273 fF. | |
6Genauer gesagt ist v = |’yz|%e%, wobei |’yz\%e% die Polarform der komplexen Zahl 72 sei. y
und —~ sind also die 2-ten Wurzeln von 2.



4.2 Optionsbewertung im Shot Noise-Modell 81

folgt. Da insbesondere 35(0) = 0 ist, muss auch Cy(b—~)+C1(b+7) = 0 gelten. Nun
kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass sowohl b—~ # 0 als auch b+~ # 0 gilt, da
ansonsten w’ = 0 ist (in diesem Fall wire 3, konstant). Co(b—~)+C;(b+7) = 0 ist
also gleichbedeutend mit Cy = —Clzf—z. Einsetzen in obige Gleichung liefert dann

Bor) = L Calb =) + Crb+7)

o2 Coe 7 + Cy
_ 1ty —e)
o2 1 — v p—yr
b =
o+ —) (I—e)
o b—y—(b+7)e
(0* = %) (I—e)
T 02 —2y+ (b)) —(b+y)e
(0* = %) (1—e)
T 02 2y (b))l —e)

Schlieflich erhdlt man die Losung

_ —a(l—e7)

Ba(T) = o e —ToE (4.43)

mit
vy=+b+ao? a=u(l—u) und b=o,pu— K,.

Die Differentialgleichung von & lisst sich nun mit Hilfe des Ergebnisses fiir £,
16sen. Wie vorher kann angenommen werden, dass v —b# 0, v+ b # 0 und v # 0
gilt, da sonst w’ = 0 und damit auch 3, = 0. In diesem Fall wire a = (=7 + ur)t.
Ist 3y # 0 erhélt man allgemeiner

a(r) — a(0) = /OT(—T+U7“) ds + b, /0 By(s) ds.

Aus a(0) = 0 folgt dann

a(1) = (=r 4+ ur)t + K0, /OT Pa(s) ds.

Nun gilt

a a(y+0) a(y+b) (vy+0) 2 v+b
y—=b A2-=-0 b 4ac?-1? o2 o2 (=7) 27y (444)
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und zudem

Damit folgt

/OT Bo(s) ds (4.43)

—a(l—e%)

0o 27— b+7 )(1—e)

\

+b —~s 2 —~s
(4.45) “/2_7<1_67>>_7_;Ybe'y
. 55 - ds
0 1_27 (1_67>
e s
ds
/0 _b 1_b+_7(1_€fys)
+b —vs
(444) 7—|—b 7<ﬂ/ )67
. " _Sds
0 1—7(1—67)
—|—b 2 v+b oy
= — 0_12] 'T—O_gl (1—7(1—67))

Dies ergibt schliefllich

b 2 b
a(t) = (=1 4+ ur)t — K0, y+o, T+ —=In(1-— i(l —e 7)) |, (4.46)
o2 o2 2y

mit
vy=vb0+ao a=u(l—u) und b=o,pu— K,.

Der Preis eines europaischen Calls mit Laufzeit 7" und Strike K ist in diesem Modell
also gegeben durch

C<K7 T7 6) = G(I,O),7(1,0)<_ hl(K), (.ﬁE,U),T, X) KGO ( 11’1(K)7 (f]?,'l)),T, X)

mit G wie in (4.23), ¥X(u, (z,v),0,T) = eXD+BTMv+uwr ynd @, 3 wie in (4.46) bzw.
(4.43).
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2. Fall: konstante Wirkungsfunktion (6 = 0)
Fiir den Fall, dass das Modell Spriinge erlaubt, die Wirkungsfunktion allerdings
konstant ist, indern sich die Differentialgleichung von @ und 3 nicht (vgl. Korollar
4.11), weshalb (4.46) und (4.43) weiterhin ihre Giiltigkeit behalten. Es ist jedoch
noch eine dritte und vierte DGL der Form

Balr) = ¢ (w) = 1+,
Bu(t) =" (u) —1+u_u

zu losen. 3 und 54 sind also konstant, weshalb leicht

Ba(r) = " ()T — (1 = ayu)r, Ba(r) = ¢ ()T — (1 — w_u)7
folgt. Der Optionspreis ergibt sich nun wie oben, mit dem Unterschied, dass

WX (u, (2,0),0,T) = D) +B(T)v+uz+B3(T)A s +Ba(T)A— (4.47)

3. Fall: allgemeine Wirkungsfunktion (§ > 0)
Im allgemeinen Fall verdndern sich sowohl die DGL von « als auch die von (3 so, dass
eine analytische Losung nicht mehr gewéhrleistet ist. Deshalb muss man, wie be-
reits oben beschrieben, auf numerische Losungsverfahren zuriickgreifen. MATLAB-
Programmcodes fiir die numerische Losung, die auch im Rahmen des néchsten
Kapitels bendtigt werden, sind auf einer Daten-CD beigefiigt.






5 Kalibrierung

Nachdem in den letzten Kapiteln die theoretischen Grundlagen geschaffen wurden,
Derivate in einem Shot Noise-Modell zu bewerten, soll dieses nun angewendet wer-
den. Konkret bedeutet dies, dass eine Kalibrierung an Marktdaten vorgenommen
wird, welche die durch den Markt gegebenen (risikoneutralen) Modellparameter
liefert. Dies kann sowohl fiir das SNSVM, als auch fiir dessen Spezialfille, z.B.
SDSVM (keine Shot Noise-Effekte) oder SVM (iiberhaupt keine Spriinge) vorge-
nommen werden. Vergleicht man schlieklich die jeweiligen Modellpreise mit den
tatsdchlichen Marktpreisen, so ergibt sich ein Vergleich der verschiedenen Modelle.

Allgemeines zur Kalibrierung

Ziel der Kalibrierung ist es also, anhand beobachteter Marktdaten die Parameter

O = (UOapa HU,QU,UU, >\Ei)_7)\[;a§+7€—7 K+, 5—764-70—70--"-70-—)

zu schétzen. Diese Aufgabe vereinfacht sich fiir den Fall, dass die Wirkungsfunk-
tionen konstant sind zu

O = (v, 91 10,00, 70 AT AT €46 )
und falls keine Spriinge auftreten zu
© = (vo, p, kv, Oy, 04) -
Dabei miissen die folgenden Parameterbedingungen erfiillt sein:

e p € [_17 1]7

&, > 1 (damit E(exp(U7)) < o0),

alle anderen Parameter nichtnegativ,
o 25,0, > o7,
° )\(jf > 0.,

Sind fiir N Call-Optionen die Daten X,, = (K,,, Sp, Ty, 1) fur allen € {1,..., N}
gegeben, wobei
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e K, den Strike der Option,

e S, den gegenwirtigen Preis des Basisgutes der Option,
e 7, die Restlaufzeit der Option und

e 1, den risikolosen Zinssatz (fiir die Laufzeit 7,)

bezeichnet, so kann gemiR Satz 4.7 der Modellpreis C™°(X,,, ©) bestimmt werden.
Dabei wird insbesondere vorausgesetzt, dass die Bedingungen 1 und 2 aus Satz 4.7
erfiillt sind, ohne dies explizit zu iiberpriifen. Bezeichnet C)"*" den Marktpreis der
n-ten Option so kann des Weiteren jeder Kombination von Modellparametern ©

durch
(X, 0,00 == C"(X,, ©) — O

die Differenz zwischen Modell und Marktpreis zugeordnet werden. Ist der Markt-
preis fiir die Optionen nicht verfiigbar, so ersetzt man diesen durch gemittelte Bid-
Ask-Kurse,! d.h. Cmr = (CYd + Cask) /2.

Zur Datenkalibrierung bestimmt man das Minimum der Summe der gewichteten
quadrierten Abweichungen unter allen zuléssigen Parameterkombinationen, also

. 2
mar > .
min 5 W, (e(Xn,@,C )) , w, >0 firallene{l,...,N}.

Je nach Wahl des Gewichtungsfaktors ergibt sich also im Allgemeinen eine andere
optimale Parameterkombination. Eine intuitive und sinnvolle Wahl des Gewich-
tungsfaktors ist der Bid Ask Spread (Geld-Brief-Spanne) der jeweiligen Option,
d.h. w, =|CV — Ck|. Man erhélt als zu minimierende Zielfunktion

N 2
k}(@) _ Z Cmodell(Xna 6) - Cmarket,n ' (51)
\/|Obid,n - Cask,n|

Berechnungen

Samtliche Berechnungen wurden mit MATLAB durchgefiihrt und entsprechen der
oben erklérten Vorgehensweise. Die Programmcodes sind auf einer Daten-CD bei-
gefiigt. Diese enthélt ebenfalls die zur Kalibrierung benétigten Daten.

'Der Bid (Briefkurs) bezeichnet den Kurs, zu dem ein Marktteilnehmer ein Wertpapier kaufen
mochte. Der Ask (Geldkurs) gibt den Kurs an, zu dem ein Marktteilnehmer verkaufen mochte.
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Daten

Der DAX ist der wichtigste deutsche Aktienindex. Er spiegelt die Entwicklung
der dreiffig grofsten und umsatzstéirksten, an der Frankfurter Wertpapierborse ge-
listeten Unternehmen wider. Ublicherweise wird unter der Bezeichnung DAX der
Performance-Index, neben dem ebenfalls veroffentlichten Kursindex, verstanden.
Bei einem Performance-Index werden ausgeschiittete Dividenden zum gewichteten
Kurswert des Index hinzugerechnet. Erfolgt eine Ausschiittung an die Anleger, re-
duziert sich der Aktienkurs in der Regel um den Betrag der Dividende. Die Zah-
lungen werden beim Performance-Index nun jedoch dem Kurs unmittelbar wieder
zugeschlagen, quasi so, als héitte keine Dividendenzahlung stattgefunden. Deshalb
ist es moglich das in Kapitel 3 eingefiihrte SNSVM, in welchem ja keine Dividen-
denzahlungen vorgesehen sind, anzuwenden.

Indexoptionen, deren Basiswert der DAX ist, werden von der Eurex, einer Ter-
minborse fiir Finanzderivate, angeboten. Diese Optionen sind vom européischen
Typ. Ausfithrungstag ist iiblicherweise der dritte Freitag des Verfallsmonats.?

Die hier genutzten Daten stammen vom 20.08.2010.3 Als Optionspreise wurden
dabei aus Ermangelung an detaillierteren Daten die gemittelten Kurse aus aktuel-
len Bid- und Ask-Kursen von Eurex-Optionsscheinen fiir verschiedene Laufzeiten
und Strikes genutzt. Die Laufzeiten reichen von ca. einem Monat (17. September
2010) bis ca. zwei Jahre (15. Juni 2012). Die Strikes decken den Bereich zwischen
5600 und 7400 ab. Der DAX notierte zu dieser Zeit bei 6026,30 Punkten. Als ri-
sikoloser Zinssatz wurden die Euribor-Sétze benutzt. Da die Sensitivitiat bzgl. des
Zinssatzes relativ gering ist wurde nur auf den 12-Monats-Satz zuriickgegriffen und
darauf verzichtet, fiir die verschiedenen Laufzeiten unterschiedliche Euribor-Satze
zu benutzen. Der 12-Monats-Satz lag an besagtem Datum bei 1,420.

Ergebnisse

Anhand der beschriebenen Daten konnten das SVM, SDSVM und das SNSVM ka-
libriert werden. Das SVM und das SDSVM wurde jeweils einhundert mal kalibriert,
wobei die Parameter-Anfangswerte jeweils zufillig geméaf einer Gleichverteilung auf
dem Intervall zwischen unterer und oberer Parametergrenze gewéhlt wurden. Am
Ende wurde das beste Ergebnis ausgewéhlt. Das SNSVM wurde aufgrund des er-
hohten Rechenaufwandes lediglich fiinf mal kalibriert.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Sie enthélt die optimalen
Parameterkombinationen fiir die drei verschiedenen Modelle und den jeweiligen
Wert der Zielfunktion k(©).

2Weitere Informationen auf www.eurexchange.com/trading/products/IDX/DAX/ODAX html
erhéltlich.

3Abgerufen am 20.08.2010 um 11:54 Uhr auf http://tool.boerse.de/Eurex-Optionen-846900-
eurex/ & WKN=846900&basis=alle&laufzeit=alle&typ eurex=CALL.html#start content.
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Tabelle 5.1. Ergebnisse der Kalibrierung

| | SV] SDSV| SNSV|
ko | 1,2684 ] 28662 ] 4,3616
6, | 0,900 00276 | 0,179
o, || 04778 | 03975 ] 0,3124
p [-0,9030 | -0,7770 | -0,9558
vo | 0,0550 | 10,0458 | 0,0389
S 34,5272 | 65,9339
Ao 0,1828 [ 0,5380
& 199,9993 | 176,4400
£ 2,0746 | 3,9485
Ky 15,7892
K 2,6473
0. 65,9165
0_ 0,3612
o 2,6772
o_ 3,0111

| k(©) [ 2806 | 71,9 | 30,6 |

Es lasst sich festhalten, dass die Stidrke der Anpassung wie erwartet dem Grad
der Verallgemeinerung der Modelle folgt. Konkret bedeutet dies, dass das SNSV-
Modell das weitaus beste Ergebnis liefert, gefolgt vom SDSV-Modell. Dabei ist
hervorzuheben, dass das SNSVM die quadrierten gewichteten Abweichungen im
Vergleich zum SDSVM mehr als halbiert. Bezogen auf die Abweichungen des SVM,
die bei Weitem am hdochsten sind, stellt letzteres jedoch nur eine Verbesserung auf
verhaltnismafig geringem Niveau dar.

Die Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3 zeigen die gewichteten Abweichungen zwischen
Markt- und Modellpreisen fiir die jeweiligen Parameterkombinationen aus Tabelle
5.1 bei verschiedenen Call-Optionen. Deren Auswertung ergibt, dass vor allem Op-
tionen mit kurzer Laufzeit wie auch in the money-Optionen durch das SV-Modell
nur schlecht angenéhert werden. Die beiden anderen Modelle erzielen auch dort
wesentlich genauere Ergebnisse, wobei die des SNSV-Modells flichendeckend am
besten sind.
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Abweichung
» & b o v s

1 Monat
2 Monate

4 Monate

7 Monate
10 Monate

22 Monate

Restlaufzeit

Abbildung 5.1. Zeigt die gewichteten Abweichungen von Markt- und Modellpreisen fir
das SV-Modell.

=}

Abweichung
N}

1 Monat
2 Monate

4 Monate

7 Monate
10 Monate

22 Monate

Restlaufzeit

Abbildung 5.2. Zeigt die gewichteten Abweichungen von Markt- und Modellpreisen fiir
das SDSV-Modell.
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1 Monat
2 Monate

4 Monate

7 Monate
10 Monate

22 Monate

Restlaufzeit

Abbildung 5.3. Zeigt die gewichteten Abweichungen von Markt- und Modellpreisen fiir
das SNSV-Modell.



6 Ausblick

Am Anfang dieser Arbeit stand die Uberlegung, dass Phinomene wie Market Over-
reaction und Mean Reversion durch ein Finanzmarktmodell erklart werden sollen.
Es zeigte sich, dass eine Modellierung derartiger Effekte durch Shot Noise-Prozesse
vorgenommen werden kann, worauthin in Kapitel 3 ein entsprechendes Shot Noise-
Finanzmarktmodell mit stochastischer Volatilitat entwickelt wurde. Unter gewissen
Einschrédnkungen an die Klasse der risikoneutralen Mafe konnte in Kapitel 4 eine
Moglichkeit zur Bewertung von Derivaten gefunden werden. Diese Einschrankungen
sahen vor, dass das Modell unter einem risikoneutralen Mafs eine affine Struktur
besitzt. In Kapitel 5 ergab ein abschlietender Vergleich des Shot Noise-Modells mit
einigen Spezialfillen, die ihrerseits bereits geldufige Finanzmarktmodelle darstellen,
dass die Verallgemeinerung tatsdchlich auch eine genauere Anpassung an Markt-
daten ermoglicht. Es ist jedoch zu bedenken, dass sich eine genauere Anpassung
zu Lasten der Schnelligkeit und Einfachheit der Berechnungsmethoden auswirkt.
Dieses stellt auch stets ein Kriterium fiir Modelle dar, die das in dieser Arbeit Un-
tersuchte weiter verallgemeinern. Dabei sind unter anderem folgende Erweiterungen
denkbar:

Die Definition der Shot Noise-Prozesse in Kapitel 2 beschréankte sich auf den
Spezialfall der multiplikativen SNP. Grundséatzlich konnten durch die Wahl anderer
Wirkungsfunktionen oder -Prozesse deutlich komplexere Abhéngigkeitsverhaltnisse
von Kurssprung und Kompensation modelliert werden. Als Beispiel sei

t
Yt:ZUih(t—TiH—/ asdW,, te[0,T],
0

i

genannt, wobei W ein Wienerprozess und « ein geeigneter (moglicherweise von Y
abhéngiger) Prozess ist. Shot Noise-Effekte sind in diesem Fall nicht mehr deter-
ministisch sondern zuféllig. Eine andere Verallgemeinerung kann dadurch erreicht
werden, dass ein Sprung nicht vollstdndig kompensiert wird (h(t) — 0, fir t — 00),
sondern nur ein, moglicherweise zufélliger Anteil. Bei der Bewertung von Derivaten
wurde die Klasse der multiplikativen SNP nochmals durch die Wahl einer expo-
nentiellen Wirkungsfunktion eingeschréankt, um dessen Gedéchtnislosigkeit auszu-
nutzen. Im Fall einer allgemeineren Wirkungsfunktion wird das Modell unter einer
entsprechenden Klasse von risikoneutralen Mafen, wie sie in Abschnitt 3.3 erarbei-
tet wurde, jedoch nicht zwangsldufig eine affine Struktur aufweisen, weshalb der
hier gewahlte Bewertungsansatz im Allgemeinen nicht tibertragen werden kann.
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Die Verallgemeinerung der Risikopréamien stellt eine andere Moglichkeit zur Er-
weiterung dar. In dem hier untersuchten Modell ist die Pramie fiir das Volatilitéts-
risiko linear in /v und die des Sprungintensititsrisikos linear in f*. Intuitiv ist es
aber auch denkbar, dass eine erhohte Volatilitdt mit einem erhohten Sprungrisiko
einhergeht, was eine Abhéngigkeit der Risikoprédmien zur Folge hitte.

Auf der einen Seite ist grundsétzlich bei allen vorgeschlagenen Erweiterung zu
erwarten, dass sich die Anpassung an Marktdaten weiter verbessert. Auf der ande-
ren Seite werden die entsprechenden Modelle schlechter analytisch handhabbar sein
und einen wesentlich hoheren Rechenaufwand bei der numerischen Auswertung in
Anspruch nehmen.



A Punktprozesse

Im zweiten Kapitel werden einige Grundlagen iiber Punktprozesse genutzt, welche
hier angegeben werden sollen. Die Darstellungen orientieren sich dabei im Wesent-
lichen an denen von Kapitel VIIT in [Bre81|. Auf Beweise wird verzichtet, da eine
detailierte Darstellung den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde. Fiir Details sei
auf |Bre81| oder [JYCO09] Kapitel 8 verwiesen.

Definition A.1 (Punktprozess). Sei (€2, F, P) ein W-Raum und (7},),>¢ eine Folge
von Zufallsgrofen mit Werten in [0, 0o], so dass

To=0 und 7T, <T, firT, < oo,

so nennt man (75,),>¢ einen Punktprozess. Der durch

Ny = Z Tisroy

n>1

definierte Prozess N = (IVi);>0, heifst Zahiprozess von (T,,),>1 oder auch oft ver-
einfacht Punktprozess. Setzt man T := sup,, T, so heilst T' Ezplosionszeit von N.
Wenn T' = oo P-f.s. gilt, heilst N P-nichtexplodierend.

Satz A.2.

1. Ein Punktprozess N ist genau dann adaptiert, wenn die zugehdrigen Zufalls-
variablen (T,,)n>1 Stoppzeiten sind.

2. Ein nichtexplodierender Punktprozess N ist cadlag.
Ein besonderer und wichtiger Punktprozess ist der Poissonprozess:

Definition A.3. Ein adaptierter nichtexplodierender Punktprozess N heifst Pois-
sonprozess, wenn

1. N; — N, unabhéngig ist von Fj fiir alle s, t mit 0 < s <t < o0,

2. firalles, t,u, vmit 0 <s<t<oound 0 <u<v<oosowiet—s=v—u
die Verteilung von N; — Ny gleich der Verteilung von N, — N,, ist.
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Definition A.4 (Previsibilitit). Sei (F;):>o eine Filtration des W-Raums (Q, F, P).
Die auf (0,00) x € durch

(s,t] x A, 0<s<t, AeF

definierte o-Algebra P(F;) heilt o-Algebra der Fi-previsiblen Ereignisse. Ein Pro-
zess (X¢)i>o heilt Fy-previsibel, wenn die Funktion X : RxQ — R, (t,w) — X (t,w)
messbar ist beziiglich der o-Algebra P(F;).

Bemerkung A.5. Jeder linksseitig stetige adaptierte Prozess ist previsibel.

Definition A.6 (Intensitét eines Punktprozesses). Es sei (2, F, (F)i>o0, P) ein fil-
trierter W-Raum. Ein adaptierter Punktprozess N besitzt die Intensitit A = (A)i>0
bzgl. (F)i>0, wenn

1. (At)e>0 ein nichtnegativer Fi-previsibler Prozess ist,
2. [ A\sds < co P-fs. fiir alle t > 0,

3. fiir jeden nicht-negativen JF;-previsiblen Prozess C gilt

p([Teav) = ([ cas),

Dabei bezeichne fooo Cs dN; das pfadweise definierte Lebesgue-Stieltjes-Integral.

Definition A.7 (Zufallsmaf). Sei (€2, F, P) ein W-Raum. Ein Zufallsmaff p auf
dem Raum R* x F ist eine Familie von positiven Mafken (u(w,dt,dz);w € Q)
definiert auf R* x E, so dass fiir [0,¢] x A € B&E die Abbildung w — pu(w;[0,], A)
F-messbar ist und p(w; {0} x E) = 0 erfiillt.

Definition A.8 (markierter Punktprozess). Eine Folge (71}, Z,,)nen heilt markier-
ter Punktprozess mit Marken (Z,)new im Markenraum (E,E), wenn

1. (T})nen ein Punktprozess ist,
2. (E,€&) ein messbarer Raum ist,
3. (Zn)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen ist.

Mit jedem Punktprozess (1), Z,)nen kann durch

p([0,4, A4) == N(A) = D Tzemliz<n

nelN

ein Zufallsma® p(dt, dx) assoziiert werden.
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Definition A.9 (Filtration eines Punktprozesses). (F;)i>o heilt Filtration eines
(markierten) Punktprozesses N, wenn (F;):>o eine nichtfallende Familie von o-
Algebren mit der Eigenschaft F¥ C F; C F fiir alle t > 0 ist. Dabei ist die sog.
interne oder natiirliche Filtration (F})i>o gegeben durch

FN = 0(N,(A),0<s<t,AcE), t>0.

Definition A.10. Sei (F;):>0 eine Filtration und sei auf (0,00) x 2 x E die o-
Algebra P(F;) definiert durch

P(Fi) =P(F) @ €.
Eine Abbildung H mit
(t,w,2) € (RT,Q, E)— H(t,w,2) €R
hei (E-indiziert) Fy-previsibel, wenn sie P(F,;)-messbar ist.

Bemerkung A.11. Héufig wird folgende Notation benutzt:

/OOO/EH(s,z)p(ds,dz) = ZH(Tn, Zn) {1, <00} (A.1)

Ni(E)

t [e%}
/ / H(s, 2)plds,dz) = S H(To, Z)lgryen = S H(To, Z,),
0 E n=1 n=1

wobei fab interpretiert werden soll als f(a,b]’ falls b < oo und als f(a’b), falls b =

oo. p(dt,dz) und (T, Z,)nen werden synonym benutzt und beide gleichsam als
markierter Punktprozess bezeichnet.

Bemerkung A.12. Sei H(t, z) ein F-previsibler Prozess, p(dt, dz) das Zufallsmafs
des adaptierten Punktprozesses (1), Z,)nen. Dann wird alternativ auch folgende
Notation benutzt:

/Ot/EH(S’Z)p(dS’dx):/OtH(S,ZS)dNS

oder in differentieller Schreibweise
/ H(t,z)p(dt,dz) = H(t, Z;)dNy,
E
wobei Ny = Ny(E) = p((0,t], E) die Gesamtzahl der Spriinge bis zum Zeitpunkt ¢

darstellt und Z; := Zzozl Unlyr,  <i<t,}, t > 0 die stiickweise konstante, linksste-
tige (also insbesondere previsible) Interpolation der Folge (Z,,)nen ist.
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Definition A.13 (Intensitétskern). Sei p(dt,dz) ein markierter Punktprozess mit
Filtration (F3):>0. Seil des Weiteren angenommen, dass (N;(A)):>o fiir jedes A € €
die Fi-Intensitit A\;(A) besitzt, wobei A\;(w, dz) ein Kern von (22 x [0,00), F ® By)
nach (E, &) sei. Man sagt dann, dass A\;(dz) der (P, F;)-Intensitdtskern von p(dt, dz)
ist.

Definition A.14 (Charakteristik eines Punktprozesses). Sei p(dt,dz) ein E-mar-
kierter Punktprozess mit (P, F;)-Intensitétskern A\;(dz), der die Form

)\t(dZ) == )\t@t(dz)a t Z O,

besitze, wobei (A\;);>o ein nichtnegativer Fi-previsibler Prozess und ®;(w,dz) ein
stochastischer Kern von (2 x [0,00), F ® B) nach (E,&) sei. Dann nennen wir
(A, @i(dz)) die (P, Fi)-Charakteristik von p(dt,dz).

Satz A.15 (Projektionssatz). Sei p(dt,dz) ein E-markierter Punktprozess mit
(P, Fi)-Intensititskern \(dz). Dann gilt fir jeden nichtnegativen JF-previsiblen
Prozess H

E (/OOO/EH(s,z)p(ds,dz)) _F </OOO/EH(s,z) At(dz)).

Korollar A.16. Sei p(dt,dz) ein markierter Punktprozess mit (P, F;)-Intensitats-
kern \(dz). Sei auflerdem H ein Fy-previsibler Prozess, fur den fir alle t > 0
qilt

E (/Ot/E|H(s,z)|)\t(dz)> < o0 baw, /Ot/E|H(s,z)|)\t(dz) < oo Ps,

dann ist, mit q(ds,dz) = p(ds,dz) — \s(dz)ds, fot [ H(s, z) q(ds, dz) ein (P, F;)-
Martingal bzw. ein lokales (P, F;)-Martingal.

Satz A.17. Sei p(dt,dz) ein markierter Punktprozess mit (P, F;)-Charakteristik
(A, @i(dz)). Seien py und h(t, z) zwei Fy-previsible nichtnegative Prozesse, so dass
qilt

t

/ fsAsds < oo P-fs., t>0,

0
/ h(t,z)®i(dz) =1 P-fs, t>0.

E

Definiere fiir jedes t > 0
t
Lt = LO H MTnh(Tn» Zn)]l{TnSt} exp / / (1 - /ubsh(sv Z))AS q)s(dz) ds ’
nS1 0o JE

wobei Ly eine nichtnegative Fo-messbare Zufallsvariable mit E(Ly) = 1. Dann gilt:
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1. (Ly)s>o ist ein nichtnegatives lokales (P, F;)-Martingal und ein (P, F;)-Super-
martingal.

2. Vorausgesetzt E(Lr) = 1 fir ein T < oo, dann ist L ein (P, F;)-Martingal
tiber [0,T]. Beziglich dem durch dQ/dP = Ly definierten W-Maf$ Q besitzt
p(dt,dz) auf [0,T] die (P, F;)-Charakteristik (pie, h(t, 2)P(dz)).

Satz A.18. Es seien die Bedingungen aus Satz A.17 erfillt. Auflerdem existieren
eine deterministische, monoton wachsende, reellwertige Funktion B(t) und endliche
Konstanten Ky, Ky, o, mit a > 1,s0 dass fiir alle t € [0, T

t
/ (ush(t, 2))*®y(dz) < K7 + Ko <Nt —|—/ As ds) P-f.s.
E 0
und .
/ Asds < B(t) P-fs.
0
gilt. Desweiteren sei angenommen, dass fir alle 0 < M < oo
E(Lyexp (MNy)) < 0.

Dann gilt E(L;) = 1.






B Daten-CD

Die Berechnungen in Kapitel 5 wurden mit Hilfe der Software MATLAB durch-
gefiithrt. Die dazu notwendigen Programmcodes finden sich auf der beigefiigten
Daten-CD wieder. Diese enthélt ebenfalls die dort verwendeten Marktdaten von

DAX-Optionen.
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