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Einleitung

Gemals Galileo Galilei ist "das Buch der Natur mit mathematischen Symbolen ge-
schrieben". Nutzen wir also die Mathematik, um bhisweilen sehr komplizierte und
doch perfekt aufeinander abgestimmte Naturphinomene ein kleines bisschen besser
zu verstehen. Das zur Betrachtung in dieser Arbeit ausgewihlte Objekt ist die Stoft-
klasse der sogenannten Gldser. Diese besteht aus mehr als nur dem aus dem Alltag
bekannten Fenster- oder Flaschenglas.

Im Allgemeinen kann ein Stoff bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck
nur genau einen der moglichen Aggregatzustinde fest, fliissig oder gasformig anneh-
men. Bei 1013hPa ist beispielsweise Wasser bei weniger als 0°C fest, zwischen 0°C
und 100°C fliissig und bei noch héheren Temperaturen gasférmig. Diese verschiedenen
Zusténde sind eng verkniipft mit der unterschiedlichen Bewegung der Teilchen bei
verschiedenen Temperaturen und Driicken und der aus diesen Bewegungen resultie-
renden kinetischen Energie Ej;,. Je hoher die Temperatur (und damit die kinetische
Energie) bzw. geringer der Druck ist, desto freier konnen sich die Teilchen bewegen.
Im festen, kristallinen Zustand und bei entsprechend geringer kinetischer Energie
bilden die Teilchen ein streng geordnetes, regelmifiges Gitter, in dem sie nur mi-
nimal um ihre Gitterposition schwingen. Wird die kinetische Energie des Systems
grofer, so bricht die strenge Ordnung durch grofiere Teilchenbewegungen auf und der
Stoff wird fliissig. Beim Ubergang zum Gaszustand wird sie zugunsten der vollstindig
freien Beweglichkeit der Teilchen ganz aufgegeben.

Ein Ubergang zwischen den Aggregatzustinden wird u.a. durch eine Temperatur-
anderung erreicht. Kiihlt man eine Fliissigkeit ab, so sinkt ihre kinetische Energie,
die Bewegungen der Teilchen werden langsamer und das System strebt eben jenen
energiearmen, kristallinen Zustand an, in dem die Teilchen sich zum wohlgeordeten
Gitter zusammenfinden.

Unter gewissen Voraussetzungen kann ein Stoff aber einen anderen Aggregatzu-
stand annehmen, als ihm bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck entspra-
che. Durch geschicktes Abkiihlen einer Fliissigkeit etwa kann man bei einigen Stoffen
die Kristallisation verhindern. Dazu muss der Stoff sehr schnell abgekiihlt werden.
Durch den starken Energieverlust in kurzer Zeit werden dann die Bewegungen der
Teilchen so rasch langsamer, dass sie nicht ausreichend Zeit haben, sich im Kristall-
gitter anzuordnen, sondern in dem ungeordneten Zustand der Fliissigkeit erstarren.
Eine solche Fliissigkeit nennt man wunterkihlte Flissigkeit oder einfach Glas. Ein
Stoff, der ein solches Glas ausbilden kann, wird Glasbildner genannt.

Eine gute Anschauung erhélt man, wenn man die durch die potentielle Energie
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gegebene Energielandschaft (kurz PEL fiir potential energy landscape) eines solchen
Systems betrachtet. Die potentielle Energie E, ist die Energie, die ein System auf-
grund der Lage der Teilchen zueinander besitzt. Bei m Teilchen ist sie daher eine
Funktion der 3m Raumvariablen. Vereinfacht wollen wir den Zustandsraum (d.h. den
3m-dimensionalen Raum aller mdoglichen Koordinaten, auch Phasenraum genannt)
als 1-dimensionalen Raum auffassen, in dem wir die Zustinde so anordnen, dass be-
nachbarte Zusténde direkt voneinander aus erreichbar sind. In Abbildung 0.1 ist eine
beispielhafte Energielandschaft dargestellt.

Epot(s) \

E AWA/
s (Zustand des
Systems)

Abbildung 0.1.: Beispielhafte Energielandschaft

Im Kristall haben die Teilchen die energetisch giinstigste Lage zueinander, in die-
sem Zustand befindet sich also das globale Minimum der potentiellen Energie. Im
Glaszustand dagegen sind sie nicht perfekt angeordnet, dieser hat somit eine hohere
potentielle Energie als der Kristall.

Die Gesamtenergie des Systems ergibt sich als Summe der kinetischen und der
potentiellen Energie. Bei gegebener Gesamtenergie I kann sich das System in den
Bereichen des Phasenraumes frei bewegen, in denen die potentielle Energie maximal
E ist. Hoherenergetische Zustédnde konnen nicht angenommen werden. Senkt man
die Energie ab, so schrankt man den erreichbaren Zustandsraum immer weiter ein.
Dabei kann es passieren, dass das System in einer kleinen Umgebung um ein lokales
Minimum gefangen wird, da der Energieberg zum Verlassen dieser Region zu hoch ist.
Genau dies geschieht beim Ubergang zum Glaszustand. Wird die Temperatur sehr
schnell reduziert, so wandert das System entlang des kleinsten Gradienten durch den
Phasenraum, bis es ein lokales Minimum erreicht. Um dieses wieder zu verlassen und
das globale Minimum, also den Kristallzustand zu erreichen, reicht die verbliebene
Energie dann nicht mehr aus.

Energielandschaften makroskopischer Systeme sind natiirlich keinesfalls so einfach
wie Abbildung 0.1 es suggeriert. Vielmehr sind sie Funktionen im hochdimensionalen
Phasenraum. Dennoch ist die Betrachtung der PEL ein méchtiges Werkzeug bei der
Untersuchung von Glisern (siehe auch [Heu08|), weshalb man durch Vereinfachungen
versucht, ihrer habhaft zu werden. Eine solche Vereinfachung besteht darin, nur die
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lokalen Minima der PEL zu betrachten, da sich ein System in guter Ndherung als Pro-
zess in der Zeit von einem lokalen Minimum zum néchsten bewegt. Eine erste Grofe
zum Verstédndnis eines solchen ungeordneten Systems ist daher die Anzahl lokaler
Minima in der Energielandschaft. Es gibt verschiedene einfache Modelle, mit denen
man diese Zahl zu ermitteln versucht (siehe [Heu08| Abschnitt 3.1). In dieser Arbeit
wollen wir ein sehr einfaches und dennoch nicht triviales, auf Teilchen basierendes
Modell studieren. Dies macht es auch als eigenstéindiges Modell zur Teilchenbewegung
interessant.

Man stelle sich ein M x N-Gitter vor, auf das m Teilchen platziert werden. Wir
vereinbaren, dass Energieminima dort auftreten, wo keine zwei Teilchen iiberlappen.
Setzt man voraus, dass ein Gitterplatz etwas kleiner ist als ein Teilchen, so bedeutet
dies, dass die relevanten Zustinde diejenigen sind, bei denen keine zwei benachbarten
Gitterplitze gleichzeitig besetzt sind. Es ergibt sich so das in der Mathematik be-
kannte Hard-Core-Modell (siehe Abschnitt 1.1), dessen Zusténde abgezihlt werden
miissen.

Die Ergebnisse iiber die Anzahl an Zustdnden sind nicht nur im Zusammenhang
mit Minima der Energielandschaft von Interesse. Wie bereits erwéhnt, ist das Modell
auch geeignet, ein Vielteilchensystem zu beschreiben. Bei einem solchen ist unter
anderem die Entropie S einer eingehenden Betrachtung wert. Diese ist definiert als

S:=kplnA mit der Boltzmann-Konstante kg = 1.3806504 - 10~**J /K,

wobei A genau die Anzahl an Zusténden ist. In der Regel ist A sehr grof und schwierig
zu berechnen. Daher werden Entropiednderungen bei chemischen Reaktionen auf
thermodynamischem Wege bestimmt. Fiir umkehrbare Prozesse etwa kann dies iiber
die Gleichung AS = Qe /T geschehen, wobei Q. die iibertragene Wirmemenge
und 7" die Temperatur bezeichnet (siche dazu auch Abschnitt 3.5.4. in [Rie99]).

Fiir das Hard-Core-Modell kann aber, wie wir in Kapitel 5 sehen werden, eine
geschlossene Formel fiir die Entropie angegeben und dadurch nicht nur Entropiein-
derungen sondern die absolute Entropie berechnet werden.

Aufbau

Die vorliegende Arbeit unterteilt sich in drei Abschnitte. Im ersten, bestehend aus
Kapitel 1, wollen wir zunéchst das Hard-Core-Modell einfiihren und einige Fakten zu
endlichen Markov-Ketten zusammentragen, welche wir bei der Untersuchung dieses
Modells benotigen. Wichtig ist dabei vor allem die Kopplungsmethode, welche ein
sehr wirkungsvolles und zugleich sehr anschauliches Werkzeug zur Untersuchung von
stochastischen Prozessen ist. Dariiber hinaus betrachten wir allgemeine Fragen zu
Computersimulationen und stellen insbesondere den Metropolis-Algorithmus vor.
Die Kapitel 2, 3 und 4 bilden zusammen den zweiten Abschnitt und befassen sich
mit der Bestimmung der Anzahl A an Zustinden im Hard-Core-Modell. Es werden
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drei Verfahren hierfiir angeben: Zum einen auf analytischem Wege in Kapitel 2 mit
einer Formel aus [MH92|. Es ergibt sich dort mit kombinatorischen Argumenten eine
exakte lineare Rekursion fiir A. Zum anderen entwickeln wir in Kapitel 3 eine nu-
merische Methode. Diese basiert auf dem starken Gesetz der grofsen Zahlen und ist
deshalb leider nur asymptotisch exakt. Es wird sich aber herausstellen, dass diese
fiir die Anwendung am geeignetsten ist. Als drittes stellen wir ein in [BD97| entwi-
ckeltes Verfahren vor, mit dessen Hilfe die Anzahl an Zustéinden durch die stationére
Verteilung geeigneter stochastischer Prozesse geschitzt werden kann. Dabei lauft es
darauf hinaus, die Geschwindigkeit der gleichméfigen Verteilungskonvergenz gegen
die stationére Verteilung zu bestimmen. Von besonderem Interesse ist fiir uns nicht
nur das Ergebnis, sondern auch die auf einer Kopplung basierenden Methode.

Den dritten Abschnitt und Abschluss dieser Arbeit bildet Kapitel 5, in dem wir
die erhaltenen Daten auswerten und eine geschlossene Form fiir A herleiten, was von
keinem der vorstehenden Verfahren geliefert wird. Insbesondere kann damit die Ab-
hangigkeit der Entropie bzw. der Anzahl an Minima in der PEL von der Teilchenzahl
und der Gittergrofe untersucht werden.

Dank

Ich danke Herrn Prof. Dr. Gerold Alsmeyer und Herrn Prof. Dr. Andreas Heuer fiir
die Bereitstellung dieses aus mathematischer und physikalischer Sicht interessanten
und der weiteren Vertiefung wiirdigen Themas sowie fiir die anregende und hilfreiche
Betreuung. Sie haben sich die Miihe gemacht eine interdisziplindre Diplomarbeit zu
betreuen.



1. Grundlagen zum

Hard-Core-Modell und zu
Markov-Ketten

Zu Beginn dieser Arbeit wollen wir das Hard-Core-Modell (kurz HC-Modell) einfiih-
ren, welches wir in den folgenden Kapiteln genauer untersuchen. Wir werden Markov-
Ketten hierauf betrachten und bestimmte Verfahren zu ihrer Simulation am Compu-
ter untersuchen. Das hierfiir notige Riistzeug geben wir in Form einiger grundlegender
Definitionen und Eigenschaften ebenfalls in diesem Kapitel an.

1.1. Einfiihrung: Das Hard-Core-Modell

Das HC-Modell (kurz fiir hard core lattice gas model) wurde urspriinglich in der sta-
tistischen Mechanik als grobes Modell fiir ein Gas eingefiihrt, dessen Partikel nicht
zu vernachlissigende Durchmesser d* # 0 aufweisen und deshalb nicht {iberlappen
konnen. Zusatzlich diirfen diese Partikel nur auf ausgezeichneten Stellen platziert
werden, die durch ein Gitter gegeben sind. Dieses wiederum ist so gewidhlt, dass
die Diagonale eines Gitterplatzes die Linge d* habe. Zusammen mit dem Uberlap-
pungsverbot fiihrt dies dazu, dass zwei benachbarte Gitterplitze nicht gleichzeitig
besetzt werden konnen. Natiirlich darf unter dieser Anschauung auch kein Platz dop-
pelt besetzt werden. Durch eventuelle Skalierung kénnen wir ohne Einschrédnkung
der Allgemeinheit d* = V2 annehmen, sodass der Abstand zweier nebeneinander lie-
gender Gitterpunkte 1 ist. Den linken unteren Gitterpunkt setzen wir dann auf den
Punkt (1,1).

N W o

1234

Abbildung 1.1.: Gestalt des Gitters im HC-Modell
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1.1.1. Modellbeschreibung

Wir definieren zunéchst das Gitter, auf dem die Teilchen platziert werden. Dazu sei
G = (C, E) ein endlicher Graph mit der Knotenmenge C :={1,..., M} x {1,..., N}
fir M, N > 1 und der Kantenmenge E := {(c,c') € C? | |[c— || = 1}. Dabei sei || - |
die gewohnliche euklidische Norm, das heifit fiir ¢ = (c1,cy) € Z2? ist

lell == /et + .

Fiir ¢, € C schreiben wir ¢ ~ ¢, falls ¢ und ¢ auf G benachbart sind, wenn also
(¢, ) € E gilt. Fiir die Gitterstruktur definieren wir dariiber hinaus die Menge der
zu einem Gitterplatz ¢ € C benachbarten Gitterplitze als

N)={deC|d~c}

und A durch
A := max |N(c)|

ceC
als die maximal mogliche Anzahl an Nachbarpliatzen. Ein solches Gitter nennen wir
auch kurz M x N-Gitter, wobei M die Anzahl an Spalten und /N die Anzahl an Zeilen
sei. Auf diesem ist beispielsweise

2, falls (M,N) e {(k,1),(1,k)} fiirein k£ >3
A= <3, falls (M,N) e {(k,2),(2,k)} fiirein £ >3
4, falls M, N > 3.

Wir betrachten in dieser Arbeit nur 2-dimensionale Gitter, das Modell kann aber
natiirlich vollig problemlos auf drei Dimensionen erweitert werden.

Die verschiedenen Zustidnde, die das System annehmen kann, ergeben sich nun als
Anordnungen der Teilchen auf diesem Gitter. Es sei also weiter V = {vy,...,v,,} die
Menge der Teilchen und p := 7% die Teilchendichte. Damit definiere

S=C"=1{s:V—2C}

die Menge aller Funktionen s von V nach C. Jede solche Funktion beschreibt eine
Konfiguration oder Anordnung {s(v),v € V} der Teilchen auf dem Gitter. Fiir eine
solche Konfiguration s € S und ein Teilchen v € V ist dabei s(v) = ¢ € C die Position
des Teilchens v im Zustand s. Im Folgenden benutzen wir die Begriffe Konfigurati-
on, Anordnung und Zustand synonym. Die Menge S wollen wir Zustandsraum des
Systems nennen.

Definition 1.1. Wir nennen eine Konfiguration s € S zuldssig, falls s(v) # s(w)
und s(v) = s(w) fir alle v,w € V mit v # w gilt. Die Menge der zuléssigen Konfigu-
rationen bezeichnen wir mit S*.



1.1 Einfiihrung: Das Hard-Core-Modell

Als Modell fiir eine Teilchenbewegung bedarf es nun noch einer Energielandschaft.
Eine solche ergibt sich durch eine Energiefunktion

U(s) =Y _ o(ds,),

vFEW

s € S, wobei ¢ eine Paar-Energiefunktion sei und d,, := ||s(v) — s(w)|| fir v,w € V
der Abstand zwischen s(v) und s(w). Als Paar-Energiefunktion verwenden wir die

Funktion
0, fallsd>1

o(d) = { 0o, fallsd <1,

welche auch hard-sphere potential genannt wird. Fiir alle s € S gilt damit fiir die
Energiefunktion genauer

00, sonst.

U(s):{ 0, fallsseS (1.1)

Zuléssige Zusténde haben also eine potentielle Energie von 0 und kénnen bei jeder Ge-
samtenergie £/ > (0 angenommen werden. Die Energie unzulissiger Zustédnde dagegen
ist 0o; solche Zustédnde konnen vom System niemals erreicht werden. Im Zustands-
raum konnen Bereiche zuléssiger Zustdnde durch unzulédssige Zustdnde voneinander
getrennt sein. Dies fiihrt dazu, dass - gegeben das System befindet sich in einem
zuldssigen Zustand - nicht jeder andere zuldssige Zustand erreicht werden kann, da
die dazwischenliegenden Energiebarrieren zu grofs sind. Der Zustandsraum zerféllt
also in verschiedene, untereinander nicht erreichbare Teilklassen. Siehe dazu sowohl
Abbildung 1.2 als auch Bemerkung 1.9 a).

Die obige Energiefunktion ist verhaltnismafig einfach, da sie nur Wechselwirkun-
gen von Paaren beinhaltet, deren Abstand hochstens 1 ist. Fiir unsere Zwecke ist sie
aber ausreichend. Komplexere Energiefunktionen kénnten auch die Wechselwirkun-
gen von Teilchenpaaren mit einem groferen Abstand beriicksichtigen. Moéglich wére
ein gleichméfiges Abfallen der Energie mit der Entfernung der Teilchen zueinander.
Besonders energiearm sind dann Zustdnde, bei denen die Teilchen maximal vonein-
ander entfernt, also sehr homogen auf dem ganzen Gitter verteilt sind. Eine andere
Alternative wére es, die Energie mit steigendem Abstand ansteigen zu lassen, sodass
die Energieminima in besonders eng gepackten Konfigurationen zu finden sind. Fiir
weitere Details verweisen wir auf Abschnitt 1.2 in [HMS86].

AbschlieRend fithren wir eine Aquivalenzrelation x auf S ein, um die verschiedenen
Teilchen als ununterscheidbar ansehen zu kénnen. Dies ist bei vielen Teilchenmodellen
giangige Praxis. Dazu definieren wir

rxs:< fiir alle v € V existiert ein w € V mit r(v) = s(w). (1.2)

Unter » werden demnach Zusténde, bei denen die gleichen Gitterplitze besetzt sind,
auch als gleich angesehen. Es ist somit irrelevant, welche Teilchen auf den einzelnen
Pliatzen liegen, wichtig ist nur, ob sich dort ein Teilchen befindet.
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U

= zuldssige Zustidnde
— unzuldssige Zustande

0__

Zustand des
Systems

Abbildung 1.2.: Schematische Energielandschaft im HC-Modell

1.1.2. Stochastische Prozesse im Hard-Core-Modell

Die Dynamik im HC-Modell entsteht dadurch, dass sich einzelne oder mehrere Kugeln
auf dem Gitter zufillig umordnen. Fiir s € S,v € V und ¢ € C bezeichne s,_.. € S
den durch die Verschiebung von Teilchen v auf Platz ¢ resultierenden Zustand, d.h.

5osa(t) = c, falls w = v,
AT s(w), falls w #£ v

fiir alle w € V. Ist diese Bewegung zufillig, so erhalten wir unter einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsmaf P auf einem messbaren Raum (€2,2() einen stochastischen
Prozess (X, )n>0 mit Werten in S fiir alle n > 0. Fiir diesen muss sogar

P(X,e8) =1

fiir alle n > 0 gelten, da bei keiner Energie Zusténde in S\S* angenommen werden.

Wir unterscheiden zwei verschiedene Arten von Teilchenbewegungen. Zum einen
konnen sich die Teilchen lokal umordnen, das heifst auf benachbarte, besetzbare Git-
terplitze springen. In diesem Fall gilt || X, 1(v) — X, (v)|| < 1 P-fast sicher fiir alle
v € Vund n > 0. Theoretisch sind aber auch globale Bewegungen moglich, bei denen
die Teilchen in einem Zeitschritt grofere Entfernungen zuriicklegen. In beiden Fallen
bewegt sich aber in einem Zeitschritt nur maximal ein Teilchen.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten seien jeweils nur vom aktuellen Zustand und
nicht von der weiteren Vergangenheit abhingig und werden fiir die globale und lokale
Bewegung wie folgt definiert:

Globale Bewegung eines Teilchens: Fiir r € S gelte

(
W’ 707"é5:7avﬂcesz
fiir ein (v,¢) € V xC

P(Xn+1:S|Xn:’f’>Z: 1—2 Z %7 s=r
veEV c#r(v)

Ty—cE€ES?

0, sonst,
\
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sowie fiir r ¢ S*

Ve r# S =Ty

fiir ein (v,¢) €V xC
PXppi=s|X,=1):= -3 3 ﬁ, s=r
v€Vce#r(v) el

0, sonst

\

fir alle n > 0. Ein Ubergang entsteht also dadurch, dass gemif der Gleich-
verteilung auf V ein Teilchen ausgewahlt wird, welches verschoben werden soll.
Als neue Position wird mit Wahrscheinlichkeit |C|™! ein ¢ # r(v) gewéhlt. Ist r
zuléissig, so muss noch die Zuldssigkeit von r,_.,. gepriift werden. Ausgehend von
einem unzulissigen Zustand kénnen dagegen auch andere unzulissige Zustinde
angenommen werden. Mit der Restwahrscheinlichkeit wird ¢ = r(v) gewé&hlt.
Man erhilt P(X,,1 =1 | X,, = r) > |C|™}, was einer positiven Verharrungs-
wahrscheinlichkeit entspricht.

Lokale Bewegung eines Teilchens: Fiir r € §* gelte

(ﬁ, r#s=r,,. €8 fir
(v,¢) €V % N(r(v))
PXpp1=s|X,=r):=¢ 1=> > _V\llc\’ s=r
0V ceN(r(v))
ry—cE€S?
0, sonst,
(
sowie fiir r ¢ S*
e r# s =Ty fir
(v,¢) €V x N (r(v))
PXpp1=s|Xp=1):= 1=> > ﬁ, s=r
veV ceN(r(v))
0, sonst

fiir alle n > 0. Auch hier entsteht ein Ubergang dadurch, dass ein Teilchen
gemif der Gleichverteilung auf V und als neue Position eine Stelle ¢ # r(v)
mit Wahrscheinlichkeit |C|™! ausgewihlt wird. Zusétzlich wird hier gefordert,
dass c zur urspriinglichen Position von v benachbart ist. Wieder haben wir eine
positive Verharrungswahrscheinlichkeit von mindestens |C|™.

Im tatsichlichen Teilchenverband kann ein Partikel innerhalb einer bestimmten Zeit
nicht beliebig weite Strecken zuriicklegen, es bewegt sich in einem Zeitschritt nur lo-
kal. Erst bei groferen Zeitspannen treten globale Bewegungen auf, dann aber bewegen
sich direkt mehrere Teilchen. Im realen System spielt die globale Bewegung einzelner
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Teilchen also keine Rolle, dennoch wollen wir auch diese Bewegungsart untersuchen.
Sie wird beispielsweise bei numerischen Simulationen verwendet, da sie besonders
schnell grofe Verénderungen in der Teilchenanordnung bewirkt. Dies fiihrt zu einer
schnellen Aquilibrierung des Systems, das heift einer schnellen Konvergenz gegen ein
Gleichgewicht. In der Regel startet eine Simulation makroskopischer Systeme nicht
im Gleichgewicht. Dies kann daran liegen, dass die Startzustdnde solche Zusténde
sind, die das System aufgrund ihrer Energie in der Realitdt nicht annimmt, oder
dass die Zustdnde nicht geméf ihrer Auftrittswahrscheinlichkeit im realen System
angenommen werden. Bevor also fiir das System Rechnungen durchgefiihrt werden
konnen, muss es dquilibriert werden. Ob dies durch globale oder lokale Bewegung
geschieht, ist dabei irrelevant. In Abschnitt 4.3 werden wir sehen, dass das Gleichge-
wicht im HC-Modell bei der globalen Bewegung schneller erreicht wird, als bei der
lokalen.

1.2. Einfiihrung: Markov-Ketten im
Hard-Core-Modell

Nun folgt eine sehr kurz gehaltene Einfiihrung in die Theorie der endlichen Markov-
Ketten, bei der wir uns weitgehend an |Als05a| orientieren. Es werden Definitionen
und FEigenschaften zusammengestellt, die sowohl fiir die nachfolgenden Kapitel wich-
tig sind, als auch erste Ideen zum Verstindnis von Prozessen im HC-Modells liefern.
Fiir weiterfithrende Literatur verweisen wir ebenfalls auf [Als05al.

1.2.1. Markoveigenschaft

Sei (€2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und M = (M,,),>o ein stochastischer Pro-
zess auf (2,2, P) mit Werten in einem messbaren Raum (5%, &*). Ein Element
s € S heilt Zustand des Prozesses und (S, &) sein Zustandsraum. M,, gebe den Zu-
stand des Prozesses zur Zeit n an. Weiter sei P*0 eine Startverteilung von M und

fur alle n >0
PMn+1|(]\/[() ..... M"):(SO ..... Sn)

die bedingte Verteilung von M, 1, gegeben den Pfad (My,..., M,) = (So,...,Sn),
der bis zur Zeit n durchlaufen wurde. Es sei vorausgesetzt, dass diese bedingten
Verteilungen existieren. Dies ist nach Satz 53.4 in [Als05b| beispielsweise dann der
Fall, wenn & abzihlbar erzeugt und PM» fiir alle n > 1 kompakt approximierbar ist.
Im Falle eines endlichen Zustandsraumes sind beide Bedingungen erfiillt.

Einige stochastische Prozesse haben die besonders einfache Struktur, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten von der Vergangenheit nur iiber den aktuellen Zustand
abhdngen und nicht iiber den konkreten Pfad, auf dem der Prozess bis zu diesem
Zustand gelangt ist.
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1.2 Einfiihrung: Markov-Ketten im Hard-Core-Modell

Definition 1.2. Ein stochastischer Prozess M = (M,,),>¢ mit Zustandsraum (S, S)
heifst Markov-Kette (kurz MK), falls

PMn+1lMoy.sMn . pMny1lMn p_f o

fiir alle n > 0 gilt. Diese Eigenschaft nennt man auch Markoveigenschaft. Weiter
heiftt die MK zeitlich homogen, wenn

pMreilMn — pMilMo pf g

fiir alle n > 0 gilt, und endlich (kurz EMK), wenn ihr Zustandsraum endlich ist.

Die durch die globale oder lokale Bewegung erzeugten stochastischen Prozesse im
HC-Modell sind offensichtlich zeitlich homogene EMK. Aus diesem Grund beschrin-
ken wir uns im Weiteren auf eben jene Markov-Ketten, setzen also von nun an stets
die zeitliche Homogenitét voraus. Auferdem schreiben wir fiir eine Verteilung A auf
S kurz A statt A({s}) fiir alle s € S.

Die Verteilung einer zeitlich homogenen EMK M wird nach dem Satz von Ionescu
Tulcea (Satz 54.4 in [Als05b]) bereits durch die Startverteilung P und die bedingte
Verteilung PM1IMo eindeutig bestimmt, welche wiederum durch die Wahrscheinlich-
keiten

prs = P(My=s| My=r), r,s€S

festgelegt ist. Diese nennt man auch 1-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten und
fasst sie in der Ubergangsmatriz P := (p,s)rses zusammen. Fiir eine solche Uber-
gangsmatrix P auf § und eine Verteilung A auf § definieren wir das Maf AP durch

<)\P>s = Z )‘7'prs

resS

fiir alle s € S. Dies ist wegen ) __op,s = 1 fiir alle r € S wieder eine Verteilung auf
S. Fiir eine EMK (M,,),,>o mit Ubergangsmatrix P ist damit

PM"H _ Z PM"({T})PM"“‘M": r_ PM”P

res

fiir alle n > 0. Definieren wir ausgehend von einer Ubergangsmatrix P die n-Schritt-
; oPpn— () : :
Ubergangsmatriz P" := (prs’ )y ses induktiv durch

n n 0
p£8+1) = Zpgt)ptsw pf«t) = Oy
teS

fiir alle n > 0, so ergibt sich durch eine leichte Induktion iiber n die folgende Dar-
stellung fiir PMn:

11



1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

Lemma 1.3. Fiir eine zeitlich homogene EMK M mit Werten in (S, &), Anfangs-
verteilung PMo = X und Ubergangsmatriz P = (Dys)rses gilt

PMr = \P"
fir alle n > 0.

Beispiel 1.4. Hard-Core-Modell: Wir betrachten ein 3 x 3-Gitter (M = N = 3)
mit einem Teilchen (m = 1). Es sei (M,,)nen die durch die lokale Bewegung generierte
EMK. Der Zustandsraum ist dann S = {s1,...,s9} = &% mit

S3(k—1)45 * V— C? U= (]7 k)

fiir alle j, k € {1,2,3}. Die 1-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten lauten

5 falls s(v) ~ r(v)
prs =< 1— ZE)%, falls s = r
0, sonst

fir alle r,s € S. Die neun Zusténde sind untereinander wie in Abbildung 1.3 (a)
dargestellt erreichbar. Die Ubergangsmatrix ist in Abbildung 1.3 (b) dargestellt.

I $04300000
(1.3) = (2,3) == (3:3) 1eloloooo
R
1,2 2,2 3,2 5?0?2?5?0
(1,2) (== (22) [~ (3,2) otoliotlo
00503800 3
0005007 40
(1,1) == (2,1) == (3,1) 00000l o1
0000034+ 03¢

—~
&
~—
—~
=3
~—

Abbildung 1.3.: (a) Zustandsgraph der EMK aus Beispiel 1.4, (b) Ubergangsmatrix der
EMK aus Beispiel 1.4

Wie oben erldutert, wird die Verteilung einer zeitlich homogenen EMK auf (S, &)
bereits durch die Startverteilung P = X und die Ubergangsmatrix P eindeutig
bestimmt. Alle Eigenschaften der EMK miissen sich also durch Eigenschaften des
Paares (A, P) charakterisieren lassen und anders herum. Die spezielle Gestalt der
Zufallsvariablen M,,,n > 0, ist somit bei dieser Betrachtung irrelevant, was uns zu
der folgenden Definition fiihrt.
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1.2 Einfiihrung: Markov-Ketten im Hard-Core-Modell

Definition 1.5. Fiir eine Ubergangsmatrix P auf (S, &) heift ein Modell
(0,2, (M) n>0, (Px)reu(s)),

bestehend aus einem messbaren Raum (2, 2), einer Familie (M,,),>o von Zufallsva-
riablen und einer Familie (P))xcans) von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (€2,2(), ein
Standardmodell zu P, falls M, : (Q,2A) — (S,86),n > 0, unter P\ eine EMK mit
Startverteilung A und Ubergangsmatrix P ist. Insbesondere ist also Pi‘/[" = \P".

Ein Beispiel fiir ein solches Standardmodell ist (Q,2) = (8%, &), M, fiir jedes
n > 0 die Projektion auf die n-te Komponente und

Py({so}s- - {sn}: 0, Q. ..) i= AgyDsoss * -+ - * Psn_1.5m

fiir alle n > 0 und A € 20(S) als Familie von W-Mafe auf (5>, &%).

Mit einem solchen Standardmodell kann insbesondere die Startverteilung als freier
Parameter des Modells angesehen werden. Statt bei Veranderung der Startbedingun-
gen also einen neuen Prozess wihlen zu miissen, konnen wir einfach die Startvertei-
lung #ndern. Bei der spiteren Analyse des Grenzverhaltens von PM" fiir n — oo
erweist sich dies als besonders sinnvoll, da dort verschiedene EMK mit gleicher Uber-
gangsmatrix aber verschiedenen Startverteilungen betrachten werden.

Ist die Startverteilung eine Dirac-Verteilung in einem Zustand s € S, d.h. A\ = 4,
so wollen wir verkiirzend P; statt Pjs, schreiben. Ist eine Aussage unabhingig von
der Startverteilung A, so schreiben wir weiterhin einfach P statt P,. Beispielsweise
schreiben wir PMn+11Mn anstelle von Pf In1lMn D obige Schreibweise weiterfithrend
bezeichnet E) den Erwartungswertoperator unter P, und entsprechend F, ebenjenen
unter P = Ps,.

1.2.2. Zustandseigenschaften

Gegeben sei von nun an eine zeitlich homogene EMK M = (M,,),,>0 in einem Stan-
dardmodell (2,2, (M,)n>0, (P\)aean(s)) mit Ubergangsmatrix P. Um die zeitliche
Entwicklung dieser MK zu analysieren, muss zunéchst der Zustandsraum unter dem
Gesichtspunkt der Erreichbarkeit genauer studiert werden. Es wird untersucht, wel-
che Zusténde durch einen Pfad verbunden sind, sodass der Prozess, startend in einem
der beiden Zustinde, mit positiver Wahrscheinlichkeit den anderen in endlicher Zeit
erreicht. Diese Betrachtung weiterfithrend wird untersucht, ob es Zustinde gibt, die
von anderen vollig isoliert sind. Daraus entwickelt sich der Begriff der kommunizie-
renden Zustinde.

Definition 1.6. a) Fiir zwei Zustinde r, s € S sagen wir s ist von r aus erreichbar,
kurz » — s, wenn ein n > 0 existiert, sodass p,(g) > 0 gilt.

b) Zwei Zusténde r,s € S heiken kommunizierend, kurz r < s, falls r — s und
s — r gilt.
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1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

Im einfachsten Fall kommunizieren alle Zustéinde miteinander, eine solche Kette
heift irreduzibel.

Definition 1.7. Eine EMK M heiftt irreduzibel, wenn r < s fiir alle r, s € S gilt.

Irreduzibilitdt bedeutet also, dass die Kette mit positiver Wahrscheinlichkeit von
jedem Zustand aus in endlicher Zeit jeden beliebigen anderen Zustand erreichen kann.

Beispiel 1.8. a) Weiterfiihrung von Beispiel 1.4: In Abbildung 1.3 (a) ist zu
sehen, dass jeder Zustand von jedem anderen aus in endlich vielen Schritten erreichbar
ist, wobei jeder einzelne Schritt eine positive Wahrscheinlichkeit besitzt. Es gibt also
nur eine Aquivalenzklasse beziiglich < und die EMK ist irreduzibel.

b) Ein Beispiel fiir eine nicht irreduzible EMK im HC-Modell bildet ein 2 x 2-Gitter
mit 2 Teilchen. Die zuléssigen Zusténde sind in Abbildung 1.4 zu sehen. Offensichtlich

% ¢

Abbildung 1.4.: Zustinde auf einem 2 x 2-Gitter mit zwei Kugeln

kann in keinem der beiden Zustanden eine Kugel bewegt werden. Jeder Zustand ist
somit eine irreduzible Klasse und die MK auf diesem Gitter reduzibel.

Bemerkung 1.9. a) Im Allgemeinen zerfallt der Zustandsraum S im HC-Modell al-
so in mehrere Irreduzibilitdtsklassen. Da zuldssige Zustdnde weder bei globaler noch
bei lokaler Bewegung mit unzulédssigen kommunizieren und in einer Irreduzibilitits-
klasse alle Zustidnde miteinander kommunizieren, besteht eine Irreduzibilitatsklasse
entweder nur aus zuléssigen oder nur aus unzulissigen Zustidnden.

b) Dariiber hinaus sind Irreduzibilitéitsklassen R C S* aus zuliissigen Zustdnden ab-
geschlossen, d.h. fiir ein » € R und ein s € S folgt aus »r — s bereits s € R und
damit 7 < s. Dies resultiert aus der Symmetrie der Ubergangswahrscheinlichkeiten
auf §* und der Tatsache, dass aus r — s mit r € R C §* bereits s € S* folgt.

¢) Die Irreduzibilitétsklassen der globalen und der lokalen Bewegung sind selbst-
verstindlich unterschiedlich. Eine Irreduzibilititsklasse der globalen Bewegung kann
beziiglich der lokalen Bewegung in mehrere kleinere Klassen zerfallen.

Als néchste Charakterisierung der Zustdnde wollen wir Begriffe dafiir einfiihren,
zu welchen Zeiten die Kette bei Start in s zu diesem zuriickkehren kann.

Definition 1.10. Ein Zustand s € S heilt d-periodisch, falls
d=d(s) = ggT{n > 1] p{) > 0}

gilt. Ist d(s) = 1, so heifft der Zustand s auch aperiodisch.
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1.2 Einfiihrung: Markov-Ketten im Hard-Core-Modell

Wir haben im obigen Beispiel gesehen, dass es im HC-Modell sowohl irreduzible,
als auch reduzible MK gibt. Die Irreduzibilitit ist unter anderem abhéngig von der
Teilchenzahl. Bei der Periodizitit der Zustande ist dies anders. Da wir eine positive
Verharrungswahrscheinlichkeit p,, > |C|™! fiir jeden Zustand s € S haben, ist jeder
Zustand einer solchen EMK aperiodisch.

Eine weitere Klassifikation unterscheidet die Zusténde beziiglich der Haufigkeit,
mit der die Kette diese annimmt. Dazu bendétigen wir fiir s € S die Ersteintrittszeit

7(s) :==inf{n > 1| M, = s}
in den Zustand s. Fiir ;s € S sei weiter 7, := P,.(7(s) < 00).

Definition 1.11. Ein Zustand s € & heilt rekurrent, falls fX = 1, und {ransient,
falls fr, < 1.

Zu einem rekurrenten Zustand r kehrt die Kette also fast sicher in endlicher Zeit
zuriick, die Gesamtzahl an Besuchen ist damit unter P, fast sicher unendlich. Zu
einem transienten Zustand kehrt die Kette dagegen mit positiver Wahrscheinlichkeit
in endlicher Zeit nicht mehr zuriick. Ohne Beweis geben wir folgendes Rekurrenzkri-
terium aus [Als0O5a] an.

Lemma 1.12. (Lemma 7.16 aus [AlsO5a]) Fin Zustand s € S ist genau dann
rekurrent, wenn Py(M, = s u.0.) =1 gilt.

Bemerkung 1.13. Aus diesem Lemma ergibt sich insbesondere, dass eine EMK
bereits mindestens einen rekurrenten Zustand besitzt, da von den endlich vielen
Zustinden aus S zumindest einer unendlich oft besucht werden muss. Rekurrenz,
Transienz und die Periode eines Zustandes sind sogenannte Solidarititseigenschaften
(siehe Satz 9.1. in [Als05al). Dies sind Zustandseigenschaften, bei denen aus der Giil-
tigkeit fiir ein » € § schon die Giiltigkeit fiir alle s € & mit r < s folgt. In einer
irreduziblen EMK sind daher alle Zustdnde rekurrent.

Definition 1.14. Eine EMK mit Zustandsraum (S, &) heift rekurrent/transient,
d-periodisch/aperiodisch, falls sie irreduzibel ist und jeder Zustand s € S die entspre-
chende Eigenschaft besitzt.

Satz 1.15. (Satz 9.3 aus [AlsO5a]) Seien r,s € S mit r # s, r rekurrent und
r— s, dann gilt r < s.

Beweis: Aus r — s folgt die Existenz eines n > 1 mit p{™ > 0. Ist dann p{r” = 0 fiir
alle m > 1, also s = r, so gilt

P.(M,, # r fir alle m > 1) > P.(M, =s, My # 7 fir alle m > 1)

= P(M,n # r fir alle m > 1‘Mn = s)P.(M, = s)
p%)(l — Py(M,, = r fiir ein m > 1))
p (1= p5Y) = ol > 0.

m>1

v
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1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

Damit ist P.(7(r) < 00) < 1 und somit die Rekurrenz von r nicht erfiillt. O

Um die Zustdnde im HC-Modell beziiglich Rekurrenz und Transienz zu klassifizie-
ren, miissen wir etwas vorgreifen und Lemma 1.28 benutzen.

Satz 1.16. Bei einer EMK im HC-Modell mit 8 # () ist jeder Zustand s € S*
rekurrent und jeder Zustand s € S\S* transient.

Beweis: Betrachten wir zuerst einen unzulassigen Zustand s. Von diesem aus kann
gemaf Lemma 1.28 ein zulédssiger Zustand r erreicht werden. Ist s dariiber hinaus
auch noch rekurrent, so gilt nach Satz 1.15 r — s. Dies ist aber im HC-Modell nicht
moglich.

Bleibt noch zu beweisen, dass alle zuldssigen Zustdande rekurrent sind. Dazu sei r
ein zuldssiger Zustand und R seine nach Bemerkung 1.9 b) abgeschlossene Irreduzibi-
litatsklasse. Unter P, nimmt die EMK also nur Zustinde in R an, weshalb zumindest
ein Zustand s € 'R unendlich oft angenommen werden muss und daher rekurrent ist.
Damit sind aufgrund der Solidaritat der Rekurrenz bereits alle s € R rekurrent. [J

1.2.3. Ergodensatz und Kopplungsmethode

Eine haufig gestellte Frage im Zusammenhang mit MK ist die nach der Verteilung
der Zufallsvariablen bei gegen unendlich strebender Zeit n. Wir werden sehen, dass in
vielen Féllen die Verteilung Piw" fiir n — oo unabhéngig von der Anfangsverteilung
A gegen eine eindeutig bestimmte Verteilung konvergiert, welche dann die folgende
Eigenschaft besitzt.

Definition 1.17. Eine Verteilung m auf (S, &) heibt stationdre Verteilung der EMK
M mit Ubergangsmatrix P, falls
TP =7

erfillt ist.

Die EMK M selbst heifst stationédr unter einer Startverteilung A\, wenn

P)E]Wn,]wm_l,...) _ P/SMU,Ml,...)
P-fast sicher fiir alle n > 0 gilt. Wegen
AP =aPP" 1 =7P" 1= . . =1 (1.3)
fiir alle n > 0 und eine stationire Verteilung w, gilt

PMnMuir)(fg g 000} = P(Myyp = Spyn, k> 1| My = 5,)Pe(M,, = s,,)
P, (Mg = Spig, k> 1)(7P™)s,

P(My, = Spix, k> 1| My = s,)ms,

= Po(My=5,, My = sp41,...)
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1.2 Einfiihrung: Markov-Ketten im Hard-Core-Modell

fiir alle s, Sp11,... € S,n > 0. Unter einer stationdren Verteilung wird M also zu
einem stationaren Prozess.

Allgemein muss eine stationire Verteilung weder existieren noch eindeutig sein. Im
Falle irreduzibler EMK ist aber zumindest die Existenz schnell gezeigt.

Satz 1.18. Fir eine irreduzible (und damit rekurrente) EMK M = (M,),>o ezistiert
eine stationdre Verteilung m mit 0 < m, fir alle s € S.

Beweis: Da P eine endliche Matrix ist, ist eine nichttriviale Losung des linearen
Gleichungssystems 7(I — P) = 0 zu finden. Die Zeilensummen von P sind jeweils 1,
weshalb die Zeilensummen von I — P jeweils 0 sind. Die Matrix I — P ist also nicht
invertierbar, was als direkte Konsequenz zur Existenz einer Losung # 0 fiihrt. Durch
Normieren ergibt sich so eine stationdre Verteilung 7. Dass mg > 0 fiir alle s € §
gilt, ergibt sich aus der Irreduzibilitit. Es ist ndmlich 7. > 0 zumindest fiir ein r.
Zusitzlich existiert fiir jedes s ein n > 1 mit p{¥ > 0. Daher gilt mit Gleichung (1.3)

Ty = ZWEQ) > m,p™ > 0.
tes

]

Um nun das Langzeitverhalten einer irreduziblen EMK zu untersuchen, wollen wir
fiir jedes n > 0 den Abstand von P/{”" zur stationdren Verteilung 7 betrachten. Als
geeigneter Abstandsbegriff erweist sich die Totalvariation.

Definition 1.19. Es seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem
messbaren Raum (€2, 20). Thr Totalvariationsabstand ist definiert durch

dy (1,v) = sup |1u(A) = v(A)].

Ist €2 abzihlbar, so gilt
dv () = Y (ul{k}) — v({k}))
keA+

mit A* = {k € Q | p({k}) > v({k})} |

Die Antwort auf die Frage nach dem Langzeitverhalten bestimmter MK liefert nun
der folgende Satz.

Satz 1.20. (Ergodensatz, Satz 11.1 in [AlsO5a]) Es sei M = (M,),>0 eine
aperiodische EMK mit Ubergangsmatric P = (p,s), ses und stationdrer Verteilung .
Dann qilt fir jede Anfangsverteilung \ bereits

lim dy (P, ) = 0.

n—oo
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1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

Bemerkung 1.21. a) Man beachte, dass die Aperiodizitit der EMK insbesondere
ihre Irreduzibilitdt impliziert und damit schon ihre Rekurrenz folgt. Diese wird fiir
die Existenz einer stationdren Verteilung und auch an anderen Stellen im Beweis
dieses Satzes, der unter etwas stidrkeren Voraussetzungen auch auf nicht-endliche
MK verallgemeinert werden kann, explizit benétigt.

b) Aus dem Ergodensatz folgt auch die Eindeutigkeit der stationdren Verteilung fiir
aperiodische EMK. Ist ndmlich £ eine weitere stationédre Verteilung, so gilt

dV(§7W> = dV(Pfj\/[n77T> — 0.

Fiir die Eindeutigkeit kann sogar die Forderung nach Aperiodizitat fallen gelassen
werden; siehe dazu Satz 10.4 in [AlsO5a]. Im HC-Modell ist diese aber erfiillt.

Der in [Als05a| gegebene Beweis des Ergodensatzes beruht auf der sogenannten
Kopplungsmethode, welche uns auch in Kapitel 4 als entscheidendes Werkzeug begeg-
nen wird. Diese wollen wir nun erldutern.

Es seien @ und @’ zwei W-Mafe auf einem messbarem Raum (€2, 2l'). Jedes Paar
(X, X’) von Zufallsvariablen auf demselben W-Raum (2,2, P) mit

PX=Qund PX = @’

heift dann eine Kopplung von (@, Q'). Der Grund der hiufigen Anwendung dieser
recht einfachen Konstruktion wird im folgenden kleinen Satz deutlich.

Satz 1.22. (Kopplungsungleichung) Unter den oben gemachten Voraussetzungen
gilt
dv(Q. Q) < P(X # X).

Beweis: Die Aussage ergibt sich mittels der Abschitzung

dv(Q, Q") = igg}P(X € A) — P(X" € A)]
= sup|P(X €A, X=X)+P(XecAX#X)
Aed

—PX'€eAX=X")-PX €A X#X)

= sup|P(X € A, X #X') - P(X' € A, X # X')|
Aed

= sup P(X £ X)|[P(X € A| X # X') = P(X' € A| X # X')
Aed

IN

P(X #X').
0

Der oft unhandliche Variationsabstand ist also beschrankt durch die sehr anschau-
liche Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Zufallsvariablen verschiedene Werte anneh-
men. Besonders schon ist diese Aussage bei Folgen von Zufallsvariablen. Es seien ()
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1.2 Einfiihrung: Markov-Ketten im Hard-Core-Modell

und @' W-Mafe auf ((€2')%°, ()*°), deren eindimensionale Randverteilungen wir mit
Qn bzw. Q),n > 0, bezeichnen. Weiter seien X = (X,,),>0 und X’ = (X],)n>0 zwei
Folgen von Zufallsvariablen auf (2,2, P), sodass (X, X’) eine Kopplung von (@, Q")
ist. Fiir jedes n > 0 sind dann insbesondere (), und @), die Verteilung von X,, bzw.
X, . Unter Benutzung der Kopplungszeit T, definiert durch

T :=inf{n > 0| Xy = X, fiir alle &k > n},
gilt so die Ungleichung

Sofern man also zeigen kann, dass die Kopplungszeit fast sicher endlich ist, kann
direkt gefolgert werden, dass dy (Q,, Q)) "= 0 gilt. Man konstruiert also sinnvoller-
weise zwei Prozesse X und X', die sich fast sicher irgendwann treffen und dann nicht
mehr trennen.

Unter bestimmten Voraussetzungen gilt in Gleichung (1.22) sogar Gleichheit. Man

spricht dann auch von einer mazimalen Kopplung.

Satz 1.23. FEs seien Q1 und (2 zwei Verteilungen auf einer endlichen Menge S.
Dann definieren wir

QAQ: = Y QisHAQUsHa mit Qi AQu = (QuAQ2)(S)

seS

_ NAT )
Q- = LQOAD e e | Qudsh) > Qi)
dy (Q1,Q2)
Weiter seien Z, L, X' und Y’ stochastisch unabhingige Zufallsvariablen auf dem glei-

chen W-Raum mit

(MK1) Z ~ B(1,«) mit a == [|Q1 A Q2l,
(ME2) L ~ 222,
(MK3) X'~ D062y Y7, Q22Qi0G2
Dann ist (Qa — Q)" ein W-Maf auf S und
(X.Y):=(ZL+ (1 — Z)X', ZL+ (1 - Z)Y")
eine mazimale Kopplung von (Q1, Q) mil

Y|X=z _ (Ql A Q2)({5C}) B
i aoy -+

fir alle x € S mit Q1({z}) > 0.

(Ql A QQ)({x})
Q:1({z})

)@ - @
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1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

Bemerkung 1.24. Man beachte, dass

<1 B (Ql A Q2)({93})
Q1({z})

)@ - Q'

nur Masse auf S\{z} hat.

Beweis: Dass (Q2 — Q1) ein W-Mak ist, ergibt sich direkt aus der Definition des
Totalvariationsabstandes. Wir zeigen nun zuerst, dass (X,Y’) eine Kopplung von
(Q1,Q5) darstellt, dass also P = @, und PY = Q, gilt. Dies ergibt sich unter
Benutzung der Unabhéangigkeit von Z, L und X’ durch die folgende Rechnung:

pX _  pZL+(-2)X’
= PHZ=Ip(z =1) + PXY120P(7Z = 0)
= aPl+(1—a)P¥
= Q1 AQa+(Q1— Q1 NQ2)
=
Eine véllig analoge Rechnung liefert PY = Q,. Weiter ist wieder wegen der Unab-

hangigkeit von X’ und Y’
P(X'=Y') = Y P(X'=5Y =5)

= ) P(X'=s)P(Y'=5)
_ Z Q1({s}) — (@1 A Q2)({s}) Q2({s}) - (Q1 A Q2)({s})
o l—« l—« ’

Fiir s € AT gilt fiir den ersten Faktor Q1 ({s})— (Q1AQ2)({s}) = 0 und fiir s € (A™)°
ist Q2({s}) — (@1 A Q2)({s}) = 0. Zusammen ergibt dies P(X’ # Y’) = 1. Damit
kénnen wir nachrechnen, dass (X,Y’) sogar eine maximale Kopplung von (Q1,Q>)
bildet:
P(X#£Y) = PZL+(1-2)X'"#ZL+(1-2)Y)
= P(X'#£Y'|Z=0P(Z=0)+P(L#LZ=1P(Z=1)
= P(X'£Y)P(Z=0)

— P(Z=0)

= 1—Q1 A Q:

= 1—Z(Q1AQ2)({5})
seS

= 1-Qi(A") = Qa2((A7)9)
= Q2(AT) —Qi(AY)
= dv(Q1,Q2)
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Insbesondere ist also 1 — a = dy(Q1,Q2). Bleibt noch die Gestalt der bedingten
Verteilung PYX=7 mit 2 € S, Q1({z}) > 0 nachzurechnen. Fiir y = z gilt

PY =y| X =2z
PY=yX=zx|Z=1)P(Z=1)+PY =y, X=x|Z=0)P(Z=0)

P(X =1x)
P(L=y.L=2)P(Z=1)+P(Y = 9. X =) P(Z = 0)
B P(X = z)
_ P(L==z)P(Z=1)
P(X =x)
(@ AQ2)({z})
Q({z})
Firy # x,y € A" ist
=0 dja\y;@:
PY=y|X=21) = P(Lzy,sz)P(Zzplg;fg’zy,X’II)P(Zzo)
_ P(Y'=y)P(X' =x)P(Z =0)
B P(X =)
- (- (@A Qz)<{x}>> Q:{y}) — & ({y})
Q1({z}) dv(Q1,Q2)

dabei ist nur in der letzten Zeile y € A eingegangen. Fiir y # x,y ¢ AT verschwindet
mit P(Y' = y) auch P(Y = y|X = z) geméf der zweiten Zeile der obigen Rechnung.
O

Der letzte Satz dieses Abschnitts macht eine Aussage {iber die Absorptionswahr-
scheinlichkeit bestimmter Prozesse, die in Kapitel 4 fiir die Beweise der dort vorge-
stellten Kopplungstheoreme benétigt werden. Wir betrachten hier eine EMK (.S,,)n>0
mit Werten in M := {0,...,m} der Form S, = Sy + >, X; mit unabhéingig
identisch verteilten Zuwéchsen X,,,n > 1, mit Werten in {—1,0,1}, d.h. eine sym-

metrische Irrfahrt. Diese habe die absorbierende Barriere 0 und sei eingebettet in ein
Standardmodell (€2, Sy, (X )n>1, (P))xemm))-

Satz 1.25. Es sei S = (Sp)n>0 mit S, = So + Y| X; fir alle n > 0 eine symme-

trische Irrfahrt auf der Menge {0, ... ,m}, die in 0 absorbiert wird. Die Verteilungen

der unabhdngigen Zuwdichse (X, )n>1 seien wie folgt gewdhlt: Fir alle n > 1 sei
P(X, =41|S,-1 ¢ {0,m}) = 2a, P(X,=0[S.-1¢{0,m}) = 1-2«a
P(X,, = —=1|S,-1 =m) = «, P(X,=0[S,-1=m) = 1l—-«a
P(X, =0[S,-1=0) = 1
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Weiter sei T = 7(0) = min{n > 0|S,, = 0}. Dann ist

m? +m
Em(7) = 200

wobei E,, den Erwartungswert beziiglich des Mafles P,, bezeichne.
Beweis: Es ergibt sich fir 1 <n<m—1

E,(r) = Pu(Xi=-1)(Ep1(7) + 1) + Pu(Xy = 0)(Eyu(7) + 1)
+P,(X, = 1)(Epa (1) +1)
= 14+aE, 1(7)+ (1 = 20)E, (1) + aE,1(7)

und damit iterativ unter Benutzung von Ey(7) =0

1 n
En(T)—En+1(T) = nfl(T)_En<T>+a = - = —E1<T>+a
Durch Summation ergibt sich daraus
m—1
Ei(r) — En(r) = En(1) = Epta(7)
n=1
m—1 n
n=1 «
m—1)m

Der gleiche Ansatz wie am Anfang des Beweises liefert

En(t)=14aE, 1(7)+ (1 — a)E,(7)

(1.4)

(1.5)

und damit direkt E,,_1(7) — Ep(7) = —1/c. Zusammen mit Gleichung (1.4) ergibt

sich . .
m R
o= En (1) — En(1) = —FE(7) + T

was zu F(7) = m/« dquivalent ist. Durch Einsetzen in Gleichung (1.5) ergibt sich

R e
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1.3 Computersimulationen

1.3. Computersimulationen

In den Kapiteln 2 und 3 werden wir Verfahren zur Bestimmung der Entropie des
HC-Modells beschreiben, die zur Berechnung die Hilfe von Computern bendtigen. In
Kapitel 4 werden wir uns wie schon erwédhnt mit stochastischen Prozessen im HC-
Modell befassen und auch hier Computer einsetzen, um MK zu simulieren. Daher
wollen wir nun einige Grundlagen zu Computersimulationen und bestimmten Algo-
rithmen zusammenstellen.

1.3.1. Finite-size-Effekte und periodische Randbedingungen

Bei der Modellierung am Computer muss zwangslaufig das zu simulierende System
vereinfacht werden. Man betrachte zum Beispiel die Teilchenzahl eines realen Sys-
tems: Bei Raumtemperatur enthilt ein Liter eines beliebigen Gases etwa 2,7 - 10?2
Teilchen, ein Tropfen Wasser enthilt bereits ungefihr 13,37 - 10%° Teilchen. Bei einer
so gewaltigen Systemgrofe ist natiirlich der Rechenaufwand sehr grofs. Es muss also
ein kleineres Teilsystem simuliert werden, welches aber eventuell weniger Aussage-
kraft fiir das reale System besitzt. Es sind daher zwei gegenlaufige Tendenzen zu
beriicksichtigen.

Sei £ ein System, welches am Computer simuliert werden soll. Dieses habe fiir eine
Systemgrofse K verschiedene mogliche Auspriagungen k € I C R. Es sei dann &, das
System mit K = k und

Fiir verschiedene Werte von k verhilt sich das System natiirlich unterschiedlich,
sodass man fiir eine Eigenschaft A die Menge

3(A) :={¢ e Z | € erfiillt A}

definieren kann. Wir sagen dann das System & hat einen finite-size-Effekt beziiglich
A, wenn ein ky € I existiert, sodass

3(A) = {& [ k = ko}

gilt. In der Simulation muss dann fiir die Systemgrofse K mindestens der Wert kg
gewéhlt werden, um ein fiir das makroskopische System aussagekraftiges Ergebnis
zu erhalten. Beziiglich anderer, komplexerer Systemeingeschaften ist aber die genaue
Definition einer Eigenschaft A und eines solchen kqy nicht immer klar. Wir werden
dieses Problem fiir die Anzahl an zuldssigen Zustinden in Abschnitt 5 untersuchen.

Als Beispiel fiir das Auftreten von finite-size-Effekten wollen wir die Oberfldchen-
effekte anfiihren. Wir betrachten ein System bestehend aus k% vielen im Quadrat
angeordneten Teilchen. Von diesen sind 4k — 4 nur in zwei bzw. drei Raumrichtun-
gen mit anderen Teilchen in Kontakt, d.h. sie sind Randteilchen. Diese Randteilchen
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1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

verhalten sich qualitativ anders als innere Teilchen, da auf sie andere Krifte wir-
ken. Beispielsweise konnen sie sich viel leichter vom Rest des Systems l6sen. Da in
einem makroskopischen System der Anteil an Randteilchen sehr klein ist, wollen wir
die Eigenschaft A: "Der Anteil der Randteilchen ist hochstens 10%" betrachten. Die
Systemgrofse, von der wir diese Figenschaft abhingig machen, ist die Teilchenzahl.
Wegen (4k —4)/k* < 0,1 & k > 39, ist

3(A) ={& [ k = 39}.

Dieses System hat also beziiglich der betrachteten Eigenschaft einen finite-size-Effekt.

Einige finite-size-Effekte kann man durch geschickte Modellbildung umgehen oder
zumindest verringern, der oben beschriebene finite-size-Effekt beziiglich der Ober-
flacheneffekte ist einer davon. Dies geschieht durch die Einfiihrung sogenannter pe-
riodischer Randbedingungen. Eine kurze Beschreibung ist in [HM86]|, Abschnitt 3.1,
zu finden. Um das Modell mit periodischen Randbedingungen zu versehen, wird die
gesamte Ebene mit verschobenen Kopien dieses Grundsystems gefiillt. Die Teilchen
des Grundsystems treten dabei in der gleichen Anordnung wieder in den Kopiesys-
temen auf (siche Abbildung 1.5 (a) fiir ein Beispiel). Wandert also ein Teilchen aus
der linken Seite des Grundsystems heraus, so wandert es gleichzeitig auf der rechten
Seite wieder herein. Der Anteil an Randteilchen schrumpft dadurch auf 0 zusammen.
Auch die Rechenzeit bleibt iiberschaubar, da nur die Bewegungen der verhéltnisméfbig
wenigen Teilchen des Grundsystems berechnet werden miissen.

N
(173) <> (2,3) <> (3,3)
o C.)(.) . C( /—
o * ° ° e} (172) <> (2?2) (3?2)

Abbildung 1.5.: (a) Modellsystem mit periodischen Randbedingungen, (b) Zustands-
graph der EMK aus Beispiel 1.4 mit periodischen Randbedingungen

Sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, wollen wir von nun an Git-
ter mit periodischen Randbedingungen betrachten. Beispiel 1.4 verandert sich unter
Beriicksichtigung von periodischen Randbedingungen dahingehend, dass beispiels-
weise ein Ubergang von Zustand (1,1) in den Zustand (1,3) in einem Schritt méglich
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1.3 Computersimulationen

wire. In Abbildung 1.5 (b) wird dargestellt, wie die neun Zustidnde in diesem Fall
untereinander erreichbar sind.

Aufserdem fiihren die periodischen Randbedingungen dazu, dass jeder Gitterplatz
zu gleich vielen anderen Gitterpldtzen benachbart ist, und somit [N (c)| = A fiir alle
c € C gilt.

1.3.2. Metropolis-Algorithmus

Stellen wir uns vor, wir wollen eine Sequenz von Zustinden auf S = C¥ der Menge der
moglichen Zustinde simulieren, sodass ein Zustand geméf seiner Auftrittswahrschein-
lichkeit im realen System angenommen wird. Wir wissen zwar, dass ein unzuléssiger
Zustand nur mit Wahrscheinlichkeit 0 angenommen wird, die Wahrscheinlichkeit ei-
nes zuldssigen Zustandes aber ist unbekannt. Dies ist ein allgemeines Problem bei der
Betrachtungen von Vielteilchenmodellen. In der Thermodynamik (siehe beispielswei-
se Abschnitt 2.2.1 in [GWO00]) wird gezeigt, dass fiir die Auftrittswahrscheinlichkeit
7 eines bestimmten Zustandes s im realen System

Tg = %exp(—ﬁU(s)) (1.6)

gilt, sofern die Anzahl an erlaubten Zustdnden wesentlich grofer ist als die Anzahl
an Teilchen. Dass diese Bedingung im HC-Modell erfiillt ist, werden wir in Kapi-
tel 5 sehen. Dabei ist § = % mit der Temperatur 7' gemessen in Kelvin, U eine
Energiefunktion und

Z =Y exp(—pU(s))

SES

ein Normierungsfaktor. Je grofer also die Energie eines Zustandes, desto unwahr-
scheinlicher ist bei fester Temperatur T sein Auftreten. Der Faktor § bestimmt zu-
sitzlich die Stirke des Einflusses der Energie auf die Auftrittswahrscheinlichkeit. Bei
einer kleinen Temperatur und damit grofsem 3 bewirken auch kleine Unterschiede in
der Energie zweier Zustdnde grofe Unterschiede der zugehorigen Wahrscheinlichkei-
ten. Bei hohen Temperaturen (kleines ) hat die Energie eines Zustandes deutlich
weniger Auswirkungen auf die Wahrscheinlichkeit. Im Grenzfall T = oo ist die Wahr-
scheinlichkeit eines Zustandes sogar fiir jede Energie gleich. Dies ist physikalisch sinn-
voll, da sich das System bei unendlich hoher Temperatur im gesamten Zustandsraum
vollig frei bewegen kann.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung m wird auch Boltzmann-Verteilung und der Nor-
mierungsfaktor Z Zustandssumme genannt. Diese Zustandssumme ist im Allgemei-
nen auf Grund der grofen Anzahl an Zustdnden schwer zu berechnen und deshalb
als unbekannt anzusehen.

Wir definieren exp (—8U(s)) := a, und erhalten somit 7, = % fiir alle s € S. Im

as
4
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1 Grundlagen zum Hard-Core-Modell und zu Markov-Ketten

speziellen Fall des HC-Modells mit der Energiefunktion aus Gleichung (1.1) ist

[ 1, fallsse S?
%=1 0, sonst.

Fiir die Boltzmann-Verteilung gilt damit

Tg = { (%7 faHS S & Sz

sonst

fiir alle s € S. Sie ist also die Gleichverteilung auf der Menge der zulédssigen Konfi-
gurationen und Z die Anzahl an zuldssigen Konfigurationen.

Fiir eine Teilmenge R C & bezeichne mr die Verteilung 7 eingeschriankt auf die
Menge R. Dies bedeutet

Ts

= 1
(W|R)8 W(R) R(‘S)
fiir alle s € S. Da 7 die Gleichverteilung auf §* ist, gilt
e =i falls s € RNS*
TIR)s = e Lr(s) = { RSP 1.7
(M=) RS =(s) {0, st (L.7)

fir alle s € S. mg ist demnach die Gleichverteilung auf der Menge der zulédssigen
Zustinde in R.

Wie soll man nun Zufallszahlen geméf einer unbekannten Verteilung erzeugen? (x)

Einen Ansatz, diese Aufgabe zu bewéltigen, liefert der Metropolis-Algorithmus. Bei
diesem besteht die Grundidee darin, stochastische Prozesse zu betrachten, deren Ver-
teilung bekannt ist und gegen die unbekannte Verteilung konvergiert. Eine Darstel-
lung dieses Algorithmus entnehmen wir [Ros95]|, Seite 204.

Es sei Q = (¢rs)rses eine beliebige symmetrische und irreduzible Ubergangsma-
trix auf S und ™ = (“78)865 die zugehorige, nach Satz 1.18 existierende und nach
Bemerkung 1.21 eindeutige stationédre Verteilung. Wir definieren die Metropoliskette
M = (M,)n>o wie folgt:

(M1) Die Kette wird in einem festen Zustand sy € S gestartet, d.h. My = sq fast
sicher.

(M2) Definiere einen stochastischen Prozess Y = (Y},)n>0 auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,2(, P) mit Werten in S, sodass

P(Yn | (Mk)OSkSna (Yk)OSkSn—1> - P<Yn | Mn)
mit
P(Yn:S ‘ Mn:T>IQTs
fiir alle r,s € S und n > 0.
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1.3 Computersimulationen

(M3) Damit sei
P(Mpy1 | (Mi)o<ks<n, (Yi)osken) = P(Mpia | My, Y)

fiir alle n > 0. Genauer sei fiir alle r, s € S, r # s,

PMpy1=s|Y,=s,M,=r) = min{l,%}

a

PMys1=7|Y,=s,M,=1r) = 1—min{1,%}
Qr

PMygy=r|Y,=r,M,=71) = 1,

wobei wir 8 :=1und % := 00 setzen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten von

M sind somit gegeben durch

PY,=s|M,=r)P(M,s1=5s|Y,=s,M,=r)

P(Y,=s| M, =5, M,=r)

fiir alle ;s € S und n > 0. Dabei ist P(Y,, = s | Myy1 = s, M,, = 1) =1,

sofern s # r gilt. Wir erhalten also

qmmin{LZ—j}, falls s # r

Grr + ZS,# ¢rs' (1 — min {1, Z_i})’ falls s =r

P(Mn+1:S’Mn:T):

Prs =

fiir alle r,s € S.

Die Anschauung ist die Folgende: Die Kette Y liefert zu jeder Zeit n > 0 einen Ver-
suchszustand, also einen Kandidaten fiir den Zustand zur Zeit n + 1. Dieser kann
nun von der Kette M akzeptiert oder abgelehnt werden. Gegeben, dass M, = r
und Y,, = s ist fiir ein n > 0 und r,s € S, wird ein Zufallsexperiment mit Treffer-

wahrscheinlichkeit min {1, Z—:} durchgefiihrt und der Versuchszustand s bei einem

Treffer akzeptiert und sonst abgelehnt. Wird der Versuchszustand nicht akzeptiert,
so verbleibt die Kette im aktuellen Zustand.

Die Metropoliskette ist eine zeitlich homogene EMK, trotz der Irreduzibilitdt von
Q aber nicht zwangslaufig irreduzibel, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.26. Es sei S = {1,2,3}, Q gegeben durch

Q=

O |
B [0 [ [
ook l— O

und a; = 1,as; = 0,a3 = 1. Damit ist Q offensichtlich irreduzibel und symmetrisch,
fiir P gilt allerdings

P

Ol =
o= O
— Rl O

weshalb M offensichtlich nicht irreduzibel ist.
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Der Zustandsraum S zerfillt also beziiglich der Metropoliskette M in moglicher-
weise mehrere Irreduzibilitdtsklassen. Ist sie aber irreduzibel, so gilt der folgende
Satz, der uns nun insbesondere eine Antwort auf die eingangs gestellte Frage (%)
liefert.

Satz 1.27. Es sei M eine trreduzible Metropoliskette mit Werten in einem endlichen
Zustandsraum S. Dann ist die Boltzmannverteilung m die eindeutig bestimmte statio-
ndre Verteilung von M und deshalb thre Grenzverteilung, falls q.. > 0 fir aller € S
qgilt.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass 7 eine stationdre Verteilung ist. Zu zeigen ist
7P = w. Es gilt sogar 7,p,s = msps, fiir alle r,s € S. Fiir den Fall r = s ist diese
Behauptung sofort klar. Sei also r # s. Dann ist

. Qg
TrPrs = TrQrsMIN {L _}

T

= Qs min{l, E} (1.8)

T

= (rsIMin {7@, 7T5},

was symmetrisch in 7 und s ist. Damit gilt aber
(ﬂ-P)s = Z TrPrs = Z TsPsr = Ts
T T

fiir alle s € S. Es ist also 7 eine stationére Verteilung. Wegen ¢,s > 0 fiir alle s € S,
ist auch pg, > 0 fiir alle s € S. Jeder Zustand ist demnach aperiodisch. Hieraus folgt
schlieflich zusammen mit der Irreduzibilitit der Kette geméf dem Ergodensatz zum
einen, dass 7 als stationédre Verteilung eindeutig bestimmt ist, und zum anderen, dass
7 auch die Grenzverteilung der Metropoliskette ist. ]

Mit dieser Methode ldsst sich also eine EMK simulieren, deren Verteilung die
Grenzverteilung m beliebig gut approximiert. Dabei ist die Grenzverteilung wie gera-
de gesehen nur abhéngig von der Akzeptanzwahrscheinlichkeit und unabhdngig von
der Ubergangsmatrix Q (sofern diese die geforderten Eigenschaft erfiillt, d.h. irredu-
zibel und symmetrisch ist mit g;s > 0 fiir alle s € S). Dies ist der besondere Clou
an der Methode: Wir kénnen die Matrix Q frei wihlen und sollten dies natiirlich
besonders geschickt tun. Was bedeutet dabei "geschickt"? Zum einen soll die EMK
leicht zu simulieren und zum anderen die Konvergenzgeschwindigkeit moglichst hoch
sein. Diese zwei Vorgaben werden wir in Kapitel 4 wieder aufgreifen.
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Im HC-Modell wihlen wir als irreduzible und symmetrische Ubergangsmatrix Q

(

Wl\cw falls r # s =r,_.
fiir einv € V,ceC
e = _ 1.9
¢ 1= Y i, fallss=r (1.9)
v er(v)
\O, sonst

fiir alle r, s € §. Die Symmetrie von Q resultiert aus
§ = Tyss(v) <& T = Sy—r(v)

und die Irreduzibilitit aus der Tatsache, dass auch Uberginge zu unzulissigen Zu-
stdnden erlaubt sind. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit wollen wir leicht verdndern
und setzen fiir alle r,s € S

(1.10)

AT.,U(C) o {mln {17 Z_j}]lc(r,v) (C), faHS S = T’U—>C; = V7 cE C

0, sonst

fiir eine nichtleere Teilmenge C%) von C. Mit C™*) = C erhalten wir so fiir die
Metropoliskette die globale Bewegung eines Teilchens, mit C%) = N (r(v)) ergibt
sich die lokale Bewegung. Fiir s = r,_.. ist genauer

Arplc) = Leww(c), falls r ¢ 8% oder s € §*
0, falls 7 € S* und s ¢ S=.

Auch mit diesen Akzeptanzwahrscheinlichkeiten ist die Boltzmannverteilung statio-
nér, wie eine leichte Abwandlung der Gleichungskette (1.8) zeigt. Und zwar ist

s(v) € C"™) & r(v) e ¢V

fiir C) € {C, N'(r(v))} und somit weiterhin 7,p,, = m,ps,. Die stationire Verteilung
und damit Grenzverteilung im HC-Modell ist also die Gleichverteilung auf S*, sofern
M irreduzibel ist. Startet die Metropoliskette in einem zuldssigen Zustand sg, so
erhalten wir zumindest die Irreduzibilitdt von M auf einer abgeschlossenen Teilmenge
R C &% mit sqg € R. Die stationdre Verteilung ergibt sich dann als Einschrankung
der Gleichverteilung auf die Menge der zuldssigen Zustidnde in R.

Wir kénnen nun das schon weiter oben benutzte Lemma beweisen. Dies muss aber
ohne die Benutzung von Rekurrenz und Transienz geschehen, da es in die dortigen
Beweise einging.

Lemma 1.28. Ist r € S\S* mit S* # () ein unzuldssiger Zustand, so existiert bei
globaler und lokaler Bewegung ein zuldssiger Zustand s mit r — s.
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Beweis: Nach Wahl von Q ist fir alle r,s" = r,_., ¢ € N(r(v)) und v € V die
Ubergangswahrscheinlichkeit . = (|V||C|)~" positiv. Es existiert daher ein h € N
und eine Sequenz
20 ="Ty...,2n =S,

sodass s € 8% und z; = (2i-1)y,—¢, fir ¢; € N(v;),v; € V sowie q,, ., > 0 fiir alle
1 <i < h gilt. Dabei sei z; ¢ S” fiir alle 1 <4 < h— 1. Falls dies nicht der Fall ist, so
verkiirze die Sequenz bis zum ersten zuldssigen Zustand. Damit gilt A,, | . (¢;) =1
und deshalb p,, | .. =¢q., ,. > 0fiir alle 1 <¢ < h. Es ergibt sich

h
p% > 1 pain >0
=1

Der Zustand s ist also beziiglich P von r aus erreichbar. O]

Wir sind nun ausreichend geriistet, um das HC-Modell und stochastische Prozesse
auf eben diesem zu studieren.
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2. Kombinatorische Methode

Befassen wir uns nun mit der Frage nach der Anzahl zulédssiger Konfigurationen im
HC-Modell: Wie viele Moglichkeiten gibt es m ununterscheidbare Kugeln auf ein
M x N-Gitter zu legen, sodass eine gemifs Abschnitt 1.1 zulissige Konfiguration
entsteht? Zur Erinnerung: Eine solche Konfiguration heifst zuléssig, falls keine zwei
benachbarten Gitterplitze besetzt sind. Auch die iibrige Notation aus Abschnitt 1.1
behalten wir bei. Es ist also G = (C, F) ein endlicher Graph mit der Knotenmenge
C={1,...,.M} x{1,...,N} sowie V = {vy,...,v,} die Menge der Teilchen und &>
die Menge der zuliissigen Zustinde. Auerdem erinnern wir an die Aquivalenzrelation

rxs < fiir alle v € V existiert ein w € V mit r(v) = s(w),

unter der die Teilchen ununterscheidbar werden.

Definition 2.1. Wir definieren

S |57
als die Anzahl zulissiger Konfigurationen im HC-Modell auf einem M x N-Gitter
mit m ununterscheidbaren Kugeln.

Die Frage nach der Anzahl zulissiger Zustinde ist, so intuitiv sie auch sein mag,
doch schwer zu beantworten. Fiir ein 1-dimensionales Gitter (N = 1) gibt es zwar
eine direkte Formel fiir die Anzahl erlaubter Konfigurationen (sieche Satz 5.2), diese
lasst sich aber leider nicht auf den 2-dimensionalen Fall verallgemeinern.

Eine Moglichkeit, diese Anzahl zu bestimmen, ist die rekursive, kombinatorische
Vorgehensweise nach McQuistan und Hock [MH92]. Die Grundidee dabei ist, rekur-
siv immer kleinere Gitter zu betrachten, bis hin zu Gittern, fiir die die Anzahl an
Zusténden leicht zu sehen ist. Wir teilen dazu die Gesamtheit an Konfigurationen
auf in die Konfigurationen, bei denen in der ersten Spalte bestimmte Stellen besetzt
sind, und jene, bei denen diese Stellen unbesetzt sind. Ist beispielsweise bei einem
M x 1-Gitter die erste Stelle besetzt, so muss die zweite frei sein. Um also die Anzahl
an Zustdnden mit besetzter erster Stelle zu bestimmen, geniigt es zu untersuchen,
wie viele Moglichkeiten es gibt m — 1 Kugeln auf ein (M —2) x 1-Gitter zu platzieren.
Diese Idee wollen wir in diesem Kapitel prizisieren.

Zunéchst betrachten wir dabei Systeme (d.h. Gitter) ohne periodische Randbe-
dingungen. Dies bedeutet, dass im Falle N > 3 die Stellen der ersten Zeile nicht zu
denen der letzten Zeile benachbart sind. Gleiches gilt im Falle M > 3 fiir die erste
und letzte Spalte.
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2 Kombinatorische Methode

Definition 2.2. Fiir eine Konfiguration [s : V — C] € S heifst ein Paar (¢,¢) € E
benachbarter Gitterpunkte

a) 0-0-Nachbar, falls s7'({c,c'}) = 0, d.h. beide Plétze frei sind,

b) 0-1-Nachbar, falls s7'({c,¢’}) = {v} fiir ein v € V, d.h. genau einer der beiden
Platze besetzt ist,

c) 1-1-Nachbar, falls s~'({c}) = {v}, s 1 ({c'}) = {w} fiir verschiedene v,w € V
gilt, d.h. beide Plitze besetzt sind.

Fiir einen Zustand s sei njj, i, € {0,1}, ¢ < j, die Anzahl an i-j-Nachbarn. Ist s
zulassig, so ist nj; = 0 und

Definition 2.3. Es sei
A(M x N,m,n) = !{s € SZ/* ‘ ng = n}‘

die Anzahl zuldssiger Konfigurationen auf einem M x N -Gitter mit m ununterscheid-
baren Kugeln und n 0-1-Nachbarn.

Damit kann die Gesamtzahl an zuldssigen Zustdnden zerlegt werden in

AM x Nym) =Y " A(M x N,m,n).

n>0

Das Ziel ist es, fiir diese Gesamtzahl eine lineare Rekursion herzuleiten. Dazu zerlegen
wir A(M x N, m,n) weiter und betrachten, welche Stellen der ersten Spalte besetzt
bzw. frei sind. Es sei fiir einen Zustand s € §*

si = [s7'({(1,1)})] € {0,1}

fiir alle 1 < ¢ < N der Indikator fiir die Besetzung der ersten Stelle der i-ten Zeile.
Durch (sy,...,sy) € {0,1}" ist somit die Besetzung der ersten Spalte eindeutig
gegeben. Verkiirzt wollen wir im Folgenden nur s;ss...sy statt (s, ..., sy) schreiben.
Ein solches Tupel a = a;...ay € {0,1}" kann als Element eines N-stufigen Baumes

T = 6{0,1}"

aufgefasst werden, der in jeder Stufe in zwei Aste verzweigt und dessen Knoten wir
wie folgt numerieren: Den Ursprung bezeichnen wir mit @ und entgegen anderer
geldufiger Bezeichnungen fiir ein a € {0,1}"~! mit Oa und la die Nachkommen von
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2.1 M x 1-Gitter

a, d.h. die Knoten, die von a abzweigen. Da uns nicht die genealogische Struktur des
Baumes, sondern nur seine Eintréige in der N-ten Stufe interessieren, wollen wir diese
uniibliche Bezeichnung zulassen. Auf diese Weise kénnen wir die Menge {0, 1}" auf
eindeutige Weise gemaf

000...0, 100...0, 010...0, 110...0, ..., 01...11, 11...11

durchzahlen.

Definition 2.4. Wir definieren fiir alle a € {0,1}",a = a;...ay,
A (M x N,m,n) = Hs ESZ/* | ngy =nund s; =a;, 1 <i< NH

als die Anzahl zuldssiger Konfigurationen auf einem M x N-Gitter mit m ununter-
scheidbaren Kugeln und n 0-1-Nachbarn, fiir welche die Besetzung der ersten Spalte
des Gitters durch a eindeutig festgelegt ist. Es ist

A(M x N,m,n) = Z Ay(M x N,m,n).

ae{0,1}N

Auch die A,(M x N,m,n),a € {0,1}¥, werden weiter zerlegt, indem wir unter-
suchen, ob die Stellen (2,7),1 < ¢ < N, belegt sind oder nicht. Um diese Zerlegung
formal zu beschreiben, bietet es sich an, die folgenden Operatoren zu benutzen.

Definition 2.5. Fiir alle M, N,m,n > 1 und a € {0,1}" definieren wir

a) RA,(MxN,m,n) = A,(M—1)xN,m,n), das heikt R reduziert die Gitterlinge
M um 1.

b) RiA,(M x N,m,n) := A,(M x N,m — 1,n), das heilst Ry reduziert die Anzahl

der Kugeln m um 1.

c) RonAu(M x Nym,n) := RigAa(M X Nym,n) = Aa(M x N,m,n — 1), das heifst
Ry1 = Ry reduziert die Anzahl n der 0-1-Nachbarn um 1.

Wird durch einen Operator A € {R, Ry, Ry} ein Argument von A,(M x N,m,n)
negativ, so setzen wir AA,(M x N,m,n) = 0.

2.1. M x 1-Gitter

Wir wollen damit beginnen, eine lineare Rekursion fiir M x 1-Gitter herzuleiten und
diese in den folgenden Abschnitten schrittweise verallgemeinern.

In Abbildung 2.1 ist verdeutlicht, wie mit Hilfe der oben definierten Operatoren
Ao(M x 1,m,n) zerlegt werden kann.
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2 Kombinatorische Methode

(TPT7] AlMx Lm,n)
[T T71 =RA(M x 1,m,n)
@ +RRaAO X L)

Abbildung 2.1.: Rekursive Zerlegung von Ag(M x 1,m,n)

Es ist in Operatorschreibweise

Ao(M x 1,m,n) = R(Ao(M x 1,m,n)+ Ryt Ai(M x 1,m,n))
A1<M X 1,m,n) RRlRole(M X 1,m,n)

oder in Matrixschreibweise

A()(M X 1,m, TL) - R. 1 R()l ) AQ(M X 1,m,n) (2 2)
Al(M X 1,m,n) - R1R01 0 Al(M X 1,m,n) '

0 — 1-R! Ry ) AO(M X l,m,n)
N R Ry, —R7! Al(M X 1,m,n)
fiir alle M > 2 und m,n > 1. Dabei sei R~! der zu R inverse Operator, d.h. bei
seiner Anwendung wird M um 1 erhdht. Fiir eine nichttriviale Lésung muss nun
Q1 — R7'L| - Ay(M x 1,m,n) =0 (2.3)

fiir alle a € {0,1} gelten, wobei I5 die 2 x 2-Einheitsmatrix sei und

L 1 R01
@ = (R1R01 0 >

Aus Gleichung (2.3) zusammen mit Definition 2.4 erhalten wir dann durch Aufsum-
mieren iiber alle Werte von a

0 = |Q—R'L|- AM x 1,m,n)
= (-R'"+ R? - RiR:)AM x 1,m,n).

Hieraus ergibt sich
R7ZAM x 1,m,n) = (R™" + RiR3))A(M x 1,m,n)
bzw. nach Anwenden von R? auf beiden Seiten der Gleichung

AM x1,m,n)=A(M —1) x I,m,n) + A(M —2) x I,m —1,n —2)
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2.1 M x 1-Gitter

Bedingung Begriindung

M <n oder m > % oder solche Besetzungen sind
né¢{2m—2,2m —1,2m} = A =0 | nicht méglich

A(M x1,0,0) =1 das gesamte Gitter ist leer
A(1x1,1,0)=1 klar

A(M x1,1,0) =0 falls M > 1 klar

die Kugel f e
AM x 1,1,1) =2 falls M > 1 1€ Kuge Tm.lSS auf einem
Randpunkt liegen

die Kugel darf nicht auf

den Randpunkten liegen

AM x 1,1,2) = M — 2 falls M > 2

Tabelle 2.1.: Abbruchbedingungen bei M x 1-Gittern

fir M > 2,m > 1 und n > 2. Bei Tupeln (M, m,n) mit M < 2, m < 1 oder n < 2
bricht die Iteration ab und die Anzahl an Moglichkeiten muss per Hand ausgerechnet
werden. Dies geschieht iiber die Abbruchbedingungen aus Tabelle 2.1. Mit diesen
einfachen Regeln kénnen wir ein Beispiel rechnen.

Beispiel 2.6.
A(10 x 1,4,7)

=A9x1,4,7)+ A8 x1,3,5)
=A@ x 1,4,7) +2A(7 x 1,3,5) + A(6 x 1,2,3)
— A(T x 1,4,7) + 3A(6 x 1,3,5) + 3A(5 x 1,2,3) + A(4 x 1,1,1)
=0+3A(5x1,3,5)+6A(4x1,2,3)+3A(3x1,1,1)+2
=0+46A(3x1,2,3)+64(2x1,1,1)+3-2+2
=0+4+6-2+8=20.

Die obige Rechnung und Gleichung (2.3) deuten bereits an, dass sich die gesuchte
Anzahl an zuldssigen Zustédnden im 1-dimensionalen Fall dhnlich wie ein Binomial-
koeffizient verhilt, da die Konstanten des Pascalschen Dreiecks auftreten. Dass dies
tatsdchlich der Fall ist, zeigen wir im bereits erwéhnten Satz 5.2 in Kapitel 5.

Fiir gegebenes m fiihrt wie in der Tabelle beschrieben nur n € {2m—2,2m—1,2m}
zu einer positiven Anzahl an Moglichkeiten. Dabei gehort

e n = 2m — 2 zu Konfigurationen, bei denen beide Enden des Gitters besetzt
sind,

e n = 2m — 1 zu Konfigurationen, bei denen nur ein Ende des Gitters besetzt
und das andere Ende unbesetzt ist,
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2 Kombinatorische Methode

e n = 2m zu Konfigurationen, bei denen beide Enden des Gitters unbesetzt sind.

Um das Modell mit periodischen Randbedingungen zu versehen, verbinden wir die
erste und die letzte Stelle des M x 1-Gitters, wir erhalten einen Ring. Dadurch
werden aber einige vorher zuldssige Konfigurationen unzulissig. Dies sind solche,
bei denen beide Enden des Gitters besetzt sind, fiir die also n = 2m — 2 gilt. Die
Gesamtzahl an erlaubten Konfigurationen fiir gegebenes M und m bei periodischen
Randbedingungen berechnet sich also zu

A(M x1,m) =AM x 1,m,2m — 1) + A(M x 1,m,2m).

2.2. M x 2-Gitter

Wir kénnen die obige Vorgehensweise nun auf ein M x 2-Gitter ausdehnen. In Abbil-
dung 2.2 ist die Indizierung gemal Definition 2.4 veranschaulicht. Fiir jedes M > 1
und m,n > 0 ist A;;(M x 2,m,n) = 0, da Konfigurationen unzulissig sind, bei
denen die ersten Stellen der ersten und zweiten Zeile besetzt sind. Dennoch wollen
wir Ay (M X 2,m,n) weiterhin beriicksichtigen, da dies die anschliefende Verallge-
meinerung auf beliebige Gitter vereinfacht.

H @ =10 ' a=11

Abbildung 2.2.: Veranschaulichung der Indizierung bei M x 2-Gittern

Vollig analog zum Fall eines M x 1-Gitters zerlegen wir A,(M x2,m,n), a € {0,1}?,
weiter in eine Summe, bestehend aus je einem Summanden fiir jede Moglichkeit, die
zweite Spalte zu besetzen. Fiir a = 00 beispielsweise bedeutet das

Aoo(M X 2,m,n) = Aoo((M — ].) X Z,m,n) + Alo((M — 1) X 2,m,n — 1)
+ ADl((M — 1) X Q,m,n — 1)

fiir alle M > 2,m > 0 und n > 2. Die Verringerung der Anzahl n an 0-1-Nachbarn
entsteht dadurch, dass die 0-1-Nachbarn zwischen der ersten und zweiten Spalte,
sowie die innerhalb der ersten Spalte bei Betrachtung des kleineren Gitters nicht
mehr gezahlt werden. Genauso miisste die Teilchenzahl m verringert werden, wenn
sich in der ersten Spalte Teilchen befinden. Das heift fiir a = 10 ist

AlO(M X 2,m,n) = AOU((M — 1) Xx2,m—1n— 2)

+A01((M — 1) X 2,m — 1,n - 3)
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2.2 M x 2-Gitter

fir alle M >2,m >0 und n > 2.
Der Operatorschreibweise aus Definition 2.5 wollen wir aus Notationsgriinden die
Operatoren
d) Ro =1 e) ROU =1 f) Rll =0
hinzufiigen. Damit kénnen wir dann allgemein fiir ¢ = ij mit 4,5 € {0,1} und
M>2m>2n2>3
A”(M X 2, m,n) = RR]RZR]Z . RjoRioA()o(M X 2,m, n)

+RRjRiRji . RjoRilAm(M X 2, m, n)

+RRJR2Rﬂ . leRioA()l(M X 2, m, n)

‘l‘RRjRZ'Rﬁ : leRilAll(M X 2, m, TL)

11
= RR;RiR;; > Y RjRiAw(M x 2,m,n)
u=0 t=0

schreiben. In Matrixschreibweise (vgl. Gleichung (2.2)) erhalten wir

Ago(M x 2,m,n) 1 Ro Ryy  R2, Ago(M x 2,m,n)
Ag(M x 2,m,n) | _ R RiR3, 0 RR} O | Aw(M x 2,m,n)
Ap (M x 2,m,n) RiR2, RiR}, O 0 Ap (M x 2,m,n)
A1 (M x 2,m,n) 0 0 0 0 A1 (M x 2,m,n)
o ’
und damit fiir eine nichttriviale Losung wie oben
|Qy — R |- A(M x 2,m,n) = 0. (2.4)
Dabei kénnen wir () faktorisieren als
Q2 = PQY,

mit der folgenden 4 x 4-Matrix P,, bestehend aus den Operatoren fiir die Anzahl
néichster Nachbarpaare,
ROl ROI
P = pu— 5
? Ry R
RH 0
und dem Kroneckerprodukt Q[12] von ()1 mit sich selbst.
Definition 2.7. Fiir zwei Matrizen A = (a;;)1<i<m € Mat(m,n) und B € Mat(r,s)

1<j<n
definieren wir ihr Kroneckerprodukt als

aHB c. CllnB
A® B .= : : € M(mr,ns).
amB ... an,B
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2 Kombinatorische Methode

Fiir Q[lz} ergibt sich also

1 ROl ROl Rgl
Q[Q] _ ( 1 301Q1) _ | B1Bo 0 RiR% 0
1 RlRolQl 0 Ri1Ry; RlR%l 0 0
RR, 0 0 0

Die Operatormatrix P, beschreibt die Korrelation der zwei Zeilen, aus denen das
M x 2-Gitter zusammengesetzt ist. Der Eintrag (FP)11, der nur zu Ago(M x 2,m,n)
einen Beitrag liefert, beschreibt die Verkniipfung zweier Zeilen mit leeren ersten Fel-
dern. Diese konnen aneinander gefiigt werden, ohne einen Einfluss auf die Anzahl an
0-1-Nachbarn zu haben. Der Eintrag (P,)s2, welcher nur zu Ayo(M x 2,m,n) einen
Beitrag liefert, beschreibt die Verkniipfung zweier Zeilen, von denen die erste an der
ersten Stelle besetzt, die zweite dort unbesetzt ist. Fiigt man diese aneinander, so
erzeugt man einen 0-1-Nachbarn. Da im nichsten Rekursionsschritt durch den Uber-
gang zum (M — 1) x 2-Gitter die erste Spalte nicht mehr berticksichtigt wird, muss
die Anzahl an 0-1-Nachbarn fiir dieses kleinere Gitter also um 1 reduziert werden.
Dafiir sorgt der Operator Ry, an dieser Stelle. Die letzten beiden Eintrage von P
entstehen analog.

Dagegen beschreibt Q[lz} den Anteil der Rekursion, der sich aus zwei unabhdngigen
M x 1-Gittern ergibt. Die ersten vier Eintrdge oben links nehmen als Operatoren
Einfluss auf Gitter, bei denen die erste und zweite Stelle der oberen Zeile frei sind.
Diese Eintriage bestehen also nur aus den Operatoren fiir die untere Zeile und bilden
zusammen ;. Die vier Eintrdgen darunter haben Einfluss auf Gitter, bei denen die
erste Stelle der oberen Zeile besetzt und die zweite Stelle dieser Zeile frei ist. Dies
fiihrt zusétzlich zu den Operatoren fiir die untere Zeile zu R; Ry;, da ein Teilchen und
ein 0-1-Nachbar quasi bereits verbraucht ist. Insgesamt also zu Ry Ry - Q1 an dieser
Stelle. Ist bei der oberen Zeile des Gitters die erste Stelle frei und die zweite besetzt,
so wird der Operator Ry bendtigt, sind sogar beide Stellen besetzt, so ist es der
Operator R;; = 0. Insgesamt ergibt sich also wie behauptet das Kroneckerprodukt

( 1 Ry - Q1)
Ry Ry - O 0 '

Durch Berechnung der Determinante und Anwendung der entsprechenden Opera-
toren erhalten wir aus Formel (2.4)

R™A(M x 2,m,n)
=(R3+2-R?RR} + R2RIRY, + R'RIRS)A(M x 2,m,n)

bzw. nach Anwenden von R* auf beiden Seiten

AM x2;m,n) = A(M—-1)x2,m,n)+2-A(M —2)x2,m—1,n—23)
+A(M —-2)x2,m—2,n—6)+A(M —3) x 2,m —2,n—6)
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2.2 M x 2-Gitter

fir M > 3,m > 2 und n > 6. Auch hier bendtigt man Abbruchbedingungen fiir
Tupel (M, m,n) mit M < 3;m < 2 oder n < 6. Zu sehen sind diese in Tabelle 2.2

und erldutert in der folgenden Bemerkung.

Bedingung

Begriindung

M<m=A=0

es passen hochstens M Kugeln
auf das Gitter

3SM—-2<n=A=0

vergleiche Gleichung (2.1)

né¢{3m—-23m—-1,3m}=A=0

diese Besetzungen sind nicht

(m,n) ¢ {(0,0), (1

moglich
A(M x2,0,0)=1 klar
M=1: A1x2,1,1)=2
A(1x2,0,0)=1 klar
(m,n) & 1(0,0), (1,1} = A =0
M=2: A(2x2,2,4) =2
A(2x2,1,2) =4, A(2x2,0,0)=1 klar

,2),(2,4)} = A=0

M>2m=1: AM x2,1,2) =4
AM x 2,1,3) = 2M — 4
n#23=A=0

Eckpunkt muss besetzt werden
Eckpunkt nicht besetzen

Besetzung nicht moglich

M>2m=2: AM x2,2,4) =4
A(M x 2,2,5) = 8M — 20
A(3%2,2,6)=0
M>3= A(M x2,2,6) =

M2 — 12M + 18

beide Eckplitze besetzen
sieche Bemerkung 2.8 a)

Besetzung ist unzuldssig

siche Bemerkung 2.8 b)

Tabelle 2.2.: Abbruchbedingungen fiir M x 2-Gitter

Bemerkung 2.8. a) Im Fall M > 2,m = 2 und n = 5 muss eine Kugel auf einem
Eckplatz sitzen, die andere gerade nicht auf einem solchen. Fiir diese stehen also
nur 2M — 5 Plédtze zur Auswahl, da auch der innere Platz neben der ersten Kugel
verboten ist. Damit ist A(M x 2,2,5) = 4(2M — 5).

b) Im Fall M > 3, m = 2 und n = 6 miissen beide Kugeln im Innern des Gitters
liegen. Effektiv hat man also nur ein (M — 2) x 2-Gitter zu besetzen. Sitzt dann
die erste Kugel auf einem der vier Eckplétze dieses kleineren Gitters (also im grofen
Gitter in der zweiten oder zweitletzten Spalte), so bleiben der anderen Kugel noch
2(M —2) — 3 Felder iibrig. Verboten sind dann namlich der schon besetzte Platz und
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seine beiden Nachbarn. Sitzt die erste Kugel auf einem der 2(M — 2) — 4 Plitze im
Innern des kleineren Gitters, so bleiben der zweiten noch 2(M — 2) — 4 Felder zur
Auswahl, da der besetzte Platz in diesem Fall drei Nachbarn hat. Insgesamt sind es
also

4-(2(M —2)—3)+ (2(M —2) — 4)

2

Moglichkeiten. Dabei resultiert die 2 im Nenner daraus, dass die beiden Teilchen
ununterscheidbar sind.

= 2M? —12M + 18

Da es hier bereits deutlich schwieriger ist, periodische Randbedingungen einzufiih-
ren, werden wir darauf nicht weiter eingehen. Ohne diese berechnet sich die Gesamt-
zahl zuldssiger Konfigurationen zu

3m
AM x2,m) = > AM x2,m,n).

n=3m—2

Am Ende dieses Kapitels werden wir das Problem der Einfithrung periodischer Rand-
bedingungen aber noch einmal aufgreifen.

2.3. M x N-Gitter

Setzt man das Vorgehen, die A,(M x N,m,n), a € {0,1}", zu zerlegen, fiir beliebige
Werte von N fort, so gilt:

Proposition 2.9. Fiir alle N > 1 beschreibt Q[lN] = ®f\;1 Q)1 den Anteil der Rekur-
ston, der durch N unabhdingige Zeilen entsteht, und

P P, wenn i=j
— I I o e ) 1 =
Py = ] @6,] mit 0;; : { I, wenni4j
=1 j=

den Anteil der Rekursion, der durch die Verkniipfung der N Zeilen entsteht. Insge-
samt st damit

AO...()(M X N,m,n) Aoo(M X N,m,n)
: — RPyQ :
Al‘..l(M X N7man) =Qn Al..i(M X N7m7n>

Beweis: Die Behauptung fiir Q[lN] zeigen wir mit Induktion nach N. Fir N € {1,2}
haben wir dies schon in den beiden vorigen Abschnitten gesehen. Im Induktionsschritt
N +— N + 1 ist nun zu zeigen, dass die Operatormatrix die Gestalt

Qegt - (@ e
RiRuQ 0
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2.3 M x N-Gitter

hat. Die Begriindung erfolgt analog zu der im Falle N = 2 bereits oben gefiihrten.
Wegen der Numerierung der A,(M x (N +1),m,n), a € {0, 1}¥*! durch den Baum,
ist ayy; = O fiir die ersten 2V Knoten und ayy, = 1 fiir die letzten 2V Knoten.
Dabher liefert die obere Halfte der bendtigten Operatormatrix nur Beitrige fiir Kon-
figurationen s mit sy = any1 = 0, d.h. die erste Stelle der (N + 1)-ten Zeile ist
frei. Die untere Hélfte der Matrix liefert Beitrage fiir Konfigurationen mit sy, = 1,
hier ist die erste Stelle der (N + 1)-ten Zeile besetzt. Sei nun b € {0, 1}V ! dasjenige
Tupel, welches die Besetzung der zweiten Spalte angibt, so enthélt aus dem gleichen
Grund die linke Hélfte der Matrix die Operatoren fiir die Summanden mit by,; =0
und die rechte Halfte die Operatoren fiir Summanden mit by, = 1. Die Operatoren
fiir die einzelne zusétzliche (N + 1)-te Zeile sind

1, falls aAN+1 = bN+1 =0
R(n, falls aAN+1 = 0 und bN+1 =1
RyRy;, fallsayy; =1und by =0
0, falls ayy1 = by = 1.

Die Operatoren fiir die {ibrigen N Zeilen sind die gleichen wie beim M x N-Gitter,
wodurch sich insgesamt die Behauptung ergibt.

Die Gestalt der Operatormatrix fiir die Korrelation der IV Zeilen zeigen wir direkt.
Dazu betrachten wir fiir ein festes 1 < ¢ < N —1 das Kroneckerprodukt ®§V:_11 d;; mit
d;; wie oben definiert. Wir zeigen, dass dieses Produkt die Korrelation der (N —i)-ten
mit der (N — i+ 1)-ten Zeile beschreibt. Es ist

Ml P2 (%9 IQN7i71

® 5ij =11 @ P ® Ion—i1 = .

"~ P2 ® [21\1—1'71

Qi*}:rml
mit
1- .[2N7i71
ROl : IQN—Z;1
P, ® Ln-ic1 =

2 a 1 ROl : IQN—i—l

0 Ioni
Die Operatoren fiir die Korrelation der (N —i)-ten und (N — i+ 1)-ten Zeile lauten:
1, falls aAN—; = AN—j+1 = 0
R()l, falls anN—_; = 1 und aAN—i+1 = 0

Ro1, fallsay_;=0und ay_;11 =1
O, falls aN—; = AaAN—;+1 = 1.

41



2 Kombinatorische Methode

Mit {0, 1}V = {a',...,a*"} ist

alfvﬂ' = a?\f—iﬂ =0
a{;:\/—i =1, a]]ﬁ\/—z'—l—l =0
a?\/—i =0, alf\f—z‘+1 =1
ay_; = ay i1 =1

genau dann,

2’ ! 1{[ QN—it+l [.gN-i+l | oN—i-1_ 1}

2L11{l QN - z+1+2Nz1__.7l'2N—i+1+2N—i_1}
2711{l QN— z+1+2Nz_ '7l_2N—i+1+3_2N—i—1_1}
211 1{l oN-— 1+1_|_3 2N11‘ '7l‘2N7i+1+2N7i+1_1}.

wenn k €

Die Begriindung ist die folgende: Bei den ersten 2Y~~! Knoten in der N-ten Stufe
des Baumes werden die ersten N — i — 1 Eintréige variiert, fir 1 < & < 2V~
gilt daher af = 0 fiir alle h > N — 4. Der niichste Eintrag ist > ' und erfiillt
a2t =1 sowie a2 ' =0 fiir alle h # N — i. Darauf folgen wieder Knoten,
bei denen nur die ersten N — i — 1 Eintrdge variiert werden, bis man den Eintrag
a T mit o2 = 1,627 = 0 fiir alle h # N — i + 1 erhiilt. Auf diese Weise

fortfahrend erhilt man b1s zum Eintrag a®” " mit a2 ' =1firalleh < N —i+1

und a 2N " —o0firalle h > N—i+1 jeden der vier Operatoren aus P, genau
QN—i= mal in Folge.

Da nun fiir die nichsten 2V~ Eintriige a*, k € {2V 71141, ... 2N-itl 4 oN=i=1}
wieder af = ... = af_, ., = 0 gilt, wiederholt sich das Prinzip von oben. Dies

geschieht so lange, bis auch der letzte Fintrag auf 1 gesetzt wurde; da nach dem
Knoten N — i + 1 noch genau i — 1 Knoten folgen, also genau 2~ !-mal.
Dies liefert, als Matrix geschrieben,

121:—1 QR P ® ]2N7¢71.

Es gibt ®§V:711 d;; also tatsdchlich die Operatoren fiir die Korrelation der (IV — i)-ten
mit der (N —i+ 1)-ten Zeile an. Die Gesamtkorrelation zwischen den N Zeilen erhélt
man nun durch ein einfaches Produkt, da alle Matrizen Diagonalmatrizen sind.
Diese wiederum multipliziert mit Q[lN] und R liefert insgesamt die fiir den Rekur-
sionsschritt bei M x N-Gittern benotigte Operatormatrix. [

Wir erhalten so als Verallgemeinerung von Gleichung (2.4)
Qv — R™" - L |- A(M x N,m,n) =0 (2.5)

mit der Einheitsmatrix Io~.

42



2.4 Fazit

2.4. Fazit

Die oben hergeleitete Methode ist im Gegensatz zu den in den zwei folgenden Kapiteln
aufgezeichneten Methoden exakt. Dennoch ist sie fiir die praktische Anwendung eher
ungeeignet, da die Formel aus Gleichung (2.5) schnell sehr lang wird.

Beispiel 2.10. Fiir ein M x 4-Gitter erhilt man als Rekursion

A(M x 4,m,n) = (RIRSRT + RIRER' + RIRERS — RIR3IR
—4RYR'R + 4RI RIRS + RIRYR® — RIRBR® + TRYRR!
+RIRYR? — 3RTRZ R’ — RIR'R] + R3, R*R? — 2RI RY R’
+R3, R Ry + 3Ry R°R} + ARy, R R} + 2R}, RiR® + 2R}, R}
+2RY R2R2 + RI'R'R} + 2RI R R} + TR R* R} — RSRE RS
—3RUR'RY — 5RSRZRY + R2RYRS + 3R RRS — RER* RS
—2RIER'RY — RERRS — 2ROR2 RS + 2RYRIR™ — ARERORS
—RISROR] + RYR2R" — RYRR} — 2RYR°R? + AR R*R!
—3R°RIR] + RIRSRT + RIRSRS — RYRCRI® — R{R'RY]
+REROR] + R+ 2RER'R} + 2R3 R*R? — 9RSRA R
+3RER2RS — RIRZR* — 3RERYRS + RSRORE
+ARSRORS! + 2R4 R2R,) - A(M x 4,m,n)

fir M > 8, m > 10 und n > 39.

Ist L die Anzahl an Termen in der Formel, so zerlegt sich in jedem Rekursions-
schritt jeder Term in L neue Terme. Dies lasst den Rechenaufwand explodieren.
Zusétzlich steigt auch die Anzahl benétigter Abbruchbedingungen mit N stark an,
da in der Rekursionsformel immer grofere Potenzen der Operatoren auftreten. Diese
Abbruchbedingungen lassen sich aber nicht einheitlich fiir verschiedene Gittergroften
bestimmen, sondern miissen fiir jeden Fall einzeln entwickelt werden.

Auch beziiglich der periodischen Randbedingungen stoften wir schnell auf die Gren-
zen dieses Verfahrens. Nur in die eine Richtung lassen sich diese problemlos einfiihren.
Und zwar konnen wir im Falle N > 3 die erste und die N-te Zeile miteinander verbin-
den. Die daraus entstehende Korrelation kann durch die entsprechenden Operatoren
beriicksichtigt werden. Diese lauten

]_, falls ap = anN = O,
Ry, fallsa; =1 und ay =0,
Roy, fallsa; =0und ay =1,
0, falls a; = ay = 1.

Da sich der Eintrag a; beim Durchlaufen der N-ten Stufe des Baumes in jedem Schritt
und ay nur nach 2V~ Schritten genau einmal dndert, erhalten wir als Matrix fiir die
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2 Kombinatorische Methode

Korrelation dieser beiden Zeilen

1
[2N—2 ® ( R01)

PNC =
]2N—2 ® <R01 O>

fiir alle N > 3. Als vollstindige Operatormatrix fiir solche zylindrischen Gitter er-
halten wird damit RPy,Qn.

In die andere Richtung lassen sich periodische Randbedingungen dagegen nicht so
leicht einfiihren, da wir bei diesem Verfahren an keiner Stelle die Korrelation der
ersten mit der letzten Spalte beschreiben. Die entscheidende Idee, die ersten Spalten
durch Verdndern der Werte von M, m und n nicht mehr beriicksichtigen zu miissen,
ist nicht anwendbar, wenn die erste mit der letzten Spalte korreliert.
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3. Numerische Methode

Eine Alternative zu der kombinatorischen (und exakten) Methode liefert ein nume-
risches Verfahren, welches auf der Konsistenz des Stichprobenmittels als Schatzer
fiir den Erwartungswert beruht. In der Literatur ist es als Widom-Methode bekannt
(siehe [FS02]).

Die naheliegendste Methode, die Anzahl an zulissigen Konfigurationen numerisch
zu bestimmen, ist die, zufillige Konfigurationen zu erzeugen und diese durchzuzih-
len. Sind s1,...,5, € SZ/* ,n € N, zufillig erzeugte Konfigurationen mit ununter-
scheidbaren Teilchen, so ist fiir n — oo die Anzahl zulissiger Konfigurationen ge-
nau |{sy,...,sp}|. Dieses Verfahren sprengt aber erstens den Speicherplatz eines ge-
brauchlichen Rechners, da alle unterschiedlichen Konfigurationen gespeichert werden
miissen, um sie mit jedem neuen Zustand vergleichen zu kénnen, und hat zweitens ei-
ne sehr schlechte Konvergenzrate. Die Wahrscheinlichkeit, einen Zustand r auch nach
n vielen betrachteten Konfigurationen nicht erhalten zu haben, ist gegeben durch

(1_\220n'

Es ist |S%|/m! = A(M x N,m) > 1, (siehe dazu auch Kapitel 5). Daher ist die obige
Wahrscheinlichkeit selbst fiir sehr groke n noch sehr grof.

Aus diesem Grund benutzen wir die Widom-Methode. Kurz gesagt wird bei dieser
ausgehend von einem bekannten Zustand ein Testteilchen hinzugefiigt, um die Mog-
lichkeiten fiir Zustédnde mit einem zusdtzlichen Teilchen abzutasten. Ist sowohl die
Anzahl an Zustdnden mit m Teilchen, also auch die Anzahl an besetzbaren Pléitzen
in Zustdnden mit m Teilchen bekannt, so kann damit die Anzahl an Zustinden mit
m + 1 Teilchen bestimmt werden.

Es sei B(M x N,m) die Anzahl an Moglichkeiten, m unterscheidbare Kugeln auf
einem M x N-Gitter anzuordnen, sodass keine zwei Kugeln nebeneinander liegen.
Dann ist

B(M x N,m) = |S?|.

Fiir jede zuldssige Konfiguration s € &% mit m Teilchen sei nun K, (s) die Anzahl
an Stellen, auf die eine weitere Kugel gelegt werden kann, sodass die entstehende
Konfiguration (mit m + 1 Kugeln) immer noch zuléssig ist. Wir definieren fiir festes
M,N>1undm >0,8 = ({1,...,M} x {1,..., N}){vt-vn} eine Folge (X");>
von unabhéingig und identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in der Menge
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3 Numerische Methode

R:={K,(s) | s € §*}. Und zwar sei

iy = - o€ STt =)

fiir alle £ € R die relative Haufigkeit von Zustinden mit m Teilchen, denen auf k
Stellen noch ein weiteres Teilchen hinzugefiigt werden kann. Damit ist

B(M x Nym+1) = Y k|{s € §*|[Kp(s) = k}|

keR
= 3 PO 165 € 8°(us) = k)]
e 1
= B(M x N,m)> kP(X]"=k)
keR

= B(M x N,m)E(X}")

fiir alle m > 0. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen ist

roXm
lim i A" E(X{") P-fs.

n—oo n

fiir jedes m > 0. Daher ergibt sich fiir A(M x N, m)

B(M x N B(M x N,m—1)E(X™ 1
A(M X N,m) — ( ;;' Jm) — ( X Jmm! ) ( 1 )

AM x Nym—1) > xmt
— hm ( X , ) Zz:l 7
n— 00 m n

P-fs. (3.1)

fir alle m > 1 und A(M x N,0) := 1. Wir kénnen damit Gleichung (3.1) fiir hinrei-
chend grofses n als gute Naherung ansehen.

Implementierung

Der entscheidende Punkt zur Implementierung dieses Algorithmus ist es, Realisierun-
gen der Zufallsvariablen X", 1 < i < n,m > 0, zu erzeugen. Dazu miissen zufallige
Konfigurationen s; € §*,1 < i < n, erzeugt werden. Dies kann dadurch geschehen,
dass sukzessive fiir jedes Teilchen ein zufilliger Gitterplatz ausgewihlt und das Teil-
chen auf diesen gelegt wird, sofern dies zuléssig ist. Ist es das nicht, so muss ein neuer
Platz gesucht werden. Je mehr Pldtze aber schon besetzt sind, desto unwahrschein-
licher wird es, einen besetzbaren Platz zu finden. Ist die Dichte hinreichend grofs, so
kann es sogar vorkommen, dass auf dem Gitter fiir kein weiteres Teilchen Platz ist.
Leider liegt bei periodischen Randbedingungen die kritische Dichte fiir ein solches
1

Szenario bei lediglich % im 1-dimensionalen Fall bzw. ¢ im 2-dimensionalen Fall.
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3 Numerische Methode

Abbildung 3.1.: Beispiele fiir Gitter mit Dichten p = % und p = %, bei denen keine weitere

Stelle besetzbar ist

Der Grund hierfiir ist, dass pro bereits gesetztem Teilchen maximal 3 bzw. 5 Plétze
fiir weitere Teilchen nicht besetzbar sind und es Zustdnde gibt, bei denen dieses
Maximum ausgeschopft wird, wie Abbildung 3.1 zeigt.

Bei grofieren Dichten wird daher eine andere Gitterbesetzung gewéhlt. Dazu gehen
wir nun sukzessive die Gitterplidtze durch und besetzen sie mit einer zuvor gewédhlten
Wahrscheinlichkeit p mit einer Kugel, sofern dies zuléssige ist, bis schlieklich alle
Kugeln positioniert sind. Das oben beschriebene Problem, keine freie Stelle mehr
zur Verfiigung zu haben, kann durch ein Erh6hen der Besetzungswahrscheinlichkeit
behoben werden. Im Limes p = 1 kann das Gitter deterministisch bis zur maximalen
Dichte p = 0,5 besetzt werden.

Allerdings sind die so erhaltenen Zustdnde nicht mehr zwangslaufig zufillig (bei-
spielsweise im Fall p = 1). Daher betrachten wir die Zustinde als Ausgangspunkt
einer Metropoliskette und lassen diese einige zufillige Teilchenbewegungen durchfiih-
ren. Nach Satz 1.27 wird nach hinreichend vielen Schritten ein geméaf der Gleichver-
teilung gewéhlter Zustand angenommen, das System ist dann dquilibriert. Die hierfiir
bendtigte Zeit werden wir im néchsten Kapitel genauer definieren und abschéatzen.

Abschliefsend wollen wir noch bemerken, dass dieses Verfahren ohne Verdnderung
auch auf 3-dimensionale Gitter angewendet werden kann.
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4. Prozessbasierte Methode:
Kopplung minimaler Pfade

Rufen wir uns noch einmal die bisher aufgeworfenen Fragen ins Gedéchtnis, so sind
dies die Frage nach der Anzahl erlaubter Konfigurationen (zwei Wege zu einer Ant-
wort kennen wir nun schon, stellen aber hier dennoch einen weiteren vor) und in
Bezug auf das vorherige Kapitel die Frage nach der Aquilibrierungszeit. Zum einen
wollen wir also den Zeitpunkt bestimmen, ab wann eine MK im HC-Modell anné-
hernd stationér verteilt ist, zum anderen wollen wir die stationédre Verteilung selbst
bestimmen, denn diese ist genau die Gleichverteilung auf der Menge der zuldssigen
Zustande. Dazu werden wir mit Hilfe des in Abschnitt 1.3.2 vorgestellten Metropolis-
Algorithmus eine EMK M mit Werten in S = C¥, der Menge der Funktionen von V
nach C, und vorgegebener, unbekannter, stationirer Verteilung = erzeugen. V und C
kénnen dabei zunédchst zwei beliebige nicht-leere, endliche Mengen sein. Im Original-
artikel von Bubley und Dyer [BD97] wird M als Prozess auf der Menge der gefarbten
Graphen mit der Knotenmenge V und den Farben C aufgefasst. In dieser Arbeit ver-
stehen wir aber geméf Abschnitt 1.1 V = {vy,...,v,} als die Menge der Teilchen
und C ={1,...,M} x {1,..., N} als die Menge der Gitterplitze im HC-Modell.

Fiir eine Metropoliskette ist aus Satz 1.27 bekannt, dass sie im Limes unendlich
langer Zeiten geméf der im Algorithmus auftretenden Boltzmannverteilung 7 verteilt
ist. Da aber nur endlich viel Rechenzeit zur Verfiigung steht, ist die um 7 bis auf
ein € > 0 anzundhern bendtigte Zeit von besonderem Interesse. Dabei spricht man
von schnellem Mischen, wenn diese Zeit polynomiell in allen auftretenden Variablen
ist. Die gute Nachricht vorab: Wir werden fiir einige EMK im HC-Modell schnelles
Mischen beweisen kénnen. Dazu werden wir jeweils eine obere Schranke der Mischzeit
angeben, welche wir noch genau zu definieren haben und die der oben angesprochenen
Aquilibrierungszeit entspricht.

Bei Kenntnis dieser Mischzeit 7 kann also zum einen die Linge der Aquilibrie-
rungsphase optimiert und zum anderen eine Zufallsvariable erzeugt werden, deren
Verteilung nach 7 Schritten anndhernd 7 ist. Dabei ist die Boltzmannverteilung ei-
ner auf einer Teilmenge R C S irreduziblen EMK im HC-Modell die Gleichverteilung
auf der Menge der zulissigen Zustinde in R.

Zu Beginn dieses Kapitels wollen wir uns aber nicht nur auf das HC-Modell mit
seiner Einteilung in zuldssige und unzuldssige Zustdnde beschrianken, sondern allge-
meinere Ergebnisse angeben.
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4.1. Mischzeit

Wir betrachten also eine EMK M = (M,,),>¢ mit Zustandsraum (S, &) und Uber-
gangsmatrix P, wie immer in einem Standardmodell (2,2, (M, )n>0, (P\)xeas))- Die
EMK sei weiter irreduzibel und aperiodisch und damit rekurrent, weshalb sie nach
Satz 1.18 eine stationire Verteilung 7 besitzt, die nach Bemerkung 1.21 eindeutig ist.

Wie angekiindigt definieren wir nun die Mischzeit, welche angibt, wann die Ver-
teilung PAM" fiir jede Startverteilung A\ die stationire Verteilung 7 bis auf ein € > 0
angendhert hat.

Definition 4.1. Fiir eine EMK M = (M,,),>o mit stationdrer Verteilung 7 ist fiir
alle ¢ > 0 die Mischzeit 7(c) definiert als

7(e) == sup min{n >0 | dy(P\", 7) < e}
AEW(S)

Man beachte, dass 7(¢) keine Stoppzeit ist. Wir konnen nun im folgenden Lemma
eine obere Schranke fiir 7(¢) angeben, welche wir mit Hilfe der Kopplungsmethode
erhalten. Den dazu benétigten Prozess (X, Y, )n>0 wollen wir ebenfalls in ein Stan-
dardmodell (2,24, (X, Yy )n>0, (Pu)em(s?)) einbetten. Fiir Pyg, mit A\, u € 20(S)
schreiben wir dabei kurz P, ,.

Lemma 4.2. Es sei M = (M,,),>0 eine irreduzible und aperiodische EMK mit Zu-
standsraum S und stationdrer Verteilung m und (X,Y) = (X, Ya)n>o eine Kopplung
von (PM, PM), fir die X,, =Y, = X,11 = Y1 fs fiir allen > 0 gilt. Weiter sei
O :S xS — Ny eine Metrik mit Dy := max, ses O(r,s). Gilt dann

Ene(0(X,0)) < CBxn (X1, Vo)
fir alle n > 1, jede Startverteilung \ und ein ( > 0, so st
dy (P, m) < ("Dg
fiir alle n > 0 und jede Startverteilung \. Insbesondere gilt fir alle e > 0
(i) im Fall ¢ <1

In (eDz")
7'(5) S T+ 1,

(7i) im Fall { =1

D2+ D

7(e) < Py + Do
e

sofern ©(X,41,Ynt1) — ®(X,,,Y,) € {—1,0,1} Py,-f.s. fir alle n > 0 und

o = ir;%PM(CD(XnH,YnH) # O(X,,Y,) | Xo #Y,) > 0 fir alle A € 20(S)

gilt.

+1,
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4.1 Mischzeit

Beweis: Durch Iteration ergibt sich aus der Voraussetzung fiir alle n > 0

E>\,7T (CI)(Xna Yn)) S CE)\JT (q)(Xn—la Yn—l))

("B x (P(Xo, Y0))

<
< ("Dsg.

Da & nur nichtnegative ganze Zahlen annimmt, folgert man

Dg
"Dy > Ers(0(X,.Yy)) > Y Pi.(®(X,,Y,)=h)
h=1

= P (X, #Y,) > dy(PY,7)
fiir alle n > 0, wobei sich die letzte Ungleichung aus der Kopplungsungleichung ergibt.
(1) Falls ¢ < 1 ist, gilt

In (Dy*
dV(P;\wnaW)ECnD@ < e < HE%

fiir jede Startverteilung A\, was zu beweisen war.
(ii) Da P , (<I>(Xn+1, Yoi1)—®(X,,Y,) € {—1,0, 1}) = 1 fiir alle n > 0 ist, beschreibt

(Pn)nz0 = ((I)(Xm Yn)>n20

unter P) . eine Irrfahrt auf {0,..., D}, welche in 0 absorbiert wird und deren Zu-
wichse (Z,)n>1 fast sicher nur Werte aus der Menge {—1,0,1} annehmen. Daraus
ergibt sich wegen ( =1

0 > E)\,Tl‘ ((I)<Xn+l> Yn+1> - CI)(Xn7 Yn))
= E)\,W(ZTL+1 | (I)n 7£ 0>P)\,7r(q)n 7£ 0) + E)\,Tr<Zn+1 | (I)n = O)P)\Jr(q)n = 0)

= E)\,W(Zn+1 | (I)n 7é 0) P)x,ﬂ(q)n 7é 0)

—_———

>0

fiir alle n > 0, und deshalb
P)\,W(Zn—l—l =1 ’ (I)n 7é 0) S P)\,W(Zn—l—l =—1 | (I)n ?é 0)

Unter Benutzung der Voraussetzung ist somit

o 1
5 S 5P (P01, Yan) # O(X0, Ya) | Xo £ Y,)
1
= 5 /\,7r(Zn+1:_1 ’ ®7’L#O)+P)\,W<Zn+1:]‘ | ®n7é0>
< P)\,W(Zn+1 =-1 ‘ o, 7é 0)
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

Die Kopplungszeit T der Kopplung (X,Y") ist gleich der Absorbtionszeit des Prozesses
(®y)nen in 0, diese gilt es also abzuschétzen. Die erwartete Absorbtionszeit Ey .(T)
steigt, je kleiner Py .(Z,41 = —1 | ®, # 0) und je groker P (Z,41 =1 | &, # 0)
ist. Sie ist wegen der vorigen Gleichung nach oben beschréankt durch die erwartete
Absorbtionszeit einer Irrfahrt (S,),>0 auf {0,...,Dg} startend in Dg, fiir deren
Zuwichse (Z])n>1

! a !
P/\JT( n+1:—1 | Sn?'éo) = 5 = PA,N(Zn-H:l | Sng_f{(),m})

gilt. Ansonsten seien die (Z),),>0 verteilt wie (Z,)n>0, das heifst

PA,W(Z;1+1:0| Sn:m) = 1—-—=
Pan(Z, =08, =0) = 1
Pr(Z,,1=0|S,¢{0,m}) = 1—a.

Fiir diese symmetrische Irrfahrt erhalten wir mit Satz 1.25 fiir seine erwartete Ab-

sorbtionszeit
D<2b + Dcp

E)\77|—(7'|SO = D@) = o

Eine letzte Anwendung der Markov-Ungleichung liefert das Ergebnis

dy(PM 1) < Paa(Xn#Y,) = Pao(T >n)

S E)‘vﬂ'(T) S D‘%—{_D@ <
n no
D24+ D
N n > Zetle
EQ

Ob schnelles Mischen vorliegt oder nicht, ist also an « abzulesen.

4.2. Allgemeine Kopplung minimaler Pfade

Es gilt nun, die EMK auf S = C¥ genauer zu betrachten und eine Kopplung sowie eine
Metrik zu wahlen, sodass das vorige Lemma anwendbar ist. Dabei sollte die Kopplung
moglichst geschickt gewdhlt werden, damit ¢ < 1 gilt. Wie bereits angekiindigt,
verlassen wir dazu zunéchst den engen Rahmen des HC-Modells. Diese allgemeineren
Ergebnisse dienen nicht zuletzt dazu, das Prinzip der von uns gewéhlten Kopplung
aufzuzeigen. Wir betrachten aber weiterhin Teilchenbewegungen auf einem Gitter,
weshalb an die Notation aus Abschnitt 1.1 erinnert sei. Dort wurde fiir einen Zustand
s € S, ein Teilchen v € V und ein Gitterplatz ¢ € C die Position des Teilchens v

92



4.2 Allgemeine Kopplung minimaler Pfade

im Zustand s mit s(v) und der aus der Verschiebung von Teilchen v auf den Platz ¢
resultierende Zustand mit s,_,. bezeichnet.

Die Ubergéinge der EMK M setzen sich zusammen aus der Wahl eines Teilchens,
welches verschoben werden soll - diese Wahl wird durch eine Verteilung I'y, auf V
beschrieben - und, bei gegebenem Zustand r und gewédhltem Teilchen v, aus der
Wahl der neuen Position dieses Teilchens, beschrieben durch einen stochastischen
Kern I'e : (8§ x V) x P(C) — [0,1]. Dabei sei zundchst an I'y und I'¢ nur die
Voraussetzung gemacht, dass die Ubergangsmatrix P = (p,s),scs von M, gegeben
durch

Ty({oP)Te((r,v), {c}), falls s = ry. # 1, (v,¢) €V xC,
Dra=4 1— > Iy({vhTe((r,v),{c}), fallss=r,

s'=ry_c#r
0, sonst,
(4.1)
fiir alle r, s € S, irreduzibel ist.
Wir fiihren nun zunéchst einen geeigneten Abstandsbegriff auf S ein. Dieser sei die
Anzahl an Kugeln, die in zwei Zusténden r, s € S auf unterschiedlichen Gitterplitzen
liegen.

Definition 4.3. Wir definieren den Hamming-Abstand H : § x § — Ny durch
H(r,s) = [9(r,s)|
mit H(r,s) :={v eV | r(v) # s(v)} fiir alle r,s € S.

Bemerkung 4.4. Der Hamming-Abstand bildet eine Metrik auf S x S. Symmetrie
und Definitheit sind offensichtlich. Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, wéhle fiir
r,t € S ein Teilchen v € $H(r,t). Fiir ein weiteres s € S ist dann v € H(s,t) im
Falle s(v) = r(v) # t(v) und v € $H(r,s) im Falle s(v) # r(v). Insgesamt also
H(r,t) C H(r,s)UN(s,t).

Hiermit kann nun fiir je zwei Zusténde r, s € S mit H(r,s) = h > 0 eine Sequenz

von Zustdnden zg =71, 21,...,251,2, = s in S mit H(z;_1,2;) = 1 fiiralle 1 <i < h
angegeben werden. Mit (r, s) = {v1,...,v,} lautet eine mogliche Sequenz

2 = T

21 = (20)v—s(wn)

Z2 = (Zl)v2—>s(vg)

2 = (Zn-1)v—son) = 5

Eine solche Sequenz liefert einen minimalen Pfad
r=20—21 — ... 21 7 RpL =S

von r nach s.
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

Definition 4.5. Fiir eine Metrik ® und zwei Zusténde r,s € S heifst eine Sequenz
20 =T, 21,y 21,2, = § mit z; € S fiir alle 0 < ¢ < h ein mainimaler Pfad von r
nach s beziglich ® in S, falls h = ®(r, s) und ®(z;_1,2;) = 1 fiir alle 1 < i < h gilt.

Fiir je zwei Zustinde existiert somit immer ein minimaler Pfad beziiglich H in
S, dieser muss aber nicht eindeutig sein. Es sei auch darauf hingewiesen, dass im
HC-Modell ein solcher minimaler Pfad nicht notwendig aus zuldssigen Zustanden
bestehen, das heifst auch ein minimaler Pfad in S§* sein muss.

Kommen wir nun zu dem Konstrukt, welches diesem Kapitel seinen Namen gibt
und von Bubley und Dyer in [BD97| eingefiihrt wird. Diese Kopplung minimaler
Pfade wird sich fiir Lemma 4.2 als besonders geeignete Kopplung erweisen. Wir wollen
zunachst das Prinzip erldutern, um im Voraus eine Anschauung zu geben.

Es sei (X,Y) eine Kopplung von (PM, PM). Wie bei jeder Kopplung ist es auch hier
das Ziel, eine besonders geschickte Abhéngigkeitsstruktur von X,, und Y,, zu finden,
welche P(X,, # Y,) minimiert. Dies geschieht wie folgt: Sei (X,,,Y,) = (z,y) der
aktuelle Zustand der Kopplung, H(z,y) = h und 2y = x, 21, . . ., 2, = y ein minimaler
Pfad von x nach y. Zur Bildung von (X,,11, Y,,41) gibt nun eine weitere, von X,,, Y,
unabhéngige Zufallsvariable V,, gemafs der Verteilung I'y, ein Teilchen v an, welches
bewegt wird. Dieses Teilchen wird nun aber nicht etwa nur in den Zustédnden x und
y verschoben, sondern auch in den Zustinden z;, 1 < i < h — 1, entlang des Pfades.
Jeder Zustand z; wird quasi als Startpunkt einer neuen MK betrachtet. Auf welche
Position das Teilchen in den verschiedenen Zustdnden verschoben wird, wird durch
Zufallsvariablen C,,;, 0 < i < h, bestimmt, und zwar so, dass (C,;—1,Cy ), gegeben
den minimalen Pfad und das gewihlte Teilchen, fiir alle 1 < ¢ < h eine maximale
Kopplung von T'c((z;_1,v), ) und T'¢((z;, v), -) bilden. Es ergibt sich insbesondere fiir
allen >0

X,=Y, = X1 =Y.

Mit C; = ¢; € C, 0 <@ < h, setzen wir dann X, 11 = Ty, und Y41 = Yy,
und konnen sagen, dass der Ubergang (2;)y—.,, 0 < i < h, erfolgreich war, falls sich
der minimale Pfad von z,_,, nach y,_., im Vergleich zum minimalen Pfad von z
nach y verkiirzt hat, d.h. wenn

H(xvﬂct)vyvﬂch) S CH(ZE,y) (42)

fiir ein ¢ < 1 gilt. Durch die Ubergiinge eines jeden Zustandes entlang des minimalen
Pfades von x nach y ergibt sich von z,_., nach y,_,., aber auch der Pfad

(’ZO)U—>CO = Ty—eps (Zl)v—wp R (Zh)v—mh = Yv—ey, -

Dieser ist nicht zwangsldufig minimal, kann aber benutzt werden, um den Abstand
H(2y—cs Yv—e, ) abzuschétzen. Es gilt ndmlich mit Hilfe der Dreiecksungleichung

h
H(xv—wm yv—>ch> S Z H ((Zi—l)v—wi_ly (Zi)v—wi) . (43)

=1
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4.2 Allgemeine Kopplung minimaler Pfade

Kann nun H((zi_l)vﬁci_l, (zi)v_mi) fiir jedes i gegen ein ¢ < 1 abgeschitzt werden,

so gilt (4.2) und wir kénnen Lemma 4.2 benutzen, um die Mischzeit abzuschétzen.
Wir betrachten also einen trivariaten Prozess (X, Yy, Vi,)n>0 mit kanonischer Fil-

tration (§,)n>0 und Werten in 8? x V), welcher die folgenden Eigenschaften besitze:

(PK1) (X,)ns0 und (Y,,)n>0 besitzen beide die in Gleichung (4.1) gegebene Uber-
gangsmatrix P.

(PK2) Yy ~ 7 mit der stationéiren Verteilung =, es ist also Y;, ~ 7 fiir alle n > 0.

(PK3) Esist V,, ~ I'y, und unabhéngig von o (g, 1, X,,,Y,) fir alle n > 0, wobei
F_1 := ) gesetzt sei.

(PK4) Fiir jedes n > 0 sel Z,0 := X, Zn1, -y Znhn—1s Znn, ‘= Yn ein zufilliger
minimaler Pfad beziiglich H in S von X,, nach Y,,. Weiter definieren wir die
o-Algebra

Fr =0(Fn (Zips- s Zipy—1)o<k<n)

und eine Folge C,, g, ..., Cy 5, von Zufallsvariablen auf dem gleichen W-Raum
wie X,,,Y,, und V,, mit Werten in C,

POl = Te((Xp, Vo))
und fiir alle 1 <3 < h,
PCn,i\SZ,Cn,o ,,,,, Cni-1 PCn,i\Zn,z‘ﬂ,Zn,i,Vn,Cn,iA_
Genauer sel fiir alle 1 <7 < h,,
P<Cn,i €| Znic1 = 2ic1, Zng = 2%, Vo =0,Cp i1 = C)
+
= O‘(Zifla Zi, U, C>6c + (1 - Oé(zifla Zi, U, C)) (FC((ziv U)a ) - FC((Ziflu U)? ))
mit
FC ((Zi—la U)? {C}) A FC ((217 U)u {C})
FC ((Zifh ’U), {C})
+
und <Fc((zi,v), ) — Fc((zi_l,v), )) definiert in Satz 1.23.

alzi_1, 2,0, 0) ==

(PK5) Mit (PK1)-(PK4) ist im Falle (X,,,Y,,V,) = (z,y,v) und C,; = ¢; fiir alle
0<i<h,

Xn+1 = Ty—cy und Yn—i—l = Yv—ecy,
Zyi = (Zni)ome, firallel <i<h,—1

fir alle n > 0.
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

Definition 4.6. Eine trivariate Kette (X, Yy, Vi,)n>0, welche die obigen Bedingun-
gen (PK1)-(PK5) erfiillt, nennen wir Kopplung minimaler Pfade zu (P, 7, Ty, Te).

Fiir den neuen, nicht unbedingt minimalen Pfad (Z,;)v,—¢, .0 < i < h, von
(X7L)Vn—>cn,0 nach (YTL>Vn—>Cn,hn gllt

H((Zn,i_l)vn_’cn,i—17 (Zn,i)vn_’on,i) € {O’ 17 2} (44>
fast sicher fiir alle 1 < ¢ < h,. Mit Z,,; = (Z,,;—1)w—c gilt genauer

( 0, falls Vn = w, Cn,i—l = Cmi
oder V,, # w,Cy -1 = Zpi(w), Cpi = Zp i1 (w),
Z, ) — s falls Vn =w, Cn,ifl 7£ Cn,i
.t oder Vn # w, Cn,i—l = Cn,i;
2, falls V,, # w und
( Cnic1 # Chiy (Cri1, Cri) # (Zni(w), Zp i1 (w))

fir alle n > 0 und 1 < ¢ < h,,. Hieraus konnen wir zusammen mit der Dreiecksun-
gleichung (4.3) das gesuchte ¢ bestimmen.

H(Z!

n,t—1»

(4.5)

Theorem 4.7. Allgemeine Pfad-Kopplung (Bubley, Dyer [BD97] Thm. 1)
Sei M = (M,)n>0 eine EMK auf S = CY, |V| = m, mit der irreduziblen und aperiodi-
schen Ubergangsmatriz P aus Gleichung (4.1) und stationdarer Verteilung w. Weiter
sei (X, Y, V) eine Kopplung minimaler Pfade von (P, m, 'y, T'c). Definiere

8= max {1-Iv({w}) + e v({v]) - dv (Tel(rv). ), Tel(s,0), ) |-

r#seS
wober das Mazimum tber der leeren Menge als oo gesetzt wird. Fir alle n > 0 und
jede Startverteilung \ gilt dann dV(Pi‘/[", ) < f"m. Insbesondere gilt fir alle ¢ > 0

(i) im Fall 5 < 1
-1
(e) < %H,

(i) im Fall =1
2
7_(6) < m°+m

+1,
e

falls o := iI;EPM(H(XnH, Y1) # H X, Vo) | Xo #Y,) >0 gilt.
Beweis: Es sei Z,o = Xy, Znjs- .-, Znp, = Yy fir jedes n > 0 ein minimaler Pfad
beziiglich H von X,, nach Y,,. Weiter sei C,, 0, ..., C,p, wie in (PK4) gewihlt. Geméfs

Satz 1.23ist (Cy i1, Chi), gegeben §7, eine maximale Kopplung von I'e ((Z,i-1, Vi), )
und I¢((Z,4, Vi), -) und deshalb fiir alle 1 < i < h,,

P(Crict # Cui | ) = dv (Te((Zai1, Vi) ) Te((Znis Vo)) ). (46)
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4.2 Allgemeine Kopplung minimaler Pfade

Im Folgenden schreiben wir fiir r,s € S mit s = 1y, statt P(:|Z,;—1 =7, Zpi = $)
kurz PU%) und statt P(|Zyi1 =1, Zy; = 5, V, = v) kurz PGrsv)  Es gilt dann
unter Benutzung der Gleichungen (4.4), (4.5) und (4.6)

B0 (H(Z, 1. 2,)

= PUrs(H(Zl,,_, 2 ) 1) + 2P0 (H(Z), 1, Z), ;) = 2)
= 1_P(i,s,r,v)(H( i LZ ) ) P(”s”( (Z;” 1,Z/ ):2)

IN

1-— P(i’T’S’w) (Cn,z = n,i—1)7 falls v = w
1+ P(i,r,s,v)(cmi 7é On,i—l)a falls v 7é w
. dv<rc<(7“,w),'),Fc(<87w)7'>>7 falls v = w
| 1+dy(Te((r,v),-),Te((s,v),-)), fallsv#w
und damit
BT (H(Zy 1, Zyy)

< FV({w})dV (FC((T> w)v ')7 FC(<5> w)? ))
+ 3 (e (1+ dv (Te((r,0), ), Tel(s ). )

vFW

= 1-Ty({w}) + Y Tv({vhdy (Te((r,v),-). Te((s,v). )

veY
< g

nach Definition von [ fiir alle 1 <7 < h,,n > 0 und r, s € S geeignet. Dies wiederum
fithrt mit Hilfe von Gleichung (4.3), die auch fiir Zufallsvariablen Bestand hat, zu

By (H(Xn41,Yos1))

= Bas(B(A(Xas1, Yast) | Xa Yoo (Zadosiciix, ) )
H(Xn,Yn)
EM(E< Y H(Z, .7 )!XmYm(Zn,i)OSigH(Xn,Yn)»

=1
H(Xn,Yn)

- EA’”( Z E<H(Zrlm 1 >|Zn1 172nz))
i=1
H(Xn,Yn)

< EA,Tr( Z 5)

i=1
= BE)\,TI' (H(Xn7 Yn)) .
Da fiir die Kopplung minimaler Pfade inshesondere

Xn == Yn = Xn+1 = Yn+1 fs

IA
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

fiir alle n > 0 gilt, ist Lemma 4.2 anwendbar. Daraus folgt dV(P/{W’”, ) < [f"m fiir alle
n > 0 und jede Startverteilung A und auferdem die Aussage aus (i) wegen Dy = m.
Teil (ii) ergibt sich ebenso aus Lemma 4.2, da in X,, und Y, das gleiche Teilchen
verschoben wird und somit P,\,,,(H(XnH,YnH) - H(X,,Y,) € {-1,0, 1}) = 1 fiir
alle n > 0 gilt. O

In [BD97] wird eine Vielzahl von Beispielen angegeben, fiir die mit Hilfe dieses
Resultates schnelles Mischen gezeigt werden kann. Unter anderem sind dies Knoten-
farbungen ungerichteter Graphen, bei denen die Ecken des Graphen mit je einer von k
moglichen Farben eingefarbt werden, oder Graphen mit Orientierungen ohne Senken
und Quellen. Hier werden den Kanten des Graphen Flusswerte zugeordnet und man
spricht von einer Senke (Quelle) im Knoten v, wenn die von v wegfiihrenden (hin-
fithrenden) Flusswerte 0 sind. Auch das HC-Modell wird als Anwendung aufgefiihrt
- diesem wenden wir uns in den nichsten Abschnitten genauer zu.

4.3. Kopplung minimaler Pfade im
Hard-Core-Modell

Betrachten wir nun wieder konkret das HC-Modell mit periodischen Randbedingun-
gen, |[V| = m und |C|] = MN. Wie bisher sei §* C S die Menge der zuléssigen
Zustéinde, d.h. fir s € S* gilt s(v) Z s(w) fir alle v,w € V,v # w. Weiter ist
N (s(v)) mit [N (s(v))| = A fiir s € S und v € V definiert als die Menge der zu s(v)
benachbarten Gitterplatze.

Um die schon bekannten Teilchenbewegungen zu erhalten, definieren wir die Ver-
teilungen I'y, und T'¢ als

1
Iv({v}) == i
fiir alle v € ¥V und
ﬁAs,U(C), falls ¢ # s(v)
Le((s,v) {c}) = Y1- v L A(c), falls ¢ = s(v)
c#c

fiir alle s € S und (v, ¢) € VxC. Dabei benutzen wir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit

A, (c) = min {1, Do }1C<s,u> (c)
T

S

aus Gleichung (1.10) und

o) — C, bei der globalen Bewegung
N (s(v)), bei der lokalen Bewegung.
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

Wir kénnen die EMK also als Metropoliskette auf C¥ verstehen mit der irreduziblen
und symmetrischen Matrix Q = (grs)rsecv,

1

m|C|’

_ 1
Qrs = 1— Z W, falls S=Tr,

§'=ry_cFr
0, sonst,

falls s = r, . # r fiir (v,¢) €V xC

aus Gleichung (1.9) fiir die Vorschlagskette. M hat dann mit den oben gegebenen
Akzeptanzwahrscheinlichkeiten die Ubergangsmatrix P = (pys), secv, gegeben durch

1
Fv({v})m/lm(c), falls s=r, .. #Zrmit ceC
o 1
prsi=q 1-3 > Fv({v})mAr,v(c), falls s = r (4.7)
veEV c#r(v)
0, sonst.

Mit den gerade definierten I'y und I'¢ ist dies genau die Gestalt aus (4.1).

Das Problem ist nun, dass Theorem 4.7 fiir diese speziellen Ubergangsmatrizen
keine Aussage macht. Bei der Bestimmung von [ werden auch unzulédssige Zusténde
beriicksichtigt, obwohl der Prozess, ausgehend von einem zuldssigen Zustand, einen
unzulissigen nicht erreichen kann. Dies fiihrt zu 3 > 1, wie die folgende Proposition
zeigt.

Proposition 4.8. Sind I'y und I'c gemdfS der globalen oder lokalen Bewegung von
Teilchen gegeben, so gilt fiir die in Theorem 4.7 definierte Konstante 3 > 1.

Beweis: a) Globale Bewegung: Betrachte die Zustdnde r und s aus Abbildung 4.1(a).
Der Zustand r ist zwar unzuléssig, wird aber dennoch bei der Bestimmung von 3 ge-
mak der Definition beriicksichtigt. Man beachte dabei, dass von einem unzuléssigen
Zustand aus jeder Versuchszustand akzeptiert wird. Fiir diese zwei konkreten Zu-

stande ist daher mit d(v) := dy (e ((r,v), ), Tc((s,v),))

1 1
g > 1—E+E<d(v)+d(w)+d(m)>
-~ 1—l+l(1—i+1—i+1—i>
m.m C] €] C|
. 2IC| -3
m|C]|

b) Lokale Bewegung: Betrachte nun die zwei Zustéinde aus Abbildung 4.1(b). Hier
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

8¢ 3.

(a) (b)

Abbildung 4.1.: Zustéinde aus dem Beweis der Proposition 4.8

sind zwar beide Zustédnde zuléssig, aber trotz des Hamming-Abstandes von 1 sind sie
nicht innerhalb eines Schrittes ineinander iiberfiihrbar. Fiir diese ergibt sich

1 1
5 > 1—E+E(d(v)+d(w)>
1 1 /1
= 1‘%*5(@“)
— 1y
m|C|

]

Was wir also benotigen, um eine zu Theorem 4.7 analoge Aussage zu bekommen,
ist eine bessere Abschitzung fiir ( aus Lemma 4.2, indem nur zul&ssige Zustdnde
beriicksichtigt werden, die auch innerhalb eines Schrittes ineinander iiberfiihrbar sind.
Dazu schrinken wir die EMK auf eine Menge von zuléssigen Zusténden ein. Das heifst
von nun an sei My € R C §* P\-f.s fiir jede Startverteilung und M irreduzibel auf
R. Es ist jeweils nach Satz 1.27 die Boltzmannverteilung eingeschrankt auf R (siehe
zur Erinnerung die Gleichungen (1.6) und (1.7)) die stationére Verteilung von M, da
¢ > 0 fiir alle r € R gilt.

Auflerdem fiithren wir eine neue Metrik ein, die die Mindestanzahl an Schritten
angibt, welche M benétigt, um von r nach s zu gelangen.

Definition 4.9. Fiir 7, s € R sei die Metrik H'(r, s) definiert durch

H(r,s) = min{h >0|esex. 2g:=",21,...,2, =S,
mit z; € R und p,, ,,, > 0fiiralle 1 <7< h}.

Weiter definieren wir
D :=maxH'(r,s) < |R|

r,8sER

als den maximalen Abstand auf R.
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

Die Existenz eines h < oo und damit eines Pfades zo = r, z1,..., 2,1, 2, = S von
r nach s fir r,s € R mit z; € R und p,, , ., > 0 fiir alle 1 < ¢ < h erhalten wir
aus der Irreduzibilitit von M auf R. Man beachte, dass H' eine Metrik auf R x R
ist, welche genau die Lange eines minimalen Pfades der oben beschriebenen Art in
R angibt, aber nicht der Hamming-Abstand ist. Ein Beispiel, bei dem H # H’ gilt,
ergibt sich durch folgende Konstruktion:

Beispiel 4.10. Seien s € R,v,w € V, v # w, und ¢, d, e € C paarweise verschieden
mit Sy—cy Sw—dy Sv—c,w—e € R und Sw—es Sv—c,w—d ¢ Sz, so ist H(Swﬂda Svﬂc,wﬂe) = 27

aber die Pfade

Sw—d 7 Sw—e T Sv—cw—e und Sw—d T Svoc,w—d T Sv—cw—e

der Linge 2 sind unzuldssig. Damit ist 5,4 — 5§ — Sy—c — Sycw—e €l kilrzes-
ter Pfad in R und H'(sy—d, Sy—cw—e) = 3 (zum besseren Verstéindnis siehe auch
Abbildung 4.2).

i 00

S Sw—d Sw—e Sy—c Sy—c,w—d  Sv—cw—e

Abbildung 4.2.: Fin Beispiel fiir eine Wahl von Zusténden wie in Beispiel 4.10

4.3.1. Mischzeit fiir die globale Bewegung eines Teilchens

Mit dieser Vorarbeit kann nun in fast vollstindiger Analogie zu Theorem 4.7 ein erstes
Resultat fiir EMK im HC-Modell angegeben werden, deren Ubergangsmatrizen durch
die globale Bewegung der Teilchen gegeben sind.

Satz 4.11. Sei M = (M,,)n>0 eine EMK im HC-Modell mit globaler Bewegung und
Werten in einer irreduziblen Teilmenge R C S* C CY. Die Ubergangsmatriz P sei
gegeben durch Gleichung (4.7) und 7 die stationdre Verteilung. Weiter sei

ﬁ* = rrgség{% {1 B FV({w}) + FV({U)}> : dV(FC((T7 w)7 ')7 FC((87 w)’ ))

S=Tw—c

+ 2w Tv({}) - 2dv (Te((r, 0), ), Te((s, v), '))}-

Dann ist
dy (P, m) < (6°)"D
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fur jede Startverteilung \ und alle n > 0. Insbesondere gilt im Fall * < 1 fiir alle

=0 In (D~'¢)
n g
TS Ty

Beweis: Es sei (X, Y, Vy)n>o eine Kopplung minimaler Pfade von (P, 7w, I'y, [¢).
Fiir jedes n > 0 sei

+ 1.

XTL: n,07~--7Zn,hn :Yn

ein minimaler Pfad beziiglich H in R von X,, nach Y, mit h, := H(X,,Y,,). Dann
ist H'(Z),; 1, Z),;) < 3 fast sicher, da durch

n,i—17

/ /
an 177 4ni-1 Zn,i - Zn,i

ein Pfad mit maximal Linge 3 in R gegeben ist, dessen einzelne Ubergiinge jeweils mit
positiver Wahrscheinlichkeit durchgefiihrt werden. Genauer ist bei globaler Bewegung
firallel1 <i<h,und n >0

=0 0
H(Z1, Zns) { = 1 < H(Z,,4.20) =4 1 (4.8)
€ {2,3} 2

Damit ergibt sich fir Z,,, 1 =, Z,; = s = ry—. bei Anwendung von Gleichung (4.5)
in der fiinften Zeile

RO (2,1, 7,)
< P(z,r,s,v) (H (Z/

n,t—1»

= 1= P(i7S7T7U) (H/(Z/

n,t—17
=1- P(i,SJ’,U) (H< n,i— 17 )
1 — POrsw)(C, = Cphyiy), fallsv=mw
1+ 2P0 (C, i # Cpia), falls v #w

_ { dV(FC((r, w), ), Le((s,w), )), falls v = w
1+ 2dy (Te((r,v), ), Te((s,v),-)), falls v # w

Z) ;) =1)+3PUr=2)(H'(Z] ., 1,2} ;) € {2,3})
Zy:) = 0) + 2P0 (H(Z) 1, Z,) € {2,3})
)+2P(i,r,s,v) (H(Z/ Z/ ) 2)

n,i—17

und damit
ECMNH(Zy,,4,%,5)) < Tv({whdy (Te((r,w), ), Te((s, w), -))
£ STl (14 2y (Tel(r,v), ). Tel(s.0), )

vFW
=1- FV({w}) + FV({U}}) ' dV(FC((T7 w>7 ')7 FC((‘S? w)7 ))
+ > Tv({e}) - 2dy (Te((rv), ), Te((s, v), )
vFW
g

IN
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

Wieder gilt fiir jede Startverteilung A unter Benutzung der Dreiecksungleichung

E)\Jr (H,(XnJrla Yn+1)) - E/\,Tr (E (H,(XnJrla Yn+1) ‘ Xna Yn> (Zn,i)OSiSH’(Xn,Yn)))

H (Xn,Yn)
S E)\,ﬂ'( Z E(H/(Z;L,i—lﬂzrlm') | Zn,i—hZ”vi))
=1
H (Xn,Yn)
S E/\,ﬂ'( Z 6*>
i=1

= ﬁ*EA,ﬂ' (H/(Xna Yn))

fiir alle n > 0 und damit die Behauptung wegen Lemma 4.2. O]

Im Original von Bubley und Dyer wurde diese Aussage zusammen mit einem Zu-
satz fiir den Fall (%) aus Lemma 4.2 unabhéngig von Theorem 4.7 mit Hilfe einer
leicht modifizierten Kopplung minimaler Pfade, im Folgenden Metropoliskopplung mi-
nimaler Pfade genannt, bewiesen. Diese wird durch die Eigenschaften (PK1)-(PK3)
und (PK4'), (PK5') definiert.

(PK4') Fiir jedes n > 0 sei mit h,, = H'(X,,,Y,)

(PK5')

Zn,O = Xn; Zn,l; ceey Zn,hnflu Zn,hn = Yn

ein zufalliger minimaler Pfad beziiglich H' in R von X,, nach Y,,. Wir defi-
nieren wie oben die o-Algebra

S:; = O-(%n, (Zk,la ) Zk'yhn_l))()gkgn.

Dann seien C),, und U, fiir alle n > 0 zwei unabhéngige Zufallsvariablen auf
dem gleichen W-Raum wie X,,,Y;, und V,, mit Werten in C bzw. [0, 1] und

. 1
PO = pon =N " 5,
2 C|

ceC
sowie U, ~ R(0,1).

Mit den Voraussetzungen aus (PK1)-(PK3) und (PK4’) gilt fiir jedes n > 0
und 0 <i < h,, gegeben Z,,; = z; und (V,,,C,,U,) = (v, ¢, p),

Z/ _{ (Zi)v—wu faHSPS Azi,v(c)

Zis sonst,

wobei Z] o = Xpq und Z), ;= Yy ist.
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

Definition 4.12. Wir nennen eine trivariate Kette (X,,, Y., V,,)n>0 Metropoliskopp-
lung minimaler Pfade von (P, T'y), falls sie die Bedingungen (PK1)-(PK3), (PK4')
und (PK5') erfiillt.

In der allgemeinen Kopplung minimaler Pfade wird zu jeder Zeit n > 0 fiir die Zu-
stande Z,, ;,0 <7 < hy, entlang des minimalen Pfades eine Position (), ; € C gewéhlt,
fir die C,,; # C,,; fiir i # j gelten kann und (C,, ;_1, C,, ;) maximal gekoppelt sind. In
verschiedenen Zusténden entlang des Pfades wird also das ausgewéhlte Teilchen auf
eventuell verschiedene Zustdande gelegt. Bei der Metropoliskopplung dagegen ist die
vorgeschlagene Position fiir das Teilchen V,, in jedem Zustand entlang des Pfades die
gleiche. Diese Position wird im Zustand Z,,; mit der Wahrscheinlichkeit A . v, (Cy,)
akzeptiert und sonst abgelehnt. Auch hier ist wieder '

Xn = Yn = Xn+1 = Yn+1 fs.

fiir alle n > 0 erfillt.
Da in einem Schritt fiir jeden Zustand entlang des minimalen Pfades die gleiche
Position vorgeschlagen wird, ist bei dieser Kopplung mit 7, ;1 =7, Z,,;, = s = Ty

0, falls V, =w,U, < (Anw(C'n) A Asvw(Cn))

H/(Z .7 )= 2, falls V, =v#w,C, ¢ {r(w),s(w)} und @5)
A (AT’U<CH) A AS’U<CH)) <Un < (Ar,v(Cn> V As,v<Cn)) .

1, sonst

fiir alle 1 < i < h,, und alle n > 0. Wir setzen nun noch fiir alle r,s € R und v € V

Sy(r,s) = %Z(AT,U(C)/\AW(C))

ceC

Fy(r,s) = %Z\AM(C)—AM@)} (4.10)
ceC
v = max {1—FV({w})Sw(r,s)—l—ZFV({U})Fv(r,S)}

r#seER
7 vFwW

S=Tw—c

und erhalten damit die folgende Aussage.

Theorem 4.13. (Bubley, Dyer [BD97] Thm. 2) Sei M = (M,),>o eine EMK
im HC-Modell mit globaler Bewegung und Werten in einer irreduziblen Teilmenge
R C 8% C CY. Die Ubergangsmatriz P sei gegeben durch Gleichung (4.7) und 7
die stationdre Verteilung. Weiter seien S,(r,s) und F,(r,s) fir alle r,s € R und
v €V sowie v gemdfS (4.10) definiert und D gemdf§ Definition 4.9. Dariber hinaus
sei (X,Y, V) eine Metropolis-Kopplung minimaler Pfade von (P, 7, Ty).
Dann 1st
dy (PY,m) < "D

fiir jede Startverteilung A und alle n > 0. Insbesondere gilt fiir alle ¢ > 0
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

(1) im Fall v < 1
In (D!
In~
(ii) im Fall v =1
D?+ D
()< =
e

falls o := irigP,\Jr (H(Xn+1,Yn+1) #+ H(X,,Y,) | X, # Yn) > 0 gilt.

+ 1,

Beweis: Fiir jedes n > 0sei Z,,0 = X,,, ..., Z,p, = Y, ein minimaler Pfad beziiglich
H' in R von X, nach Y, mit h, := H'(X,,Y,). Wegen Gleichung (4.9) ergibt sich
fir alle 1 <¢ < h,,n>0,aller,s e R, v,we Vund c € C mit Z,,_1 = r und
Zn,i =8 =Ty—c

P(i,r,s,v) (H (Z/

n,i—1»

Z,)=0) = P(i’T’S’w)<U < (A, (C)/\Asw((]n))>5vw

- |C|Z r'w /\Asw(d))5

dec
= Su(r,s)d
und unter Benutzung von A;,(d) € {0,1} fiir alle t € S,v € V und d € C weiter
P(i,r,s,v) (H (Z;ll » Z/ ) 2)

< p(wm((A o(C) A Ao (C)) < Uy < (Ar(Cr) V AS,U(On)))(l — Ouw)

- |Z|Arv - SU d)|(1_5vw)

dec
= Fo(r,s)(1 — dpw)-

Durch eine Rechnung wie im Beweis zu Satz 4.11 ergibt sich

E(i,r,s,v) (H (Z,:” . Z/ ))
_ 1- P2,
< 1 —8,(r,s), fallsv=w
1+ Fy(r,s), fallsv#w

Z ;) =0) + Pirsv)(H'(Z,

n,a—1s

Zy,) =2)

und damit unter Beachtung der Definition von
B (Z,,,.2,,)
< Do({uwh) (1= Sulrs)) + S Tu({eh (1+ Fi(r5))

vFEW
<7
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

fiir alle 1 <4 < h, und n > 0. Dies liefert fiir eine beliebige Startverteilung A

E>\,7r (H/(Xn+1a Yn—i-l)) = E>\77T (E(H/(Xn+1a Yn—i-l) | X, Yo, (Zn,i>0§i§H’(Xn,Yn))>
H/(Xn:Yn)

< E,\,n< Z E<H,<Z7/~L,i—17Z;L,i) | Zn,iflaZm'))
i=1
H' (X, Yn)

< E,\,n< Z 7)

=1
— 2By <H’(Xn, Yn)).

Da sich auch bei der Metropoliskopplung die Zufallsvariablen X,, und Y,, nach ihrem
ersten Treffen fast sicher nicht mehr trennen, ist Lemma 4.2 anwendbar. Hieraus folgt

dV(P)]\M", ) <A"D

fir jedes A und alle n > 0 und die Behauptung aus Teil (7). Teil (i) folgt ebenfalls
mit Lemma 4.2, da hier

H (X1, Y1) — H(X,,Y,) € {-1,0,1}

fast sicher fiir alle n > 0 gilt. Wenn in beiden Zustdnden X,, und Y, ein Teilchen
verschoben wird, dann zwangsldufig auf die gleiche Position. O

In Abschnitt 1.3.2 haben wir angedeutet, dass eine Metropoliskette so gewihlt
werden kann, dass die Verteilungen besonders schnell konvergieren und die Kette
gleichzeitig leicht zu simulieren ist. Fiir die Metropoliskopplung minimaler Pfade
wollen wir diesbeziiglich das folgende Lemma zeigen.

Lemma 4.14. Be: globaler Bewegung von m > 0 Teilchen auf einem M x N-Gitter
ist mit den Bezeichnungen aus Satz 4.11 und Theorem 4.13 v < 3* und

1 _ 1
v<{1_z Jolls p = 5 5m
- ) 1 .. .
1- m(1+9) Jalls p < 3AF1(1F9) fir ein 6 > 0

und damit v < 1, falls p < (3(A + 1))~ gilt.
Beweis: Nach Definition ist bei globaler Bewegung der Teilchen

8" = max {1 _ FV({w})(l — dv(Te((r,w), ), Te((s,w), -)))

r#sER

S=Tw—c

+ 3" Tw({e}) - 2y (Te((r,0), ), Te((s,0), ) }

vFEW

7= max {1 - Ty({wh)Su(rs) + D Tv{r) A s)}.
vFW

S=Tw—c
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

Wir zeigen zuerst, dass

Su(rys) = 1= dy(Te((r,w), ), Te((s,w), )

und
Fy(r;s) < 2dv(Tel(r,v),), Te((s,), )

fiir alle v # w und damit v < §* gilt.
Da I'c((r,w),{d}) > Te((s,w), {d}) nur fir d = r(w) gilt und A, (r(w)) = 1 ist,
ergibt sich

v (Te((r,w), ). Te((s,0),)) = Te(tr,w), {r(w)}) — Te(s,w), {r(w)})
1 1
= 1- Z mArjw(d)—mAs,w(r(w))

d#r(w)
- 1—m<’{d7ér )| Ava(d) = 1}] +1)
= 1—m\{deC|Arw d) =1}|.

Da bei Wegnehmen der Kugel w die verbliebenen Kugeln in  und s auf den gleichen
Positionen liegen, ist

Sw(T,S) = |C|2Arw /\Asw(d>

deC

m‘{d€C|AT,w(d): sw —]_}‘

_ %\{dec | Ara(d) =1}

= 1- dv<Fc((r, w), -),Fc((s,w), ))
Betrachten wir nun ein Teilchen v # w. Fiir dieses ist
{d€ClAn(d) # Asu(d)} © N(r(w)) U {r(w)} UN(s(w)) U {s(w)},
mit [N (r(w))| = A fiir alle 7 und w, und deshalb

FU(T’,S) = |C|Z’Arv - s,v )|

deC

_ m\{d €C | Arul(d) # Asu(d)}]

2(A +1)
C|

IN
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

Es sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
{deC | Auld) =14 =0}| > [{dec| Al =04, =1}| (1)
ansonsten vertausche die Bezeichnungen von r und s. Dann ist wegen r(v) = s(v)
dy (FC((T,U), -),FC((S,U), ))
= 5 3[Rl ), {d}) — Te((s, ), {d))|

deC
_ 2(\{# |Ar|vc| ) # Asuld }|+\rc(<r,v>,{r<u)})—rc(<s,v>,{r(v>})|)
1 Hd A r)|Anu(d) # Asu(d L
B 2< Cl ‘d;))‘ cr d;(v) ’C’AM(@D
B 1(\{617& 0)Ar(d) # As(d)}|
T2 €|

[{d € ClAuu(d) = 1, A, ,(d) = 0} — |{d € C|A,,(d) = 0, A,,(d) = 1}|
+ C] )
[{d € ClAu(d) = 1, A, (d) = 0}

2lc|

Daraus ergibt sich wieder wegen (4.11)

2dV<FC((Tvv)a')7FC((S7U)7')> > |?1|Hdec | As,v(d)%Ar,v(d)}}
= Fy(rs).

Insgesamt ist somit v < §* gezeigt.

Kommen wir also zur zweiten Behauptung und bestimmen S, (r,s) und F,(r,s)
genauer. Da bei Wegnehmen eines Teilchens die m — 1 verbliebenen Teilchen einer
Konfiguration maximal (A+1)(m—1) Plétze blockieren, gilt fiir r, s € R mit s = .
fiir ein w € V

MN — (A +1)(m —1)
C|

Su(rs) = ’%’\{dem/lr,w(d):l}\ >

Zusatzlich haben wir weiter oben bereits

2(A +1)

FU(T,S) |C|
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

gesehen. Deshalb erhalten wir fiir v mit p = m fiir geeignetes § (eventuell

5:Ounddamitp:m)
< 1_lMN—(A+1)(m—1) (2A 4+ 2)(m — 1)
T = m MN MNm
B 1 3(A+1)m  3(A+1)
- 1_E<1_ MN T MN )
_ 1_i 3p(A+1)(1_i>
m m m
1 1 1
m m(1+5)( m)
1 1
- 1 54 —
m(1+5)( +m)
und damit
[ falls 6 =0
s "5 falls s
1—m, allS >0

]

Bemerkung 4.15. Die Metropoliskopplung minimaler Pfade hat also gegeniiber der
allgemeinen Kopplung mehrere Vorteile.

Erstens ist sie tatsichlich leichter zu programmieren, da zu jeder Zeit n > 0 fiir
einen Versuchszustand nur eine zuféllige Position erzeugt werden muss. Dies fiihrt
natiirlich auch dazu, dass die benédtigte Rechenzeit geringer ist.

Zweitens ist bei Verwendung der allgemeinen Kopplung keine Aussage fiir den Fall
f* = 1 moglich. Lemma 4.2 (i) kann nicht angewendet werden, da die Differenz
H' (X, 11, Y1) — H(X,,,Y,,) wie in Gleichung (4.8) dargestellt auch die Werte 42
annehmen kann und somit

(H)) :== (H(X,, Y5))n>o0

keine Irrfahrt beschreibt.

Drittens gilt nach dem obigen Lemma v < %, das heifst die minimalen Pfade kon-
trahieren bei Benutzung der Metropoliskopplung mindestens genauso stark wie bei
Benutzung der allgemeinen Kopplung. Ohne Metropolis werden die Positionen fiir
das Teilchen V,, so ausgewéhlt, dass sie maximal gekoppelt, also mit groftmaoglicher
Wahrscheinlichkeit gleich sind. Mit der Restwahrscheinlichkeit wird das Teilchen in
den verschiedenen Zustanden auf irgendwelche anderen Positionen gelegt. In der Me-
tropoliskopplung dagegen werden die Teilchen immer auf die gleiche Position gelegt,
sofern dies zuldssig ist. Ansonsten verbleibt das Teilchen, wo es vorher war. Dieses
Teilchen sollte also im Mittel in mindestens genauso vielen Zustdnden auf die glei-
che Position gelegt werden wie bei der allgemeinen Kopplung. Wird das Teilchen
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

in zwei aufeinander folgenden Zustéinden auf unterschiedliche Positionen gelegt, so
ist es egal, ob diese Positionen neu oder ihre urspriinglichen sind. Deshalb kontra-
hieren die minimalen Pfade mindestens genauso stark und die Konvergenzrate der
Metropoliskopplung ist zumindest nicht schlechter.

Sie ist aber auch nicht grundsétzlich besser, das heiflt es gilt nicht v < g*. Fiir
triviale Falle wie etwa m = 1 oder

{(r,s) ER|s=r,..fireinveV,ceC}=10 (4.12)

ist offensichtlich v = 3*, wie man leicht an den Definitionen sieht. Fiir ein 3 x 3-Gitter
mit drei Teilchen beispielsweise gilt Gleichung (4.12) sogar fiir S* anstelle von R.

Wir sind nun in der Lage als diskretes Analogon zu Satz 2 in [KMMO3] eine kon-
krete Schranke fiir die Mischzeit zu bestimmen.

Satz 4.16. Es sei M eine auf R C 8% irreduzible EMK m HC-Modell auf einem
M x N-Gitter mit periodischen Randbedingungen und m Teilchen, bei der Versuchs-
zustiande durch eine globale Bewegung der Teilchen entstehen. Weiler sei mr mit der
Boltzmannverteilung  die stationdre Verteilung. Dann ist die Mischzeit dieser EMK
beschrinkt durch
() < m?In (2e7'm) + 1, falls p = (3A + 3)~1
T(e
T mEIn(2e7'm) + 1, falls p < (3(A+1)(6 4+ 1))~ fir ein 6 > 0.

Beweis: Zunichst berechnen wir fiir ein Paar r, s von Zusténden in R ihren beziiglich
H’ maximal méglichen Abstand D. Mit V = {vy, ..., v, } konstruieren wir dazu einen

Pfad

20=T — 21 — ... > 29m—1 > R9m — S

in R von r nach s der Linge 2m mit positiven Ubergangswahrscheinlichkeiten. Das
Vorgehen ist das folgende: In beiden Zustinden r, s wird das Teilchen v; ausgewéhlt
und auf eine Position gesetzt, die in beiden Zusténden besetzbar ist. Dass eine solche
unter den gegebenen Voraussetzungen existiert, ist natiirlich noch zu zeigen. Gleiches
wird nun sukzessive mit den iibrigen Teilchen wiederholt, sodass die Kette in m
Schritten von r und s aus in einen Zustand z,, gelangen kann. Definiere dazu induktiv
firallel1 <i:<m

Zi = (zi—l)vi—mi 2o2m—i = <Z2m+1—i)vi—>ci

fir C; € Ci, mit

Ciim (U 151(0), 2amia(0)} UN (i1 (0) UN (amsaa(0)))

veV\{v; }
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

Dabei ist C; # ) fiir alle 1 < 7 < m, da jeder Gitterpunkt A viele Nachbarn hat,
weshalb

U N @) UN Gani@))]| < 2A(m=1)
veV\{vi}

U i) zamas)}| < 20m—1)

veV\{v; }

gilt. Es ergibt sich damit unter Benutzung von p < 31D Alﬂ)

ICi] > MN —2A(m—1)—2(m—1)
= MN —2(A+1)pMN +2(A+1)
> 2(A+1).

Es ist nun tatsichlich z,, = (Zm-1)v,—em = (Zmt1)vm—en, da sukzessive alle Teilchen
auf die gleichen Plétze gelegt werden, und damit

r=20 21— ... 29m—-1 "7 %9m = S

ein zulédssiger Pfad. So ergibt sich D < 2m.
Zusammen mit dem vorigen Lemma zur Bestimmung von v und Theorem 4.13
ergibt sich im Fall p = (3A + 3)~!

—1 -1
In (De )+1 < In (267'm)

< + 1.
—ln~y —In(1- )

T(e) <

Da l—x <e * fiir alle x € [0,1] gilt, folgt —In (1 —z) > z, und damit

In (2e7'm)

——= " 41 < m?ln(2e7! 1.
_1n(1_#>+ = m n(5 )+

T(e) <

Eine analoge Rechnung liefert im Fall p = (3(A +1)(6 + 1)) !

In (2e7! 149
n(2e7 m) +1 < Lmln(%_lm)%—l.
—In(1

T(e) < 5

5
B m(1+5))
O
Bei ausreichend kleinen Dichten liegt also schnelles Mischen vor und die Mischzeit

ist von der Ordnung O(m? Inm) bzw. O(mInm). Fiir die Anzahl an Nachbarplitzen
und damit fiir die kritische Dichte gilt

2, N:1 1 %’ N:l
3, N=2 Y L, N=2
4, N >3 L N>3

—
ot
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

In den meisten interessanten Simulationen ist allerdings die Dichte hoher als die hier
angegebene Schranke.

Satz 2 in [KMMO3| gibt eine &dhnliche Schranke fiir die Mischzeit im stetigen HC-
Modell an. Dieses ergibt sich, wenn die Teilchen nicht auf ein ausgezeichnetes Git-
ter gelegt werden, sondern in eine d-dimensionale Box [0,[]¢ - wieder mit der Ein-
schrankung, dass sie nicht iiberlappen. In diesem Fall ist die Dichte p gegeben durch
p :=mVI~%, mit dem d-dimensionalen Kugelvolumen V. Man erhélt als Schranke fiir
die Mischzeit

(@) 2m?1In (2e7'm), falls p = (2¢+1)~1
e = H09mIn (267 'm), falls p < (247 (1 + §))~* fiir ein 6 > 0.

Der zusétzliche Faktor 2 in der Schranke fiir die Mischzeit resultiert aus der Annahme
einer Verharrungswahrscheinlichkeit von 3, die in [KMMO3| vorausgesetzt wurde. Fiir
unseren Beweis war die Verharrungswahrscheinlichkeit von |C| ™! fiir die Aperiodizitit
ausreichend. Die kritische Dichte ist im stetigen Modell deutlich kleiner, da durch die
Diskretisierung das ausgeschlossene Volumen stark ansteigt.

4.3.2. Mischzeit fiir die lokale Bewegung eines Teilchens

Betrachten wir zunichst nur lokale Bewegungen auf einem 1-dimensionalen Gitter.
Die Frage nach der Verallgemeinerung auf den 2-dimensionalen Fall werden wir am
Ende dieses Abschnittes stellen und leider verneinen.

Beginnen wir mit der allgemeinen Kopplung minimaler Pfade: Wie oben betrachten
wir zwei aufeinander folgende Zustidnde Z,,; 1 =rund Z,,; =5, 1 <7 < h,,n >0,
aus dem minimalen Pfad. Diese unterscheiden sich gerade um ein Teilchen w, fiir
das r(w) ~ s(w) gilt. Bin Ubergang entsteht nun dadurch, dass ein Teilchen und fiir
jeden Zustand entlang des minimalen Pfades eine Position ausgew#hlt wird. Positive
Wahrscheinlichkeit haben dabei nur Positionen, die zu der urspriinglichen benachbart
sind. Gleichung (4.8) muss dann durch

0, Vio=w,C,,i1=0Cy;
oder V,, # w,Cy -1 = s(w) # r(w) = Cy
2, Vi=w,Cpi1 Z Chy
und {C, ;-1 = r(w) oder C,,; = s(w)}
oder V,, # w,Cp i1 # Cp i, Cric1 ~ C
3, Vo=w,C,i1 Zf Chis (Cric1, Cry) # (r(w), s(w))
oder V,, # w, Cy, i1 Zﬁ Ch.i

sonst

H'(Zy i1, Z3;) (4.13)

ersetzt werden. Daher konnen wir Satz 4.11 nicht einfach iibernehmen. Vielmehr miis-
sen wir EC)(H'(Z] ,_, Z!,;)) neu berechnen. In Satz A.1 im Anhang wird gezeigt,

n,t—17r “n
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

dass E79) (H’ (Z’

n,t—17

Z;)) =1 gilt. Damit ist

Ban(W (X1, Yart) = Bae(B(H (X1, Yar) | X Yo (Zaidosiiinn ))
H (Xn,Yn)
< B Y BWM(Z02) | Zuin 20)
i=1

= BEy.(H(X,Y5)), (4.14)

also ¢ = 1 fiir das ¢ aus Lemma 4.2. Nun jedoch die schlechte Nachricht: Analog
zu Bemerkung 4.15 beschreibt (H),),>0 = (H' (X, Y;.))n>0 auch bei lokaler Bewegung
eines Teilchens keine Irrfahrt, da Zuwichse grofer als eins mdoglich sind. Das Lemma
ist deshalb nicht anwendbar und somit auf diesem Wege keine Aussage iiber die
Mischzeit moglich.

Infolgedessen betrachten wir nun die Metropolis-Kopplung minimaler Pfade und
hoffen auf ein positives Ergebnis. Auch hier kann wegen der Ungiiltigkeit von Glei-
chung (4.9) der schon bewiesene Satz nicht iibernommen werden. Bei Benutzung der
Metropolis-Kopplung wird aber im Unterschied zur allgemeinen Kopplung minimaler
Pfade fiir jeden Zustand entlang des minimalen Pfades die gleiche Position vorgeschla-
gen. Falls U, < A;,(C,) fir ein t € S und v € V gilt, so wird der Versuchszustand
ty—c, akzeptiert. Wir erhalten mit Z,, ;1 =1, 2,,; = 5 = 1y

0, falls V, = w,U, < (A ,(Cn) A As(Chr))
2, falls C, r(w),s(w)} und
H'(Z,, 1. Z,.) ). stu)}
(Ar,Vn (Cn> A\ As,Vn (Cn)) < Un S (Ar,Vn (Cn) \ As,Vn(Cn))

1, sonst

fiir alle 1 <4 < h,, und alle n > 0. Dabei ist C,, ~ > |é,‘5 und U,, ~ R(0,1). Es
ergibt sich wie vorher
B (W(Z,,.,, 2,,)
1 PUr(H(Z), .

= 1= 2P (U < (A (Ca) A As(Cr)))

Z) ;) =0) + Pirs)(H'(Z]

n,i—17

Zl.)=2)

4 57 POno) (A (C) A As(Ch)) < Un < (AulCa) V Aa(C):
veEY
Co ¢ {r(w), s(w)})
(ZArw /\Asw Z Z |Ar,v(c) _As,v<c)‘>‘

ceC veEV c£r(w),s(w)
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Da bei der lokalen Bewegung nur die urspriingliche Position und Nachbarpléitze des
ausgewdahlten Teilchens akzeptiert werden, gilt

> Avule) AAgu(e) = |(Nr(w) U {r@w)}) 0 (Ms(w) U {s@)})| = 2,

Weiter ist A, ,,(c) # As(c) fiir ¢ ¢ {r(w), s(w)}, falls ¢ nur zu einem der beiden Plit-
ze r(w), s(w) benachbart ist und in 7 und s keinen weiteren besetzten Nachbarplatz
hat. Fiir v # w ist A, ,(c) # As,(c) fir ¢ ¢ {r(w), s(w)}, falls ¢ zu r(v) = s(v) und
zu einem der beiden Plitze r(w), s(w) benachbart ist. Zum dritten Summanden der
obigen Darstellung liefern also nur die zwei Nachbarplitze des Parchens r(w), s(w)
einen Beitrag. Dieses sind die Plétze

ferea} = (M) UN(s(w) ) = (M (r(w)) NN (s(w))).

Ohne Einschriankung sei ¢; € N (r(w)) und ¢y € N (s(w)). Wir betrachten zunéchst
den Platz ¢;. Im Falle r=1(N(c;)) = {w} hat ¢; im Zustand s keinen und im Zustand
r nur 7(w) als besetzten Nachbarplatz. Daraus ergibt sich

Arw(c) =1, Asu(c) =0 und A, ,(c1) = Agp(c1) =0
fiir alle v # w. Ist dagegen (N (c;)) = {w, v} fiir ein v; € V, so ist
s(v1) =r(vy) ~ ¢ ~ r(w)
und s~ (N (cp)) = {v1}. Daraus folgt
Arp(€1) =0, Agp (1) =1, und Apy(er) = Agoer) =0

fiir alle v # vy. Der Gitterplatz ¢, liefert also den Beitrag 1 zu der fraglichen Summe.
Zusammen mit einer analogen Fallunterscheidung fiir ¢, ergibt sich insgesamt

Z Z ’Ar,v(c) - AS,U<C)| = 2.

vEV c#£r(w),s(w)

Dies fiihrt wie bei der allgemeinen Kopplung minimaler Pfade zu
B (W20, Z0,)) = 1,

und damit analog zu Gleichung (4.14) zu ¢ = 1 fiir das ¢ aus Lemma 4.2. Allerdings
haben wir hier H'(Z],; |, Z,,;) € {0,1,2} fast sicher, weshalb Teil (i) von Lemma 4.2
anwendbar ist. Fiir ein 1-dimensionales Gitter kénnen wir den folgenden Satz und

damit schnelles Mischen beweisen.
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4.3 Kopplung minimaler Pfade im Hard-Core-Modell

Satz 4.17. (Kannan, Mahoney, Montenegro [KMMO03| Thm. 3) Es sei M
eine auf R C 8% wrreduzible EMK im HC-Modell auf einem M x 1-Gitter mit periodi-
schen Randbedingungen, m < L%J Teilchen und Teilchendichte p, bei der Versuchs-
zustande durch eine lokale Bewegung der Teilchen entstehen. Weiter ser mr mil der
Boltzmannverteilung m die stationdre Verteilung. Dann ist die Mischzeit der EMK

beschrankt durch 8
7(e) < gm3M3(1 —p)?+1.

Beweis: Wieder muss zuerst der maximale Abstand D zweier Zusténde r, s berechnet
werden. Dazu sei C = {¢y, ..., ey} mit ¢; ~ ¢qq fiiralle 1 <i < M —1und ¢y ~ ¢.
Man numeriere die Teilchen in Zustand r wie folgt: v; sei definiert durch

r(v1) = min {z e{l,...,M}|r(v) =c¢firein v e V}.
Es sei dann r(vi) = ck,, und damit sukzessive v; fiir 2 < i < m durch
r(v;) = min {j e{K,i1+1,...,M}r(v) =c; firein v e V}

gegeben, wobei r(v;) = ck, , fiir alle 1 <7 < m sei. Die gleiche Numerierung setzen
wir im Zustand s.

Dann ist ‘Km — KS,Z-| <M -—mfiralel <i<m.Ist K,; > K, so sind im
Zustand r die Positionen cg, ,,...,ck, 1 unbesetzt. Daher liefert

1._ 2. (] k. (k-1
= T’Ul‘)CKT,l—N = (T )1)1%61(“_27 ceey TOIE (T )U1H0K5Y1+1

mit k = |Km- — Ks,i‘ —1 < M —m —1 eine Sequenz zuléssiger Zustdnde und Teilchen
vy kann ausgehend von Zustand r in maximal M — m — 1 Schritten auf die Position
Ck,,+1 bewegt werden.

Ist K,1 # 1, so ist ck,,—1 in beiden Zustinden r und s und damit auch in r
unbesetzt, sodass auch der Ubergang (rk)UIHCKS | bositive Wahrscheinlichkeit besitzt.
Gleiches ist der Fall, falls zwar K,; = 1, aber ¢y in r unbesetzt ist.

Analog kann im Fall K, ; < K, das Teilchen vy in Zustand s in maximal M —m—1
Schritten auf die Position cg, 41 oder in maximal M — m Schritten bereits auf die
Position cg, , verschoben werden. Daraus folgt, dass die Positionen von v; in den
beiden Zustdnden nun benachbart oder gleich sind.

Die obigen Schritte lassen sich fiir die iibrigen Teilchen wiederholen. Nur dann,
wenn in einem der Zustdnde r,s die Position ¢; und im anderen die Position ¢y,
besetzt ist (ohne Einschriankung sei dann r(v1) = ¢; und s(v,,) = cpr), liegen nach
diesen Ubergiingen wie oben beschrieben noch nicht alle Teilchen auf den selben
Positionen, sondern auf zueinander benachbarten. Nach Voraussetzung ist m < L%j,
also 2m < M. Es gibt daher eine Position ¢;, 2 < 7 < M — 1, die weder in 7 noch
in s besetzt ist. Dies fiilhrt dazu, dass zumindest die Teilchen v;, fiir die K,; > ¢;

k
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4 Prozessbasierte Methode: Kopplung minimaler Pfade

und K,; > ¢; gilt, nun auf gleichen Positionen liegen. Aus diesem Grund ist nun
cy unbesetzt und v; kann in dem aus s resultierenden Zustand auf die Position
¢y verschoben werden. Dann konnen auch alle anderen noch nicht deckungsgleich
liegenden Teilchen eine Position weiter verschoben werden. Jedes der m Teilchen ist
so um maximal M — m Schritte bewegt worden. Dies liefert einen Pfad von r nach s
mit hochstens Liange 2m(M — m). Es ist daher D < 2m(M — m) = 2mM (1 — p).

Es bleibt nun noch P(H'(X,41, Yoy1) # H'(X,, Ya) | X, # Y,) abzuschitzen. Da
fiir jedes n > 0 ein minimaler Pfad

Xn = Zn,O; Zn,l - (Xn)vﬂca ceey Zn,hnfl = (Yn)wﬂd; Zn,hn = Yn

existiert, liefert sowohl die Wahl des Tupels (v, ¢), als auch die des Tupels (w, d) eine
Verringerung des Abstandes. Da diese aber auch gleich sein kénnen, gilt fiir allen > 0

i 1
&= %g%P(H/(XnH,YnH) +H'(X,,Y,) | X, #Y,) > I

Es ergibt sich nun geméf Lemma 4.2 zusammen mit ( = 1 aus dem vorigen Satz

D>+ D 2D?
7(e) < i +1§—+1§§m3M3(1—p)2+1.
eQ ! €

]

Bemerkung 4.18. Die hier angegebene Schranke fiir die Mischzeit ist etwas schlech-
ter als die aus [KMMO03|. Dies hat verschiedene Griinde. Erstens wird dort statt mit
der Abschétzung 7(¢) < Di—zD mit 7(e) < ?—j gerechnet. Dies wird aber nicht bewie-
sen. Zweitens wurde D filschlicherweise durch mM (1—p) abgeschétzt. Der wichtigste
Unterschied ist aber, dass dort mit der allgemeinen Kopplung minimaler Pfade und
der Verteilung

falls ¢ ~ Z,, (V)

1
P Cn'L - * — 47
(Cni=c|52) {1 falls ¢ = Z,,:(V,,)

29
gearbeitet wurde. Wie wir aber festgestellt haben, ist mit der allgemeinen Kopplung
im Fall { = 1 keine Aussage moglich.

Leider ldsst sich die Methode der Metropoliskopplung bei der lokalen Bewegung
nicht auf den zweidimensionalen Fall anwenden, wie die folgende Rechnung zeigt. Es
sei wieder Z, 0 = X,,, ..., Zpp, = Y, ein minimaler Pfad von X,, nach Y,, in R. Fiir
die Zusténde Z,, ;1 =17, Z,,; = S = Ty ist

{deC| Az, \w(d)=Az,,u(d) =1} = {r(w),s(w)},
weshalb
PUrs\H(Z! . Z' ) =0)=

n,a—1 “n,

m|C]|
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4.4 Fazit und Ausblick

gilt. Wegen )(/\/(r(w)) U N(s(w))) — (N(r(w)) N N(s(w)))) = 6 folgt analog zur
Rechnung vor Theorem 4.17

PO (H (X, 1, Yirt) =2) = —.
( ( +1 +1> ) m|C|

Beides zusammen fiithrt zu
Ers) (H' (Zpi-1, Zni))
= 1= PUNH (Zpi1, Zni) = 0) + POV (Zni1, Zni) = 2)

=1+ 1 > 1

B m|C| '
Befindet sich die Kopplung (X,,,Y,) in Zustdnden r, s mit Abstand 1, so entfernen
sich X,, und Y,, im Mittel wieder voneinander. Die minimalen Pfade zwischen ih-

nen kontrahieren im Mittel nicht und es gibt kein ( < 1 sodass fiir alle n > 0
E)\,W(H,(XnJrla Yn+1)) S CE/\,ﬂ'(H/(Xn; Yn)) gﬂt

4.4. Fazit und Ausblick

Wir kennen also nun die Aquilibrierungszeit und sind in der Lage, eine Zufallsvariable
gemif der stationdren Verteilung im HC-Modell zu simulieren. Als Methode zur
Bestimmung der Anzahl zuléssiger Zustinde hat diese jedoch den grofien Nachteil,
dass die EMK im Allgemeinen nur auf einer echten Teilmenge R C &% irreduzibel
ist. Es konnen mit dieser Methode also nur Aussagen iiber die Anzahl zuléssiger
Zustande auf verschiedenen Irreduzibilitdtsklassen gemacht werden.

Durch die Verkniipfung einer der ersten beiden Methoden mit dieser letzten sind
aber weiterreichende Aussagen méglich. So kann etwa untersucht werden, wie grofs
verschiedene Irreduzibilitdtsklassen im Verhiltnis zu |S*| sind. Beispielsweise gibt
es besonders kleine Irreduzibilitdtsklassen, bestehend aus nur wenigen oder gar nur
einem Zustand (etwa der Zustand, bei dem genau eine Diagonale eines quadratischen
Gitters besetzt ist). Es wire interessant zu untersuchen, ob die {ibrigen zulissigen
Zustande sich auf wenige grofe Irreduzibilititsklassen verteilen.

Um die vorgestellte Methode beziiglich ihrer Anwendbarkeit zu verbessern, kénn-
te untersucht werden, ob die minimalen Pfade beziiglich einer anderen Funktion als
der £;-Norm besser kontrahieren. Dariiber hinaus konnte die lokale Bewegung da-
hingehend veridndert werden, dass auch diagonale Spriinge erlaubt sind. Dadurch
wird die Wahrscheinlichkeit fiir eine erfolgreiche Kopplung erhoht, sodass die Pfade
stiarker kontrahieren. Auferdem sollte dies die Mischzeit herabsetzen, da so grofere
Verdnderungen innerhalb eines Zeitschrittes moglich sind.
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5. Anwendung: Analyse der
Entropie pro Teilchen

In diesem letzten Kapitel wollen wir die vorgestellten Verfahren anwenden, um die
gesuchte Anzahl zuléssiger Zustédnde zu untersuchen. Wir werden eine Nédherung fiir
eine direkte Formel herleiten und die Abhéngigkeit von der Gittergrofe und der
Teilchenzahl analysieren.

Definition 5.1. Fiir M, N;m > 1 mit A(M x N,m) > 1 sei
In A(M x N,m)

m

a(M x N,m) :=

die Entropie pro Teilchen.

In Abbildung 5.1 sind fiir einige M und N die Werte von a(M x N,m) aufge-
tragen, wie sie sich aus der exakten, kombinatorischen Methode ergeben. Qualitativ
ist zu sehen, dass die Entropie pro Teilchen mit steigender Teilchenzahl abnimmt.
Die genaue Art der Abhéngigkeit von Teilchenzahl und Gittergrdfe ist aber nicht
offensichtlich.

Um zu einem diesbeziiglichen Ergebnis zu kommen, wollen wir eine direkte Formel
fiir a(M x N,m) angeben. Dies kann im Allgemeinen nur als Naherung geschehen.
Im Falle eines eindimensionalen Gitters aber gilt der folgende Satz.

1-dimensionaler Fall

Satz 5.2. Auf einem M x 1-Gitter mit periodischen Randbedingungen, m ununter-
scheidbaren Kugeln und Dichte p = §; < % gilt fiir die Anzahl A(M x 1,m) an
zuldssigen Konfigurationen

AM x 1,m) = 1%/)(“ ;A’;)M).

Beweis: Fiir gerades M und m = M /2 ist die Aussage direkt klar, da es in diesem Fall
genau zwei Moglichkeiten gibt, das Gitter zu besetzen. Wir kénnen also im Folgenden
stets m < M /2 annehmen. Wir verwenden ein Vorgehen wie in [Heu08|, Seite 50,
die moglichen Konfigurationen durch Zahlenreihen zu kodieren. Dazu sei fiir eine
Konfiguration s € S* und C = {1,..., M} die Menge

D,:={ceC ‘ ¢ # s(v) fir alle v € V} ={dy,...,dy-m},
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

4.0 - o M =50 4.0 M =30
3.5 1 ° M =40 3.5 13 M =25
—~ 3043 ©M=301 34 M =20
g 2 o M=2]| & M =15
- 2.5 N 2.9
x 2.0 A X 2.0
= 1.5 - = 1.5
S 1.0 S 1.0 A
0.5 - 0.5 -
0 +— 0+ :
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 30
m m

Abbildung 5.1.: o(M x N,m), N = 1,2, fiir verschiedene Werte von M

sodass d; < d;;q fiir alle 1 <7 < M —m — 1, die Menge der Leerstellen auf dem
Gitter. Auf dhnliche Weise numerieren wir die Teilchen vy,...,v,, € V in s, sodass
s(v;) < $(vigq) fiir alle 1 < i < m — 1. Wie bisher sei x die Aquivalenzrelation aus

Gleichung (1.2). Es ist also | SZ/* | = A(M x 1,m). Damit definieren wir

F: S/ — {w e {0, 1} Miw = m}

S = (wl,...,wM,m)

. O, falls dl ~ di—i—l
"1, falls d; o diyy

firalle1 <i< M —m—1und

0, falls dy—,, ~ dy
WM—m =
1, falls d]u,m lead dl.

w; gibt also fiir jedes 1 < ¢ < M —m die Anzahl an Kugeln zwischen zwei aufeinander
folgenden Leerstellen an. F' ist zwar surjektiv, da zu jeder solchen Zahlenkombination
eine zuldssige Konfiguration gefunden werden kann, aber leider nicht injektiv. Um
dies einzusehen, betrachten wir die Menge

J = {s € SZ/* ‘ F(s) = (w1, ,Wr—m) mit wpr_m = 1}.

Fiir s € Jist die erste oder letzte Stelle des Gitters besetzt, da dy;_,, =~ dq. Sei s; € J
mit besetzter erster Stelle und den Leerstellen

DSl = {dl = 27d27 s 7dem717dM7m = M}
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

Dann ist s;(v;) = 1 und wir definieren durch

So 1= (51)1;1HM, vi—s1(v)—1, 2<i<m

den aus der Verschiebung aller Teilchen um eine Position nach links resultierenden
Zustand. Fiir diesen ist Dy, ={dy —1=1, dy — 1,..., dp;_, — 1}. Da

di—1~dips —1 & dy~dipy
firalle1<i¢< M —m —1 und
d]V[—m_]-Ndl_l = dM—mNdl

gilt, ist F'(sy) = F(s1). Ein Verschieben aller Kugeln um eine Position nach rechts
fiihrt dagegen zu einer anderen Zahlenkombination. Es sei d;, d; 1 = d;+1 das kleinste
Paar benachbarter Leerstellen, fiir die d; — 1 besetzt ist. Da m < M /2 gilt, muss ein
solches Paar existieren. Verschiebt man nun alle Kugeln um eine Position nach rechts,
so erhilt man die Leerstellen

61:1,...,€i:di—1,€i+1:di—f—l,...,eM,m.

Fiir die neue Konfiguration s gilt deshalb e; » ¢;;; und damit F(sy) # F(s'). Fiir
alle 7 # s9 ist also F(r) # F(s1). Es gibt in J somit jeweils zwei Konfigurationen,
die auf dieselbe Zahlenreihe abgebildet werden. Fiir r,s ¢ J ist F'(r) # F(s), da fiir
r und s jeweils die erste und die letzte Stelle des Gitters frei ist. Das Verschieben
aller Teilchen nach rechts oder links fiihrt dann dazu, dass sich einige Leerstellen auf
andere Positionen verschieben, aber entweder die erste oder die letzte Gitterstelle
weiterhin frei ist. Insgesamt ergibt dies

AM x1,m) = |57 /x| = 2/FQ)|+|F@°)| = |F(S7 /)| + |F(3)|
— Hwe {0, 1}M=™] Z wi:m}‘

—l—‘{w e {0, 1}M_m‘ Z Wi =M, Wrfem = 1}’
i=1

M—-—m—1

= (M) ey > wmm=1y

- () ()
(M—m)!+(M—-—m—1)I'm
m!(M — 2m)!

=l ") =)
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

Mit der Stirlingschen Ndherung
In (k) ~ kln(k) — k+1/21n (27k),

angewandt auf den obigen Ausdruck, erhalten wir als gute Ndherung fiir die Entropie

a(M x 1,m)
_ In A(M x 1,m)
~ piM(—ln 1—p)+(1—p)MIn((1—p)M)— (1 - p)M
+ 511~ p)M) — pMIn (M) + pM — £ In (2mpM)

(1= 2p)MIn((1—2p)M) + (1 —2p)M — %m (2m(1 — 2p)M)>

— (SR - B (e ) )

_ m( (1—p)r >+<_ 1 )lﬂ (éﬂp(l—%)(l—pr) 65.1)

Diese Darstellung fiihrt zu zwei grundlegenden Eigenschaften von (M x 1,m): Ers-

tens ist es bei festem p linear in 2@ (CJ(\Z)M)

bei fester Dichte fiir grofe Gitter

mit ¢(p) wie oben. Zweitens gilt ebenfalls

lim (M x 1,pM) = a(p).

M—o0

Ist dabei pM nicht ganzzahlig, so setzen wir

a(M x 1,pM)

= ([pM] = pM)a(M x 1, | pM|) + (pM — |pM |)a(M x 1, [pM]). (5.2)

Im Limes hingt die Entropie also von M und m nur noch iiber die Dichte ab. Dabei
ist wegen (5.1)
In (c(p) M)

20M

Fiir welche Werte von M diese Abweichung geringer als ¢ ist, kann fiir einige Kom-
binationen von € und p in Tabelle 5.1 nachgelesen werden. Die hierfiir kritische Git-
tergroke fallt mit steigender Dichte. Je grofer also die Dichte ist, desto eher ist die
absolute Gittergrofe und Teilchenzahl fiir die Entropie irrelevant.

‘Oz(M x 1,pM) — a(p)| ~
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

e [[p=025]p=02]p=015][p=0.1]p=0.05]
0.1 [[77 104 148 233 488
0.01 [[ 1334 1739 [ 2402 3714 | 7625

Tabelle 5.1.: Liste der minimalen M, fiir die |a(M x 1,pM) — a(p)| < € bei gegebenem p
und e gilt.

2-dimensionaler Fall

Betrachten wir nun groftere Gitter mit periodischen Randbedingungen. Wir wollen
hier ein Analogon zu Gleichung (5.1) finden. Dazu bietet es sich wegen der geringeren
Rechenzeit an, die numerische Methode zu verwenden. Ist der Stichprobenumfang n
aus Gleichung (3.1) grof genug, so ist die Abweichung von den exakten Werten hin-
reichend klein. In Abbildung 5.2 ist die relative Differenz der kombinatorisch (oms.)
und der numerisch (uum., n € {100,1000}) bestimmten Daten beispielhaft fiir ein
50 x 1- und ein 30 x 2-Gitter dargestellt.

0.0050 - 50 x 1-Gitter

] n = 1000
0.0025 A f’ﬂ

| I 2

n = 100

g
:
T|
|5 -
HE 0 1 W = 30 x 2-Gitter
§ ] s n = 1000
—0.0025 L e e B L B S B e o n=100
0 2 4 6 8 1012 14 16 18

m

Abbildung 5.2.: Relative Differenz der kombinatorischen und numerischen Daten fiir ver-
schiedene Gitter, jeweils mit n € {100, 1000}.

Um eine direkte Formel fiir a(M x N, m) zu bestimmen, wollen wir nun ein an die
Virialentwicklung angelehntes Verfahren anwenden (siche dazu Kapitel 4 in [HMS86]).
Bei diesem fassen wir im ersten Schritt die Teilchen als Punkte ohne Volumen auf und
beriicksichtigen ihr Eigenvolumen dann schrittweise immer starker. Wir starten also
mit der noch sehr schlechten Annahme, dass die m Kugeln unabhingig voneinander
auf jeweils einen der M N Pliitze gelegt werden. Dabei wird das Uberlappungsverbot
zunachst ignoriert - sowohl die Besetzung benachbarter Pliatze wie auch die Mehrfach-
besetzung eines Platzes sind zunéchst erlaubt. Dadurch wird die Anzahl an zuléssigen
Zusténden natiirlich iiberschéitzt. Wir erhalten fiir M, N,m > 1

(MN)™
m!

A(M x N,m) <
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

und damit fiir die Entropie pro Teilchen

In ((Mn]j!)m)

a(M x N,pMN) < -

mIn (MN) —mlIn(m) +m — 3 In (27m)
m

B m(f)_ln(%rpMN)

B p 20MN

Q

(5.3)

Um zu einer besseren Naherung zu kommen, beriicksichtigen wir nun, dass je-
de Kugel ein nicht zu vernachléssigendes Eigenvolumen besitzt, was zu einem Aus-
schlussvolumen fiir die iibrigen Teilchen fiihrt. Gewisse Plitze sind deshalb nicht
besetzbar.

In diesem zweiten Schritt verbieten wir die Plitze, auf denen die Kugeln selbst
sitzen. Die Besetzung benachbarter Plidtze ist weiterhin zugelassen. So erhalten wir

AM x N;m) < (MN>.

m

Unter Benutzung der auf der Stirlingschen Ndherung basierenden Gleichung

n n' In (27E(n — k
) -l D

ergibt sich fiir die Entropie pro Teilchen mit p = 7%

In (%)

m

a(M x N,pMN) <

lln( MNMN ) _ In(27p(MN —m))

m  \m"(MN —m)MN-m 2pM N

B ln( 1 > _ In(2mp(1 — p)MN)
p(1—p)i! 2pMN

Q

(5.5)

fiir alle M, N,m > 1.

Tatsédchlich miissen aber auch die zu den besetzten Plitzen benachbarten Stellen
verboten werden, dies ist der dritte Schritt der Virialentwicklung. Die Anzahl an
Nachbarpléitzen eines Gitterplatzes wurde in Kapitel 1.1 als A definiert, fiir das hier
A = 4 gilt. Wir erhalten fiir ein s € §* mit m platzierten Teilchen

U@ UN (s(0)| < 5m,

veY
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

da einige Gitterplidtze zu verschiedenen Teilchen benachbart sein kénnen. Damit er-
gibt sich

MN(MN —5)-...- (MN - 5(m — 1))

A(M x Nym) >
m!

MN
— 5m.[ 5

sowie wiederum unter Benutzung von Gleichung (5.4) fiir die Entropie pro Teilchen

MN
a(M x N;m) > W
1 MNE In (27 -0m (MN- )
~ ln(5)+—ln( _5 STea )— MN 5
m mm(M5N —m)s ™ 2m
W ( 1 1 ) ~ In(2mp(1 — 5p)MN)7 (5.6)
p(1—5p)% " 2pMN

falls p < 571. Durch diese Formel wird die Anzahl der verfiigharen Plitze etwas un-
terschitzt, allerdings sollte dieser Effekt bei kleinen Dichten verschwindend gering
sein. Genau das ist ersichtlich in Abbildung 5.3, in der (10 x 10, m) gegen m auf-

tats. Werte
Néherung
Néaherung
Néaherung

o o > e

3.3
3.9
2.6

(10 x 10, m)
w

1 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
m

Abbildung 5.3.: (10 x 10,m)

getragen ist. Zu sehen sind einmal die tatséchlichen Werte (o), und zusétzlich die
durch Néherung (5.3) (A), durch Néherung (5.5) () und durch Ndherung (5.6)
(o) bestimmten Werte. Die schrittweise Verbesserung dieser Ndherungen ist deutlich
zu sehen. Die erste Naherung ist sehr schlecht, wie es zu erwarten war. Die zweite
Néherung ist bereits eine minimale Verbesserung der ersten. Die dritte Ndherung
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5 Anwendung: Analyse der Entropie pro Teilchen

schlieklich ist zumindest bis zu einer Dichte von 0.1 (m = 10) sehr genau. Danach
wird o wie erwartet unterschétzt.

Vergleichen wir Gleichung (5.6) mit der Darstellung (5.1) fiir ein eindimensionales
Gitter, so haben beide die Form

In (c(p) M N)

a(M x N,pMN) = a(p) + b(p)—— 7=

(5.7)

mit b(p) = —(2p) . Die Koeffizienten a(p) und ¢(p) sind dabei allerdings verschieden.
Es zeigt sich also, dass auch bei zweidimensionalen Gittern und hinreichend kleinen
Dichten a(M x N, pMN) linear in In (¢(p)MN)/(MN) ist. Es liegt die Vermutung
nahe, dass dieses Verhalten auch fiir gréfsere Dichten gilt. Um diese Vermutung mit
unseren Daten zu untermauern, wahlen wir fiir M > 1 und festes p bei quadratischen
Gittern den folgenden Ansatz: Fiir jedes Tupel (M — 1, M), M > 2, existieren von
der Dichte p abhéngige Konstanten Cys_q 3 und Ap—q a7, sodass diese zumindest fiir
a((M —1) x (M —1), p(M —1)?) und a(M x M, pM?) die richtigen Konstanten aus
Gleichung (5.7) sind. Das heifst

110 Chyyas +2In M
a(M,p) = a(M x M, pM?) = Ay — - oMM 200

2p M?
1 lnCM_1M +21H(M — 1)
M—-1 = Ayiy— — ’
CV( aP) M—1,M 2 (M — 1>2
Fiir diese Konstanten ergibt sich dann
thM—l,M + 2In M
a(M, p) + SYIVE = Ay-1m
InCh/o 2In(M -1
SR CE L ha LILES

2p(M —1)?

und

InCro1m = : oM pQI-1)? 5.9

20(M—1)2 ~ 2pM?

Mit den Daten von (M, p) fiir verschiedene Werte von p bestimmen wir mit Glei-
chung (5.8) die Werte Cjy;_1 . Deren arithmetisches Mittel definieren wir als das
gesuchte c(p). Hiermit wiederum lassen sich die Werte Aj;_; 5 bestimmen, deren
arithmetisches Mittel wir als das gesuchte a(p) definieren. Da wir fiir kleine Dichten
aufgrund von finite-size-Effekten ein stark irregulires Verhalten erwarten, benutzen
wir fiir diese Auswertung Datensétze mit 20 < M < 30. Die fiir die Koeffizienten
erhaltenen Werte sind in Abbildung 5.4 zu sehen (e).

Als geschlossene Form fiir die Koeffizienten a(p) und ¢(p) setzen wir in Anlehnung
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0-6 1 * numerisch
054 — Fit
] ..... 1D
= %41 - Nih. (5.6)
© 0.3 A ;'/”\\
0.2 \
\
0.1 ‘\
O T T T T T T T T O T T T \T T T T T T T
0O 01 02 03 04 0 01 0.2 0.3 04 0.5
P P

Abbildung 5.4.: Koeffizienten fiir Gleichung (5.7)

an ihre exakte Gestalt im 1-dimensionalen Fall
(5.9)

und erhalten
F=0 und F =1.8481

als Fitparameter. Die entsprechenden Graphen sind ebenfalls in Abbildung 5.4 zu
sehen. Zum Vergleich enthalten die Abbildungen auch die Graphen fiir den eindi-
mensionalen Fall, sowie diejenigen, die sich aus Ndherung (5.6) ergeben. Es wird
deutlich, dass die Ndherung fiir den Koeffizienten a(p) fiir Dichten bis zu 0,1 sehr gut
ist. Die entsprechende Funktion ist aber nur fiir p € (0, 0.2) definiert. Fiir den Koeffi-
zienten c(p) ist die Abweichung schon deutlich eher sehr grof. Der Grund hierfiir ist,
dass der Fehler aus der Stirlingndherung ebenfalls in diesem Koeffizienten auftaucht.

Um die Giite des obigen Ansatzes zu bestimmen, betrachten wir in Abbildung 5.5
die relative Differenz der tatsichlichen, mit dem numerischen Verfahren bestimm-
ten Werte und der durch Gleichung (5.7) mit den gerade bestimmten Koeffizienten
berechneten Werte fiir verschiedene Dichten. Die grofen Abweichungen bei kleinen
Dichten und kleinen Gittern resultieren daraus, dass fiir einen solchen Fall die Entro-
pie grundsitzlich schwer zu definieren ist. Sofern pM? < 1 gilt, ergibt sich die Entro-
pie pro Teilchen geméf Gleichung (5.2) zum Teil aus der Entropie fiir m = 0 Teilchen,
welche nicht definiert ist, und die wir auf Null setzen. Es verwundert also nicht, dass
hier Abweichungen auftreten. Sobald aber pM? > 1 gilt, fallen die Kurven annihernd

auf Null ab. Wir konnen daher ein
Mkm't ~ 1
T~ —

Nz
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definieren, sodass Gleichung (5.7) mit den obigen Koeffizienten fiir alle M > MpFri
giiltig ist. Bemerkenswerterweise ist die kritische Gittergrofe recht klein; bei den
betrachteten Dichten treten bereits ab 5 x 5-Gittern lediglich noch minimale statisti-

schen Schwankungen auf. Dies bestétigt uns in dem oben gewihlten Ansatz fiir a(p)
und ¢(p).

op=0.05

= Oop=0.1

=~ op=0.15

\?/ Ap=0.2

The op=0.25
|

Abbildung 5.5.: Relative Differenz der gefitteten und tatséchlichen Werte in Abhingigkeit
von M fiir verschiedene Dichten

Analog zum 1-dimensionalen Fall ergibt sich

lim «(M,p) = a(p)

M —o0

fiir alle p > 0. Auch hier ist die Entropie pro Teilchen im Limes unendlich grofer
Gitter nur noch abhéngig von der Dichte und fiir die Abweichung gilt

In (c(p)M?)

2 ~Y
0(M x M, pM*) —alp)| ~ =31

Tabelle 5.2 zeigt fiir einige Kombinationen von ¢ und p, fiir welche Werte von M?
die obige Abweichung kleiner als ¢ ist. Diese kritischen Gittergrofen dhneln jeweils
stark denjenigen im 1-dimensionalen Fall (Vergleiche Tabelle 5.1).

Fazit und Ausblick

Wir haben im Fall 1-dimensionaler Gitter durch Gleichung (5.1) fiir M, m > 1 und
im Fall 2-dimensionaler Gitter durch die Gleichung

1 In (c(p)M?)

a(M, p) = a(p) - 2 M

(5.10)
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e [p=025 [p=02 [p=015 [p=01 [p=005 |
01 [9*=3s1 112 =121 [12>=144 [16> =256 [22? =484
0.01 [[ 372 = 1369 [ 427 = 1764 | 49 = 2401 | 61% = 3721 | 87% = 7569

Tabelle 5.2.: Liste der minimalen M?, fiir die |a(M x M, pM?) —a(p)| < € bei gegebenem
p und e gilt.

fiir M > M m > 1 mit den Koeffizienten aus (5.9) eine geschlossene Form fiir die
Entropie pro Teilchen herleiten konnen. Diese liefert explizit die Abhéngigkeit der
Entropie von der Gittergrofe und der Teilchenzahl.

Das Verhalten der Entropie pro Teilchen muss also auf verschiedenen Regimes ge-
trennt beschrieben werden. Sie verhilt sich auf Gittern mit M < M qualitativ
anders als auf Gittern mit M > M. An Abbildung 5.5 ist dies gut zu erkennen.
Auf diese Weise lisst sich ein finite-size-Effekt erster Ordnung charakterisieren. Es
schliefst sich ein Regime an, auf dem Gleichung (5.10) das Verhalten gut beschreibt.
Die minimalen Abweichungen in Abbildung 5.5 resultieren aus statistischen Schwan-
kungen des Stichprobenmittels, mit Hilfe dessen gemafl Kapitel 3 die Werte bestimmt
wurden. In diesem Regime ist auch der zweite Term aus Gleichung (5.10) wichtig.
Erst ab einer weiteren kritischen Gittergroke M7 ist dieser vernachlissigbar. Hier
kénnen wir daher einen finite-size-Effekt zweiter Ordnung definieren. Beziiglich der
beiden kritischen GittergroRen ist zu sehen, dass My" genau wie MFré mit fallender
Dichte ansteigt.

Zuriickkehrend zu der urspriinglichen Fragestellung nach der Anzahl A an Mi-
nima in der Energielandschaft eines Glasbildners kénnen wir festhalten, dass sich
diese fiir einen hinreichend grofen Phasenraum und damit hinreichend groftes M wie
exp(a(p)m) verhilt. Es ist dann

was zeigt, dass hinreichend grofte Systeme in kleinere, unabhéngige Teilsysteme auf-
geteilt werden konnen. Es gibt also ganze Gruppen von Teilchen, die sich in ihrer
Dynamik nicht gegenseitig beeinflussen. Diese Eigenschaft der Faktorisierung wird
auch den Glasbildnern zugesprochen (siehe [Heu08|], Abschnitt 3.1.2). Dass unsere Er-
gebnisse ebenfalls diese Eigenschaft aufweisen, spricht dafiir, dass dieses einfache Mo-
dell tatséchlich geeignet ist, bestimmte Aspekte der Glasbildner zu beschreiben. Fiir
kleineren Phasenraum dagegen haben wir mit k, := exp(a(p)) und K,(m) := c¢(p) M?

A(% X %,p) = k'K, (m)~"%,

was die Faktorisierungshypothese nicht erfiillt.
Abschliefsend noch einige Worte zur Verallgemeinerung auf den 3-dimensionalen
Fall. Die oben vorgestellte Virialentwicklung ist problemlos auch fiir diese Gitter
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anwendbar. Sei auf einem L x M x N-Gitter mit m ununterscheidbaren Teilchen
A(L x M x N,m) die Anzahl zuléssiger Zustdnde, a(L x M x N, m) wie im ein- und
zweidimensionalen die Entropie pro Teilchen und p = 7% die Dichte, so lautet der
Gleichung (5.3) entsprechende Ausdruck

(LMN)™
a(L x M x N,m) < In ( o )
~ In (E) _ In(2mpLMN)

p 2pLM N

Werden jeweils die Plitze verboten, auf denen bereits ein Teilchen sitzt, so ergibt
sich analog zu Gleichung (5.5)

In (VY
a(Lx M x Nym) < —2~
m
~ In( 1 ~ In(2mp(1 — p)LMN)
o) LN

Im dritten Schritt werden wieder auch die Nachbarn eines besetzten Platzes verboten.
Fiir ein 3-dimensionales Gitter mit periodischen Randbedingungen ist A = 6, weshalb
pro bereits gesetztem Teilchen maximal 7 Pldtze verboten sind. Das Analogon von
Gleichung (5.6) lautet daher

In (7 (“21V) )
m
1 ) — In (2mp(1 — 7p)LMN)
oL 10 2pLIN

a(L x M x Nym) <

Q

ln(

fiir p < 7L

Wie in Abschnitt 3 erwéhnt, ist die numerische Methode ebenfalls auf dreidimen-
sionale Gitter erweiterbar. Es kann daher auch hier die Entropie pro Teilchen analog
zu den oben gemachten Untersuchungen analysiert werden. Da wir auch bei den drei
obigen Gleichungen die grundsatzliche Gestalt

In (c(p) LM N
a(L x M x N,m) = a(p) + b(p) ( 2]34]\[ )
mit b(p) = —(2p)~! vorliegen haben, erwarten wir qualitativ dhnliche Ergebnisse.
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A. Anhang

Hier beweisen wir den in Abschnitt 4.3.2 bendtigten Satz.
Satz A.1. Betrachte im HC-Modell mit lokaler Teilchenbewegung auf R C 8% und
N =1 eine allgemeine Kopplung minimaler Pfade (X,, Y, Vi)n>o von (P, m, Ty, Te).
Weiter sei H' die in Definition 4.9 angegebene Metrik und (Zy, ;)n>0.0<i<H!(X,,v,) 9€-
maf (PK4) definiert. Dann ist fir alle r,s € R mit s = 1y fir einw € V,c € C
und allen > 0,1 <i < H(X,,Y,)

ECTN(H(Z,, 1, Z);)) = L
Beweis: Fiir jedesn > 0sei Z, 0 = X,,, ..., Zypn, = Y, ein minimaler Pfad beziiglich
H'in R von X,, nach Y,,, h,, = H'(X,,,Y,,). Fiir Z,,,_y =rund Z,,; = s = r,_, fiir
geeignete r, s € R,w € V und ¢ € N (r(w)) ist mit Gleichung (4.13)

P(i,r,s,v) <Hl (Z,:” L Z/ ) O)
= Pum&m) (Cn,z'—l = Cn,i)(svw + P(z’,r,s,'u) (Cn,i—l = S(U)) % T(U)) = Cn,2)<]~ - 6vw>
= (1 - dV (FC<(T7 U)), ')7 FC(<S7 ’U)), ')))51)11;7

da kein v € V,v # w existiert mit r(v) ~ s(w) und s(v) ~ r(w). Der Grund hierfiir
ist, dass aus r(v) = s(v) sonst s(v) ~ s(w) und r(v) ~ r(w) folgen wiirde, was nicht
zuldssig ist. Unter nochmaliger Anwendung von Gleichung (4.13) ergibt sich daraus

E(i,’r,s,v) <Hl (Z;L 1 Z/ ))

n,i— 17Z/ ) k)

3
_ kazrsv Hl 7!
k=1

= 1— P (H(Z,, 1, 2Z),;) =0) + PU"*")(H'(Z,, 1. Z),;) =2)
+2PUS I (H (Z), 0, Z) ;) = 3)

= 1+ ( -1+ dV(FC((T7 w)? ')7 FC((Sv w)? ))
PGy £ o (Cri = () odes ot = s

+2P(i’r’8’w) (Cn,i—l i Cn,i7 Cn,i—l 7é 7’(@0), On’i 7& S(w))>5vw

+(P(i,r,s,v) (Cn,i—l 7& On,h CYn,i—l ~ Cn,z) + 2P(i,r,s,v) (Cn,i—l i Cn,z)) (1 - 6vw)
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und weiter
B@r) (H'(Z0 1, Z8)))
— 14 %( — 1+ dy (Te((r,w), ), Te((s,w), ) + PN (Crimy & Cny)
F PO (G 7 Coiy Ot # 1(w), Gy # S(w))>

1 . )
E (3,7,8,0) ) ) (3,7,8,0) ) )
+v7éw m <P (Cn7z—1 7é On,l) + P (Cn,z—l i Cn,z)) .
(A1)

Fir (Z,-1, Zy,;) = (r,s) mit s = r,_. konnen die folgenden vier Félle eintreten:

C1 C2 C3 C4 C5 Cg C7 Cg

EEN - BN : B

. “ee S

Die Kugeln v # w, welche nicht eingezeichnet sind, liegen in beiden Konfigurationen
auf derselben Position, da sich 7 und s nur in einem Teilchen - dieses ist Teilchen
w - unterscheiden. Ist in r oder s ein Nachbarplatz von Teilchen v unbesetzbar, so
auch im jeweils anderen Zustand. Deshalb ist FC((r, v), ) = Fc((s, v), ) und somit
PGrso(C 0y # Cyy) = 0 fiir alle v & {w, vy, vp}

Die betrachteten Gitterplitze seien jeweils von ¢; bis ¢g durchnumeriert (¢ = cs).
Es ergibt sich so fiir jeden der vier Fille

® ©

dy <I‘c((r, w),-).Te((s,w), ))
= Fc(('f’, U)), {Cg}) + FC((r; w); {C4}) - FC((Sv w)v {04})

= 1-Te((r,w),{es}) = Te((s,w), {ea})
c] -2
il

Damit ist geméfs (PK4) mit

Le((r,v), {c}) ATe((s,v), {c})
Le((r,v), {c}) ’

a(r, s,v,c) ==
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fiirv € V und ¢ € C,
P(T’T’S’w) (Cn,ifl = Cj, On,z' = Ck)

=Tec ((T? w), {Cj}) (Oé(?“, s, w, Cj)écjck
(1= a(r,s,w,¢;))[C|

+ (el w) {ah) = Te((s,w), {ah) V0) g g2 (1= )

fir j,k € {1,...,8}. Diese Wahrscheinlichkeiten sind in den folgenden Tabellen zu-
sammengestellt.

Cn,i Cn,i
O|o] oo @ _|a]nls
|IC|—3 1
cs | 0 cs | 0 0 0
3 [cldCl=2) | [Cl(C]-2) 3
C|-3)° Ic|-3 1| [C=3 ]| 1
mi=1 ™ | Je | Je[(c[=2) | [Cl(cl=2) mi-l ™ | e 4 4
1 1
Cs 0 W 0 Cs 0 m 0
® %
Cq 015 Ce C4 Cs Cg
3| 0 g cs | 0 0 0
| 1 [ [C3 | 1 [ 2
Cn,zfl Cy IC] IC] Cn,zfl Cy IC] IC] 0
1 1
|0 g |0 10w |0

Mit Hilfe dieser Tabellen kann
persw)(Chiy £ Coy) = P(ivr’s’w)<(Cn7if1,Cn,¢) € {(cs,¢5), (c3,6), (64’06)})
und
P (i # G Cois # 1(0),Cos # 5(w))
_ p(i:r»syw)(<0n,i71, Chi) = (c3, C6)>

abgelesen werden. Damit ist

_2lc|-5
\fl(\C\—2)7 1. Fall
’ il 2. Fall
P(Z’T’S’w) O” i— an = ‘C|7
“ 12& ! \%I’ 3. Fall
0, 4. Fall
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sowie

1
plirsw) (Cn,z‘—1 f Chis {C’n,i_1 #r(w),Cp; # s(w)}) = {lC(ICIZ)’ L. Fall

0, sonst.

Die Verteilung von (C,,;—1, Cp.i), gegeben V,, = vy bzw. V,, = vy, ergeben sich zu

Ch.i Ch.i
Vo=vlc | o | cs Vi=wv2|¢C | ¢ | e
o | %] 0 |0 6 |0 5 |0
Coit & | 0 |[EZT T Cojv o [0 [ 57T 0
s |0 0 |0 s 0] 0 |g
und damit

P(i,r,s,v) (Cn,ifl 7& Cn,z) — P(imS,v)(Cn,ifl = Cg, Cn,i = C3)5vv1
+P(i7r757v)(Cn,i—1 = CG’ Cn,'b - 07)511112
P(i’r’s’”)(cn,z'—l Zf Cni) = 0

fiir alle v € ¥V mit v # w. Damit ergibt sich fiir die vier Falle

0, 1. Fall

P(””)(C +Chi) %%}1, 2. Fall
" " B %5111)2’ 3 Fall

%( VU1 _|_ 51}’[12)7 4 Fall

Dies alles fiithrt mit Hilfe von Gleichung (A.1) zu

E(i,r,s) (H/(ZT/” L Z/ ))

2|Cc|-5 1
m{CI(ICI—? + senesy: L Fall
" c mie] T e 3. Fall
2
mlC[’ 4. Fall
1 cl—2 2
= 1+—(-1+ N
! o i)
=1

fiir alle r;s € R mit s =1y, w € V,c€Cund alle 1 <i < H'(X,,Y,),n > 0.

94



Literaturverzeichnis

|AlsO5a] ALSMEYER, G.: Stochastische Prozesse Teil 1. 3. Auflage. Skripten zur
Mathematischen Statistik Nr. 33, 2005

[AlsO5b] ALSMEYER, G.: Wahrscheinlichkeitstheorie. 4. Auflage. Skripten zur
Mathematischen Statistik Nr. 30, 2005

[BD97] BUBLEY, R. ; DYER, M.: Path Coupling: a Technique for Proving Rapid

Mixing in Markov Chains. In: 38th Annual Symposium on Foundations of
Computer Science (1997), S. 223-231

|[FS02] FRENKEL, D. ; SMIT, B.: Understanding Molecular Simulation. 2. Edition.
Academic Press, 2002

[GW00] GOPEL, W. ; WIEMHOFER, H.-D.: Statistische Thermodynamik. Heidel-
berg, Berlin : Spektrum Akademischer Verlag GmbH, 2000

[Heu08] HEUER, A.: Exploring the potential energy landscape of glass-forming sys-
tems: from inherent structures via metabasins to macroscopic transport.
In: J.Phys.:Condens. Matter 20 (2008), S. 13,50

[HM86] HANSEN, J.-P. ; McDONALD, I.R.: Theory of simple liquids. 2. Edition.
Academic Press, 1986

[KMMO03] KANNAN, R. ; MAHONEY, M. W. ; MONTENEGRO, R.: Rapid Mixing of
Several Markov Chains for a Hard-Core Model. In: 1/th Annual Inter-
national Symposium on Algorithms and Computation (ISAAC) (2003), S.
663-675

[MH92] McQuisTAN, R.B. ; Hock, J.L.: Composite nearest-neighbor degenera-

cies for several kinds of simple particles distributed on two-dimensional,
square-cell lattices. In: J.Math.Phys. 33 (1992), Nr. 8, S. 28772883

[Rie99] RIEDEL, E.: Anorganische Chemie. 4. Auflage. Berlin : de Gruyter, 1999

[Ros95] Ross, S. M.: Stochastic Processes. 2. Edition. John Wiley and Sons Inc.,
1995

95






Eidesstattliche Erklarung

Hiermit erkldre ich, dass ich diese Diplomarbeit selbststéindig verfasst und keine an-
deren als die in der Literaturangabe aufgefiihrten Quellen und Hilfsmittel verwendet
habe.

Miinster, den 15. September 2009 Andrea Winkler

97



