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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Es sei Ω = {ω : [0,∞)→ R : ω stetig}. Definiere d(ω1, ω2) =
∑

n≥1 2−n maxt∈[0,n](|ω1(t)−ω2(t)|∧1).
Zeigen Sie, dass d eine Metrik ist und dass (Ω, d) ein vollständiger und separabler metrischer Raum
ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Es sei Ω wie in Aufgabe 1. Für δ > 0 und ω ∈ Ω definieren wir

m(ω, δ) = sup
s,t∈[0,1],|t−s|≤δ

|ω(t)− ω(s)|.

Zeigen Sie, dass für alle δ > 0 die Abbildung ω 7→ m(ω, δ) stetig in dem metrischen Raum (Ω, d)
aus Aufgabe 1 ist. Zeigen Sie außerdem, dass für jedes ω ∈ Ω, δ 7→ m(ω, δ) monoton wachsend ist
und lim

δ↘0
m(ω, δ) = 0.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei S ein topologischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge in S wieder kompakt
ist.

(b) Sei S ein topologischer Hausdorff Raum (insbesondere sind kompakte Mengen in S auch
abgeschlossen). Es sei (Cn)n∈N0 eine Folge nichtleerer, kompakter Mengen in S, sodass C0 ⊇
C1 ⊇ C2 ⊇ ... . Zeigen Sie, dass

⋂
nCn 6= ∅.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Es sei (Pn)n eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
äquivalent sind:

(i) Pn ⇒ P

(ii) lim infn Pn(G) ≥ P(G) für alle G ⊂ R offen

(iii) lim supn Pn(C) ≤ P(C) für alle C ⊂ R abgeschlossen

(iv) limn Pn(A) = P(A) für alle A, sodass P(∂A) = 0

(v) ϕn(t) :=
∫
eitxPn(dx)

n→∞−→
∫
eitxP(dx) = ϕ(t) für alle t ∈ R

(vi) Fn(t) = Pn((−∞, t]) n→∞−→ P((−∞, t]) = F (t) für alle Stetigkeitspunkte t ∈ R von F .



Aufgabe 5 (4 Punkte)

Entscheiden Sie mit Beweis, ob die folgenden Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen Pn schwach
konvergieren.

(a) Pn = (1− 1
n
)δ−1 + 1

n
δn2

(b) Pn = (1− n sin( 1
n
))N (0, n) + n sin( 1

n
)N ( 1

n
, 2)

(c) Pn = 1
3
δ0 + 1

3
δ1− 1

n
+ 1

3
δn

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis benutzen, dass ϕ(t) = eitµ−
t2σ2

2 für P = N (µ, σ2).

Aufgabe 6 (2 Punkte)

Es sei P ein festes Wahrscheinlichkeitsmaß auf R. Zeigen Sie, dass für alle ε > 0 ein Kompaktum
K = K(ε) ⊂ R existiert, sodass P(K) ≥ 1− ε.

Bemerkung: Diese Aussage folgt direkt aus Prohorovs Theorem, aber wir benötigen einen direkten
Beweis, der Prohorovs Theorem nicht benutzt.

Aufgabe 7 (3 Punkte)

Es sei (fn)n eine Folge von stetigen Funktionen auf R, sodass (fn) gleichmäßig beschränkt ist und
fn → f gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von R. Es sei (Pn)n eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmaßen, sodass Pn ⇒ P schwach. Zeigen Sie, dass dann∫

fndPn −→
∫
fdP.

Aufgabe 8 (5 Punkte)

Es sei (Pn)n eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen, welche zu einer Folge von stochastischen

Prozessen (X(n))n = (X
(n)
t : t ∈ [0, 1])n gehören. Dann ist (Pn)n gleichmäßig straff genau dann,

wenn

(a) supnE
Pn [|X(n)

0 |ν ] <∞ für ein ν > 0

(b) supnE
Pn [|X(n)

t −X
(n)
s |α] ≤ C|t− s|1+β für zwei Konstanten α, β > 0 und 0 ≤ s < t ≤ 1.

Hinweis: Benutzen Sie Kolmogorovs Stetigkeits Theorem und das folgende Resultat, welches in
der Vorlesung bewiesen wurde:
(Pn)n ist gleichmäßig straff in M1(Ω), Ω = C[0,∞) genau dann, wenn

• lim
λ↗∞

supn Pn[|ω(0)| ≥ λ] = 0

• lim
δ↘0

supn Pn[ω : m(ω, δ) > ε] = 0 für alle ε > 0

mit m wie in Aufgabe 2.

Wir wünschen Allen frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr.


