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Aufgabe 1 (8 Punkte)
Betrachten Sie das diskontierte Binomialmodell aus Beispiel 1.3.

(a) Seien d < 1+ r < u. Bestimmen Sie einen Parameter p € (0,1), sodass der diskontier-

passiert, wenn 1 + 7 nicht in (d, u) liegt?

(Bei einem Supermartingal gilt anstelle der Martingaleigenschaft nur E[ X, 1| F;] < X, bei
einem Submartingal E[X;,,|F;] > X;. Ein Martingal ist somit zugleich ein Super- und ein
Submartingal.)

(b) Stellen Sie fiir Sg = 125, T = 3, p = 0,75, u = 1,2 und d = 0,8 den Preisprozess S als
Binomialbaum dar und berechnen Sie mit diesem die Wahrscheinlichkeiten P(S; = 216),

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsgewichte des Preises S; und des diskontierten Preises
X, (fur das allgemeine Modell).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien (§2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Q ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaf auf (£2, F)
mit Dichte Z beziiglich P. Zeigen Sie, dass fiir eine Teil-o-Algebra G C F und eine nichtnegative
oder Q-integrierbare Zufallsvariable X gilt

1
E°[X|G] = BZjg BV 419 Q—ts

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass fiir nichtnegative Zufallsvariablen Y7, Y5 gilt:
VAE]—":/YldP:/YQdP = Y=Y, P—fs.
A A

Ferner diirfen Sie verwenden, dass E[Z]|G]| eine Dichte von Q| g bzgl. P‘ g ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Q, F) und (X;) ein adaptierter Re-wertiger Prozess. Dann
ist Q ein Martingalma$ (d.h. unter Q ist jeder Prozess (X}) ein Q-Martingal) genau dann wenn
fiir jeden beschriinkten previsiblen Ré-wertigen Prozess H der Gewinn Gr(H) integrierbar ist und

EQ[Gr(H)] = 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es seien &1, &5, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit kanonischer Filtration F =



(Fn)nen und es sei S, = Z?Zl &;. Ferner existiere ein \g > 0, sodass die Momenten erzeugende
Funktion M (\) := E[e*!] fiir |A| < Ao endlich ist. Sei Xy = 1 und

X, :=exp ()\ifj)M(/\)_",

dann gelten:

(a) (X,)n ist ein F-Martingal

(b) firYy, = %X’%h:o =52 —2nS,M'(0) +n(n+1)M'(0)> — nM"(0) ist (V,), ein F-Martingal.
Hinweis: Es gelten M'(0) = E[¢&] und M”(0) = E[¢])].



