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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Seien u > m > d > 0, r > −1, s0 > 0 und p1, p2, p3 > 0 mit p1 + p2 + p3 = 1. (Ω,F ,P) bezeichne
den Wahrscheinlichkeitsraum gegeben durch

Ω = {u,m, d}, F = P(Ω), P = p1δu + p2δm + p3δd.

Ferner sei S̄ = (Bt, St)t∈{0,1} der Finanzmarkt gegeben durch

Bt = (1 + r)t und St(ω) =

{
s0, falls t = 0

s0ω, falls t = 1

(a) Geben Sie die Menge der äquivalenten Martingalmaße an.

(b) Folgern Sie, dass der Finanzmarkt S̄ genau dann arbitragefrei ist, wenn d < 1 + r < u.

(c) Konstruieren Sie für 1 + r ≤ d und 1 + r ≥ u jeweils eine Arbitrage.

(d) Berechnen Sie für ein Martingalmaß Q die Dichte bezüglich P.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Aussagen aus der Vorlesung:

(a) Sei Y = X1 −X0 und K = {H · Y : H ∈ L0(Ω,F0,P,Rd)}, dann gilt

K ∩ L0
+ = {0} ⇔ (K − L0

+) ∩ L0
+ = {0}

(b) Für W ∈ L0(Ω,F ,P,Rn) existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q ∼ P mit dQ
dP
∈ L∞(Ω,F ,P)

und W ∈ L1(Ω,F ,Q,Rn).

Hinweis: Bitte entnehmen Sie die Definitionen von Lp und L0
+ der Seite ii des Skriptes aus dem

Wintersemester 2013/14.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Betrachten Sie einen arbitragefreien Finanzmarkt S̄ = (S0, S) = (S0
t , St)t∈{0,...,T}. Seien H̄ und K̄

zwei selbstfinanzierende Handelsstrategien, sodass VT (H̄) = VT (K̄), P-f.s. Zeigen Sie, dass für alle
t ∈ {0, ..., T} P-f.s.,

Vt(H̄) = Vt(K̄).

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P). Zeigen Sie:



(a) Sei (Xt)t∈{0,...,T} ein (Ft)t∈{0,...,T}-Martingal mit E[X0] = c, dann gilt E[Xt] = c für t = 0, ..., T .

(b) Sei (Xt)t∈{0,...,T} ein (Ft)t∈{0,...,T}-Supermartingal und sei nun umgekehrt E[Xt] = c für t =
0, ..., T , so ist (Xt)t∈{0,...,T} bereits ein (Ft)t∈{0,...,T}-Martingal.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst für festes t, Xt − c und nutzen Sie die Supermartingaleigen-
schaft. Definieren Sie dann Yt−1 := Xt−1−E[Xt|Ft−1] und nutzen Sie ein Argument aus dem
Beweis des FTAP 1.


