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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreies T -Perioden Finanzmarktmodell. Eine Chooser-Option ist eine Op-
tion, die dem Käufer das Recht gibt zum (festgelegten) Zeitpunkt k < T nach Wahl entweder einen
Call mit strike K und Maturität T oder einen Put mit gleichem strike und gleicher Maturität zu
erhalten. Seien ck bzw. pk die Preise von Call- bzw. Putoption zum Zeitpunkt k ≤ T . Zeigen Sie,
dass die Auszahlung dieses Claims durch

C = (ST −K)+1{ck≥pk} + (K − ST )+1{ck<pk}

beschrieben wird. Zeigen Sie ausserdem, dass der Preis der Chooseroption p(C) = c(S0, T,K) +
p(S0, k,K(1 + r)T−k) erfüllt, wobei der erste Summand den Preis eines Calls mit Anfangsakti-
enkurs S0, Maturität T , strike K bezeichne und der zweite Summand den Preis eines Puts mit
Anfangsaktienkurs S0, Maturität k und strike K(1 + r)T−k bezeichne.

Hinweis: Benutzen Sie die Put-Call-Parität (Bemerkung 3.2).

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreies T -Perioden Finanzmarktmodell S̄ = (S0, S1) auf einem W-Raum
(Ω,F ,P) mit einer Filtration (Ft)t∈{0,...,T}. Die risikolose Anleihe S0 sei dabei durch Bt := S0

t =
(1 + r)t gegeben und wir schreiben S für die Aktie S1. Es sei Q ein äquivalentes Martingalmaß in
diesem Modell. Wir betrachten für eine Konstante K > 0 die Claims mit den Auszahlungen
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in t.

(a) Zeigen Sie: t 7→ EQ
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]
, t = 0, ..., T ist monoton wachsend (benutzen Sie die Jensensche

Ungleichung für die bedingte Erwartung).

(b) Zeigen Sie:
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(c) Folgern Sie:
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Wir betrachten das T -Periodenbinomialmodell wie in der Vorlesung (d.h. St+1 nimmt den Wert



(1 +u)St, mit Wahrscheinlichkeit p und den Wert (1 + d)St mit Wahrscheinlichkeit 1− p an und es
ist q = r−d

u−d) mit der zusätzlichen Annahme, dass (1 +u)(1 +d) = 1 erfüllt ist. Dann ist St = S0u
Zt ,

wobei Zt die Anzahl der Aufwärtssprünge abzüglich der Anzahl der Abwärtssprünge angibt, d.h.

Zt :=
t∑

i=1

(
1{Yi=u} − 1{Yi=d}

)
.

Es sei ferner Mt := max0≤s≤t Zs.

(a) Beweisen Sie das Reflektionsprinzip, welches besagt, dass

P(MT ≥ k, ZT = k − l) = P(ZT = k + l) (1)

P(MT = k, ZT = k − l) = 2
k + l + 1

T + 1
P(ZT+1 = 1 + k + l) (2)

für alle k ∈ N und l ∈ N0 gilt, wobei P die Laplace-Verteilung auf Ω = {u, d}T bezeichnet.

(b) Zeigen Sie ein Reflektionsprinzip bzgl. des äquivalenten Martingalmaßes Q, genauer zeigen
Sie:

Q(MT ≥ k, ZT = k − l) =
(1− q

q

)l
Q(ZT = k + l) =

( q

1− q

)k
Q(ZT = −k − l) (3)

Q(MT = k, ZT = k − l) =
1

q

(1− q

q

)l k + l + 1

T + 1
Q(ZT+1 = k + l + 1) (4)

=
1

1− q

( q
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T + 1
Q(ZT+1 = −k − l − 1) (5)

für alle k ∈ N und l ∈ N0. Benutzen Sie dabei, dass dQ
dP = 2T q

T+ZT
2 (1− q)

T−ZT
2 .

(c) Benutzen Sie die obigen Ergebnisse, um den arbitragefreien Preis einer up-and-in call option
zu berechnen. Die Auszahlung einer solchen Option in T lautet

Cui =
(
ST −K

)+
1{max0≤t≤T St≥B}

für eine Konstante B > S0 ∨K.


