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Stochastik

Aufgaben zum Üben: Teil 2
Ergebnisse zur eigenen Kontrolle

Bitte beachten Sie, dass das keine Musterlösungen sind.

Aufgabe 1: c = 4, P[2 < X < 3] = 1
24
− 1

34
, EX = 4

3
, VarX = 2

9
.

Aufgabe 2: c = 6, P[X < 1
2
] = 1

2
(wegen Symmetrie), EX = 1

2
(wegen Symmetrie), VarX = 1

20
.

Aufgabe 3: Verteilungsfunktion von X + Y :

FX+Y (t) =



0, t ≤ 0,
t2

2ab
, 0 ≤ t ≤ a;

a
2b

+ t−a
b
, a ≤ t ≤ b;

1− (a+b−t)2
2ab

, b ≤ t ≤ a+ b;

1, a+ b ≤ t.

Aufgabe 4: P[XY < 1
2
] = 1

2
+ 1

2
log 2, P[Y < X2] = 1

3
.

Aufgabe 5:

(a) f(y) = 1
π

1
1+y2

(Cauchy-Verteilung).

(b) f(y) = e−y1Iy>0 (Exponentialverteilung mit Parameter 1).

Aufgabe 6:

(a) Laplace-Transformierte: mX(t) = et
2/2. Fourier-Transformierte: ϕX(t) = e−t

2/2.

(b) Laplace-Transformierte: mX(t) = 1
2t

(et − e−t) = sinh t
t

. Fourier-Transformierte: ϕX(t) = sin t
t

.

(c) Laplace-Transformierte: mX(t) = 1
1−t für t < 1, mX(t) = +∞ für t ≥ 1. Fourier-Transformierte:

mX(t) = 1
1−it für t ∈ R.

(d) Laplace-Transformierte: mX(t) = 1
1−t2 für |t| < 1, mX(t) = +∞ für |t| ≥ 1. Fourier-

Transformierte: mX(t) = 1
1+t2

für t ∈ R.

Aufgabe 7:

(a) E[X2n] = 1
2n+1

, E[X2n+1] = 0.

(b) E[X2n] = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1), E[X2n+1] = 0.

Aufgabe 8: ES = 0, E[S2] = nσ2, E[S4] = nv + 3n(n− 1)σ4.

Aufgabe 9: P[X1 = k|X1 +X2 = n] =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k, wobei p = λ1

λ1+λ2
.

Aufgabe 10: ac+ bd.
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Aufgabe 11:

(a) Ja. E[(X − Y )(X + Y )] = E[X2 − Y 2] = E[X2]− E[Y 2], da X und Y die gleiche Verteilung
haben. Analog: E[X − Y ] = 0. Somit gilt

Cov(X, Y ) = E[(X − Y )(X + Y )]− E[X + Y ]E[X − Y ] = 0.

(b) Nein. Die Zufallsvariablen X + Y und X − Y sind abhängig. Begründung:

P[X + Y = 0] = P[X = 0, Y = 0] = P[X = 0] · P[Y = 0] = (1− p)2,
P[X − Y = 1] = P[X = 1, Y = 0] = p(1− p).

Allerdings ist das Ereignis {X + Y = 0, X − Y = 1} unmöglich, somit

0 = P[X + Y = 0, X − Y = 1] 6= P[X + Y = 0] · P[X − Y = 1],

da die rechte Seite gleich p · (1− p)3 > 0 ist.

Aufgabe 12:

(a) e−1

(b) e−1/2.

Aufgabe 13: Dichte von X +Y : fX+Y (t) = te−t1It>0. Dichte von X−Y : fX−Y (t) = 1
2
e−|t|, t ∈ R.

Aufgabe 14: Hinweis: Die charakteristische Funktion von X1 + X2 ist das Produkt der charak-
teristischen Funktionen von X1 und X2:

ϕX1+X2(t) = eiµ1t−
1
2
t2σ2

1eiµ2t−
1
2
t2σ2

2 = ei(µ1+µ2)t−
1
2
t2(σ2

1+σ
2
2).

Somit stimmt ϕX1+X2(t) mit der charakteristischen Funktion der N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)-Verteilung
überein. Da die Verteilung durch die charakteristische Funktion eindeutig bestimmt ist, muss
X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2) gelten.

Aufgabe 15: Hinweis: Am einfachsten Produkt der erzeugenden Funktionen berechnen.

Aufgabe 16:

(a) 5.

(b) 2.

Aufgabe 17: Hinweis: Sei 0 < a < 1. Dann gilt

P
[

X

X + Y
≤ a

]
= P

[
X ≤ a

1− a
Y

]
= P[(X, Y ) ∈ B] =

∫
B

e−(t+s)d(t, s),

wobei B = {(t, s) : t ≤ a
1−as, t > 0, s > 0}. Wir haben benutzt, dass die gemeinsame Dichte von

(X, Y ) gleich fX,Y (t, s) = e−te−s, t > 0, s > 0, ist. Berechnen Sie das Integral
∫ ∫

B
e−(t+s)dtds.

Aufgabe 18: Z ist gleichverteilt auf [0, 1].

Aufgabe 19: FX(t) = 2t− t2 (für t ∈ [0, 1]), fX(t) = 2− 2t, FY (t) = t2 (für t ∈ [0, 1]), fY (t) = 2t.
Zu Kovarianz: EX = 1/3, EY = 2/3, E[XY ] = 1/4 und somit Cov(X, Y ) = 1

4
− 1

3
· 2
3

= 1
36

. X und
Y sind korreliert und somit auch abhängig.

Aufgabe 20: c = 3, fX(s) = 3s21Is∈(0,1), FX(s) = s3 (für s ∈ [0, 1]), fY (t) = 3(1 −
√
t)1It∈(0,1),

FY (t) = 3t− 2t3/2 (für t ∈ [0, 1]). X und Y sind abhängig.
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Aufgabe 21: Zu L2-Konvergenz: E[(Xn − 0)2] = E[X2
n] = VarXn + (EXn)2 = 1

n
+ 1

n2 → 0 für
n→∞. Zur stochastischen Konvergenz: stochastische Konvergenz folgt aus der L2-Konvergenz.

Aufgabe 22: X2 + Y 2 ist exponentialverteilt mit Parameter 1/2.

Aufgabe 23: Der Grenzwert ist 2
3
. Begründung: Nach dem Gesetz der großen Zahlen gilt fast

sicher:

lim
n→∞

X1 + . . .+Xn

n
= EX1 =

1

2
, lim

n→∞

X2
1 + . . .+X2

n

n
= E[X2

1 ] =
1

3
.

Aufgabe 24: Zu (b): Konvergenz in Wahrscheinlichkeit: Für ε > 0 gilt P[1IAn > ε] ≤ P[An] = 1
n
,

was gegen 0 konvergiert. Fast sichere Konvergenz: folgt aus (a).

Aufgabe 25:

(a) Betrachte die Ereignisse {|Z| > 1} ⊃ {|Z| > 2} ⊃ {|Z| > 3} ⊃ . . .. Die Ereignisse bilden
eine fallende Folge und der Schnitt aller Ereignisse ist leer. Somit gilt wegen der Stetigkeit
der Wahrscheinlichkeit, dass

lim
A→∞

P[|Z| > A] = 0.

Also kann man ein A mit der Eigenschaft P[|Z| > A] < 1/1000 finden.

(b) Zu jedem n kann mann ein bn mit P[|Xn| > bn] < 1
n2 finden. (Beweis: wie in Teil a). Sei

An = {|Xn| > bn}. Betrachte das Ereignis

A = {“es treten unendlich viele Ereignisse An ein”} = lim sup
n→∞

An.

Nach dem Lemma von Borel–Cantelli gilt: P[A] = 0. Für jeden Ausgang ω ∈ Ac gilt: die
Ungleichung |Xn(ω)| > bn ist nur für endlich viele n erfüllt. Daraus folgt, dass

lim
n→∞

Xn(ω)

nbn
= 0 für alle ω ∈ Ac.

Da aber P[Ac] = 1, folgt daraus, dass Xn(ω)
nbn

f.s.−→
n→∞

0.

Aufgabe 26: Sei S die Summe, S = X1 + . . .+X100. Dann gilt

ES = 100 · EX1 = 100 · 1

6
(1 + . . .+ 6) = 350;

VarS = 100 · VarX1 = 100 ·
(

1

6
(12 + . . .+ 62)− 3.52

)
=

875

3
.

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz erhalten wir

P[S > 400] = P[S > 400.5] = P

[
S − 350√

875/3
>

400.5− 350√
875/3

]
≈ P[N > 2.95698] = 1− Φ(2.9568) = 0.00155425.

Aufgabe 27:

(a) Es handelt sich um eine Summe von 100 unabhängigen Zufallsvariablen mit Geo(1/2)-Verteilung.
Somit gilt ES = 200, VarS = 200. Zu Varianz: Varianz einer geometrischen Verteilung mit
Parameter p ist 1−p

p2
.
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(b) Sei T die Anzahl von “Kopf” in 250 Würfen. Dann sind die Ereignisse {S > 250} und
{T < 100} gleich.

P[T < 100] = P[T < 99.5] = P

[
T − 125√

250/4
<

99.5− 125√
250/4

]
≈ P[N < −3.22552] = 0.000628713.

Zum Vergleich: Die richtige Wahrscheinlichkeit ist 0.000606538.

Es gibt eine andere Lösung. Sei Xi die Zeit zwischen dem i− 1-ten und dem i-ten Auftreten
von “Kopf”. Dann sind Xi ∼ Geo(1/2) und unabhängig. Die Wartezeit auf den 100-ten Kopf
ist S := X1 + . . .+X100.

P[S > 250] = P[S > 250.5] = P
[
S − 200√

200
>

250.5− 200√
200

]
≈ P[N > 3.57089] = 0.000177885.

Aufgabe 28: (a): de Morgan-Regel. (b): betrachten Sie den Erwartungswert.
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