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1. Stochastische Prozesse

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das heifit, € ist eine Menge, F ist eine o-Algebra
auf Q, und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F'). Zuerst erinnern wir an die Definition
einer Zufallsvariable.

Definition 1.1. Eine Zufallsvariable ist eine messbare Funktion & : 2 — R. Die Mess-
barkeit heiBt, dass £7}(B) € F fiir jede Borel-Menge B C R.

Interpretation: Jedem Ausgang w € Q des Zufallsexperiments entspricht die Zahl {(w), die
als Realisierung der Zufallsvariable bezeichnet wird.

Stochastischer Prozess ist eine andere Bezeichnung fiir eine zufillige Funktion.

Definition 1.2. Sei T eine beliebige nichtleere Menge (die als Indexmenge oder Zeitbe-
reich des stochastischen Prozesses bezeichnet wird). Ein stochastischer Prozess ist eine
Familie (X})ier von Zufallsvariablen auf (2, F,P).

Interpretation: Es sei w € () ein Ausgang unseres Zufallsexperiments. Diesem Ausgang ent-
spricht die folgende reellwertige Funktion auf 7"

Diese Funtion heifit Realisierung oder Pfad des stochastischen Prozesses zum Ausgang w.

Die Variable ¢t € T kann man z.B. als “Zeit” auffassen. So konnte X, fiir den Preis einer
Aktie zum Zeitpunkt ¢ > 0 stehen. Manchmal ist aber eine Interpretation von ¢ als “Raum”
sinnvoll. So kénnte X; z.B. die Lufttemperatur am Ort ¢ bezeichnen. Ist T" = Z, N, Ny, so
sprechen wir von einem Prozess mit diskreter Zeit. Ist T = R, [a,b], R?, so hat der Prozess
kontinuierliche Zeit. Im Rest dieses Kapitels betrachten wir Prozesse mit diskreter Zeit.

2. Filtrationen

Definition 2.1. Eine aufsteigende Folge Fy C F; C ... C F von o-Algebren heifit
Filtration.

Interpretation: Liegt ein Ereignis A in der o-Algebra F,,, so heifit es, dass wir zum Zeitpunkt
n bereits wissen, ob dieses Ereignis eingetreten ist oder nicht. Die o-Algebra F,, beschreibt
somit die “Information” iiber den Ausgang des Zufallsexperiments, die zum Zeitpunkt n
vorliegt.

Beispiel 2.2. 09.10.2017 = 282. Tag des Jahres 2017.

e Ereignis “der mittlere lereis im August 2017 lag unter 40$” liegt in Fogs.
e Ereignis “der mittlere Olpreis in 2017 lag unter 40$” liegt nicht in Fagy (man weif3
es am 09.10 noch nicht!)

Der Quadrupel (Q, F, (F,)neng, P) heiBt ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.
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Definition 2.3. Ein stochastischer Prozess (X, )nen, heiit adaptiert beziiglich Filtration
(Fn)neng, wenn fiir alle n € Ny die Zufallsvariable X,, F,,-messbar ist.

Interpretation: Der Wert von X, kann anhand der Information, die zum Zeitpunkt n vorliegt,
bestimmt werden.

Definition 2.4. Sei X = (X,,)nen, ein stochastischer Prozess. Die natirliche oder ka-
nonische Filtration von X ist FX = o(Xo,...,X,), n € No.

Interpretation: Zum Zeitpunkt besteht unsere Information aus den Werten Xy(w), ..., X, (w).
Jeder stochastische Prozess X ist adaptiert beziiglich seiner natiirlichen Filtration (F:X),en,-

3. Martingale

Im Folgenden betrachten wir einen stochastischen Prozess (X, ),en, in diskreter Zeit und
stellen uns X,, als den kumulativen Gewinn zum Zeitpunkt n in einem Gliicksspiel vor. So
ist z.B. X, das Startkapital, mit dem das Spiel begonnen wird. In der folgenden Definition
wird beschrieben, was es heifit, dass ein Gliicksspiel “fair” ist.

e R

Definition 3.1. Ein stochastischer Prozess (X,,)nen, auf einem filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, (Fy,)neny, P) heiit ein Martingal, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(1) X, ist F,,-messbar fiir alle n € Ny.

(2) E|X,| < oo fiir alle n € Np.

(3) E[Xpi1]|Fn] = X, fis. fur allen =0,1,.. ..

(. J

Interpretation: Die erste Bedingung verlangt, dass der Gewinn zum Zeitpunkt n nur durch
die Information bestimmt wird, die zum Zeitpunkt n vorliegt. Um die dritte Bedingung zu
interpretieren, stellen wir uns vor, dass wir uns zum Zeitpunkt n entscheiden sollen, ob wir
den aktuellen Gewinn X,, beibehalten, oder weiterspielen. Da uns bereits alle Informationen
iiber den Spielverlauf bis zum Zeitpunkt n vorliegen, ist der erwartete Gewinn zum Zeitpunkt
n + 1 (falls wir nicht aufhéren) durch den bedingten Erwartungswert E[X,,1|F,] gegeben.
Bei einem “fairen” Spiel sollte es im Mittelwert keinen Unterschied machen, ob wir aussteigen
oder weiterspielen, d.h. es sollte E[ X, 1|F,] = X,, gelten. Dies ist genau die dritte Bedingung
aus der obigen Definition.

Martingale sind also Modelle fiir faire Spiele oder Prozesse, die im Mittelwert weder steigen
noch fallen. Bald werden wir zeigen, dass der Erwartungswert eines Martingals konstant
ist, d.h. EXy = EX; = .... Man sollte aber nicht glauben, dass jeder Prozess mit einem
konstanten Mittelwert ein Martingal ist. Die Martingalbedingung (3) ist viel stérker als die
Konstanz des Erwartungswerts.

Wir betrachten nun zwei Beispiele von Martingalen.
4



Beispiel 3.2 (Irrfahrt mit Erwartungswert 0). Seien &, &, . .. unabhéngige Zufallsvariablen
mit EE, = 0 fiir alle n € N. Definiere die Filtration F,, = o(&1,. .., &), Fo = {Q, @} und die
Folge der Partialsummen

Sp,=&+...+&, So=0.
Dann ist (S, )nen, ein Martingal. Wir iiberpriifen Bedingung (3):
Dabei haben wir benutzt, dass S,, F,-messbar ist, weshalb E[S,,|F,] = S,, und dass &,.1
von F,, unabhéngig ist, weshalb E[£,11|F,] = E&,+1 = 0.

Beispiel 3.3 (Geometrische Irrfahrt mit Erwartungswert 1). Seien &j,&s, ... unabhéngige
Zufallsvariablen mit E¢, = 1 fiir alle n € N. Betrachte die Filtration F,, = o(&1,...,&,),
Fo ={Q, 2} und die geometrische Irrfahrt

Tn=%&"...-&, To=1
Dann ist (7},)nen, €in Martingal (Ubung).

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass Eigenschaft (3) aus der Definition des Martingals zur
folgenden Bedingung dquivalent ist: E[X,, 11 — X,,|F;,] = 0 fiir alle n € Ny.

Aufgabe 3.5. (X,,),en sei eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit 02-2 = Var X; <
oo und (Fp)nen, die natiirliche Filtration. Zeigen Sie, dass mit Sy, := > .- ; X; die Folge

n
M, = S?L—Za?, neN, My:=0,
i=1
ein Martingal beziiglich (F,)nen, ist.

Aufgabe 3.6. Sei € eine integrierbare Zufallsvariable und (F,)nen, eine Filtration. Zeigen
Sie, dass die Folge der Z,, := E[¢|F,], n € Ny, ein Martingal beziiglich (F;,)nen, bildet.

Ein Martingal ist ein faires Spiel. Analog konnen wir “nachteilige” und “vorteilhafte” Spiele
definieren.

( M)

Definition 3.7. Ein stochastischer Prozess (X, )nen, heiit ein Supermartingal (nach-
teiliges Spiel), wenn die obigen Bedingungen (1), (2) gelten, sowie

(3—) E[X,11|Fn] < X, f.s. fiir allen =0,1,.. ..

Definition 3.8. Ein stochastischer Prozess (X, )nen, heifit ein Submartingal (vorteil-
haftes Spiel), falls die obigen Bedingungen (1), (2) gelten, sowie
(3+) E[X 1| Fn] = X, fs. fur allen=0,1,....

(. /

Bemerkung 3.9. (X,,)en, ist ein Supermartingal genau dann, wenn (—X,,)nen, €in Sub-
martingal ist. (X,)nen, is ein Martingal genau dann, wenn (X, ),en, gleichzeitig ein Submar-
tingal und Supermartingal ist.



Lemma 3.10. Sei (X,,)nen, €in Martingal. Dann gilt fiir alle m,n € Ny mit m < n,
dass
E[X,|Fpn] = X £s.

Interpretation: Der bedingte Erwartungswert E[X,,|F,,] ist die beste Vorhersage (im Sinne
des mittleren quadratischen Fehlers) fiir X,, (“die Zukunft”) gegeben die in der o-Algebra
F., enthaltene Information. Lemma behauptet: Die beste Vorhersage fiir die Zukunft
ist bei einem Martingal die Gegenwart.

Beweis. Fiir m = n ist die Aussage klar, namlich E[X,,|F,] = X,, wegen der F,,-Messbarkeit
von X,,. Sei also m < n und somit m < n — 1 sowie F,, C F,_i. Indem wir zuerst die
Turmeigenschaft und dann die Martingaleigenschaft benutzen, erhalten wir

E[X,|Fm = EE[X, | Fr-1]|Fm] = E[Xn—1|Fn)-
Nun konnen wir induktiv weitermachen, bis wir irgendwann erhalten, dass
E[X,|Fn] = E[ X 1| Fn] = ... = E[Xpi1|Fnl-

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist gleich X,,, wegen der Martingaleigenschaft. [J

Korollar 3.11. Ein Martingal hat stets einen konstanten Erwartungswert, ndmlich
EXn = ]EXO fir allen € No.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass E[X,|Fo] = Xo. Nun benutzen wir die Turmeigenschaft
des bedingten Erwartungswertes:

EX, = E[E[X,|F]] = EX,. O

Aufgabe 3.12. Fiir ein Submartingal gilt E[X,,|F,,] > X, fiir alle m < n, sowie EX,, >
EXp.

Aufgabe 3.13. Seien (Xp)neng, (Yn)nen, Martingale beziiglich der Filtration (Fp,)nen,-
AufBlerdem sei ¥: R — R eine konvexe Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Wenn ¢ (X,) fiir alle n € Ny integrierbar ist, ist (¢(X,))nen, €in Submartingal
beziiglich (F,)nen,-
(b) (Xn A Yn)nen, ist ein Supermartingal beziiglich (F,)nen,-

4. Vorhersagbare Prozesse

Sei Fop C Fi C ... C F eine Filtration auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).

Definition 4.1. Ein stochastischer Prozess (C,,)nen (ohne Cpy) heifit vorhersagbar (eng-
lisch: previsible), wenn fiir alle n € N die Zufallsvariable C,, F,_i-messbar ist.
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Interpretation: Stellen wir uns wieder ein Gliicksspiel vor, in dem der kumulative Gewinn
zum Zeitpunkt n durch einen stochastischen Prozess (X, )nen, modelliert wird. Somit ist
der Gewinn zwischen den Zeitpunkten n — 1 und n gegeben durch X,, — X,,_1. Den Prozess
C,, denken wir uns als eine “Strategie”, namlich wir stellen uns vor, dass wir zwischen den
Zeitpunkten n — 1 und n einen Einsatz von C, machen. Unser Gewinn in diesem Intervall
berechnet sich dann zu C,, - (X,, — X,,_1). Der Einsatz C,, muss aber bereits zum Zeitpunkt
n—1 bekannt sein (wir kénnen nicht sagen, dass wir einen grofien Einsatz machen, wenn wir
im n#chsten Augenblick gewinnen), daher muss mann fordern, dass C,, eine F,,_;-messbare
Zufallsvariable sein soll.

( M)

Definition 4.2. Der Gesamtgewinn zum Zeitpunkt n € N ist

def def def
Y, (CoX)n= ) Ci- (Xp—Xi1), Yo S0
k=1
. J
Der nédchste Satz behauptet, dass der Gesamtgewinn in einem fairen Spiel ein Martingal ist.

( )

Satz 4.3. Sei (X, )nen, ein Martingal und (C,,)nen eine vorhersagbare Strategie. Sei
auBerdem C,, fiir jedes n € N beschrinkt[| Dann ist (¥;,)nen, ein Martingal.

(. J

Bemerkung 4.4. Insbesondere gilt EY,, = 0. Das heift, eine noch so ausgekliigelte Strategie
erlaubt es uns nicht, einen Gewinn in einem fairen Spiel zu einem festgelegten Zeitpunkt
n zu erzielen! Unten werden wir sehen, dass sich die Situation &ndert, wenn wir uns die
Ausstiegszeit selber aussuchen kénnen.

Beweis. Es folgt direkt aus der Definition von Y,,, dass es J,,-messbar ist. Auflerdem ist die
Zufallsvariable Cy(X) — Xx_1) integrierbar, denn X — Xj_; ist integrierbar und |Cy| < Kj
ist beschrinkt, somit

Also ist Y,, integrierbar. Es bleibt, Bedingung (3) aus der Definition eines Martingals nach-
zurechnen:
E[Yn|fn—1] - Yn—l = E[Yn - Yn—1|fn—1} - E[Cn : (Xn - Xn—1>|~’rn—1]
=C,E[X, — X, 1|Fn1]=C,-0=0,
wobei wir die F,,_1-Messbarkeit von C,, benutzt haben, sowie die Identitit E[X,,—X,,_1|F,_1] =
E[X,|Fn-1] — Xy—1 = 0, die aus der Martingaleigenschaft von (X,,) folgt. O

Bemerkung 4.5. Die Bedingung der Beschrénkheit von C,, braucht man, um Integrierbar-
keit von Y,, zu zeigen. Diese Bedingung kann durch andere Bedingungen ersetzt werden. So
gilt z.B. nach der Hélder-Ungleichung, dass

E|Cy(Xy — Xi—1)| < (E[C]P)MP - (E| Xy — Xp_1]9)H*

L4 h. fiir jedes n € N gebe es ein K, mit |C),(w)| < K, fiir alle w € Q.
7



fir alle p,g > 1 mit % + 5 = 1. Es reicht also zu fordern, dass C,, € L? und X,, € L%
Zum Beispiel bleibt die Aussage des obigen Satzes giiltig, wenn C,, und X,, quadratisch
integrierbar sind (p = ¢ = 2).

Aufgabe 4.6. Sei (X,,)nen, ein Sub/Supermartingal und (Cy,)nen vorhersagbar und be-
schriankt. Es gelte zusétzlich C), > 0. Dann ist (Y;,)nen, ebenfalls ein Sub/Supermartingal.

5. Stoppzeiten

Definition 5.1. Eine Zufallsvariable 7' : Q@ — {0,1,2,...,+00} heiit eine Stoppzeit
beziiglich der Filtration (F,)nen,, wenn

{T <n} e F, fir alle n € Ny.

Interpretation: T ist der Zeitpunkt, zu dem wir aus dem Spiel aussteigen. Das Ereignis
{T" < n} bedeutet: wir horen spétestens zum Zeitpunkt n auf. Ob dieses Ereignis eintritt
oder nicht, miissen wir zum Zeitpunkt n bereits wissen. (Wir kénnen nicht sagen: wir horen
jetzt auf, wenn wir in der néchsten Runde verlieren).

Aufgabe 5.2. Zeigen Sie: T ist eine Stoppzeit dann und genau dann, wenn
{T =n} € F, fur alle n € Ny.

Beispiel 5.3. Seien £, &, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit P[¢,, = £1] = 1/2. Betrachte
die natiirliche Filtration F,, := o(&,...,&,). Folgende Zufallsvariablen sind Stoppzeiten:
(a) “Stoppe nach der ersten +1": T'=min{n € N: ¢, = +1}.
(b) “Stoppe nach der zweiten +17: T'=min{n e N: > ;' 1y = 2}.
(c) “Stoppe nach dem ersten Auftreten von zwei aufeinanderfolgenden Einsen”: T' =
min{n >2:§, =§,_1 = +1}.
Keine Stoppzeit hingegen sind:
(d) “Stoppe vor der ersten +17: T"'= min{n € Ny : £, = +1}.
(e) “Stoppe nach der letzten +1 im Intervall {1,...,100}:” T = max{l < n < 100 :
§n = 1}‘

Aufgabe 5.4. Sei (Z,)nen, ein stochastischer Prozess und A C R eine Borel-Menge. Die
Ersteintrittszeit in A ist definiert als

7:=min{n € Ny : Z,, € A}.
Zeigen Sie, dass 7 eine Stoppzeit beziiglich der natiirlichen Filtration von (Zy,)nen, ist.
(Das Minimum der leeren Menge ist als +oo definiert.)

Entscheiden wir uns, zum Zeitpunkt 7' aufzuhoren, so bleibt unser Gewinn nach diesem
Zeitpunkt konstant gleich X7. Dies fiihrt zu folgender



Definition 5.5. Sei (X,,)nen, €in stochastischer Prozess und 7' : Q@ — {0,1,..., 400}
eine Stoppzeit. Der gestoppte Prozess (X 1) en, ist definiert durch

{Xn, falls T > n,

XTI _— =
Xp, fallsT <n

n TAn-
Dabei bezeichnet T'A n = min(7,n) das Minimum von 7" und n.

(. J

Aufgabe 5.6. Sei (F,)nen, eine Filtration, T': Q — NoU{oo} beziiglich dieser eine Stopp-
zeit und (X, )nen, ein an dieser Filtration adaptierter stochastischer Prozess. Zeigen Sie,
dass der gestoppte Prozess (X7an)nen, an (Fn)nen, adaptiert ist.

6. Optional stopping und optional sampling

Kann man mit einer ausgekliigelten Ausstiegsstrategie in einem fairen Spiel einen positiven
Gewinn erzielen? Auf den ersten Blick scheint es, dass die Antwort “nein” lauten sollte, es gibt
aber ein triviales Gegenbeispiel. Wir betrachten namlich ein Spiel, in dem wir in jeder Runde
einen Gewinn von +1 mit der jeweiligen Wahrscheinlichkeit 1/2 machen. Das Startkapital
sei 0. Wir konnen warten, bis der kumulative Gewinn +1 wird, und dann aufhéren. Auf diese
Weise machen wir in einem fairen Spiel einen sicheren Gewinn von +1! In diesem Beispiel ist
der Ausstiegszeitpunkt durch keine Konstante beschriankt (d.h., beliebig lange Wartezeiten
konnen mit positiver Wahrscheinlichkeit vorkommen). Die Situation &ndert sich, wenn wir
uns fragen, ob ein positiver Gewinn zu einem festen Zeitpunkt n erzielt werden kann.

Satz 6.1 (Optional stopping theorem von Doob). Sei (X,,)nen, ein Martingal und T
eine Stoppzeit. Dann ist der gestoppte Prozess (X7, )nen, €benfalls ein Martingal. Ins-
besondere gilt E[X1,] = E[X7n0] = E[X0].

Beweis. Betrachte die folgende Strategie: bis zum Zeitpunkt 7" machen wir jeweils einen
Einsatz von 1, nach T steigen wir aus dem Spiel aus. Das heifit,

1 falls T'>n
C=lper =12 =
=r {0, falls T <n — 1.

Diese Strategie ist vorhersagbar, denn {C,, = 0} = {T <n -1} € F,; und {C,, = 1} =
{C,, = 0}°. Gemaf} Satz {4.3| ist

(CoX),=Xra — Xo
ein Martingal. Die Martingaleigenschaft dieses Prozesses kann wie folgt geschrieben werden:
E[(X7pn — Xo) = (X1A(m-1) — Xo)[Fr1] = 0.
Indem wir X kiirzen, erhalten wir
E[X7an — Xpa(m-1)|Fn-1] =0,

was die Martingaleigenschaft des gestoppten Prozesses (Xran)nen, beweist. 0]
9



Bemerkung 6.2. Genauso lésst sich zeigen, dass ein gestopptes Submartingal /Supermartingal
ein Submartingal /Supermartingal ist.

( )

Satz 6.3 (Optional sampling theorem von Doob). Sei X = (X,,)nen, ein Martingal und
T eine Stoppzeit. Dann gilt:
EXr =EX,
vorausgesetzt, dass eine der folgenden Bedingungen gilt:
(a) T ist beschriinktfoder
(b) X ist gleichmaBig beschrinktfund 7' < oo f.s. oder
(¢) X hat gleichméBig beschrénkte Zuwéichseﬁund ET < o0

(. /

Beweis. Geméf Satz gilt EXpn, = EXj fiir alle n € N. Wir interessieren uns aber fiir
EXr.

Beweis unter (a). Sei T < N. Indem wir n = N setzen, erhalten wir, dass
EXr = EXpany = EX,.

Beweis unter (b). Aus T' < oo f.s. folgt, dass
XT/\n — XT fs.
n—oo

AuBerdem gilt wegen der gleichméfigen Beschranktheit von X, dass |Xpyan(w)| < K fiir
alle w € 2 . Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir, dass

lim EXT/\n = ]EXT

n—o0

Wegen EX 74, = EX| folgt die Behauptung.
Beweis unter (¢). Es gilt nach wie vor

XT/\n — XT f.s.

n—o0

Wir zeigen, dass die Folge (| X7an|)nen, durch eine integrierbare Zufallsvariable dominiert
wird. Wegen der gleichméfiigen Beschrianktheit der Zuwéachse gilt

TAn Thn
[ Xran — Xol = D (Ko — Xo)| €D [Xn = Xpa| < K(T An) < KT.
n=1 n=1

Also folgt, dass |Xran| < | Xo| + KT fiir alle n € Ny, wobei die obere Schranke integrierbar
ist, denn E[| X,| + KT] < 0o wegen ET < oo. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz
ergibt sich, dass

lim EXT/\n = ]EXT

n—0o0

Wegen EX7,, = EX, folgt die Behauptung. U

4d. h. es gibt ein N € N mit T'(w) < N fiir alle w € Q.

4d. h. es gibt ein K > 0 mit | X, (w)| < K fiir alle n € Ny und w € Q.

4d. h. es gibt ein 3K > 0 mit | X, (w) — X,,_1(w)| < K fiir alle n € N und w € Q.
10



Aufgabe 6.4. Fiir Submartingale gilt unter einer der obigen Bedingungen (a), (b) oder
(c), dass EXp > EX.

Aufgabe 6.5. Sei (X)pen, ein Submartingal und 77 < N eine beschrénkte Stoppzeit.
Dann gilt EX7r < EXy.

In den folgenden Beispielen zeigen wir, dass es nicht moglich ist, auf Bedingungen (a), (b),
(c) komplett zu verzichten. Es ist also moglich, in einem fairen Spiel durch die richtige Wahl
einer unbeschrénkten Ausstiegszeit einen Gewinn zu erzielen!

Beispiel 6.6. Seien &, &, . .. unabhéngige Zufallsvariablen mit P[¢; = +1] = 1. Die einfache
Irrfahrt S, = & + ... + &, mit Startpunkt Sy = 0 ist ein Martingal. Betrachte die Stoppzeit
T =min{n € N: S, = 1}. Es gilt offenbar, dass Sy = 1. Somit ist ESy = E1 =1 # ES; = 0.
Als Korollar kénnen wir folgern, dass ET" = oo sein muss. In der Tat, wire ET" endlich, so
konnten wir Satz [6.3] Teil (c), anwenden, was zu einem Widerspruch fithren wiirde.

Historisch stand das Wort “Martingal” fiir eine waghalsige Strategie, z.B. fiir die Strategie,
bei der man den Einsatz immer verdoppelt, bis man zum ersten Mal gewonnen hat.

Beispiel 6.7. Seien &, &, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit P[§; = +1] = . Unser
Einsatz zwischen den Zeitpunkten n — 1 und n sei 2"~!. Gesamtgewinn zum Zeitpunkt n ist

somit gegeben durch
X, =) 2.
k=1

Das ist ein Martingal. Sei nun 7' = min{k € N : & = +1} die erste Zeit, zu der man gewinnt.
Dann gilt
Xp=—1+2+... 4272 42 =1

Der Gesamtgewinn bei dieser Ausstiegsstrategie ist also immer gleich 1.

Zum Schluss betrachten wir eine Anwendung von Martingalen auf die Berechnung der Aus-
trittswahrscheinlichkeit einer einfachen Irrfahrt.

Beispiel 6.8. Scien &1, &, ... unabhingige Zufallsvariablen mit P[¢, = +1] = 5. Wir be-
trachten die einfache Irrfahrt
Spn=&4+...+&, So=0.
Seien —a < 0 < b und sei T'= min{n € N: S, = —a oder S,, = +b} die erste Austrittszeit
der Irrfahrt aus dem Intervall (—a,b). Wir werden zeigen, dass
b a
P[Sr = —a] = P[Sr =b] = .
(S g a+b’ (57 = b) a+b
Der gestoppte Prozess (Stan)nen, ist ein Martingal. Dieses Martingal ist gleichméBig be-
schriankt, denn —a < Spa, < b. Satz (a) ergibt ESpar = 0, also ESy = 0. Da aber Sr
nur die Werte —a und b annehmen kann, ergibt sich
0= EST = —CLP[ST = —(I] + b(l - ]P[ST = —CL]) =0.

Daraus folgt P[Sr = —a| = a%b Die zweite Formel ergibt sich aus P[Sy = b] = 1 — P[Sy =
—al.
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Aufgabe 6.9. Die asymmetrische Irrfahrt (Sy)nen ist definiert durch S, := > | X,
So = 0, wobei X1, Xo, ... eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit
PX;=1=p, P[X; =-1]=¢q,p+¢q=1fiir p,q € (0,1) ist. Fiir x € Z ist die Stoppzeit
T, :=inf{n € Ny : S,, = z} die Ersteintrittszeit in {x}.
(1) Zeigen Sie, dass mit ¢(z) := (¢/p)? die Folge (¢(Sn))nen, ein Martingal beziiglich
der von (X, )nen, erzeugten natiirlichen Filtration ist.
(2) Zeigen Sie: Fiir a < 0 < b gilt

b) — (0
p(b) — »(a)
Hinweis: Definieren Sie die Stoppzeit T := T, A T und betrachten Sie Ep(St).
(3) Zeigen Sie, dass wenn p > % ist, fiir alle @ < 0 folgendes gilt:

i [minSn < a] = P[T, < 0] = <Z> -

neN

(4) Bonus: Fir p > % und jedes b > 0 ist bekannt, dass fast sicher T}, < oo ist. Zeigen
Sie:
b
2p—1°
Hinweis: Betrachten Sie das Martingal (S, — (p — ¢)1)nen,-

ET, =

Aufgabe 6.10. (Sy),en, sei die einfache symmetrische Irrfahrt auf Z und die Stoppzeit
T sei gegeben durch T' = inf{n : S,, € {—a,a}}. Finden Sie zwei Konstanten x, A € R,
sodass

M, := S} —6nS2 + kn® 4+ n
ein Martingal ist. Berechnen Sie damit E72.

7. Doob—Zerlegung

Der folgende Satz behauptet, dass jeder stochastische Prozess in eine Summe aus einem
Martingalanteil und einem vorhersagbaren Anteil zerlegt werden kann.

( )

Satz 7.1. Sei (Sp)nen, €in stochastischer Prozess mit kanonischer Filtration F,, =

O'(So, 500 ,Sn)
(a) Es gibt eine sogenannte Doob—Zerlegung
(71) Sn = SO + Mn + Am

wobei (M,,)nen, ein Martingal ist, (A, )nen vorhersagbar ist, und My = Ay = 0.
(b) Die Zerlegung ist eindeutig modulo Nullmengen. D.h. ist

Sp=So+ M. + Al

eine andere Zerlegung mit den obigen Eigenschaften, dann ist M, = M/ und

A, = Al fs.
(c) Der Prozess (Sp)nen, ist Submartingal genau dann, wenn A, f.s. nichtfallend
(. J
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Beweis. (a): Wir geben die Zerlegung explizit an. Definiere

An = ZE[Sk - Sk_1|fk_1], AU = 0.
k=1
Dann ist A,, F,_1-messbar, also ist (A4, ),en vorhersagbar. Den Prozess (M,,),en, miissen wir
dann wie folgt definieren:
Mn = Sn — S() - An
Es gilt offenbar M, = 0. Die Martingaleigenschaft von (M, )nen, lésst sich wie folgt nach-
rechnen:

E[Mn_Mn—1|fn—1] - E[Sn_sn—l_(An_An—l)‘Fn—l] — E[Sn_sn—l_E[Sn_Sn—l’fn—l]‘-Fn—l] =0.

(b): Es sei eine Zerlegung (7.1]) gegeben. Aus (7.1) folgt, dass
E[Sn - Snfl‘«/t‘nfl] = ]E[Mn - Mnflyfnfl] + E[An - Anfl‘f‘nfl] = An - Anfb

also gilt A, = >} B[Sy — Sk_1|Fp—1] und M, = S, — Sy — A,. Da die gleiche Uberlegung
auf A, und M) anwendbar ist, folgt A, = A/, und M, = M fs.

(c): Sei (Sp)nen, €in Submartingal, dann gilt A, — A,,_1 = E[S,, — S,,—1|F—1] > 0fs. O
8. Fast sichere Konvergenz von Martingalen

Das Beispiel der einfachen Irrfahrt zeigt, dass ein Martingal nicht notwendigerweise fast
sicher konvergieren muss. Wenn man allerdings fordert, dass das Martingal in L' beschriinkt
sein soll, dann kann man auf die fast sichere Konvergenz schlieffen. In diesem Abschnitt
beweisen wir den folgenden Satz:

( )

Satz 8.1 (Martingalkonvergenzsatz von Doob). Sei (X, )nen, €in Sub-/Supermartingal,
das beschriinkt in L! ist, d.h. es gelte
sup E|X,,| < 0.
n€Np
Dann konvergiert X,, fast sicher. Das heifit, der Grenzwert X (w) := lim, o, X,(w)
existiert und ist endlich fiir fast alle w € 2. Auerdem ist E| X | < oo.
(. J
Fiir den Beweis benétigen wir einige vorbereitende Uberlegungen. Sei (X, )nen, €in stochasti-
scher Prozess. Wir bezeichnen mit Uy[a, b] die Anzahl der “upcrossings” des Intervalls (a, b)
durch die Folge Xy,..., Xxn. D. h. Uy[a,b] ist der grofite Wert von p € Ny, fiir den sich
Indizes

0<s1 <t <s3<ty<...<85,<t, <N
finden lassen mit der Eigenschaft, dass X, < a und X;, > b fiir allet = 1,..., p. Wir nennen
dann den Pfadabschnitt X, , X 11,..., X, ein “Upcrossing”.

| |
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Lemma 8.2 (Upcrossing-Lemma von Doob). Ist (X,,),en, €in Supermartingal, so gilt:
(b—a)EUy]a,b] <E[(Xy —a)7].
Dabei sei C~ = max(—c,0).

Beweis. Wir stellen uns vor, dass X,, der Gesamtgewinn zum Zeitpunkt n in einem nach-
teiligen Spiel sei. Betrachte die folgende Strategie: Warte bis X, kleiner als a wird. Danach
spiele einen Einsatz von 1 bis X, grofler als b wird. Danach: wiederhole. D. h. unser Einsatz
ist gegeben durch

C1 =1lx,<a (Fo-messbar)

C,=1c, ,=1lx, ,<b+1e, ,—0lx, ,<a (Fn_1-messbar)
Sei YV, = (C o X),, der Gesamtgewinn bei dieser Strategie. Der Prozess (C},)nen ist vorher-

sagbar, beschriankt und nichtnegativ: C,, € {0,1}. Somit ist (Y},)nen €in Supermartingal (s.
Satz [1.3] wo das fiir Martingale bewiesen wird, sowie Aufgabe [£.6). Also gilt

EYy <0.

Auf der anderen Seite fiihrt jedes Upcrossing dazu, dass wir einen Gewinn von mindestens
(b — a) einstreichen. In der Tat, wihrend des upcrossings

Xy Xoig1,y .-, Xy, mit Xy, <a<b< Xy,

ist unser Einsatz gleich 1, so dass der Gesamtgewinn im entsprechenden Zeitabschnitt gleich
Xi, — X, > b—aist. Das letzte, unvollendete Upcrossing

X .oy X, mit X <a

Sp+17° Sp+1

(falls es existiert) fithrt zu einem Gewinn von

XN—X ZXN—CLZ—(XN—(I)i.

Sp+1

Wenn es kein unvollendetes Upcrossing am Ende gibt, so ist der entsprechende Gewinn gleich
0, was ebenfalls groer als —(Xy — @)~ ist. Somit gilt:

YN Z (b - CL)UN[CL,b] - (XN - CL)_.
Indem wir uns an die Ungleichung EYy < 0 erinnern, erhalten wir

OZEYNZ (b—a)EUN[a,b]—]E(XN—a)_. ]

Korollar 8.3. Sei (X,,)nen, €in in L' beschréinktes Supermartingal, d. h. es gelte

C := sup E|X,| < o0.
n€Ng

Dann existiert fiir alle a < b der Grenzwert U[a, b] := limy_,o, Un|a, b] und es gilt
P[Us[a, b] = +o0] = 0.

Das heifit, es gibt f.s. nur endlich viele Upcrossings des Intervalls [a, b].
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Beweis. Die Folge U [a, b], Us|a, b], . . . ist nichtfallend, also existiert der Grenzwert Us[a, b] >
0. Dieser kann aber a priori 400 sein. Wir zeigen, dass EU[a,b] < co. Geméf Lemma
gilt fiir jedes endliche NV

(b— a)EUa,b] < E[(Xx —a)7] < E[|X,] + |al] < a] +C.

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich

EU 0,8 = lim EUya,0] < 45
N—oo —Qa
Also gilt EU.[a,b] < oo und somit Uy[a, b] < oo f.s. O
Nun kénnen wir Satz 8.1l beweisen.
( R

Satz 8.4 (Martingalkonvergenzsatz von Doob). Sei (X,,)nen, €in Sub-/Supermartingal,
das beschrinkt in L' ist, d.h. es gelte

sup E|X,| < oc.

n€eNg
Dann konvergiert X,, fast sicher. Das heifit, der Grenzwert X (w) := lim, oo X, (w)

existiert und ist endlich fur fast alle w € Q. Aulerdem ist E|X | < oco.
(. J

Bemerkung 8.5. Beschriinktheit in L' kann leicht abgeschwiicht werden: bei Submartin-
galen reicht die Annahme sup,, .y EX; < c0.

Beweis. OEdA sei (X, )nen, ein Supermartingal (im Fall eines Submartingals kénnen wir
(—Xn)nen, betrachten). Betrachte die Menge

F:={weQ: lim X,(w) existiert nicht in R U {—o00, +o0}}
n—o0

={w € Q:liminf X, (w) < limsup X,,(w)}
n—oo

n—o0

= U {we Q:liminf X,,(w) < a <b < limsup X,,(w)}
n—00 n—o0
a<b

a,beQ

def
= U S

a<b
a,beQ

Definitionsgemifl gilt S,;, C {w € Q : Uyla,b](w) = oo}. Nach Korollar gilt dann
P[S,s]) = O fiir alle a < b. Da S eine abziahlbare Vereinigung von S, ;’s ist, gilt P[S] = 0. Es

folgt, dass

Xoo(w) & lim X,,(w) € RU {~o0, +o0} s.

Mit dem Lemma von Fatou ergibt sich
E|X.|=E [hminf \Xn@ < liminf E|[X,| < sup E|X,| < co.

Somit ist E| X | < oo und dann auch |X| # oo f.s. O
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Korollar 8.6. Sei (X,,),en, €in Supermartingal (“nachteiliges Spiel”) mit X,, > 0. Dann
existiert der Grenzwert X, := lim,, ., X,, f.s. und es gilt E|X | < oo.

Beweis. Wegen der Supermartingaleigenschaft gilt EX, < EXj. Die Folge (X, )nen, ist
beschrinkt in L', denn

E|X,| = EX, <EX; < .
Mit Satz [8.4] ergibt sich die Behauptung. O

Beispiel 8.7 (Pdlya-Urne). Wir betrachten eine Urne mit Béllen, die zwei mogliche Farben
haben konnen: schwarz und weif3. Zum Zeitpunkt 0 befinden sich 1 weifler Ball und 1 schwar-
zer Ball in der Urne. In jeder Runde wird ein Ball zuféllig aus der Urne gezogen. Diesen Ball
legt man in die Urne zuriick zusammen mit einem weiteren Ball der gleichen Farbe. In jeder
Runde vergroBert sich die Anzahl der Bélle in der Urne um 1.

Moégliche Interpretationen dieses Modells: Schwarze bzw. weifle Bélle entsprechen den Nut-
zern von zwei Betriebssystemen (Windows und Mac OS). Jeder Kunde, der sich einen Rech-
ner kaufen mochte, fragt einen zufilligen Freund, der ein Betriebssystem bereits besitzt (zieht
also einen Ball aus der Urne), und entscheidet sich fiir das gleiche System. In einer anderen
Interpretation (die in den Originalarbeiten von Pélya und Eggenberger vorgeschlagen wurde)
wird die Ausbreitung einer Infektion mit zwei Typen von Erregern modelliert.

Sei W, bzw. S,, die Anzahl der weiflen bzw. schwarzen Bélle zum Zeitpunkt n. Es gilt offenbar
W, + S, = n+2. Aulerdem ist (W,,,S,) eine Markov-Kette auf dem Zustandsraum N x N.
Aus dem Zustand (w, s) kénnen wir in den Zustand (w + 1, s) (mit Wahrscheinlichkeit von
w/(w + s)) oder in den Zustand (w, s + 1) (mit Wahrscheinlichkeit s/(w + s)) springen.

( )

Behauptung 8.8. Sei X,, der Anteil der weiflen Bille zur Zeit n, d.h.
W, W,

= € [0,1].
W,+S, n+2 0,1]

Dann bildet (X, )nen, ein Martingal beziiglich der Filtration F,, = o(W4, Sy, ..., Wy, S,).

(. J

X, =

Beweis. Wegen der Markov-Eigenschaft gilt
E[Xn—i-l‘WOy So, ey Wn; Sn] - E[Xn+1|Wn, Sn]

W+l W, W, S, W,
 n4+3 n+2 n+3 n+2 n+2

n-

O
Satz oder Korollar besagen nun, dass der Grenzwert X, := lim,, . X,, € [0, 1] fast
sicher existiert. Allerdings stimmt es nicht, dass X, # 1/2 f.s.!!l Man kann zeigen, dass X
eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable ist. Allgemeiner, wenn die Urne
am Anfang a weifle und b schwarze Bélle enthélt, kann man zeigen, dass X, ~ Beta(a,b).
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Aufgabe 8.9 (Diskreter Satz von Liouville). Eine Funktion f : Z? — R heifit harmonisch,
wenn fiir jedes (v,y) € Z?
1
(1) Zeigen Sie, dass jede beschréankte harmonische Funktion konstant ist.
(2) Zeigen Sie, dass jede nicht-negative harmonische Funktion konstant ist.

Hinweis: Betrachten Sie die einfache symmetrische Irrfahrt Xo, X1, Xo, ... auf Z2. Zeigen
Sie, dass wenn f harmonisch ist, (f(X;))nen, ein Martingal ist.

9. L?-Konvergenz von Martingalen

Eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) heiit quadratisch inte-
grierbar, falls EX? < oco. Die Menge aller quadratisch integrierbaren Zufallsvariablenf] auf
(2, F,P) bildet einen Hilbertraum L* = L?(Q2, 7, P) mit dem Skalarprodukt

(X,Y)=E[XY], X,Y €l
Der L?-Abstand zwischen zwei Zufallsvariablen X, Y € L? ist definiert durch
[X =Yl = VE[(X —Y)?].

Eine Folge von Zufallsvariablen X1, X5, ... konvergiert gegen X in L? (oder im quadratischen
Mittel), wenn der L?-Abstand zwischen X,, und X gegen 0 geht, d.h. wenn

lim E[(X, — X)?] = 0.
n—oo

Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, dass alle beteiligten Zufallsvariablen quadratisch inte-
grierbar sind.

Nun sei (X,)nen, €in L2-Martingal auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P), d.h. es gelte
X, € L? fur alle n € Ny. Wir iiberlassen es dem Leser als Ubung zu zeigen, dass die
Martingalzuwéchse

XO,XI - XO,XQ _X17X3 _X27. ..
paarweise unkorreliert sind.

Wir kénnen uns ein Martingal als einen Polygonzug im Hilbertraum L?(Q, F,P) vorstel-
len, der die Punkte X, Xs,... miteinander verbindet. Dabei besitzt die Unkorreliertheit
der Zuwichse eine erstaunliche geometrische Interpretation: alle Strecken des Polygonzugs
stehen senkrecht aufeinander! Ein solcher Polygonzug kann nur in einem unendlich dimen-
sionalen Hilbertraum existieren. Wir fragen uns nun, ob X,, in L? gegen einen Grenzwert
X konvergiert. Der Satz von Pythagoras im Hilbertraum legt die Vermutung nahe, dass
das genau dann der Fall ist, wenn die Summe der quadrierten Langen der Strecken endlich
ist. Der néichste Satz bestétigt diese Vermutung.

Satz 9.1. Sei (X,,)nen, ein Martingal mit X, € L?. Dann sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:

(1) Das Martingal ist beschrénkt in L?, d.h. sup,,cy, EX? < oc.

Zwei Zufallsvariablen werden identifiziert, wenn sie f.s. gleich sind.
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(2) Yop E[( Xk — Xp—1)?] < o0
(3) X,, konvergiert f.s. und in L.

Beweis. (1) < (2): Aus der Unkorreliertheit von Xg, X1 — Xo, Xo — Xy, ... folgt, dass
Var X,, = Var(X,, — X,,_1) + ... + Var(X; — Xj) + Var Xj.
Die Behauptung folgt dann aus der Identitét

EX? = Var X, + (EX,,)? ZVar (X — Xp_1) + Var X + (EX,)?

k=1

=Y E[(Xi — Xx—1)’] + E[XJ].

k=1

(3) = (1): Es gelte X,, — X, in L?. Eine konvergente Folge in einem metrischen Raum ist
immer beschrinkt. Somit ist (X,,)nen, beschrinkt in L2.

(1) und (2) = (3): Es sei sup,en, EX? < co. Dann ist auch sup,cy, E|X,| < oo, denn
(E|X,|)* < EX2. Das Martingal (X,,),en, ist also beschriinkt in L'. Nach dem Martingal-
konvergenzsatz konvergiert es f.s. gegen einen Grenzwert X.

Wir miissen allerdings noch die L2-Konvergenz von X,, gegen X, zeigen. Zu zeigen ist also
lim,, 00 E[(X,, — X&)?] = 0. Das Lemma von Fatou, angewendet auf die f.s. Konvergenz
(X — X0)? = (Xoo — X,,)? (fiir m — o0) liefert

E[(Xso—Xn)?] < liminf E[(X,,—X,)?] = liminf Z = X)) = ) E[(Xe—Xi)?),
m—r0o0 m—00 - n+1 k:n+1

wobei wir die Unkorreliertheit der Zuwiéchse benutzt haben. Fiir n — oo geht die rechte
Seite gegen 0 nach Voraussetzung von (2). Somit gilt X,, — X, in L% O

Beispiel 9.2. Seien &, &y, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit E¢; = 0 und Var&; = 1. Der Prozess
X, = Z 1 aréy ist ein Martingal fiir jede Wahl von deterministischen Gew1chten ay €
R. Satz behauptet X konverglert in L? und f.s. genau dann, wenn Y - a? < oo.
So konverglert die Reihe £1 :I: i + ... (wobei jedes Vorzeichen unabhéngig von allen
anderen mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1 / 2 ein + oder ein — sein kann) f.s. und in L?  denn

1+ 3+ +... <oo,

Aufgabe 9.3. Beweisen Sie mit Hilfe der Unkorreliertheit der Zuwichse ein schwaches
Gesetz der grofien Zahlen fiir Martingale (X,,)nen, unter der Annahme sup,,cy E[(X,, —
Xn-1)?%] < 0o, d.h. zeigen Sie

lim ]P’( &
n—00 n

>€>:O fiir alle € > 0.

10. Gleichgradige Integrierbarkeit und Konvergenz in L'
Erinnerung:

e Fast sichere Konvergenz: X, % X falls P{w € Q : lim, 00 Xp(w) = Xoo}] = 1.

e [P-Konvergenz: X, SN Xoo falls lim, oo E|X,, — Xoo|P = 0.
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Im Allgemeinen gilt:
XIS xoA X, 2 Xy X, IS X A lim EX, = EX...

n—oo

Fiir ein in L' beschriinktes Sub/Supermartingal (X,,),en, haben wir gezeigt, dass

X, % X

n—oo

Gilt dann auch X, L, Xoo? Auflerdem wissen wir, dass fiir ein Martingal der Erwartungs-
wert EX,, = EX, konstant bleibt. Gilt dann auch EX = EX, = EX,? Die Antwort auf
beide Fragen ist im Allgemeinen “nein”, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 10.1 (Multiplikative Irrfahrt). Seien &, &, ... w.i.v. Zufallsvariablen und betrachte
die Partialsummen S, = & + ...+ &,. Sei

©(t) :=log Ee’ < oo fiir alle ¢t € R.

Falls &; nicht konstant ist (was wir stets voraussetzen), ist die Funktion ¢ strikt konvex. (Um
das zu zeigen, berechnet man die zweite Ableitung von ). Die multiplikative Irrfahrt

X, = etSn—ngo(t) _ Heth—cp(t)’ Xo =1,
k=1

bildet ein Martingal, denn Ee* () = 1. Der Erwartungswert von X, bleibt konstant:
EX, =1 fir alle n € Nj.

Nun schauen wir uns das Verhalten fiir n — oo an. Nach Korollar existiert der fast sichere
Grenzwert X, := lim,,_,, X,,. Wir bestimmen X .. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt

Sn .S.
e (V)
n mn—oo
Wegen der Konvexitdt von ¢ folgt, dass
tSy  fs.
= 5 10/(0) < ().

n n—oo
Es gilt £S5, —¢(t) -n — —oo und somit X, = lim,,_,, X,, = ¢~ = 0 f.s. Fiir unser Martingal
gilt also erstaunlicherweise
EXg=EX;=...=1, allerdings EX, =0.

Auflerdem konvergiert die Folge X,, fast sicher aber nicht in L', denn eine L!'-Konvergenz
wiirde die Konvergenz der Erwartungswerte implizieren, die ja nicht gilt.

Aus der fast sicheren Konvergenz eines Martingals folgt im Allgemeinen keine L'-Konvergenz.
Man braucht eine zusitzliche Bedingung, damit man auf die L'-Konvergenz schlieen kann.
Diese Bedingung formulieren wir in der folgenden Definition.

Definition 10.2 (Gleichgradige Integrierbarkeit). Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. Eine Familie C C L'(Q, F,P) von integrierbaren Zufallsvariablen heifit gleichgradig
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integrierbar, falls wir fiir jedes € > 0 ein K > 0 finden konnen mit

supE [| X |1 x>k] <e.
Xec

Eine dquivalente Formulierung: C ist gleichgradig integrierbar, wenn

R SR B (X s =0

Proposition 10.3. Jede gleichgradig integrierbare Familie ist beschrinkt in L.

Beweis. Zu zeigen ist, dass supyce E|X| < oo. Aus der Definition der gleichgradigen
Integrierbarkeit mit ¢ = 1 folgt die Existenz eines K7 > 0 mit supyce E[| X |1 jx>k,] < 1.
Fiir den Erwartungswert von X € C gilt somit

E|X|=E [|X|1|X\>K1] +E [|X|1|X\§KJ <1+ K;.

OJ
Das néchste Beispiel zeigt, dass die Umkehrung der obigen Aussage im Allgemeinen falsch
ist.

Beispiel 10.4 (Eine in L' beschriinkte, aber nicht gleichgradig integrierbare Familie). Sei
2 = [0, 1] versehen mit der Borel-o-Algebra und dem Lebesgue-Maf. Betrachte die Zufalls-
variablen

Xn ::n-ﬂ[o’l/n] fir n = 1,2,....
Es gilt offenbar EX,, = 1, also ist die Familie (X, ),en beschrinkt in L. Allerdings ist

(Xn)nen nicht gleichgradig integrierbar. Um das zu zeigen, sei K > 0 vorgegeben. Fiir alle
n > K gilt dann

E [|XalLx,5x] = E [ndp/m] = 1.

Somit ist sup,ey E [| X, |1x,>k] = 1 fiir alle K > 0 und die Bedingung der gleichgradigen
Integrierbarkeit ist verletzt z.B. fiir e = 1/2. |

( N
Proposition 10.5. Fiir jede Zufallsvariable X € L' (d.h. E|X| < oo) gilt

Mit anderen Worten: Eine aus einer einzigen Zufallsvariable bestehende Familie ist gleich-

gradig integrierbar.
. J

Beweis. Die Folge Yx := | X|1x|>x ist monoton fallend und konvergiert fast sicher gegen
0 fir K — co. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich die Behauptung. [J

Aufgabe 10.6. Zeigen Sie: Sind Cy,...,C, endlich viele gleichgradig integrierbare Fami-
lien, so ist auch deren Vereinigung C; U...UC,, gleichgradig integrierbar. Insbesondere ist
jede endliche Familie von integrierbaren Zufallsvariablen gleichgradig integrierbar.
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Proposition 10.7 (Hinreichende Bedingungen fiir gleichgradige Integrierbarkeit).

(a) Dominierte Familien sind gleichgradig integrierbar. D.h.: Sei C eine Familie von
Zufallsvariablen und Y > 0 eine weitere Zufallsvariable mit EY < oo und
|X| <Y fiir alle X € C. Dann ist C gleichgradig integrierbar.

(b) LP-beschrénkte Familien, wobei p > 1, sind gleichgradig integrierbar. D.h.: Sei
C eine Familie von Zufallsvariablen mit sup y.. E|X|P < oo fiir ein p > 1. Dann
ist C gleichgradig integrierbar. (Fiir p = 1 stimmt das nicht, s. oben).

(. J

Beweis. (a) Fiir jedes X € C gilt | X| <Y und somit

sup E[| X[ 1 xj>k] <E[Y1ysk] — 0,

XeC K—+o00
wobei wir Proposition benutzt haben. Somit ist C gleichgradig integrierbar.
(b) Fiir jedes X € C gilt

X|P
E UX‘IL\X|>K} =K LAL(’%HXDK] < K'PE [‘X|p1|X‘>K} < KlprlX’p.

Es folgt, dass supyee E [|X|1jx>x] < K" Psupyee E|X|P, was fir K — +oo gegen 0 kon-
vergiert, da p > 1 und das Supremum auf der rechten Seite endlich ist. Also ist C gleichgradig
integrierbar. 0

Der néchste Satz gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir gleichgradige Inte-
grierbarkeit.

e M)

Satz 10.8 (Kriterium fiir gleichgradige Integrierbarkeit). Eine Familie C C L'(Q, F,P)
ist gleichgradig integrierbar genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt
sind:

(1) C ist beschrinkt in L', d.h. supy.. E|X]| < oo.

(2) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit

E[|X|14] < € fur alle X € C und alle A € F mit P[A] < 6.

(. J

Beweis. “<=". Es seien Bedingungen (1) und (2) erfiillt. Wir zeigen, dass C gleichgradig
integrierbar ist. Zu einem vorgegebenen £ > 0 miissen wir ein K konstruieren, fiir das

sup E[| X |1 x>r] <€
xec

gilt. Sei zundchst K > 0 beliebig. Die Markov-Ungleichung liefert die Abschétzung

1 B
Pl|X| > K] < =E|X| < —
I%1> K] < X < 7



wobei B := supyc E|X| < 0o. Sei nun 0 > 0 wie in Bedingung (2) und K so groB, dass
B/K < 6. Dann gilt P[|X| > K] < B/K < ¢ fiir alle X € C. Somit gilt nach Bedingung (2),
dass E[| X |1 x>k] < &, und die Behauptung ist bewiesen.

“—". Sei C eine gleichgradig integrierbare Familie. Bedingung (1) wurde bereits in Pro-
position gezeigt. Wir zeigen, dass (2) gilt. Sei also € > 0 vorgegeben. Wir haben die
Abschétzung

£
E[1X|La] = E{X[1x1xLa] + EIX Lol € KE[Ly] + B[ X[1xj2] < KPLA] + .
falls K hinreichend groB ist. Wir wéhlen 0 = 5%, dann gilt E[|X[14] <5+ 5§ =«¢. O

Wir wissen, dass Konvergenz in Wahrscheinlichkeit schwicher als die L'-Konvergenz ist. Im
folgenden Satz zeigen wir, dass

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit + gleichgradige Integrierbarkeit = Kon-
vergenz in L.

Satz 10.9. Sei X, X3, X, ... integrierbare Zufallsvariablen. Die Konvergenz X, x
gilt genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(a) X,, = X in Wahrscheinlichkeit (d.h. lim,, o P[| X, —X| > ¢] = 0 fiir alle e > 0).
(b) Die Folge (X, )nen ist gleichgradig integrierbar.

(. J

Beweis. “«<=": Es gelte X,, — X in Wahrscheinlichkeit und die Folge (X, )nen sei gleich-
gradig integrierbar. Zu zeigen ist, dass X,, — X in L'. Zu diesem Zweck betrachten wir

E|Xn — X| = ]E|Xn — X|1\XH—X\§§ =+ ]E|Xn — X|1|XH—X\>§
£
< 5 T EllXallix,—x1>5] + E[[ X [T, -x1> ],

Da die Familie {X, X1, X5,...} gleichgradig integrierbar ist, gibt es geméfl Satz ein
d > 0 mit der Eigenschaft, dass E|X,|1r < ¢/4 und E|X|1p < ¢/4 fiir alle Ereignisse F' mit
P[F] < 0. Da X,, gegen X in Wahrscheinlichkeit konvergiert, gilt P[|X,, — X| > §] < 0 fiir n
hinreichend groB. Mit F' = {|X,, — X| > £} erhalten wir
€ €

E[[Xallix,-x1>5] < 3o EllX[Lx,—x125] < -
Indem wir alles zusammenfassen, erhalten wir die Ungleichung E|X, — X| < & wenn n
hinreichend grof§ ist.

“—=": BEs sei X,, — X in L'. Aus der Markov—Ungleichung folgt X,, — X in Wahrschein-
lichkeit. Wir miissen also die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (X, ),en nachweisen.
Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir miissen ein K angeben, fiir das

Sup E[| Xa|Lyx, o] < €
neN

gilt. Wegen der L!-Konvergenz gibt es ein N so dass

E|X, — X| < g fiir alle n > N.
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Da die endliche Familie {X, Xj,..., Xy} gleichgradig integrierbar ist, konnen wir ein § > 0
finden, so dass

E|X,|1r <&, E|X|Lp< % fir allen = 1,..., N und alle F € F mit P[F] < 6.

Da (X, )nen beschréinkt in L' ist, gilt sup,, oy E|X,| < K fiir ein hinreichend grofies K. Mit
der Markov—Ungleichung erhalten wir die Abschitzung

E|X
P[|X,| > K| < |Kn| < ¢ fiir alle n € N,

Fiir alle n > N gilt die Abschétzung
€

5
E[|Xn|1ix,>x] < E[|X|Lix,>x] + E[X — X,| < 5Ty =¢
Fir n < N erhalten wir mit F' = {|X,,| > K} die Abschitzung E[|X,|1|x,>x] < €. Somit
ist (X, )nen gleichgradig integrierbar. O

Bemerkung 10.10 (Dominierte Konvergenz). Als Spezialfall erhalten wir eine Verstiarkung
des Satzes von der dominierten Konvergenz. Sei ndmlich X, Xs, ... eine Folge von Zufalls-
variablen mit

(1) X,, — X in Wahrscheinlichkeit und
(2) | X, <Y, wobei Y > 0 eine integriebare Zufallsvariable ist.

Dann ist die Familie (X,,),en gleichgradig integrierbar nach Proposition (a). Mit Satz
erhalten wir, dass X,, — X in L! und somit auch lim,_,.. EX, = EX. Diese Aussage ist
stéarker als der Satz von der dominierten Konvergenz, in dem man fast sichere Konvergenz
anstelle der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit fordert.

Aufgabe 10.11. (X;)er sei eine Familie von Zufallsvariablen.
(1) Zeigen Sie, dass (X¢)ier gleichgradig integrierbar ist, wenn es eine Funktion
¢: R — [0, 00) gibt, die lim;_ o0 @ = oo und sup,cr Ep(| X3|) < oo erfiillt.
(2) (Xi¢)ter sei gleichgradig integrierbar. Zeigen Sie, dass es eine reellwertige Folge
an, — 00 gibt, sodass

o0
v: R —[0,00),2 — Z(x —an)t
n=1
die beiden Bedingungen aus (a) erfiillt.
Bemerkung: Dieses ¢ is offensichtlich konvex und monoton wachsend.

Aufgabe 10.12. Sei X € L'(Q, F,P) eine integrierbare Zufallsgrofe. Zeigen Sie, dass die
Menge

{E[X|G] : G C F ist Unter-o-Algebra}
gleichgradig integrierbar ist.

11. Gleichgradig integrierbare Martingale

Ein Martingal (X,,)nen, heiit gleichgradig integrierbar, wenn die Familie (X,)nen, gleich-
gradig integrierbar ist.
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Satz 11.1. Sei (X,)nen, ein gleichgradig integrierbares Martingal. Dann existiert der
Grenzwert X := lim,,_,o, X, f.5s. und in L'. AuBerdem gilt: X,, = E[X|F,] fs.

Beweis. Da das Martingal (X,,)nen, gleichgradig integrierbar ist, ist es laut Propositionm
beschriinkt in L. Gemif Satz konvergiert X,, fast sicher gegen einen Grenzwert X, mit
E|X«| < 0o. Die gleichgradige Integrierbarkeit und die fast sichere Konvergenz implizieren
nach Satz[10.9] dass X,, — X, in L'.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass X,, = E[X|F,] f.s. Die Zufallsvariable X, ist F,-messbar.
Zu zeigen ist noch, dass

E[X,1p] = E[Xo1p]

fir jedes Ereignis F' € F,,. Fiir r > n gilt E[X, 1x| = E[X,, 1F], denn E[X,|F,] = X,, wegen
der Martingaleigenschaft. Es reicht also zu zeigen, dass lim, . E[X,1r] = E[X1F]. Dies
wird wie folgt gemacht:

|E[X,1r] — E[Xo1p|| < E[|X, — Xoo|lp] < E|X, — Xo| — 0,
r—00

da X, = X in L'. Also gilt E[X,,1r] = E[X1F] und somit X,, = E[X | F,]. O

Bemerkung 11.2. Fiir das L!-beschrinkte Martingal aus Beispiel gilt Xoo = 0 und
somit X,, # E[X|F,]. Also ist dieses Martingal nicht gleichgradig integrierbar.

Bemerkung 11.3. Sei (X,,)nen, €in Martingal mit sup, ¢y, E|X,| < co (L'-Beschrénktheit)
oder X, > 0. Wir wissen aus dem Martingalkonvergenzsatz von Doob, dass X,, — X f.s.
Um zu zeigen, dass X,, — X in L' (und somit EX,, — EX_,), reicht es zu zeigen, dass X,
fiir ein p > 1 in LP beschrankt ist.

Der néchste Satz ist im gewissen eine Umkehrung von Satz [I1.1]

4 N
Satz 11.4 (Paul Lévy). Sei & € LY(Q, F,P) eine Zufallsvariable und Fy C F; C ... eine
Filtration. Dann ist X, := E[{|F,] ein gleichgradig integrierbares Martingal und

E[¢|F,] — E[¢|Fs] fs. undin L',
n—oo
wobei Fo, 1= o(Fo, Fi, .. .).

(. J

Beweis. (X,)nen, ist gleichgradig integrierbar, denn sogar die gréBere Familie {E[¢|H]: G C
F,G ist 0 — Algebra} ist gleichgradig integrierbar (Ubung).
Satz besagt, dass X,, — X f.s. und in L! fiir eine Zufallsvariable X . AuBerdem gilt

X, = E[X«|Fy]- Es bleibt zu zeigen, dass X, = E[¢|F] f.s. Sei £ > 0 (andernfalls kénnen
wir die Zerlegung £ = £ — £~ betrachten). Betrachte die folgenden zwei Mafle auf (2, F..):

Qi(A) =E[€1,], A€ F, mit Dichte £ := E[¢|F,]
Q2(A) = E[Xo14], A€ F, mit Dichte X.
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Fiir A € F, gilt E[f14] = E[X,14], denn E[€|F,] = E[E[E|Fu]|F] = E[€]|Fa] = Xn. Auf der
anderen Seite gilt E[X,14] = E[Xc14], denn X,, = E[X|F,] gemiB Satz[11.1] Somit gilt

E[é14] = E[Xo14]  fiir alle A € F,,.
—_——
Q1(4) Q2(4)

Die Mafie 1 und @ stimmen also auf dem Mengensstem | J, -, F,, iiberein. Da dieses Sys-
tem schnittstabil ist (Ubung), miissen @; und @, auf F iibereinstimmen (Eindeutigkeit der
Fortsetzung). Also gilt fiir die entsprechenden Dichten £ = X, f.s. 0

Als Anwendung von Satz geben wir einen neuen Beweis des 0-1-Gesetzes von Kolmo-
gOTOV.

( N

Satz 11.5 (0-1-Gesetz von Kolmogorov). Seien X7, Xs,... unabhéngige Zufallsvaria-
blen. Definiere die o-Algebren

Tn = 0(Xpni1, Xny2,...) und T := ﬂ T, (die Terminale o-Algebra).

n€Ngp

Dann gilt fiir jedes Ereignis A € T, dass P[A] € {0, 1}.

& J

Beweis. Sei F,, = o(Xy,...,X,) und Fy = {@,Q}. Dann ist Fy C F; C ... eine Filtration.
Die o-Algebra F, ist unabhéingig von 7,, also ist F, unabhéngig von der noch kleineren
o-Algebra T. Somit ist jedes terminale Ereignis A € T unabhéngig von F,,. Das heifit,

E[14]|F,) =E[14] =P[A4] fs.
Auf der anderen Seite folgt aus Satz [11.4] dass
E[1A|fn] :) E[ﬂA’foo] =14 f.S.,

denn A € F.
Zusammenfassend, erhalten wir, dass lim,,_,o, P[A] = 14 f.s. Das geht nur dann, wenn P[A] €
{0,1}! O

12. Optional sampling fiir gleichgradig integrierbare Martingale

Satz 12.1. Sei (X, )nen, ein gleichgradig integrierbares Martingal und 7' < oo eine
Stoppzeit. Dann ist das gestoppte Martingal (X,a7)nen, ebenfalls gleichgradig integrier-
bar.

Beweis. Sei K > 0 beliebig. Indem wir die disjunkte Zerlegung des Wahrscheinlichkeits-
raumes in die Ereignisse {T' < n} und {T" > n} betrachten, erhalten wir
El| Xtanl Lixppn>&] = El| Xoan|Lix 0> & Lr<n) + El| Xan| Lixpn, > & Lrcn]
= E[| X7|1 x> 5 1r<n] + E[[ Xn|1x, >k 17<n]
< E[X7[1xp5> k] + E[| Xn|Lx, > k]
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Fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 werden wir im Folgenden ein hinreichend grofies K angeben, fiir
das beide Summanden auf der rechten Seite < § werden. Fiir den zweiten Summanden ist
die Behauptung klar, denn (X,,),en, ist gleichgradig integrierbar.

Der erste Summand. Es reicht zu zeigen, dass E|Xr| < oo. Die Folge (|X,|)nen, ist ein
Submartingal, denn die Funktion x — |z| ist konvex. Fiir jedes n € Ny ist T'An ist Stoppzeit
mit T'An < n. In Aufgabe wurde gezeigt, dass E|X7a,| < EX,. Es folgt also, dass

sup E|X7pn| < sup E|X,| < oo,
n&€Np n€Ng

da (X, )nen, gleichgradig integrierbar und somit beschrinkt in L' ist. Also ist (|X7an|)nen,
ein in L' beschrinktes Submartingal. Es ist klar, dass

| Xrnn| 255 | Xp].
n—oo

Satz [8.4] liefert nun die Integrierbarkeit des Limes: E| X7| < oc. O

Satz 12.2 (Optional sampling fiir gleichgradig integrierbare Martingale). Sei (X, )nen,
ein gleichgradig integrierbares Martingal und 7' < oo eine Stoppzeit. Dann gilt

EXr = EX,.

Beweis. In Satz haben wir gezeigt, dass die Folge (X7an)nen, gleichgradig integrierbar
ist. Auflerdem gilt wegen der Endlichkeit von T', dass

Xonn L5 X

n—o0

Satz ergibt, dass X, — X7 auch in L' und somit
lim EXT/\n = ]EXT

n—o0

Nach dem Optional Stopping Theorem von Doob, Satz[6.1], gilt aber EXrn,, = EX,. Es folgt,
dass EX7 = EX|. O

Bemerkung 12.3. Fiir gleichgradig integrierbare Submartingale kann man zeigen, dass
EXy) <EXr <EX,.

13. Wald’sche Gleichungen

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Formel fiir den Erwartungswert einer gestoppten
Irrfahrt.

e )

Satz 13.1 (Erste Wald’sche Gleichung). Seien &;, &, . .. u.i.v. Zufallsvariablen mit E¢,, =
i und Partialsummen

Sn:£1+...—|—£n, So = 0.
Sei (Fp )nen, eine Filtration mit o(&q, ..., &,) C F, und so, dass 41, {nio, - - - unabhingig
von JF,, sind. Dann gilt fiir jede Stoppzeit 7 mit E7 < oo die Formel

ES, = pET.
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Oft wird die Wald’sche Gleichung nur im Speziallfall einer von der Irrfahrt unabhéngigen
Stoppzeit formuliert.

Beispiel 13.2. Sei N eine Zufallsvariable mit Werten in {0,1,2,...} und EN < oo, die
unabhéngig von &;,&,, ... ist. Dann gilt ESy = uEN.

Beweis. Wir betrachten die Stoppzeit 7 = N und die Filtration F,, = o(&,...,&:, N).
Die o-Algebra o(&,41,&n 12, - - .) ist unabhéngig von F,, = a(&1,...,&,, N). Wir konnen also
Satz [13.1] anwenden. (]

Beweis von Satz(13.1 Die Folge (M,,)nen, := (Sn—nit)nen, bildet ein Martingal beziiglich
(Fn)nen,, denn

E[S, 1 — (n+ DulFa] = E[(S, —np) + &upr — plFn] = S —np +El§ 1 — p] = Sp — npe.

Der gestoppte Prozess (M,a:)nen, ist somit ebenfalls ein Martingal. Wir behaupten, dass
dieses Martingal gleichgradig integrierbar istﬁ Wir bezeichnen die Martingaldifferenzen mit
A, =M, — M, 1 =&, — puund stellen fest, dass

(13.1) El|Anl[Fr-1] = E[|&n — pl[Fai] = El[&n — 4| = C < .

Wir werden zeigen, dass die Familie (M n,)nen, durch eine integrierbare Zufallsvariable
dominiert wird. Es gilt

TAN n
MT/\n - MO = Z Aj = ]l{TZj}AJ"
j=1 j=1
Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

[ Mopn] < [Mo| + ) 141,25
j=1
Die Zufallsvariable auf der rechten Seite hingt nicht von n ab. Es bleibt zu zeigen, dass sie
integrierbar ist (dann kann man auf Proposition [10.7[(a) verweisen). Aus der Definition eines
Martingals folgt, dass E|My| < co. Wir zeigen nun, dass die Summe auf der rechten Seite
integrierbar ist. Es gilt

> E[|A1,5] = Z/ E(|Aj||Fj—1)dP = > CP[r > j] = CEr < oo,
=1 j=1 {r>35}

j=1
wobei wir ([13.1) benutzt haben. Also wird die Familie (M, x,)nen, durch eine integrierte
Zufallsvariable dominiert und ist somit gleichgradig integrierbar.

Wegen der Endlichkeit von 7 gilt M,,n, — M, f.s. und somit auch in L' (Satz[10.9). Es folgt,
dass EM, = lim,_,o, EM,, = 0 und somit ES, = pEr. O

Nun beweisen wir eine Formel fiir die Varianz von S,.

| |

Die Hauptschwierigkeit bei diesem Beweis besteht darin, dass das nichtgestoppte Martingal S,, — nu
nicht gleichgradig integrierbar ist. Sonst konnten wir auf dieses Martingal direkt Satz anwenden.
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Satz 13.3 (Zweite Wald’sche Gleichung). Zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz[13.1
gelte 02 := Var§; < oo und p = E¢& = 0. Dann gilt

Var S, = ES? = ¢°Er.

J

Beweis. Es ist klar, dass Var S, = ES?, denn ES, = 0 nach Satz [13.1} Wir zeigen, dass
ES? = o%Er.

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass ES?, |
dass

= 0?E(7 A n). Zu diesem Zweck stellen wir fest,

n n 2
o= Lesp(ST =57 )= 158 +2) 15,651
=1 j=1 =1

Die Zufallsvariable 5; ist unabhéngig von (S;_1, 1,>;), denn sowohl S;_; als auch 1,<; =
1 —1,<;—1 sind F;_;-messbar. Somit berechnet sich der Erwartungswert zu

ESZ,, =E Y Plr > j]+0=0"E[r An].
j=1

SCHRITT 2. Wegen der Endlichkeit von 7 gilt S2,, — S2 f.s. Wir zeigen, dass die Familie
(57

2 w)neN, gleichgradig integrierbar ist. Daraus wiirde folgen, dass
ES? = lim ES2,, = lim o’E[r An] = (E7)o?,
n—oo n—o0

wobei wir Schritt 1 und danach die monotone Konvergenz benutzt haben. Der Satz wére
somit bewiesen.

Wir zeigen also die gleichgradige Integrierbarkeit von (52, )nen,- Das Lemma von Fatou
ergibt
ES? < liminf ES?

2 .= 0ET < oo,
also ist S2 € LY. Somit ist (E[S2|F,an))nen, ein gleichgradig integrierbares Martingal[] Es

reicht zu zeigen, dass S2,,, < E[S?|F, ). Zu diesem Zweck betrachten wir

TAN
E[Sﬂ}—ﬂ\n] - 572'/\71 = E[Sf - Sz/\n|~’r7/\n]

= E[(S7 — Sran)(Sr + Sran)|Fran)
= 28 AnE[(Sr = Srpn) | Fran] +E(Sr = Sran)* [ Franl-
Der zweite Summand ist > 0. Fiir den ersten Summanden gilt
E[(Sr = Senn)|Fran] = E[S7|Fran] — E[Sran|Fran] = Sran — Sran =0,

wobei wir hier eine etwas allgemeinere Form des Optional Stopping benutzt haben, ndmlich
E[St,|Fr,] = Sty, falls Ty < T, < n zwei beschriankte Stoppzeiten sind. O

"Fiir eine Stoppzeit T definieren wir Fr = {A € F : AN{T < k} € F}, fiir alle k € Ny}. Wir iiberlassen
es dem Leser als Ubung zu zeigen, dass Fr eine o-Algebra ist und dass fiir zwei Stoppzeiten T7 < T5 die
Inklusion Fr, C Fr, gilt.
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14. Riickwartsmartingale und Gesetz der grofien Zahlen

Das starke Gesetz der groflen Zahlen behauptet, dass fiir Partialsummen S, := & +. . .+&, der

unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen &;,&s, ... mit E|&| < oo die fast sichere
Konvergenz

Sn .S.

- f_> E£1

n n—oo

gilt. Man kann sich fragen, ob man diese Aussage nicht als Korollar des Martingalkonver-
genzsatzes herleiten kann. Leider ist die Folge (S,,/n)neny im Allgemeinen kein Martingal.
Stattdessen bildet diese Folge ein sogenanntes Riickwéartsmartingal (auch inverses Martingal
genannt).

Betrachte einen fiir nichtpositive Zeiten definierten stochastischen Prozess (X_,,),>0 (vollsténdig
ausgeschrieben: ..., X o, X 1, Xj), und eine Riickwirtsfiltration

LLCF,,C...CF L CFHCF

Definition 14.1. Der Prozess (X_,)n>0 heiBit ein Rickwdrtsmartingal beziiglich der
Filtration (F_,)n>o0, falls

(1) E|X_,| < oo fir alle n > 0;

(2) X_,, ist F_,-messbar fiir alle n > 0;

(3) E[X_pi1|F-n) = X_,, fur alle n > 1.

(. /

Beispiel 14.2. Seien &1, &, ... wi.v. Zufallsvariablen mit E|&;| < co. Betrachte die Partial-
summen S,, = & + ... + &, und die Filtration F_, = 0(S,, Spa1,-..), n=0,1,....

S3 S22 S1

Behauptung 14.3. Der Prozess ..., 3, 52, 35,0 ist ein Riickwértsmartingal.

Beweis. Wir rechnen die dritte Bedingung nach:

Sn*1 Sn - gn Sn 1
]E|:n_1‘]:—n:|:E|:n_1 Sn’Sn+17“':|:;_n_lE[gn‘Sn’Sn'Fl?"‘}'
Wir iiberlassen es dem Leser als eine Ubung zu zeigen, dass E[@L‘Sn, Sntty -] = Sp/n. Es
folgt
E Sh_1 Fol= Sh B Sh :&‘
n—1 n—1 nnh-1) n

Aufgabe 14.4. Fiir ein Riickwértsmartingal (X_,,),>0 gilt die Formel X_,, = E[X(|F_,],
n > 0.

Aufgabe 14.5. Sei ... C F_; C Fy C F eine Riickwartsfiltration und £ € L' eine
integrierbare Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass X_,, := E[¢{|F_,] ein Riickwirtsmartingal
ist.
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Fiir Riickwartsmartingale gilt ein Analogon des Martingalkonvergenzsatzes von Doob. Ein
wesentlicher Unterschied ist, dass die gleichgradige Integrierbarkeit im Fall der Riickwértsmartingale
automatisch erfiillt ist.

Satz 14.6. Jedes Riickwirtsmartingal (X_,,),>0 ist gleichgradig integrierbar es gilt
X _, — E[Xo|F_o] fs. und in L', fiir n — +o0,
wobel F_o = (oo Fon.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass der Grenzwert von X _,, fiir n — +o0 f.s. existiert. Sei U,
n € N, die Anzahl der Upcrossings eines Intervalls [a, b] durch die endliche Folge

Yo=X_,, I =X_,.1, ..., Y, :=X,.

Diese Folge bildet ein Martingal auf dem Zeitintervall {0, ..., n}. Mit der Upcrossing-Ungleichung
von Doob (Lemma [8.2)) ergibt sich

B[(X, - a)*]

EU,,
b—a

IN

Die Folge Uy, Us, ... ist monoton nichtfallend. Somit konvergiert sie gegen einen Grenzwert
Us > 0, der a priori +00 sein kann. Aus der gleichméaffigen Abschétzung von EU,, ergibt
sich mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass EU,, < co. Also ist U, doch fast
sicher endlich. Genauso wie im Beweis des Martingalkonvergenzsatzes von Doob (Satz ,
zeigt man, dass der Grenzwert X_, := lim,,_, . X_, f.s. existiert und endlich ist.

Nun zeigen wir, dass die Folge (X_,),>0 gleichgradig integrierbar ist (woraus sich mit
Satz ergibt, dass die Konvergenz von X_,, gegen X_,, auch in L' gilt). Aus der Mar-
tingaleigenschaft von X_,,, X_,41,..., Xq folgt, dass X_,, = E[X|F_,,] fiir alle n > 0. Also
ist die Familie (X_,),>¢ gleichgradig integrierbar nach Satz [11.4]

Es bleibt zu zeigen, dass X_o = E[X|F_]. Fiir jedes n > 0 ist X_, (als Grenzwert der
Folge X _,,, X_,,_1,...) F_p-messbar. Somit ist X _, sogar F_.,.-messbar. Es bleibt zu zeigen,
dass fiir jedes Ereignis A € F_, die Formel E[X_, 14] = E[X(14] gilt. Fir jedes n > 0 gilt
E[X_,14] = E[Xo14], denn A € F_,, und E[X|F_,] = X_,,. Nun lassen wir n — 400 gehen
und benutzen die L'-Konvergenz von X_,14 gegen X_ 1 4. O

Beispiel 14.7 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Seien &,&,, ... u.i.v. Zufallsvariablen
mit E|& | < co. Dann gilt:

Sk — E¢ fs.und in L.
k—o0

k
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Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass ..., %, %, %, 0 ein Riickwartsmartingal ist. Nach

Satz konvergiert Si/k gegen eine Zufallsvariable M, f.s. und in L'. Wir miissen aber
noch zeigen, dass M., = E&; f.s.

Die Zufallsvariable M, ist messbar beziiglich der o-Algebra T; = o(&41,&ix2, .. .) fir alle
1 € N, denn

My = lim Ok g Xt A X X A X

k—+oo k k—oo k k—o0 k

Also ist M., messbar beziiglich der terminalen o-Algebra 7 = [),.y 7i- Nach dem Kol-
mogorovschen 0-1-Gesetz (Satz muss das Ereignis {M., < a} € T fiir jedes a € R
Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 haben. Daraus folgt, dass M, f.s. konstant sein muss. Nun gilt
aber wegen der L'-Konvergenz, dass EM,, = ES},/k = E&,, also folgt M., = E&; f.s. 0J

15. Doob—Ungleichungen und Konvergenz in L?

In diesem Abschnitt beweisen wir zwei Ungleichungen von Doob, die das Maximum ei-
nes (Sub)martingals abschétzen. Als Anwendung werden wir ein Kriterium fiir die LP-
Konvergenz von Martingalen herleiten.

( )

Satz 15.1 (Maximalungleichung von Doob). Sei (Xj)k=o
martingal. Dann gilt fiir alle ¢ > 0, dass

.....

cP { max X, > c] <E Xl {50} | < EXn

k=0,..n | — L — 1UM%%=0,.,

(. J

Beweis. Die zweite Ungleichung ist offensichtlich, denn X,, > 0. Wir beweisen die erste
Ungleichung. Betrachte das Ereignis A = {maxy_o__, Xy > c¢}. Esgilt A = AjUA,;U...UA,
(disjunkte Vereinigung!) mit

AOZ{X()EC}, A1:{X0<C,X126}, AQZ{X0<C,X1<C,X220}

.....

und allgemein
Ay ={Xo <, X1 <c¢,..., X1 < ¢, Xy >c}.

Da die Zufallsvariablen Xy, ..., X} allesamt Fjp-messbar sind, gilt A, € Fi. Auflerdem gilt
Xi(w) > c fiir alle w € Ag. Indem wir die Submartingaleigenschaft ausnutzen, erhalten wir

PX, 14, ] = E[E[X,14,|Fk]] = E[E[X,|Fi|la,] > E[Xk1a,] > Elcla,] = P[Ax].
Nun summieren wir iiber k =0,...,n:
E[X,14] > cP[A],
was genau der behaupteten Ungleichung entspricht. 0J

Bemerkung 15.2. Die Markov-Ungleichung liefert ¢P[X,, > ¢] < EX,,, was viel schwicher
als die Doob-Ungleichung ist, denn X,, < maxj—g;

1111
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Korollar 15.3. Sei (My)g—o...n ein Martingal mit EM? < oo. Dann gilt fiir alle ¢ > 0,
dass EA2
]P’{max \M;JZC] o
k=0,...,n C
. J

Beweis. Die Funktion x — x? ist konvex, also ist (M7?)g—o..., ein nichtnegatives Submar-
tingal. Die Doob-Ungleichung liefert die Abschétzung

P{max |Mk|20}:P{maX M,?ch}g .
k=0,1,....,n =0,1,...,n

O
Als Spezialfall erhalten wir die Kolmogorov-Ungleichung.

Beispiel 15.4 (Kolmogorov-Ungleichung). Seien &, &, . .., &, unabhingige Zufallsvariablen
mit B¢, = 0 und E€} < oo fiir alle k = 1,.. ., n. Definiere die Partialsummen Sy = & +. . .+&.
Dann gilt fiir alle ¢ > 0, dass

Var S,
P [ max |Sg| > c} < ar2 .
k=0,...,n C

Aufgabe 15.5. (X,,)nen, sei ein Martingal mit Xo = 0 und EX?2 < oo fiir alle n € N.
Zeigen Sie, dass fiir alle A > 0

D —
~ Var X,, + \?

gilt, indem Sie zeigen und ausnutzen, dass ((Xn + 0)2)n N fiir ¢ € R ein Submartingal ist,
und Thre Abschétzung in ¢ optimieren.

P[max X > A

=0,...,n

] Var X,,

Wir haben bereits Bedingungen fiir die fast sichere Konvergenz von Martingalen sowie fiir
Konvergenz in L' und L? angegeben. Nun werden wir eine Bedingung fiir die LP-Konvergenz
mit einem beliebigen p > 1 angeben. Zuerst brauchen wir eine Abschédtzung fiir das p-te
Moment des Maximums eines Martingals.

e N
Satz 15.6 (LP-Ungleichung von Doob). Sei p > 1 und (Xg)k—o,.n ein Martingal mit
Xy € LP, k=0,...,n. Dann gilt:

p
E { max |Xk|p} < (L) E|X,|P.
k=0,...,n p— 1
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Beweis. Sei M), = maxo<;<i|X;| das laufende Maximum des Martingals. Es sei bemerkt,
dass M, € L?, denn 0 < M,, < |X;|+ ...+ |X,| und alle X} sind in LP. Sei im Folgenden
P[M,, > 0] # 0, denn andernfalls ist die Behauptung trivial.

Da die Funktion z — |z|? konvex ist, ist (| Xk|")k=o...» €in Submartingal. Nun benutzen wir
die Maximalungleichung von Doob (Satz|15.1]) und den Satz von Fubini:

E| M, P = / ptPM, > fdt ~ Satz 5]
0
o 1
< / ptpflgEHXn\]anzt]dt ~~ Satz von Fubini
0

o)
= E/ ptp_2|Xn|1]_Mntht
0

My,
=E [|Xn|/ ptp—th]
0

= L E[X,| Mz
p—1

Es sei ¢ die zu p konjugierte Zahl im Sinne von Young, d.h. ; + ¢ = 1. Holder- Ungleichung
unter Beriicksichtigung von (p — 1)q = p liefert

EIM,P < —L(BIX) - (EIM, P
p J—

Umstellen fiihrt zu (E|M,|P)' 11 < ]%(E|Xn\p)1/p, was wegen - = 1 — _ der behaupteten
Ungleichung entspricht. 0
Beispiel 15.7 (LP-Ungleichung gilt fiir p = 1 nicht). In diesem Beispiel zeigen wir, dass es

keine Konstante C' > 0 gibt, so dass E[maxg—¢_._, |X|] < CE|X,| fiir alle Martingale erfiillt
ist.

Sei S, =14+& +...+&, eine an der Stelle 1 startende einfache symmetrische Irrfahrt, d.h.
&1,&, ... selen w.i.v. Zufallsvariablen mit P[§; = +1] = 1/2. Es sei 7 = min{n € N : S, = 0}
die Ersteintrittszeit in den Zustand 0. Der gestoppte Prozess (S:an)nen, ist ein Martingal
und insbesondere gilt ES; 5, = ESy = 1. Nun schauen wir uns das Maximum an. Fiir alle
ue{2,3,...} gilt

1
u—1’

P {max Sink > u} =
keNp

denn das entsprechende Ereignis tritt dann ein, wenn die Irrfahrt den Punkt u vor 0 erreicht.
Also ist E[maxgen, S-ax] = +00. Mit der monotonen Konvergenz ergibt sich

lim E [ max ST/\;C} = +400.
n—00 k=0,...,n
Der Erwartungswert des Maximums auf dem Intervall {0,...,n} kann also beliebig grof§

werden. Auf der anderen Seite ist E|S;r,| = ES-n, = 1 konstant.
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Bemerkung 15.8. Man kann die folgende modifizierte Form der LP-Ungleichung fiir p = 1
beweisen:

(¢

(1+E[X,log, X,)]) .

e —

Satz 15.9 (LP-Konvergenz fiir Martingale). Sei p > 1. Fiir ein Martingal (X,,)nen, mit
X, € LP, n € Ny, sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) sup,en, E|X,|P < oo (Beschranktheit in LP).

(2) Esup,,cy, | Xn|P < 0o (Maximum des Martingals ist in LP).

(3) Die Familie (| X,|P)nen, ist gleichgradig integrierbar.

(4) X, konvergiert gegen einen Grenzwert X, f.s. und in LP.
. J

Bemerkung 15.10. Es sei bemerkt, dass der Satz im Fall p = 1 nicht gilt. Wir haben bereits
gesehen, dass Beschrinktheit in L' notwendig aber nicht hinreichend fiir die gleichgradige
Integrierbarkeit eines Martingals (oder fiir dessen Konvergenz in L') ist. Den Spezialfall
p = 2 haben wir bereits in Satz [9.1] betrachtet.

Beweis. (1) = (2): Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz kénnen wir schreiben
E [sup |Xn|p] = lim E [ up ]Xk\p} .
neNp n—oo k=0,...,n

-----

const fiir alle n € Ny, da E|X,, [P nach (1) beschrankt ist. Somit ist auch E[sup,,cy, [Xn|?] <
const.

(2) = (3): Trivialerweise gilt | X, [P < sup,,cy, |Xn|P. Die obere Schranke ist nach (2) inte-
grierbar. Die Familie (|X,,|)nen, wird also durch eine integrierbare Zufallsvariable dominiert
und ist somit gleichgradig integrierbar.

(2), (3) = (4): Nach (3) ist |X,|P beschriinkt in L'. Wegen der Ljapunov—Ungleichung
E|X,| < (E|X,|P)"/?ist X, ist beschrénkt in L'. Aus dem Martingalkonvergenzsatz (Satz
folgt die fast sichere Konvergenz X, — X.

Zu zeigen bleibt noch die LP-Konvergenz, also E|X,, — X[? — 0. Aus der fast sicheren
Konvergenz von X, gegen X, folgt, dass |X,, — Xoo|P — 0 f.s. Es reicht also zu zeigen, dass
die Familie (| X, — Xoo|")nen, gleichgradig integrierbar ist. Aus der Ungleichung zwischen
dem arithmetischen und dem p-ten Mittel ergibt sich

|Xn - X00|p < 2p_1(|Xn|p + |X00|p)'

Die Familie (|X,|")nen, ist gleichgradig integrierbar nach (3). Es bleibt zu zeigen, dass
E|Xw|P < co. Wir erinnern | X, [P — | X [P f.s. Die Behauptung folgt dann aus dem Lemma
von Fatou und der Beschrianktheit von E|X,, 7.

(4) = (1): Aus der Konvergenz in einem metrischen Raum folgt Beschranktheit. Aus X,, —

X in LP folgt also, dass X, in L” beschrankt ist. 0
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16. Gesetz vom iterierten Logarithmus

Sei S, = X; + ...+ X}, die einfache symmetrische Irrfahrt, d.h. die Zuwéchse X, Xo, ...
seien u.i.v. Zufallsvariablen mit P[X; = £1] = 1/2. Wie schnell wichst die Folge S,,? Das

starke Gesetz der groflen Zahlen von Borel (1909) besagt, dass
S

o I,
7 n—oo

Also wichst S,, wesentlich langsamer als n. Das ist aber nur der Anfang der Geschichte.
Hausdorff hat 1913 gezeigt, dass fiir jedes € > 0

Ot

1
n2te n—oo

Ein Jahr spater haben Hardy und Littlewood dieses Resultat verbessert indem sie gezeigt
haben, dass

Sn
limsup ———= < oo f.s.

n—00 vnlogn
Schliefllich hat Chintschin 1924@ das sogenannte “Gesetz vom iterierten Logarithmus” be-
wiesen:

(16.1) lim sup S =41 fs; liminf Sn
nsoo  /2nlog(logn) n—oo /2nlog(logn)

= —1fs.

Nachdem Kolmogorov 1929 dieses Ergebnis auf eine grofiere Klasse von Zufallsvariablen
erweitert hatte, konnten Hartman und Wintner 1941 beweisen, dass (16.1]) fiir beliebige
u.i.v. Zufallsvariablen X7, X, ... mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 giiltig bleibt.

In diesem Skript werden wir das Gesetz vom iterierten Logarithmus nur im Spezialfall der
standardnormalverteilten Zufallsvariablen beweisen.

( )
Satz 16.1. Seien X, X5, ... standardnormalverteilte und unabhéngige Zufallsvariablen.
Sei S, = X1+ ...+ X,,. Dann gilt

S L S
lim sup =1; liminf =—1fs.
n—soo 4/ 2nlog(logn) n—oo . /2nlog(logn)
. J

Beweis. Wir zeigen, dass limsup = 1, die Aussage mit liminf folgt dann aus Symmetrie-
griinden.

SCHRITT 1: Tailfunktion der Normalverteilung. Sei X standardnormalverteilt. Wir behaup-
ten, dass
—u?/2

PX > u] ~ e fir u — +o0,

2mu

8Diese Resultate wurden noch vor der Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie durch Kolmogorov
(1933) erzielt. Sie wurden als Aussagen iiber die Anzahl der Einsen in der dyadischen Darstellung Lebesgue-
fast aller Zahlen aus dem Einheitsintervall formuliert.
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wobei die Schreibweise f(u) ~ g(u) bedeutet, dass lim, L; =1

Beweis: Die Dichte der Standardnormalverteilung ist f(u) = —L_e=*/2 Mit der Regel von

NoZs
L’Hospital fiir den Fall ,0/0“ ergibt sich

oo g2 2

. PIX > . [Te2ds , —e /2 1
lim ————>= lim “5——5>— = lim — 55 = lim

utoo —L_e—u?/2 u—~+00 Leo—u2/2 ustoo —Le—u?/2 _ 4 la—u?/2 u%Jroo = —|— 1
V2mu u u? u

SCHRITT 2: Exponentialungleichung. Wir behaupten, dass
c2
P [r&ax Sy > c} <e 2 fiur alle ¢ > 0.
Beweis. Die Folge (S,,)nen, ist ein Martingal beziiglich der Filtration F,, := o(X1,...,X,).
Fiir jedes § € R ist die Funktion z — % konvex, also ist die Folge (e’5"), ey, ein Submar-
tingal. Fiir dessen Erwartungswert gilt

0Sn _ ,30%°n
Ee ez’ ",

da S, ~ N(0,n). Nun kénnen wir fiir jedes # > 0 die Doob-Ungleichung anwenden:

P [kmax Sy > c] =P LI_I(l)aX &Sk > eec} <e . E [eeS"] — g 0c+30°n,
Wir minimieren die rechte Seite durch die richtige Wahl von 6. Durch Ableiten sieht man,
dass das Minimum fiir = ¢/n erreicht wird, was zur Abschéitzung

ol c2

162
P| max Sp>c| <e nt2uaz®—=¢ 2
k

=0,...,n

fiihrt. O

SCHRITT 3: Die obere Schranke. Wir benutzen die Abkiirzung h(n) := v/2nloglogn, was
fiir n > e wohldefiniert ist. In diesem Schritt zeigen wir, dass

Sk
16.2 limsup — < 1 fs.
(16.2) msup s <

Naiver Versuch. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli reicht zu zeigen, dass fiir jedes € > 0

(16.3) ZP{—>1—|—5} < 0.

Das kénnen wir wie folgt umstellen:
Z]P){ 1+€)\/2loglogk] < 0.
Die Zufallsvariable Sy./v/k ist standardnormalverteilt, also gilt nach Schritt 1

S, \/7 e—(1+e)2(log log k) C
P 1+4+¢)y/2loglogk| ~ =
N = ) 508 } V27 (1 +¢)y/2loglogk  Vloglogk (log k)(1+)?
Diese Reihe ist aber divergent, so dass ((16.3)) falsch ist! Warum ist nun unser Versuch misslun-

gen? Weil wir das Lemma von Borel-Cantelli auf “stark abhéngige” Ereignisse angewendet
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haben. Die Zufallsvariablen Si/h(k) und Si41/h(k+1) sind ndmlich fiir groes k approxima-
tiv gleich und die entsprechenden Ereignisse somit fast identisch. Im Folgenden werden wir
den obigen Versuch verbessern, indem wir das Lemma von Borel-Cantelli im Wesentlichen
auf eine geometrische Teilfolge von k’s anwenden werden.
Beweis von . Sei a > 1 fest (am Ende des Beweises werden wir a gegen 1 gehen lassen).
Mit der Exponentialungleichung aus Schritt 2 ergibt sichﬂ

a?h?(a™ "1 2

P [max Sy > ah(a" )| < e H T < eetet Ml e (1) 0(log o),

Nun gilt Zn23 ﬁ < oo wegen a > 1, also erhalten wir mit dem Lemma von Borel-
Cantelli, dass es ein (zufélliges und f.s. endliches) ng(w) gibt mit der Eigenschaft, dass

max Se < ah(a™Y) fiir alle n > ng(w).

Fiir alle a" ! < k < @™ gilt dann

Sk < max S; < ah(a™ ') < ah(k).
Jj<am

Somit haben wir gezeigt, dass limsup,_, % < a. Da das fiir jedes a > 1 gilt, ist (16.2))
bewiesen.

SCHRITT 4: Die untere Schranke. Wir zeigen, dass

Sk
16.4 limsup —— > 1.
(16.4) msup oS >
Es reicht zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele Ereignisse Sy, > (1—¢)h(k)
eintreten. Selbst wenn wir die Ereignisse durch Betrachtung einer geometrischen Teilfolge
“schwach abhéngig” machen, bleiben die Ereignisse abhéngig, so dass wir den zweiten Teil

des Lemmas von Borel-Cantelli nicht anwenden kénnen. Wir werden diese Schwierigkeit
umgehen, indem wir die Zuwéchse der Irrfahrt betrachten.

Seien N € {2,3,...} und € > 0 fest (am Ende des Beweises werden wir N — oo und € | 0
gehen lassen). Betrachte die unabhdingigen Ereignisse

F, == {Synt1 — Syn > (1 —e)h(N"Tt — N™)}.
Fiir die Wahrscheinlichkeit von F;, erhalten wir mit dem Ergebnis aus Schritt 1 die Abschéitzung
P[F,] = P [Xl > (1 —¢)y/2log log(N"+ — N7

S c . o—(1=2)? log log(N"™ 1 —N™)
~ y/loglog( N1 — Nn)
> ¢ e—(1—5)2loglog(N"+1)
~ /log((n +1)log N)
C

(n+1)log N)_(I_E)Q.

- \/log(n +1) +loglog N

9Da a nicht ganzzahlg sein muss, sind GroBen wie Sq» nicht definiert. Strikt genommen, hétten wir
iiberall die Gaufi—Klammer benutzen miissen. Wir verzichten darauf, um die Notation zu vereinfachen.
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Es folgt, dass 3. ., P[F,] = oo, denn 3 _(n +1)~079" = co. Da die Ercignisse F,, un-
abhingig sind, kénnen wir den zweiten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli anwenden. Es
treten also mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele Ereignisse F), ein. Es gilt also

Syt > (1 —e)h(N™ — N™) + Syn fiir unendlich viele n.

Aus Schritt 3 folgt, dass S(N™) > —2h(N™) fiir n hinreichend grof. Somit gilt fiir unendlich
viele n:

Synst > (1 — &)A(N™L — N™) — 2h(N™).
Es folgt, dass

1
, Sk ) (1 —e)h(N™T1 — N™) — 2h(N™) 1)?2 2
lim sup ——= > limsu =1-9|l-—=| ——,
ke B(E) = i’ A(NHT) N N)
wobeil wir benutzt haben, dass lim, % = 4/a. Die obige Abschitzung gilt fiir alle
N e€{2,3,...} und € > 0. Lassen wir N — oo und ¢ | 0, so ergibt sich ((16.4)). O
Aufgabe 16.2. Seien X1, Xo, ... standardnormalverteilt und unabhéngig. Zeigen Sie, dass
X,
li = =1 fs.
17rln_>sol<1>p v2logn ®

17. Austauschbarkeit und das 0-1-Gesetz von Hewitt und Savage

Seien X7, Xo, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. In diesem Abschnitt wer-
den wir diese Zufallsvariablen auf dem “kanonischen” Wahrscheinlichkeitsraum betrachten,
der wie folgt definiert ist. Als Grundmenge nehmen wir die Menge aller Zahlenfolgen

Q=RV=RxRx...={w=(w,ws,...): w, €R fiir alle n € N}.

Auf Q betrachten wir die Produkt-o-Algebra F = B(R) x B(R) x ..., die von den “Zylin-
dermengen” der Form

Z(Ay, ... A) =A X ... x Ay xRxRx ...
={weN:w €4y,...,w, €4,}, neN, A ... A, CR Borel,
erzeugt wird. Wir definieren nun ein Wahrscheinlichkeitsma8l P auf (€2, F) durch
Pl(—o00,a1] X ...(=00,a,) X RX R x...] = F(ay) ... - F(ay)

fiir allen € Nund a4, ..., a, € R. Die Existenz eines solchen Wahrscheinlichkeitsmafles folgt
aus dem Existenzsatz von Kolmogorov und wird hier nicht bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt
aus der Eindeutigkeit der Mafifortsetzung, da die Mengen, fiir die das Mafl definiert wurde,
ein schnittstabiles System bilden.

SchlieBlich definieren wir auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) die Zufallsvariablen
X1, Xg,...: Q2 — R als Koordinatenabbildungen:

Xp(wr,ws, . ..) = wy.
Es lasst sich leicht zeigen, dass diese Zufallsvariablen unabhéngig sind und die geforderte

Verteilungsfunktion F' besitzen.

Nun werden wir austauschbare Ereignisse einfithren. Grob gesagt ist ein Ereignis austausch-

bar, wenn es sich unter beliebigen endlichen Permutationen der Zufallsvariablen X7, X, ...
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nicht dndert. So ist z.B. das Ereignis {2X; + X > 0} nicht austauschbar, denn permutiert
man X; und Xs, so wird daraus {2X, + X; > 0}, also ein anderes Ereignis.

Sei m : {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation. Ein Ereignis A € F heifit invariant
beziiglich 7, falls

Wiy Why Wigs--2) €A = (Wr(1)s - -+ s Wa(n)s Wnt1,---) € A.

Sei &, die o-Algebra aller Ereignisse, die beziiglich aller Permutationen der ersten n Koor-
dinaten invariant bleiben. Es gilt offenbar & D & D .. ..

Beispiel 17.1. {X; + ...+ X, € [a,b]} € &,, aber {2X; + Xy > 0} ¢ &,.

Definition 17.2. Die o-Algebra der austauschbaren Ereignisse ist definiert durch

£ = ﬁ En.
n=1

Beispiel 17.3 (Austauschbare Ereignisse).
e {lim, . X, existiert} € £.
o {lim,_,o X1E=tXn existiert} € £.
e {X, > 0 fiir unendlich viele n} € €.
o {X,, >0 furallen} € €.

Das Ereignis {X; + X3 > 0} ist nicht austauschbar. Man kann ndmlich auch X; und X3
permutieren, dann wird daraus {X3 + X5 > 0}.

Beispiel 17.4 (Terminale Ereignisse sind austauschbar). Die terminale o-Algebra ist defi-
niert als 7 = ()., Tn, wobei T, = 0(X11, Xpto, . ..). Wir zeigen nun, dass 7, C &, und
somit 7 C &. Ein Ereignis A liegt in 7,,, wenn das Eintreten oder Nichteintreten dieses Er-
eignisses von den ersten n Koordinaten wy, ..., w, nicht beeinflusst wird. Insbesondere kann
man die ersten n Koordinaten beliebig permutieren ohne das Eintreten/Nichteintreten zu
beeinflussen. Also ist A € &,,.

Satz 17.5 (0-1-Gesetz von Hewitt und Savage). Fiir jedes austauschbare Ereignis A gilt
P[A] € {0,1}.

Angesichts von Beispiel erhalten wir als Korollar das 0-1-Gesetz von Kolmogorov: Jedes
terminale Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 0 oder 1.

Der Beweis des 0-1-Gesetzes von Hewitt und Savage bedarf einiger Vorbereitungen.
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Definition 17.6. Scien X, X5, ... u.i.v. Zufallsvariablen und ¢ : R¥ — R eine Borel-
Funktion. Eine U-Statistik ist eine Zufallsvariable der Form

An(go) - ﬁ ZQO(XZU 0oo 7Xik>7

wobei die Summe iiber alle ¢ = (iy,...,7;) mit paarweise verschiedenen iy,..., iy €
{1,...,n} gebildet wird, und (n)y =n(n—1)...(n—k+1) die Anzahl der Summanden
ist.

. J

Beispiel 17.7 (U-Statistiken).

e Der Mittelwert X, = £ 37" | X, ist eine U-Statistik mit ¢(z) =z, k = 1.
e Die Stichprobenvarianz lasst die Darstellung

n

1 o 2 1 Xi— X;)°
n—lZ<Xi_X") :n(n—l)z( 2 )

i=1 i#j

zu und ist somit ist eine U-Statistik mit k& = 2 und (1, x9) = (z1 — 22)?/2.

o m > izj | Xi — X;| ist ebenfalls eine U-Statistik mit & = 2.

e Die empirische Verteilungsfunktion F,(t) = L3 Lix,<ty (bei festem t € R) ist
eine U-Statistik mit k = 1, p(x1) = Lz, <4

Aufgabe 17.8. Zeigen Sie, dass A, (¢) ein erwartungstreuer Schétzer von Ep(X7, ..., Xk)
ist, nadmlich

EAn(tp) = ]EQO(Xl, oo ,Xk)
(falls der Erwartungswert existiert). Das “U” in der Bezeichnung der U-Statistik steht fiir
“unbiased”.

Satz 17.9 (Gesetz der grofien Zahlen fiir U-Statistiken). Sei ¢ : R¥ — R eine be-
schriankte Borel-Funktion. Dann gilt

(. J

Beweis. Die Zufallsvariable A, () dndert sich nicht unter beliebigen Permutationen von
X1,...,X, und ist somit &,-messbar. Wir haben also die Darstellung

1

An(p) = E[An(p)|E] = R

wobei die letzte Gleichheit aus Symmetriegriinden folgt. Hier ist ein Erklarungsversuch:
Wenn wir einen bedingten Erwartungswert gegeben &, betrachten, so heifit es, dass uns

die Menge der Werte {X},..., X, } gegeben ist, nicht aber die Reihenfolge. Gegeben diese
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Information erwarten wir von p(Xj;,, ..., X;, ) genau das gleiche wie von ¢(X7, ..., Xj). Also
sind alle bedingten Erwartungswerte gleich, weshalb die letzte Gleichheit gilt.

Sei Y := p(X1,..., Xk). Zu zeigen ist also, dass E[Y'|E,] — E[Y] f.s. Die o-Algebren ... C
& C & C F bilden eine Riickwartsfiltration. Der Schnitt dieser o-Algebren ist £ und die
Folge ..., E[Y|&], E[Y|&1],Y bildet ein Riickwértsmartingal. Also gilt gemafl Satz

Au(¢) =E[Y|E,] L5 B[Y|€].
Zu zeigen bleibt also, dass E[Y] = E[Y|€]. Wir zeigen zuerst, dass E[Y |e] o(Xg11, Xkt2, . )-
messbar ist. In der Definition von A, (p) gibt es k(n — 1)x_; Terme, die X; enthalten. Somit
gibt es in A, () hochstens k?(n — 1);_; Terme, die eine der Variablen Xj, ..., X}, enthalten.
Fiir die Summe dieser Terme gilt die Abschitzung

L) ) o(Xiys ., Xi)| <

[itmir 01, k)2

i; paarw. verschieden

k*(n — 1)
(n)k n—oo

Also kann die Summe dieser Terme vernachléssigt werden und wir erhalten

1 1
E[Y|e] = lim —— Xio X ) = lim —— Xio LX),
[Viel = lim o5 o(Xa J=limos D el )
7 i1,..ip €{k+1,...,n}
i; paarw. verschieden
Somit ist E[Y|€] o(Xki1, Xk, ...)-messbar. Also sind E[Y|€] und YV = p(Xq,..., X;) un-
abhédngige Zufallsvariablen!

Wir zeigen schlieBlich, dass E[Y |¢] = EY. Wegen der Unabhéngigkeit von Z := E[Y|€] und
Y gilt

E[YZ] = (EY)(EZ) = (EZ)*.
Auf der anderen Seite liefert die geometrische Interpretation des bedingten Erwartungswer-
tes, dass E[(Y — Z)Z] = 0, also E[YZ] = E[Z?]. Es folgt, dass (EZ)* = E[Z?]. Somit
verschwindet die Varianz von Z und Z ist konstant. Aus EZ = EY folgt schliefflich, dass
Z = EY. Wir haben somit gezeigt, dass E[Y|€] = EY fs. OJ

Beweis von Satz [17.5 Wir haben im Beweis von Satz gezeigt, dass

fiir jede beschrinkte Borel-Funktion ¢ : R¥ — R. So erhalten wir z.B. fiir ¢ = 15, wobei
B C R eine Borel-Menge ist,

Plo(X1, ..., X)) € BIE] = Plp(X1,...,Xs) € B] £s.

Also ist die o-Algebra o(Xj, ..., X}) unabhingig von & fiir jedes k € N. Es folgt, dass
das System (J;—, o(X1,..., X)) unabhéingig von & ist. Da dieses System schnittstabil ist,
folgt, dass die von diesem System erzeugte o-Algebra unabhéngig von £ ist. Insbesondere

ist £ von sich selbst unabhéngig. Aber das ist nur dann moglich, wenn alle Ereignisse aus £

Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 haben. O O
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18. Austauschbarkeit und der Satz von de Finetti

Definition 18.1. Eine Folge &1, &, ... von Zufallsvariablen heifit austauschbar, falls fiir
alle n € N und alle Permutationen 7 : {1,...,n} — {1,...,n}

d . .
(517 O 7£n> = (§F(1)7 ONORD 7£7r(n)) (ln Vertellung)
gilt. So soll z.B. (&1, &, &3) die gleiche Verteilung wie (&3, &1, &2) haben.

(. /

Wir gehen davon aus, dass die Zufallsvariablen als Koordinatenabbildungen &;(wq,ws,...) =
w; auf der kanonischen Grundmenge R* mit der Produkt-o-Algebra F definiert sind.

Beispiel 18.2. U.i.v. Zufallsvariablen sind austauschbar.

Beispiel 18.3 (Mischungen von u.i.v. Folgen). Um eine allgemeinere Klasse von austausch-
baren Folgen zu konstruieren, betrachten wir ein zweistufiges Zufallsexperiment.

Schritt 1. Erzeuge ein WMaBl i auf R zufillig. Im einfachsten Fall geschieht das wie folgt.
Aus einer vorgegebenen endlichen oder abzédhlbaren Folge 1, 1o, . .. von WMaflen wird eins
zufillig ausgewahlt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Wahl auf p; fillt, sei mit p; bezeichnet:
Pl = p;] = pi- Im Allgemeinen betrachten wir die Menge M; aller WMaBle auf R. Diese
sei mit der Topologie der schwachen Konvergenz und der entsprechenden Borel-o-Algebra
B(M;) versehen. Nun wéhlen wir zufillig ein WMafl © € M; geméB einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung Q auf (M, B(M;)) aus. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein WMaf} aus einer
Borel-Menge A C M ausgewéhlt wird, sei also Q(A):

Plue Al=Q(4), AeBM,).

Schritt 2: Gegeben das WMaf u erzeuge &1, &, ... bedingt u.i.v. mit Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p. Es sei bemerkt, dass &1,&,, ... alle von der zufdlligen Wahl von p abhéngen, so
dass die Unabhéngigkeit dieser Zufallsvariablen lediglich eine bedingte ist.

Beispiel: Zuerst erzeugt man zuféllig eine positive Zahl A, danach erzeugt man unendlich viele
exponentialverteilte Zufallsvariablen &7, &, . .. mit Parameter A (der fiir alle Zufallsvariablen

der gleiche bleibt).

Wir behaupten, dass die so erzeugte Folge austauschbar ist. Fiir die gemeinsame Verteilung
von &1, ..., &, gilt mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

Pl € vy € Al = [ () (A Q)

Im einfachsten Spezialfall, der oben erwéahnt wurde, gilt z.B.
Pl§1 € Ay, ...,& € A,) = Zpip[fl €Ay, .. 6 €Ayl =) = Zpi,ui(Al) o pti(Ar).
i=1 =1
Fiir den permutierten Zufallsvektor (&xa), . .., &xn)) erhalten wir
P[fﬂ(l) € A, ... ,&r(n) S An] = IP’[& S Awﬂ(l), & € Aﬂfl(n)]
= [ i) A0 = [ () (A0,
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Also ist die Folge &1, &, . .. ist austauschbar.

Der Satz von de Finetti behauptet, dass jede unendliche austauschbare Folge wie im obigen
Beispiel entsteht, d.h. sie ist eine Mischung von u.i.v. Folgen. Wir werden den Satz in der
folgenden Form beweisen: Bedingt man auf die austauschbare o-Algebra £, so werden die
Zufallsvariablen &1, &, ... u.i.v. Wir erinnern, dass &, die o-Algebra aller Ereignisse A € F
im kanonischen WRaum mit der Eigenschaft, dass

(Wi, Wiy Wig1,-- ) €A = (Wr(1)s- -+, Wr(n)s Wnt1,---) € A
fiir alle Permutationen 7 : {1,...,n} — {1,. n} bezeichnet. Die o-Algebra der austausch-
baren Ereignisse ist definiert durch &= ﬂn>0
( N
Satz 18.4 (de Finetti). Sei (&1, &, ..) eine austauschbare Folge. Dann sind (£, &, . . .)
bedingt u.i.v. gegeben &, d.h.
(18.1) P& € Al =Pl € AlE] = ... fs,
(18.2) Pl& € A, ..., &m € Anl] = [[ Pl&: € ArlE] ts.
k=1
fiir alle Borel-Mengen A, Ay, ..., Ay C R und alle & € N.
(. J

Beweis von (18.1). Fir alle 4,j € N und gilt aus Symmetriegriinden

Pl¢; € AlE,] = PI¢; € Al&,] = ZﬂgkeAfs

sobald n > max(, j) ist. Nun bilden die o-Algebren ... C & C & C F eine Riickwértsfiltration
und der Schnitt dieser o-Algebren ist £. Mit dem Konvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale

(Satz [14.6)) erhalten wir

(18.3) Pl&; € AlE] = lim PE; € A[E,] = lim — ankeA fs.

n—oo 1,

Analoge Aussage gilt auch fiir P[§; € A|€] und die Behauptung folgt, da der Limes auf der
rechten Seite unabhéngig von ¢ und j ist. O

Beweis von ([18.2). Aus Symmetriegriinden gilt fiir alle n > m

(n—m)!
P[Sl €A, ... ¢n GAm|gn] :T Z l€k1€A1 ""']lﬁkmEAm f.s.
k1yeeny k‘me{l ..... n}
k; paarw. verschieden
Mit dem Konvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale erhalten wir
(18.4)

: n—m)!
IP’[& € Al, - ,fm € Am|g] = lim Q Z ﬂ§k16A1 L ﬂ&kméAm fs.

n—00 n!
ki,yeer, kmé€ { 1,..., n}
ki paarw. verschieden
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Wir behaupten nun, dass die Bedingung, dass die Indizes k1, ..., k,, verschieden sein sollen,
weggelassen werden kann, ndmlich

. (n—m)!
(185) P[él S Al, C. 7§m c Am’g] = nh_)IIolog Z ]151@16141 L ﬂﬁkaAm Is.

n!

Um zu zeigen, dass beide Grenzwerte gleich sind, bemerken wir, dass es n™ Summanden mit
beliebigen Indizes ki, ..., k,,, und n!/(n — m)! Summanden mit verschiedenen Indizes gibt.
Die Summe aller Terme mit nicht paarweise verschiedenen Indizes k1, ..., k,, kann nach oben
durch n™ — (nf—:n), abgeschitzt werden, da alle Summanden < 1 ist. Nun gilt aber

lim
n—oo

weshalb alle Terme mit nicht paarweise verschiedenen Indizes fiir n — oo vernachléssigt

werden konnen und die beiden Grenzwerte in ((18.4)) und ([18.5)) gleich sind. Wir schreiben
schlieBlich ([18.5)) wie folgt um:

1 n n
k=1 k=1

Nun haben wir aber in ((18.3)) gezeigt, dass

1
Pl¢; € AlE] = lim Ekzﬂgk@“f f.s.

n—00
=1

Durch Vergleich der beiden Formeln ergibt sich
PEI S Ah s 7€m € Am’g] - P[gl € Allg] et P[&m € Am|g] f.S.,

was die Behauptung beweist. 0

Gegeben die austauschbare o-Algebra £ sind die Zufallsvariablen &, &, . .. also bedingt u.i.v.
mit einer Verteilung p. Wenn wir nun wieder iiber die in £ gegebene Information integrieren,
wird p zuféillig und wir erhalten eine Darstellung der Folge &1, &, ... als eine Mischung aus
u.i.v. Folgen.

Beispiel 18.5. Seien i, &y, ... austauschbar mit Werten in {0, 1}. Gegeben &£ ist die Folge
1,8, ... wiv. mit Werten in {0, 1}, also eine Bernoulli-Folge. Eine solche Folge wird durch
eine Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] beschrieben. Integrieren wir nun iiber die Informa-

tion, die in £ enthalten ist, so wird p € [0, 1] zuféllig mit einer gewissen Verteilung ©. Dabei
ist © ein WMaf} auf dem Intervall [0, 1].

Die Verteilung von &, &s, ... kann man also mit einem zweistufigen Zufallsexperiment be-
schreiben. Zuerst erzeugt man ein zufilliges p € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeitsverteilung ©.
Danach fithrt man Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p durch und bezeich-

net die Ergebnisse mit &, &, . ... Fiir die Verteilung von &1, ..., &, gilt dann mit der Formel
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von der totalen Wahrscheinlichkeit

1
Plé1 =1, & = 4] :/0 P& = z1,..., & = z,|p] O(dp)

1
_ / pz1+...+xn<1 _ p)n—(w1+--.+xn) @(dp)
0

fir alle z1,...,z, € {0,1}.

Beispiel 18.6. Wir betrachten eine Pélya—Urne, in der am Anfang a weifle und b schwar-
ze Bille enthalten sind. Es sei § = 1, falls der k-te gezogene Ball weif ist, und & = 0
sonst. Es sei dem Leser als Ubung iiberlassen, zu zeigen, dass &, &s, ... eine austauschbare
Folge ist. Nach dem Satz von de Finetti muss diese Folge eine Bernoulli-Folge mit einer
zufélligen Erfolgswahrscheinlichkeit p sein. Dabei kann man p mit dem Gesetz der grofien
Zahlen identifizieren:
I S R
p= lim >—— fs.

n—oo n
Dabei sei aber hervorgehoben, dass p zufillig ist! Somit ist p nichts anderes als der Grenzwert
X des in Beispiel konstruierten Martingals X, = %(fl + ...+ &, +a+0b). Man kann
zeigen, dass p ~ Beta(a,b).

XKk
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