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Organisation & Inhalt

¢ Information: Alles auf

https://www.uni-muenster.de/Physik/studying/interested/preparatory_course.html

* Ort: Alle Vorlesungen im Horsaal (HS) 1, Wilhelm-Klemm Str. 10; Ubungen

in verschiedenen Rdumen;
o Ziel:

— Vorbereitung auf die Vorlesungen und Ubungen “Physik I”. Unsere Erfah-
rung ist es, dass Startproblem der Studenten und Studentinnen oft nicht in
der Physik, sondern in der Anwendung der (Schul-)Mathematik verwurzelt

sind. Wir benétigen sicheren pragmatischen Umgang mit Mathematik.
— Ausgleich von unterschiedlichen Kenntnisstinden der StudienanfingerIn-
nen. Liicken sollten geschlossen werden bevor das Semester beginnt!
e Inhalt:
— Stoff aus der Gymnasialstufe mit einigen Erweiterungen (neue Unterrichts-
form, andere Darstellungen, schwierigere Ubungsaufgaben).

— Vorlesung stellt Stoff kompakt vor, illustriert mit wenigen Beispielen; in
Ubungen wird Stoff selbststindig durch Bearbeiten von Beispielen erar-
beitet.

— Themen: Algebra und Analysis, d.h. Funktionen, Trigonometrie/Geometrie,

ii

Vektorrechnung, Differenzieren & Integrieren, komplexe Zahlen, ausge-

wihlte physikalische Beispiele.

* Ablauf: Kombination von Vorlesungen (9 x 90min) und betreuten Ubungen mit

Besprechungen (9 x 90min).

09:15-10:45 Vorlesung (heute: Funktionen & Trigonometrie)

10:45-11:15 nur heute: Zuordnung von Studierenden zu Ubungsgruppenleitern
Ausgabe von Berechtigungsscheinen fiir die Mensa
Ubungsgruppenleiter gehen mit ihrer Gruppe zu ihrem Seminarraum

11:15-12:45 Bearbeitung von Ubungsaufgaben in kleinen Gruppen

14:15-14:45 Besprechung der Ubungsaufgaben vom Vormittag

15:15-16:45 Vorlesung (heute: Trigonometrie & Vektorrechnung)
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Kapitel 1
Einleitung

Die Physik ist die Lehre von den grundlegenden Naturgesetzen und deren Anwen-
dung auf das physikalische Universum. Sie ermdglicht es uns, unsere Welt auf eine
tiefgreifende Weise zu verstehen. Nachdenken iiber die physikalischen Zusammen-
hénge schult auch allgemein unser strukturiertes Denken.
Deshalb sind die Motivationen, Physik zu studieren, recht vielfdltig:

 Verstehen, “was die Welt im Innersten zusammenhilt” (Goethe, Faust 1) von

den kleinsten Teilchen bis zum gesamten Universum

* Bringen physikalischer Denkweisen in andere Felder & interdisziplinédres Ar-

beiten: Biophysik, medizinische Physik, Econophysics, etc

* Erlangen der Fihigkeit neue Technologien zu entwickeln, z.B. Quantentechno-
logie

* Schulung in der Losung komplexer Probleme, um zu helfen, die Welt zu gestal-
ten

e Lernen, um zu Lehren (an Schulen, Universititen, etc.

Fiir das universitdre Studium der Physik ist es wichtig, eine solide Grundlage in
Mathematik zu haben. Dieser Vorkurs frischt Ihre mathematischen Kenntnisse auf

und bereitet Sie auf die Herausforderungen der Physik im ersten Studienjahr vor.
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Mit anderen Worten kann man sagen, dass die Mathematik die Sprache der Physik ist
und dass ohne ein vertieftes Verstéindnis von Mathematik auch ein Verstéindnis von
Physik nicht moglich ist. Eine mathematische Beschreibung der Natur bietet eine

Reihe von Vorteilen:

* Sie ist préziser und unmissverstiandlicher als eine nichtmathematische Beschrei-

bung.

* Sie ermdglicht quantitative Vorhersagen, d.h. wir konnen nicht nur sagen, dass

ein Apfel herunterfillt, sondern auch, wie schnell (und wohin ... ).

* Sie ermoglicht neue Einblicke in physikalische Zusammenhénge durch Unter-

suchung mathematischer Gleichungen.

Daher verwundert es nicht, dass physikalische Fortschritte oft mit mathematischen
Fortschritten in Verbindung stehen. So war Isaac Newton, einer der Viter der moder-
nen Physik, gleichzeitig auch einer der Begriinder der Infinitesimalrechnung und die
allgemeine Relativititstheorie wire ohne die moderne Differentialgeometrie (Unter-
suchung gekriimmter Rdume) undenkbar. Gleichzeitig spiegelt sich in der Mathe-
matik auch die Schonheit und Eleganz der Physik wieder — Symmetrien der Natur
spiegeln sich in Symmetrien der mathematischen Strukturen wieder, mit denen wir
sie beschreiben.

Dieser Vorkurs soll Sie daher in einige der fiir die Physik wichtigen Grundlagen der
Mathematik einfithren. Dabei soll der Bezug zur physikalischen Anwendung klar
gemacht werden, sodass Thnen einleuchtet, wofiir die mathematischen Inhalte in der
Physik gebraucht werden. Gleichzeitig soll auch etwas “mathematisches Denken”
vermittelt werden: Mathematik an der Universitét besteht nicht nur im Ausrechnen,
sondern vor allem im Verstehen und Beweisen der Zusammenhénge. Dies ist oft eine

Herausforderung — aber eine, die sich lohnt!

Kapitel 2
Funktionen

¢ Definition: Funktion
f : R — R (eindeutige Abbildung), x — f(x)
(Wertebereich und Funktionsbereich sind die reellen Zahlen R oder Teilmen-

gen)

£A

r-Achse = Abszissenachse

y-Achse = Ordinatenachse
Beispiel:

* Symmetrie: Manche Funktionen weisen Symmetrien auf, z.B.

— gerade f(—z) = f(z)




— ungerade f(—z) = —f(x)

— periodisch f(z + a) = f(x) (Translationssymmetrie mit Periode a)

£ Gy=x"

» Funktioenn mehrerer Unabhingiger — mehr Symmetrien

* Verkniipfung: fog: f(g(x)),z — g(z) — f(g(z))
Beispiel:

—f(g(z)) = sin(az + b)
9(x)
Periode P = 27 /a und Phase b (Verschiebung in x)

* Asymptotisches Verhalten: z.B. fiir + — +o0

£ = <
6= % \_ 6=
\'\\_:,\ —\»(x) L \ kd

Vi )= 0

X -

.g (.KB = $\V\ (?§>

i —Q—QQ e

X+t as deg.

* Divergentes Verhalten (vgl. Asymptotik):

Frage:

Was wire eine mogliche Funktion mit dem abgebildeten asymptotischen und
Divergenzverhalten?




 Umkehrfunktion zu f: f (oder “f~!”, aber Verwechslungsgefahr mit ﬁ!):

8
=~
<

Def: f(f(z))==z Va

bzw.  f(fy) =y Yy

byl

Beispiel: f(z) = 22, f

Il
B

Probe:

Achtung: u.U. eingeschrinkter Wertebereich, um f eindeutig definieren zu kon-

nen;
hier eigentlich: 2> =y — z = £y
f zweideutig; negativen Zweig verwerfen!

Geometrische Interpretation Umkehrfunktion: Drehung/Spiegelung an der Dia-

gonalen:

Beispiel: f(z) =¢* — f(y)=Ilny

Beispiel: f(z) =sinz —  f(y) = arcsiny

569
S (X)




Beispiele physikalischer Anwendung:

* Beschreibung zeitlicher Anderungen und funktionaler Zusammenhinge, z.B.
von Bewegungen (Ort, Geschwindigkeit, etc. abhéngig von der Zeit), von Zu-
standen (Dichte abhiingig von der Temperatur)

* Beschreibung riumlicher Anderungen (Feldstirke abhiingig von Position)

* Beschreibung raum-zeitlicher Strukturen, z.B. Wellenamplituden abhéngig von

Zeit und Position
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 1, Aufgaben 1 -7

Kapitel 3

Trigonometrie

3.1 Winkel

Definition: Winkel
Ein (ebener) Winkel o wird von zwei Halbgeraden eingeschlossen. Ihr gemeinsamer

Anfangspunkt heif3t Scheitel des Winkels; die Strahlen heilen Schenkel.

Definitionen: Winkelmalie
Das Winkelmal3 des Vollwinkels ist 360° (Grad) bzw. 27 (Radiant). Diese Malie

konnen wie folgt ineinander umgerechnet werden:

« 1rad =360°/(27) ~ 57° 17 45”
« 1°=60" = 3600” = 27 rad /360 ~ 0.017453 rad

Im Folgenden bevorzugte Verwendung von Radiants! (wie in der Wissenschaft
allg. iiblich)
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Beispiele physikalischer Anwendung:

* Ausdruck von Richtungsbeziehungen
» Koordinaten in Beschreibungen mit Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten

» Kontaktwinkel zwischen verschiedenen Substanzen (Youngsches Gesetz)

3.2 Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen eines Winkels o werden entweder am Dreieck
(fiir Winkel a@ < 7) oder am Einheitskreis definiert.
Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit Gegenkathete a (bzgl. ), Ankathete b und Hy-

potenuse c gilt:

C a
b
. a sin «v b CcoS &
sina = — cosaq = — tana = — = , ot = — = —
c g CoS (v a sin «

Damit gilt
tana cota = 1.

s

Da die Winkelsumme im Dreieck 7 betréigt, ist 5 = § — «, und es gilt:

. u . 7T
CoOs ¥ = Ssin 5—()& s SIno = COS E—Oz

Die Erweiterung auf Winkel, die groBer als 7 sind, erfolgt am Einheitskreis:

12

sin (180 — o)

sin o

cos (180 — o) cos o

Mathematisch positiver Sinn = entgegen Uhrzeigersinn

N

sin(x) ——
cos(x)

Rl L L L L

0 1 2 3 4

Es gelten die Symmetrien:

sin(m —a) =sina , cos(m — ) = —cosw
sin(—a) = —sina , cos(—a) = cosa
13




d.h., sin und cos sind ungerade bzw. gerade bzgl. Spiegelung an y-Achse

Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen haben eingeschrinkte Definitions- und

Wertebereiche:
a = arcsin <9) € {—E’q a = arctan (E) € ]—z'z
B c 22 N 22
b b
a = arccos <7) € [0;7] a = arccot (7) € |07
c a

Satz: Satz des Pythagoras
Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Kathetenquadrate gleich dem Hypote-
nusenquadrat,

a> + b =%

Durch Division mit ¢ (# 0) folgt daraus die wichtige Beziehung

sin?a + cos?a = 1.

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Vermessungswesen (z.B. Hohenbestimmung)

* Pendel (Skizze!): Position x = {sin¢ & £ — y = { cos ¢
Funktion y(z)?
y = L(1 — cos ¢) = £(1 — cosarcsin(z/()) (korrekt aber unhandlich)
Alternativ: y = £(1 — /1 — sin® ¢) = £(1 — /1 — (z/0)?)

» Komponentenzerlegung von Kriften (Beispiel: Masse auf schiefer Ebene, die
durch ihre Endpunkte definiert ist)

* Beschreibung von Schwingungen, Wellen und anderen zeitperiodischen Pro-

zessen
Zugehirige Ubungsaufgaben:

* Blatt 1, Aufgaben 8-13

3.3 Exponential-, Logarithmus- und hyperbolische Funktionen

Definition: Funktionen und ihre Umkehrfunktionen

Basis des natiirlichen Logarithmus In y = log  y ist die Eulersche Zahl e = 2.718282...

Funktion Umkehrfunktion
Potenzfunktion y=2" | n-te Wurzel z =Ry = Y/
Exponentialfunktion y = a® (speziell y = e”) | Logarithmus (y €]0; cc[) r=1log,y
(speziell z = log, y = Iny)
Hyperbelsinus y =sinhz = % Areasinus x = arsinh y
Hyperbelkosinus y =coshz = % Areakosinus (y € [1; co) z = arcosh y
Hyperbeltangens y = tanhz = S5 | Areatangens (y €] — 1;1[) x = artanh y
15000 T T T
sinh(x)
cosh(x)
10000 - 4
5000 - /4
of "o §
-5000 - / 1
10000 |/ R
-15000 L L L
-10 5 0 5 10

Beispiel: Hyperbelkosinus = Kettenkurve/Katenoide (Form einer hiangenden Kette

unter Schwerkraft)

Rechenregeln

15




™ = wn+m, (l.n)m = phm ‘I‘ﬁ — m/?n

eTeY = ety (e")V = e = (elna)a; _ erlna
— T — —InZ 1_

Inz +Iny = In(zy) Inz—Iny=1In . In:=—Inx

cosh?(z) — sinh?(z) = 1

Beispiele physikalischer Anwendung:

* grundlegend: Beziehungen zwischen trigonometrischen Funktionen, Schreib-
weisen mit komplexen Zahlen

» Losen linearer Differentialgleichungen, die viele natiirliche Prozesse beschrei-
ben: harmonischer Oszillator, Maxwell Gleichungen, Quantenmechanik freier
Teilchen (oder von Teilchen in stiickweise konstanten Potentialen)

* Exponential- und Logarithmusfunktionen konnen verwendet werden, um
Wachstums- und Zerfallsprozesse zu modellieren; spielen zentrale Rolle in Sta-
tistischer Physik

* Barometrische Hohenformel p = pg exp(—h/hy)
Zugehirige Ubungsaufgaben:

* Blatt 2, Aufgaben 1-3

3.4 Additionstheoreme

Summe und Differenz von Argumentwerten:

sin(fa =+ ) = sinacosf £ cosasin 3
cos(ax f3) = cosacosf Fsinasinj

16

Vielfache des Argumentwertes:

sin 2cv sin(a+ «) = sinacosa + cosasina = 2sinacosa

cos2a = cos’a —sin®a

« 1—cosa
Gin— = 44/ —
51112 5

« 1+ cosa

— = g
cos2 5

Dabei ist das Vorzeichen entsprechend der GroBe des Arguments «/2 zu wihlen.

3.5 Koordinatensysteme

Definition: Koordinatenursprung
- Beliebig gewihlter Punkt im 2-, 3- oder hoher-dimensionalen Raum

- Ublicherweise bezeichnet mit 0 = (0,0, ...)

Definition: Koordinatensystem
- Koordinatenursprung

- n linear unabhingige Vektoren (s.u.)

Definitionen: Koordinatensysteme in 2 Dimensionen:
- Kartesisch (Abb. links): P(z,y)
- Polar (Abb. rechts): P(r, @)

y y

17




Umrechnung:

r=rcos¢ , y=rsing

r2=a? 4+, tand)zg
T
Beispiel: Gerade in der Ebene

* Kartesisch: y(z) = ax + b mit Steigung a = tan / (Parameter a, b)

e Polar: r(¢) = p/ cos(¢ — a) (Parameter p, )

Definitionen: Koordinatensysteme in 3 Dimensionen

* Kartesisch (rechtshindig): P(z,y, z)
 Kugel (Abb. links): P(r, a, /3) Polarwinkel 3, Azimutwinkel «
* Zylinder (Abb. rechts): P(r, o, h)

Beispiele physikalischer Anwendung:

» Losung physikalischer Aufgaben oft einfacher fiir geschickt gewéhltes Koordi-
natensystem (folge Symmetrie des Problems)

* Physikalische Gesetze oft unabhéngig von Koordinatentransformationen: Inva-
rianzen schrimken die mogliche Form der Gesetze ein

* Enger Zusammenhang mit Symmetrien und Erhaltungssétzen
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 2, Aufgabe 4
* Blatt 3, Aufgabe 1, 4
* Blatt 5, Aufgabe 4, 5

19
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Kapitel 4

Vektorrechnung

4.1 Grundlagen

Definition: Vektor

Ein Vektor d@ (auch a oder a) ist geometrisch betrachtet eine gerichtete Strecke.
Er ist also gekennzeichnet durch Betrag (= Linge = Norm) a = |d]| (auch ||@]|) und
Richtung.

Als Einheitsvektoren definiert man Vektoren ¢€; (hiufig é;) mit der Linge 1, |&;| =

| = 1.

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann gleich, wenn sie in Betrag und Richtung

iibereinstimmen:
//
|@ = |b| und @||b. Sie sind im Raum frei (parallel) verschiebbar; man spricht von

freien Vektoren.
Die Richtung wird festgelegt relativ zu einer Referenzrichtung, d.h. einem Bezugs-

21




system. Dies gilt insbesondere fiir den Ortsvektor 7 (auch ¥). Er geht immer vom
Ursprung 0 aus und ist im Raum nicht frei verschiebbar.

Vektorwertige physikalische Grofen tragen dariiber hinaus noch eine Einheit, z.B.
fiir Geschwindigkeiten ¢ = di’/dt = 7 Meter pro Sekunde (m/s), fiir Kriifte F New-
ton (N=kg m/s?), fiir elektrische Feldstirke E Volt pro Meter (V/m=kg m / s> A)

etc.

4.2 Elementare Rechenregeln

Definition: Addition
Bei der Addition der Vektoren @ und b wird der Anfangspunkt von b durch Parallel-

verschiebung an den Endpunkt von @ gesetzt.
a

a

Der resultierende Vektor ¢, der vom Anfangspunkt von @ zum Endpunkt von b zeigt,
ist gleich der Vektorsumme a + b. Er entspricht der Diagonalen des von @ und b auf-

gespannten Parallelogramms.

Sitze: Kommutativitit und Assoziativitit
Vertauscht man bei der Addition die Vektoren @ und 17, so erhdlt man den gleichen

Summenvektor:

oy
Il
ST
+
Sl
Il
Sl
+
U

22

Die Reihenfolge der Summanden ist bei der Addition unerheblich:
(G+0)+¢ = a+(B+a).
Definition: Nullvektor und antiparalleler Vektor
Jeder Vektorraum enthilt ein neutrales Element bzgl. der Addition, den Nullvektor

0, so dass

—

b+0 = b

Er hat den Betrag 0 und ist richtungslos.

Ebenso existiert ein inverses Element, der antiparallele Vektor —b, so dass

Das sind auch Eigenschaften abstrakter Vektorrdume. (Ihre Elemente bilden eine
kommutative Gruppe.)
Definition: Subtraktion

Die Subtraktion @ — b ist definiert als Addition des zu b antiparallelen Vektors —b:
a

Definition: Multiplikation mit einem Skalar (reelle Zahl)
Unter dem Produkt einer reellen Zahl A € IR mit einem Vektor @ versteht man einen

Vektor A\d, dessen Betrag gleich |\||d@] ist und der je nach Vorzeichen von ) parallel

23




oder antiparallel zu @ ist.

Siitze: Assoziativitit und Distributivitét
Es seien A\, x € IR und a, b zwei beliebige Vektoren. Dann ist die Reihenfolge der

Faktoren bei der Multiplikation mit Skalaren unerheblich:

AMpd) = (Aw)d = Mud.

Bzgl. Multiplikation und Addition gelten folgende Distributivgesetze:

A+ p)a = A\a+pd

-

ANa@+0b) = Xi+ b

Beispiel: Diagonalen eines Parallelogramms halbieren sich.

Beweis:

—

wé+yd = w(@+b)+y(@—0b) = xd+ab+yd—yb
y)b

ST
|

= (z+y)d+ (z—vy)
1
— z+y=1 /\;L’fyz()%x:y:é

24

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Addition von Kriften: Baustatik, Auftrieb, Flussiiberquerung — siehe auch
Kap. 5.1

* Oft elegante Losung geometrischer Aufgaben

* Krifte in Kristallgittern

* Youngsches und Neumannsches Gesetz fiir fluid-fluid Grenzflachen

* Allgemeine Vektorrdume, z.B. in Quantenmechanik
Zugehérige Ubungsaufgaben:

* Blatt 2, Aufgabe 5-8
* Blatt 3, Aufgabe 1-4
* Blatt 5, Aufgabe 3, 5

4.3 Skalarprodukt

Definition:

Als Skalarprodukt (inneres Produkt, Punktprodukt) zweier Vektoren @ und bbezeich-

net man die Zahl

-

(@b) = a-b = |a||b|cosa.

b

28

bcos o
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Interpretation: Lénge eines Vektors multipliziert mit der Projektion des zweiten auf

den ersten.

Spezialfille:

¢ Orthogonalitit: @ - b=0<alb

* Linge (Betrag, Norm): @-@ = |a@|? = a? > 0 (Gleichheit nur fiir den Nullvektor)

Siitze:

e Distributivitit: (@ +b)-¢=ad-¢+b-¢.

« Bilinearitiit (Homogenitiit): (A@) - b = @ - (Ab) = A(@- b).

¢ Kosinussatz:

& = a>+V* — 2abcos~,

-, -, - =

da|d2 = (@+b)- (@+0b) =@+ +20-b=a®+ b+ 2abcos(m — ) =
a® + b — 2ab cos .

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Lagebeziehung geometrischer Objekte

e Kinetische Energie: £ = m# - 9/2 = m|9|?/2 = mw?/2 (Skalare sind
im Gegensatz zu Vektoren unabhingig vom Koordinatensystem) — siehe auch
Kap. 5.4

* Projektion von Kriften, z.B. Hangabtriebskraft und Normalkraft als Projektio-
nen der Schwerkraft auf die Richtung parallel bzw. orthogonal zu einer geneig-
ten Ebene (auf der z.B. Gerdll liegt) — siehe auch Kap. 5.2

o Arbeit: W = F - (z.B. Arbeit, Geroll den Hang hochzutragen) — siehe auch
Kap. 5.4

* Skalarprodukte in Funktionenrdumen wichtig in der Quantenmechanik
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 2, Aufgabe 5-8
* Blatt 3, Aufgabe 1-4
* Blatt 5, Aufgabe 3, 5

4.4 Vektorprodukt

Definition:

Das Vektorprodukt (duBeres Produkt, Kreuzprodukt) zweier Vektoren @ und bist der

Vektor

F=axb mit |d=|absina,
der senkrecht auf der von @ und b aufgespannten Ebene steht. Dabei bilden @, b und
C'ein Rechtssystem.
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Interpretation: |c] entspricht der Fliche des von @ und b aufgespannten Parallelo-

gramms.

Spezialfiille:

- Kollineare Vektoren (d.h. in “Pfeildarstellung” parallel) a, b=Ai:dxb=0

Siitze:

Qu

« Antikommutativitit: @ x b = —b x

-

* Distributivitit: (@ +b) x ¢=a
+ Bilinearitit (Homogenitit): (A@) x b = @ x (Ab) = A(@ x b).

« Nicht-Assoziativitiit: @ x (b x &) # (@ x b) x &

¢ Sinussatz:
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sina  sinf sin~y’

und absin(r — ) = acsin §.

Damit folgt bsin(y) = csin 3.

Beispiele physikalischer Anwendung:

» Lagebeziehung geometrischer Objekte
* Lorentzkraft eines geladenen Teilchens im magnetischen Feld: F= qu X B

* Drehimpuls L = 7 x pund Drehmoment M = 7 x F — siche auch Kap. 5.5
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 2, Aufgabe 5, 6
* Blatt 3, Aufgabe 3, 4

4.5 Komponentendarstellung

Definition: Lineare Unabhingigkeit

Die n Vektoren d; ... d,, heilen linear unabhingig, wenn aus

> iy = 0 folgt \; =0 Vi.

i=1
Satz: Basis eines Vektorraums

In einem d-dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von d linear unabhingigen
Vektoren eine Basis, d.h. ein beliebiger Vektor dieses Raumes lésst sich als Linear-

kombination dieser d Vektoren schreiben.

Definition: Orthonormalsystem
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Wihlt man als Basisvektoren zueinander orthogonale Einheitsvektoren ¢€; mit

1, falls i=j
€€ = 05 = ! (Kronecker — Symbol)
0, falls i#j

so bilden diese Vektoren ein Orthonormalsystem.

Satz: Komponentendarstellung

Jeder Vektor eines d-dimensionalen Vektorraums ldsst sich schreiben als

d
a = E a,-e”,;.
i=1

Dabei heilen die Koeffizienten a; Komponenten des Vektors @; in Richtung von é;.
Da diese Zerlegung eindeutig ist, ist jeder Vektor durch die Angabe seiner Kompo-
nenten eindeutig festgelegt:

ay

a2

Spaltenvektor : @ = , Zeilenvektor : @’ = (ay,as,as,...)
as

Beispiel: Kartesisches Koordinatensystem in drei Dimensionen
&g == (00" &=¢=(010", &=2a=(001"

Satz: Die Rechenregeln fiir Vektoren lassen sich auf die Komponenten wie folgt

tibertragen:
- Addition:
ay bl ai + b1
L ag by as + by
a+b = + =
as b3 as + bs
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- Multiplikation mit einem Skalar:

ay )\(1,1
a Aa
xio= Al | = ’
as )\(13
- Skalarprodukt:
@ = (Toa)(Tha) - Sanea) - Tond, - T
i j ij ij i
- Vektorprodukt:
asbs — azbs
¢=axb=) abj@xe) =Y abEpd = | ash —aibs |-
! ! (lle — a261
wobei

+1, falls 4, j, k = zyklische Permutation von (1, 2, 3)
Eijk = —1, falls 1, j, k = anti — zyklische Permutation von (1, 2, 3)
0, sonst (zwei Indizes gleich)
der total antisymmetrische Tensor in drei Dimensionen (= das Levi-Civita-Symbol)

ist.

4.6 Vektorwertige Funktionen

Definition: Vektorwertige Funktion

Bei einer vektorwertigen Funktion f : x — ¢(x) werden einer [oder mehreren] un-
abhingigen Variablen x [oder Z] d abhingige Variable zugeordnet, die zusammen

einen d-dimensionalen Vektor bilden. Im Fall einer unabhéngigen Variablen (héufig
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die Zeit t) spricht man auch von Parametrisierung.

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Position eines Massenpunktes auf einer Raumkurve (Trajektorie) als Funktion
der Zeit: 7(t) = S0 7i()& = (r1(t), ra(t), 73(t))T

* Gravitationskraftfeld als Funktion des Orts: F;,(F)

« Elektrisches Feld als Funktion des Orts: E(7)

* Kreisbewegung in der (z, z)-Ebene

R

Man wihlt als unabhingige Variable (Parameter) den Winkel ¢ € [0; 27]. Der

Kreisradius sei R. Die Bahnkurve ist dann

7(¢) = R(cos ¢,0,sin @)~
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Kapitel 5
Physikalische Anwendungen

Vektoren spielen in der Physik eine sehr wichtige Rolle, da es bei vielen physikali-
schen Groflen nicht nur auf den Wert (Betrag), sondern auch auf die Richtung an-
kommt. Will man z.B. die Schwerkraft beschreiben, dann ist neben ihrem Wert (mg
mit Masse m und Erdbeschleunigung ¢) auch wichtig, dass sie nach unten zeigt und
nicht z.B. nach oben. Daher ist die Kraft eine vektorielle GroBe F'. Ahnliches gilt
fiir die Geschwindigkeit ¢: Es kommt nicht nur darauf an, wie schnell man sich be-
wegt, sondern auch darauf, wohin. Ebenso ist der Impuls ' = m ein Vektor. Weitere
Vektoren, die man in der Physik oft antrifft, sind das elektrische Feld E und das ma-
gnetische Feld B. Dariiber hinaus gibt es noch den wohl wichtigsten Vektor in der
Physik, ndmlich den Ortsvektor 7. Dieser gibt die Position eines Teilchens an, was in
zwei oder drei Dimensionen mehrere Koordinaten und damit einen Vektor erfordert.
Wenn Vektoren physikalische Groflen reprisentieren, haben sie neben einer Rich-
tung und einer Linge auch eine Einheit, so hat der Geschwindigkeitsvektor z.B. die

Einheit m/s.

5.1 Addition von Geschwindigkeiten

Beispiel: Boot im Fluss
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Fluss

Ein Boot will einen Fluss iiberqueren. Dazu steuert es einen Kurs senkrecht zum
Ufer in Richtung des gegeniiberliegenden Ufers an. Sein Motor ermoglicht eine An-
triebsgeschwindigkeit vy . Im Fluss fliefit jedoch das Wasser mit Geschwindigkeit vp
flussabwirts (also senkrecht zur Richtung, die das Boot ansteuert) und nimmt das
Boot dabei mit sich. Die Geschwindigkeit ¥, mit der sich das Boot tatsdchlich

bewegt, ergibt sich dann als Summe der Geschwindigkeiten ¢y und Uf:

Uges = UA + UF.

5.2 Krifte

Beispiel: Schiefe Ebene
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Ein quaderformiges Objekt liegt auf einer schiefen Ebene. Aus seiner Masse m und
der Erdbeschleunigung ¢ ergibt sich, dass auf das Objekt die Schwerkraft P:G =
—mgé, wirkt. Dabei ist €, ein in der Abbildung senkrecht nach oben zeigender Ein-
heitsvektor. Auf der schiefen Ebene wirkt ein Teil der Schwerkraft senkrecht zur
Ebene. Dies ist die Normalkraft ﬁy. Diese Kraft beschreibt, wie stark das Objekt auf
die Ebene driickt. Da die Ebene nicht nachgibt und dadurch das Objekt in Bezug auf
die Normalkraft abstiitzt, fiihrt die Normalkraft zu keiner Bewegung des Objekts.
Es gibt jedoch noch einen weiteren Teil der Schwerkraft. Dieser wirkt parallel zur
schieben Ebene und ist die Hangabtriebskraft ﬁH. Da sie parallel zur Ebene wirkt,
wird sie nicht kompensiert und kann das Objekt in Bewegung versetzen. Dies ist
die Kraft, die z.B. von den Bremsen eines auf einer schiefen Strafle geparkten Autos
kompensiert werden muss, damit das Auto nicht die Strafle hinab rollt. Die Krifte ﬁN

und ﬁH sind Komponenten von ﬁ(;, d.h. ihre Summe muss genau ﬁc, entsprechen:

ﬁ(; = ﬁN + ﬁH

—

Fy=(Fg-¢)¢  Fa=(Fg-él)és
wobei ¢ - ¢, = 0 (Vorsicht mit den Vorzeichen!)
Man kann Vektoren wie Fg; auch anders in Komponenten zerlegen, aber fiir den

hier beschriebenen Anwendungsfall hétten andere Zerlegungen keine physikalische

Relevanz.

5.3 Skalarprodukt in der Physik

Das Skalarprodukt ist von groBer physikalischer Bedeutung. Ein Skalar hat, anders
als ein Vektor, keine ausgezeichnete Richtung und veréndert sich daher nicht, wenn
man das Koordinatensystem dreht. Daher sind skalare GroBen, die man iiber das

Skalarprodukt aus Vektoren konstruiert, anders als die Vektoren selbst unabhingig
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vom Koordinatensystem.

Wichtige Beispiele aus der Mechanik sind die kinetische Energie
E="p
2
(mit Masse m und Geschwindigkeit ¥) und die Leistung
P=F.v

(mit Kraft F und Geschwindigkeit 7).
Anschaulich: Die kinetische Energie (Bewegungsenergie) héngt nicht von der Rich-
tung der Bewegung ab, sondern nur von ihrem Betrag. Daher muss sie ein Skalar

sein. Analoges gilt fiir die Leistung.

5.4 Vektorprodukt in der Physik

Das Vektorprodukt hat eine Reihe von physikalischen Anwendungen. Eine wichtige
Anwendung ist der Drehimpuls

-

L=7xp
(mit Ort 7 und Impuls p). Die Anderungsrate des Drehimpulses ist das Drehmoment
. dL .
M = E =7x F
(mit Ort 7 und Kraft F). Anwendungen in der Elektrodynamik sind beispielsweise
die Lorentzkraft
ﬁ L =€ U X .é
(mit Elementarladung e, Geschwindigkeit v und magnetischer Flussdichte E) oder
der Poynting-Vektor (Energieflussdichte)
I B
S=—ExB
Ho
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(mit magnetischer Feldkonstante s, elektrischer Feldstirke E und magnetischer
Flussdichte B).

Anmerkung: Die Thnen evtl. aus der Schule bekannte Drei-Finger-Regel, iiber die
man die Richtung der Lorentzkraft ermittelt, ist eigentlich eine mathematische Regel
fiir das Kreuzprodukt. Die Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt zeigen dariiber hinaus
beispielsweise, dass die Lorentzkraft null sein muss, wenn die Elektronen sich in

Richtung der magnetischen Feldlinien bewegen (wenn also ¥ parallel zu Bist).

5.5 Drehmomente

Beispiel: Hebelgesetz

Ein Hebel, dessen Masse vernachléssigt wird, ist in einem Punkt P drehbar gelagert.

Der Hebel soll genutzt werden, um ein Gewicht anzuheben. Auf den Hebel wirken 2
Kriifte. Dies ist zum einen die Kraft £}, mit der am linken Ende des Hebels gezogen
wird, um das Gewicht zu bewegen. Die andere Kraft ist die Gewichtskraft F’; = ﬁG
des Gewichts, die auf das rechte Ende des Hebels wirkt. Entscheidend dafiir, ob und
in welche Richtung sich der Hebel dreht, ist das Gesamtdrehmoment M, das auf

den Hebel bezogen auf den Punkt P, wirkt. Das Gesamtdrehmoment ergibt sich als

37




Summe der Drehmomente J\711 und J\712, die auf den Hebel wirken:

M = M, + M.

Letztere Drehmomente resultieren wiederum aus den Kriften ﬁl und ]32 als ]\7[1 =
7 X F’} und ]\72 = Th X ﬁg. Dabei sind 7 und 7 die Vektoren, die von dem Bezugs-
punkt Pp zu dem Punkt zeigen, an dem die Krifte F 1 bzw. ﬁQ am Hebel angreifen.
Wenn das Gesamtdrehmoment M aus der Bildebene heraus zeigt, dreht sich der
Hebel entgegen des Uhrzeigersinns, sodass das Gewicht angehoben wird. Bei um-
gekehrtem Vorzeichen von M ist das Gewicht zu schwer, sodass sich der Hebel im
Uhrzeigersinn dreht. Wenn M verschwindet, gleichen sich die auf den Hebel wir-
kenden Drehmomente genau gegenseitig aus, sodass das Gewicht in seiner Position

gehalten wird und der Hebel sich nicht dreht.

Beispiel: Drehmomentenscheibe
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Eine Scheibe ist drehbar in ihrem Schwerpunkt P gelagert. An der Scheibe sind
in den Punkten P,..., Py Gewichte drehbar befestigt. Die Positionen der Punkte
Py, ..., Py relativ zum Punkt Pp sind durch die Vektoren 7, ..., 7, beschrieben.
Die auf diese Gewichte wirkenden Gewichtskrifte sind 131, R F:l Jede Kraft fiihrt
zu einem Drehmoment, das auf die Scheibe wirkt. Die im Punkt P, angreifenden
Drehmomente sind M,; =7 X f, mit¢ = 1,...,4. Das im Punkt Pp auf die Scheibe

wirkende Gesamtdrehmoment ist also durch

4
M= > M,
i=1

gegeben. Dieses Drehmoment bestimmt, in welche Richtung und wie schnell sich

die Scheibe drehen wird.
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Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 3, Aufgabe 4
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Kapitel 6

Komplexe Zahlen und Funktionen*®

6.1 Motivation

Messbare Groflen immer reell (z.B. Skalare: Dichte, Gewicht; Vektoren: Geschwin-
digkeit, elektrische Feldstirke; Tensoren (Matritzen): (mech.) Spannungstensor).
Aber: Mit Hilfe komplexer Zahlen sind viele physikalische Sachverhalte einfacher

beschreibbar und damit Rechnungen einfacher.

Beispiel: Schwingungsgleichung eines Fadenpendels (fiir kleine Auslenkungen: sin ¢ ~
b):
d*¢

g
ﬁ+7¢ = 0.

Gesucht ist eine Funktion ¢(¢), die sich nach zweimaliger Ableitung nach der Zeit ¢

im Wesentlichen reproduziert, wie z.B. die Exponentialfunktion
O(f) = ¢0 6wt7

so dass man auf die Bestimmungsgleichung (w? + g/1)¢(t) = 0 kommt. Da g, > 0
gibt es neben ¢y # 0 keine reelle Losungen, wohl aber die formale Losung w =
++/—g/! (d.h. man muss die Wurzel negativer Zahlen als neue Zahlenart definieren

— die sogenannten imagindren Zahlen mit denen man dann die komplexen Zahlen
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bildet).

6.2 Komplexe Zahlen

Definition: Das zentrale Element der imagindren Zahlen ist die imaginire Einheit
i=v-1, dh P=-1

Jede imaginidre Zahl ldsst sich schreiben als z = yi mit y € R. Das Quadrat einer
imagindren Zahl ist immer eine negative reelle Zahl.
Beispiele:

o V4 =4/~1 = +2i

e i3 =i%i=—i

s W+ g/l=0—w==4g/li

Definition: Die komplexe Zahl z € C ist die Summe aus einer reellen und einer

imagindren Zahl
z = z+yl

mit z,y € R, wobei z = Re(z) der Realteil und y = Im(z) der Imaginirteil von z
ist. C ist also isomorph zu R? (d.h. es gibt eine eineindeutige Abbildung zwischen
ihnen). Man nennt

=z =ux—vy

die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Eine komplexe Zahl ist genau dann Null, wenn Real- und Imaginirteil verschwinden.

Reelle und imaginére Zahlen sind Spezialfille der komplexen Zahlen mit verschwin-

dendem Imaginér- bzw. Realteil.

2

Da komplexe Zahlen mit Hilfe reeller Zahlen geschrieben werden konnen, verallge-
meinern wir einfach die Rechenregeln der reellen Zahlen. Fiir z; = x; + y;i und

29 = X9 + Yol erhilt man:

* Addition und Subtraktion: z = z; £ 20 = (21 £ 22) + (y1 £ y2)i

* Multiplikation: z = 2125 = (z1+y1)(z2+921) = (2122 —Y192) + (2192 + 2251 )i,
wobei z = 0 genau dann, wenn z; = 0 und/oder zo = 0.

e Division: z = 21 /20 = 2125/ (2223) = [(m122+y192) — (v192— T2 )i] /(23 +43),
wobei 2y # 0 sein muss. Spezialfall: 1/z = 1/(z + yi) = (z — yi)/(2? +¢*) =
2 /(2 +y?).

6.3 Komplexe Zahlenebene

Man kann Real- und Imaginirteil einer komplexen Zahl z € C als Komponenten

(z,y) € R? eines zweidimensionalen Vektors auffassen:

z=x+yi= (v,y)

Dabei sind:
- Realteil = = Projektion auf die reelle Achse (Basisvektor 1 = (1,0))
- Imagindrteil y = Projektion auf die imaginire Achse (Basisvektor i = (0, 1)
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Statt der kartesischen Koordinaten
r =rcos¢ und y = rsing

kann man auch die Polarkoordinaten (7, ¢) verwenden. Dies entspricht einem Basis-

wechsel.

Definition: Die Polardarstellung komplexer Zahlen in der komplexen Zahlenebene

ist definiert durch:

» Komplexe Zahl: z = r(cos ¢ + isin ¢)

 Konjugiert komplexe Zahl: z* = r(cos ¢ — isin ¢) (Spiegelung an der reellen
Achse)

* Betrag von z: 2| = r = /2% + y?, wobei auch |z| = /z2*

* Argument von z: ¢ = arg(z) = arctan(y/x)

Fiir jeden Wert von y/xz = tan ¢ gibt es zwei Losungen ¢ € [0;27]. Es muss der

Wert genommen werden, mit dem sich die Transformationsformeln erfiillen lassen.
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Reihenentwicklungen von Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion:

.’EQ o 2

e +o oyt %&“
1,3 1,5 0 x271,+1 1 S (l,i)QnJrl
sing = r——+—+.. = 1) = - e
smro= et D )@n+1y i§:@n+1ﬂ

n=0
Ii)Qn

cosx = 1*5+I+'“ = 2(71)"(2@! - Z (2n)!

n=0

—

Daran kann man die sehr wichtige Eulersche Formel ablesen:
€ = cos¢ +isin¢.
Umgekehrt sind

i | —i¢ . Lo i
(€”+e) |, sing = E(e"ﬁfe ).

N —

cos ¢ =

Mit der Eulerschen Formel lisst sich die Polardarstellung kompakter schreiben
(r = |z[):
+ Komplexe Zahl: z = re'¢

+ Konjugiert komplexe Zahl: z* = re”'¢

Wichtig: Argument ¢ von z hat Periode 27: re'® = rel®™2"™ n = 41,42, ...

Weitere Rechenregeln:

* Multiplikation: z = 212y = |21]|20]€!(?*92), also | 2| = | 21|22
und arg(z) = ¢1 + ¢o
* Division: z = 2,/ = |21|/| 2?1 =), also | 2| = |21]|/| 2|

und arg(z) = ¢1 — ¢

s Potenzieren: z = 2} = |z|"e™?1, also || = |z |" und arg(z) = ne,
* Wurzelziehen: z ="\/z; ="\/|21[el?/", also |z| ="\/]z1| und arg(2) = ¢1/n
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Beispiele:
e In(—5) = In(5¢™) = In5 + In(e!™) = In5 + i
e z=1—1—|2| = V2 und arg(z) = arctan(—1/1) = Tr/4, also z = v/2¢7"/4
o VT == 28
e 1/i=—i

o |ei?| = (cos® ¢ + sin? ¢)'/? = /1 = 1 (Einheitskreis um Koordinatenursprung)

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Beziehungen zwischen trigonometrischen Funktionen (Additionstheoreme)
» Effektive Beschreibung von Schwingungen und Wellen

» Komplexe Wechselstromrechnung (Wirk- und Blindleistung)

 Losung linearer Differentialgleichungen — sieche auch Kap. 7.7

» Komplexer Brechungsindex in der Optik

* Quantenmechanik (Schrodingergleichung)
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 3, Aufgabe 5, 6
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Kapitel 7

Differentialrechnung

7.1 Motivation

Beispiel: Eindimensionale Bewegung

Ax
Gleichférmig: x(t) = xg + vt — Geschwindigkeit v = Ii = const.

o T . Az
Beliebig: x(t) —  Geschwindigkeit v(t) = Ahtlll(] At
d d%z
Beschleunigung: a(t) = d—:: = d—;
In der Physik verwendet man oft fiir Ableitungen nach
- dem Raum z die Notation f'(z) = df/dx (Steigung),
f"(z) = d?f/dz® (Krimmung)
. e . L. A(d
(auch allgemein fiir Ableitung nach dem einzigen Argument: d;‘?) = A(¢))

Beispiel: Kraft ' = —dV/dx (V... potentielle Energie)

- der Zeit t die Notation f(¢) = df/dt, f(t) = d*f/dt? etc.
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Beispiele physikalischer Anwendung:
* Beschreibung von Anderungen in der Zeit oder im Raum oder mit Kontrollpa-

rametern

« Geschwindigkeit 7 = di/dt, Kraft F = dV/d7, chemisches Potential 11 =
dF /AN

* Newtonsches Gesetz: m# = —dV/dx
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 4, Aufgabe 1-5
* Blatt 5, Aufgabe 3, 5

7.2 Grundlagen

Definition: Die Ableitung einer Funktion y = f(x) wird definiert iiber den Diffe-

renzenquotienten

W m 2 gim (M)

dz ~ Ars0 AT AZ-0 Az

Beispiele: Polynomialfunktionen

. (J,(.'L‘-Q-A.’IJ)-I-b—CL.’II—bil_ Az
y=a T Arso Az T a0 Az
caabrte » W a(r +Ar)? +b(z + Ax) +c—ar’ — bz —c
v= T A0 Az
. 2azAz + aAr? + bAx
= lim =2ax+b
A0 Az
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Funktion f(z) | Ableitung f’(z)
" nz"!

const. 0

sinz cos

cos T —sinx

tan z 1+ (tanz)?
Inz 1/x

sinh x coshx

coshx sinhz

tanh x 1 — (tanhz)?
arctanh 1/(1 —2?)

7.3 Ableitungen elementarer Funktionen

7.4 Rechenregeln

Summenregel: f(z) = g(z) + h(z) = f'(z) = ¢'(z) + W' (2)
Produktregel: f(z) = g(x)h(z) — f'(z) = g(x)h (x) + ¢'(z)h(z)
Spezialfall: f(z) =cg(z) = f'(z) = ¢ ¢(z) (Linearitit)

Kettenregel:

fl@) = glh(z)] = f(z)= %%

Quotientenregel: (abgeleitet aus Produkt- und Kettenregel)

h(z)g (x) — g(z)h (z) _ NAZ — ZAN
h2(z) N2

f(w):% S ) =
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Ableitung der Umkehrfunktion z = f~!(y):
dz 1 1

de dela=f-1(y)
[ dal= dy dz]

da dy

7.5 Beispiele zu Ableitungen

ey=a3 4522 -2 -2 = Yy =322+10x -2
e y=sinz cosz — ¢ =—sin’z+cos’x

ey=csint — y =e“(sinz+ cosx)

oy 2 e T N
Y A+ Y (4+x)? (4+x)?
; _ cos?atsin’z 1

°y=tanz - y = cos?x T cos?x

ey = (23 +1) =2(z% + 1)32% = 62%(23 + 1)
e y(t) = sin(wt) — §(t) = w cos(wt) (Dimension 1/s auf beiden Seiten!)

e y=sinx — x = arcsiny

2

(oder = = sin~! y; Vorsicht Notationskonflikte, vergleiche cos® z = (cos z)?)

-1
dz(y) _ darcsiny _ [ dy(z) _ (dsinz\~l _ DT L area) -1
o= gl = ) = (4522) " = (cos ) = (cosarcsiny)

ey=expr—x=Iny

-1 -1
la dIn 1y (z dexpa — -
) g ()= (d52e) = (expa) =y

dy dy

¢ Kurvendiskussion: (Skizze!)
y=a3+322 -4 — Yy =322+6x — ' =6x+6
Verhalten bei +00 :  y(z — —00) = —00,y(z = ) = 00
Nullstellen: y =0 —  xp100 = —2,203 = 1
Extrema:y =0 — 2,1 =—2 (Maximum, y(z,,) = 0),
Tme =0  (Minimum, y(z,,2) = —4)
Wendepunkte: y" =0 — 2, =-1
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» Extremalrechnung: von Kugel (Radius R) umschlossener Kreiszylinder mit
maximalem Volumen (Skizze!)
Kreiszylinder mit Hohe h, Radius r, — Volumen V' = wr2h
Pythagoras: R? = (h/2)? +7r> — 12 =R*—(h/2)®> — V(h) =
7(R? — h2/4)h
Extremum: 0 = ) — 7(R2 —p2/4) —wh?/2 = 7 (R? = 3h?)  —  h, =

dh
2
V3 R

7.6 Taylorentwicklung

Satz: Taylorreihe
Unter gewissen Voraussetzugen (z.B. Existenz aller htheren Ableitungen) kénnen

Funktionen in eine Potenzreihe entwickelt werden:

o0

F@) = 3 f ) — )" = Flan) + o) — ) + 7 )z~ w) o

n=0

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Universell angewandte Néherungsmethode in allen Bereichen der Physik!
* Mechanische Mehrteilchenprobleme bei grolen Massekontrasten

* Nah- und Fernfeldniherungen in der Optik
Zugehirige Ubungsaufgaben:

* Blatt 4, Aufgabe 4
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7.7 Gewdohnliche Differentialgleichungen

Nachfolgend gibt es ein paar Beispiele fiir Differentialgleichungen, die in der Physik
vorkommen. Die gesuchte Funktion wird mit y(z) bezeichnet und ihre Ableitungen

mit y', ", ...y

Beispiele: Homogene lineare Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung

v =ay — y=Ae*

V' +Ey=0 — y=Ac* + Be " oder alternativ y = Ccos(kz) 4+ D sin(kx)
Satz: Die homogene lineare Differentialgleichung
Y+ @y Y+t axy +ary +agy = 0

mit konstanten Koeffizienten a; wird durch den Ansatz y = A e** gelost. Fiir A ergibt

sich eine Gleichung n-ten Grades:
Nt @ g Nt aa N aid +ag = 0.

Wenn diese Gleichung n verschiedene Losungen Aq, ..., A\, € Cbesitzt, lautet die

allgemeine Losung:
y = A eMT 4 A et

(Wenn eine Losung \; des Polynoms die Vielfachheit v; > 1 hat, fiihrt dies zu Ter-
men A; yzFer® mitk =0,..., ;)

Satz: Superpositionsprinzip

Sind y1(z), ..., y,(x) n linear unabhingige spezielle Lésungen einer linearen Dif-
ferentialgleichung von Grad n, dann ist Ay, (x) + - - - + Any,(x) eine allgemeine

Losung.

52

Satz: Trennung der Variablen

Eine Differentialgleichung der Gestalt

,_ )
y =
9(y)
kann durch Trennung der Variablen gelost werden:
dy _ f@)
A %qd:f‘rd‘p—)/dz‘/xdl
= o) (y)dy = f(x) 9(y)dy = [ f(x)

Seien G(y) und F(z) Stammfunktionen zu g(y) und f(x). Dann gilt also G(y) =
F(x) + C und durch Auflésen nach y erhilt man

y=G Y (F(z)+0).

Beispiele physikalischer Anwendung:

* Bewegungsgleichungen mechanischer Systeme: Newtonsche Gleichung, Ha-
miltonsche Gleichungen

 Beschreibung von Oszillatoren (mechanische, elektrische, chemische, biophy-
sikalische)

* Beschreibung von Wachstums- und Zerfallprozessen

 Allgemein: Beschreibung der Dynamik diskreter Observabler
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 4, Aufgabe 5

7.8 Ableitung vektorwertiger Funktionen

Definition: Ableitung vektorwertiger Funktionen

Die Ableitung eines Vektors 7(¢) nach der Variablen ¢ ist definiert als

d_o i+ A — (1)
) = Jfim ———
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Bei Darstellung eines Vektors durch (zeitlich) konstante Basisvektoren entspricht die

Ableitung des Vektors der Ableitung seiner Komponenten:

T
d
&T(t) = |9
z

Satz: Ableitung von Produkten
Seien @(t) und b(t) zwei vektorwertige, differenzierbare Funktionen und f(t) eine
skalare Funktion. Dann gelten folgende Beziehungen (direkte Konsequenz aus Pro-

duktregel fiir skalare Funktionen):

d . _df(t) dal(t)
Ui = a0+ s
d o oooda) .o db()
&(a() b(t)) = -b(t) +d(t) Tﬂ
A, oddl) oo db)
S0 < B0) = " B+ ) x <
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Kapitel 8

Integralrechnung

8.1 Grundlagen

Definition: Riemann-Integral
Gegeben sei eine Funktion f(z), definiert im Intervall © € [a, )] und stiickweise
stetig in den Teilintervallen Az; = z; — x;_y mita = xg < 1 < -+ - < x, = b. Fiir

beliebige &; € [z;_1, ;] heiBt der Grenzwert

b
Z lim ffl YAz, = /f(x)dm

Ax;—

(bestimmtes) Integral der Funktion f(z) iiber [a, b].

Geometrische Interpretation: Fliche unter der Kurve f(z).
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Beispiele physikalischer Anwendung:

* Lingen-, Fliachen- und Volumenberechnungen
» Berechnung von Gesamtgroflen, globalen Stoff- und Energiebilanzen
* Losen von Bewegungsgleichungen, d.h., von Differentialgleichungen

+ Ubergang von diskreten zu kontinuierlichen Beschreibungen
Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 4, Aufgaben 6-9
* Blatt 5, Aufgaben 1, 2, 4

8.2 Eigenschaften des Integrals

Vertauschung der Integrationsgrenzen:

b a
[ 10w = - [ )
a b
Linearitiit:

[lanm +enwia = o /,,bfl(” dre /ab plods

a

Teilintervalle'

b
f( /f dr+ f()dJ? falls a <c<b

Symmetrieelgenschaften:

- f(x) antisymmetrisch, d.h. f(— —f(z):

/ fla

- f(x) symmetrisch, d.h. f(—z) = f(2):

/ flayds = 2 [ fa)ds
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8.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

T

/j(f) dt = F(z) — F(a) mit dlji = f(z).

a

Die Funktion F'(z) heiBt Stammfunktion von f(z).

Definition: Das unbestimmte Integral [ f(z) dz ist die Menge aller Stammfunktio-

nen von f(x).

Es gilt

/f(:l;)dfl: = F(z)+C,

wobei C' eine unbestimmte Integrationskonstante ist.

8.4 Arbeit und Potential

Wird ein Teilchen im Kraftfeld F(x) vom Anfangspunkt z; zum Endpunkt z5 be-

wegt, so betrigt die geleistete Arbeit

w :/ F(z)dz.

Das Potential V' (x) wird bis auf eine Konstante definiert durch
T
Vi) = — / F(2')da'.
To

Es gilt also F(z) = =LV (z) (s.0.).
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8.5 Stammfunktionen elementarer Funktionen

Funktion f(z) | Stammfunktion F'(x)
x" 2"/ (n+1)
const. const. ©

1/x Inx

\/f 92 /3 23/2
sinx —cosx

cos T sinx

tan —In|cosz|
e’ e’

a® a*/Ina

Inx z(lnz —1)
sinh coshz

coshx sinh

tanh In cosh x

8.6 Integrationstechniken

Die Berechnung von Integralen lduft in der Regel darauf hinaus, dass man die Stamm-
funktion F'(z) der zu integrierenden Funktion f(x) sucht. Dabei ldsst sich héufig eine

der im Folgenden vorgestellten Integrationstechniken anwenden.

Partielle Integration
Gesucht ist das Integral I = / f(z) dx, wobei sich f(z) auf die Form f(z) =

u(z)v'(x) bringen ldsst. Dann kann das Integral mittels partieller Integration auf ein
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anderes, unter Umstédnden einfacheres, Integral /u'(x)v(:v) dz zuriickgefiihrt wer-

den:

Substitution
Diese Integrationstechnik ist auf Funktionen anwendbar, die sich in der Form f(z) =

g(u(x))u'(z) schreiben lassen. Es gilt:

b u({?)
/ g(u(@))(z)dz = / o) du
a u(a)

Logarithmische Integration
Diese Integrationstechnik ist auf Funktionen anwendbar, die sich in der Form f(z) =

g'(z)/g(x) schreiben lassen. Es gilt:

b b
g (x) - M o = M lota®
/ o &= / Gz =[nlg(@)l,-

a a

Partialbruchzerlegung

Ist der Integrand eine rationale Funktion f(z) = p(z)/q(x) (p(z), ¢(x): Polynome;
Wir konnen annehmen, dass der Grad von p(z) kleiner ist als der von ¢(z); Wenn
das nicht der Fall ist, fithren wir erst eine Polynomdivision durch.), so ldsst er sich in

eine Linearkombination von Termen der Form

A; Ainx+ B;
Polynom oder M oder _Ain + Bin,
(x—a)m™ (22 + bz + ¢;)™

zerlegen. (Wenn man mit komplexen Zahlen rechnet, entfllt die letzte Art von Ter-
men.) Diese Ausdriicke lassen sich dann elementar integrieren.
Hierbei sind x; die Nullstellen des Polynoms ¢(x). Die Terme (A; ,,x + Bi,)/ (2% +

bz + ¢;)™ gehdren zu nicht-reellen Nullstellen des Polynoms ¢(x). In beiden Fillen
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nimmt n; die Werte von 1 bis zur Vielfachheit der jeweiligen Nullstelle an.

Rationale Funktionen von sin und cos
Bei Integralen, die rationale Funktionen von sin(x) und cos(z) enthalten, fiihrt fol-

gende Universalsubstitution zum Erfolg:
x
t = tan(i), d.h. 2 =2arctan(t).

Mit Hilfe dieser Substitution ldsst sich das Integral iiber die Variable x auf ein Inte-
gral tiber eine rationale Funktion in ¢ iiberfithren. Dabei nutzt man aus, dass folgende

Beziehungen gelten:

. 2tan(s) 2t
sinz = =
1+ tan Q(g) 1+1¢2
1 — tan?(%) 1— ¢
cosr = 2L = 5
1+ tan?(%) 1+t
dz d 2
i QT arctan(t) = o

8.7 Beispiele zur unbestimmten Integration

Elementar (Potenzen)

/312/3(11*3/ 23 4 *3§L‘)/3+C 5 2B+ C

dz—/ 3Py = 2/°+C W+C
=
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Linearitit
1
/(z27 +sinz)dr = /z”dx +/sinxdx = %x% —cosz+C
/(sin@ +cos0)dd = —cosf +sinf + C

1 .
/(x2+expx)d1:: gx‘s—kexpx-i-C’

(1+x) ~1/2 2
de= [ 277 (1+2z+2%)dx
N3
= /.z71/2+2x1/2+x3/2dx
—opl/2 4 §$3/2 T %mS/Q e

Partielle Integration

. x
do(z) . du(z)
/u(x) . dx—f/ 1 (z)dz + u(z)v(x)
Beispiel: A
/xsinz dz u=z v =sinx
=1 V= —cosT

/msinx dz = fxcoszf/(fcosx)da: = —xcosx +sinx +C

Beispiel: B

/xQeprdx u = x> v =expx
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/wQexpxdx:xQexpx—Q/xexpxdx

/xZexpxdw=:E2exp:t72(xexprexpx) +C =

U=2x v/:exp:z:

u =1 UV =expT

(2% — 22 + 2)expa + C

=1

V==

v =cosz

v=sinz

Beispiel: C
/lnl'd:c u=Inx
v =1/z
"1
/1nxdx =zlnz— / —zdr=z(lnz—-1)+C
x
Beispiel: D
/(cos z)?dx U= cosx
v = —sinz

/(Cos z)?dz = sinz cosz + /(sin z)tdz

=sinzcosx +/ [1— (cosz)?] d

1
— /(cos z)dr = é(sinwcosx +z)+C

Integration durch Substitution

/ F(9(@))g(z) dz = / fw)du mit w=g(a),

Beispiel: A
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Mit partieller Integration

/3exp(31’) dx mit u=3 v' = exp(3z)
u=0 v = - exp(3z)
=exp(3z) —0+C

oder durch Substitution

du 1

- A
/3exp(3f) dz:/Se“gdu:e“nLC:e““ +C

{mit u=3r —

Beispiel: B

/(3x+7)27dx
d 1
mt u=32+7 — =3 — dr=-_.du
dx 3
1 11 1
i Qe s 28
/u g du=g50u 84(3x+7)

Beispiel: C

Beispiel: D

cosT
cotzdr = - dzx
sinx

. . du
mit w=sinx — —=cosr — dr=

du

dx cos T

1
=/fdu=lnu+C:ln(sinx)+C’
u
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Alternativ

. du . 1
mit wu=cosr — —=—sinz — dr=-—— du
dz sin x

u u u
i [ — = [ Y d
/(sinuv)2 “ /1—(cos‘7£)2 . _/l—u2 “

Ein Vergleich beider Rechenwege fiihrt zu folgender Erkenntnis:

/ “ du = —In(sinz) + C = —In(y/1 — (cosz)?) + C

1—u?

8.8 Beispiele zur bestimmten Integration

b
() = F(b) — F(a)

a f B
Aﬁurw
[rw=-["1

b c b
ﬂm=/fm+ 1)

Beispiel: Von Kurven f = x und g = 2 eingeschlossene Fliche (Skizze!):
- Schnittpunkte bestimmen (f = g): 0=z — 2’ =2(l —2) > 21 =0, 2y =1
- bestimmtes Integral (Vorsicht: vorzeichenbehaftet, d.h. obere von unterer Funktion

abziehen, nicht umgekehrt)
1
/ r—a?de = [2%/2 - 23/3)5 =1/2-1/3=1/6
0

Beispiel: Fliche A eines Kreises mit Radius r beschrieben durch 22 + 3> = 2, d.h.
g =12 — 2
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— y = £vr? — 22 (Skizze!):
a= [ VR G [ R

-

1l
{mit T =rcos¢ — ﬁz—rsinqﬁ — dx = —rsingdo
0
= —2/ v/ 12— 1r%(cos ¢)?rsin ¢ do
[dabei xz,=—-r=rcosg, > cosd, =—-1— ¢, =7

und 1z, =r =rcos¢, = cosgy=1— ¢, =0]
0
= —2r? / V1 —(cos¢)?sinpdo
b 7r0 ©
= —2? / (sing)?d¢ (analog zu Bsp. D bei Partielle Integration, siehe oben)
1
= —27‘25 [¢p — sin ¢ cos </>]?_

= 7
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Kapitel 9
Zeitabhiangigkeit von Bewegungen

Beispiel: Fallbewegung

Auf ein Objekt mit Masse m wirkt die Schwerkraft ﬁG = —mgé,. Seine Position
zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist 7(0) = 7. Es soll zunichst ruhen, aber zum Zeitpunkt
t = 0 fallen gelassen werden. Seine Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist also
7(0) = 0. Seine Beschleunigung aufgrund der Schwerkraft ist konstant und zu jeder
Zeit t gegeben durch

at) = —ge..
Daraus ergibt sich durch Integration der Beschleunigung iiber die Zeit, dass sich das

Objekt zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 mit der Geschwindigkeit

o(t) = 9(0) +/0 dtd(t) = —gte,

bewegt. Durch eine weitere Integration iiber die Zeit erhalten wir die Position 7(t)

des Objekts zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0:

ot th
7(t) = 7(0) + / dt(t) = 7 — e,
0

Beispiel: Wurfbewegung
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Eine Kugel mit Masse m wird geworfen. Dabei wird sie zum Zeitpunkt ¢t = ¢, los-
gelassen. Zu diesem Zeitpunkt befindet sie sich am Ort 7(t) = 7. Die Geschwin-
digkeit der Kugel beim Loslassen ist #(ty) = . Wihrend des gesamten Fluges
wirkt die Schwerkraft F; = —mgeé, auf die Kugel. Der Luftwiderstand wird hier
vernachldssigt.

Die Beschleunigung der Kugel fiir Zeitpunkte ¢ > ¢ ist also konstant und durch
a(t) = —ge,

gegeben. Daraus ergibt sich durch Integration der Beschleunigung iiber die Zeit, dass

sich die Kugel zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > ¢( mit der Geschwindigkeit

t
ot) = (e + [ dtae) =~ glt ~ to)e.
to
bewegt. Durch eine weitere Integration iiber die Zeit erhalten wir die Position 7(¢)

der Kugel zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > #:
! gt —1t9)*

F(f) = F(to) + / dt E(f) =79+ (t — to)’ffo — T(iz‘
to

68

Zugehorige Ubungsaufgaben:

* Blatt 5, Aufgaben 3, 5
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Griechisches Alphabet

Kleiner Buchstabe | Groer Buchstabe ‘ Name ‘

A Alpha
B Beta
y r Gamma
) A Delta
€ oder € E Epsilon
¢ Z Zeta
n H Eta
9 oder 0 G} Theta
L 1 Tota
K K Kappa
A A Lambda
o M My
v N Ny
13 = Xi
0 (0] Omikron
™ IT Pi
p P Rho
o Y Sigma
T T Tau
v T Ypsilon
o oder ¢ P Phi
X X Chi
P v Psi
w Q Omega
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