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Vorwort

Das vorliegende Skript ist eine Mitschrift der Vorlesung, die ich im Wintersemester
1997/98 und Sommersemester 1998 an der Westf¨alischen Wilhelms-Universit¨at ge-
halten habe. Ein Teil der Mitschrift – etwa bis Kapitel 4 – beruht auf Aufzeichnun-
gen der von mir vorgetragenen Definitionen und S¨atze, die mir Herr stud. math.
PETER HORN bereits in geTEXter Formüberlassen hat. Allerdings habe ich die-
sen Text so weit ver¨andert und erg¨anzt, daß alle eventuellen Ungenauigkeiten zu
meinen Lasten gehen. Die Niederschrift des ¨ubrigen Textes erfolgte vorlesungsbe-
gleitend.
Mein ganz besonderer Dank geb¨uhrt den Studierenden Frau MAIKE WALTHER,
Herrn HENRIK BUCHHOLZ, Herrn KEVIN BUCHIN und Herrn HENDRIK KLÄVER,
die den vorliegenden Text Korrektur gelesen und einen Großteil der Korrekturen
auch eigenh¨andig eingearbeitet haben.
Ich hoffe, daß dieses Skript sich als hilfreich f¨ur die Prüfungsvorbereitungen er-
weisen wird.

Im Januar 1999

Wolfram Pohlers
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0. Vorbemerkungen, Notationen,
Konventionen

0.1 Etwas Aussagenlogik

Beispiele von Aussagen

� Die Sonne scheint.

� Es regnet.

� Ich spanne den Schirm auf.

Eine Aussage besteht also aus einem (oder mehreren) Objekten,die Sonne, Es, ich,
der Schirmund Prädikaten, die auf die Objekte angewendet werden. DieSonne
scheint; esregnet, ich spanne denSchirmauf.
Mehrere Aussagen lassen sich zu einer neuen Aussage verkn¨upfen. Z.B.:

� Die Sonne scheintundes ist warm.

� Die Sonne scheintoder es regnet.

� Wennes regnet,dannspanne ich den Schirm auf.

Durch Negation lassen sich Aussagen in ihr Gegenteil umformen. Dies ist bei
wenn. . .dannAussagen nicht immer ganz einfach. So erhalten wir beispielswei-
se als Negation der Aussage

� Wennes regnet,dannspanne ich den Schirm auf

die Aussage

� Es regnetund ich spanne den Schirmnicht auf.

Um den umgangssprachlichen Begriffen wieund, oder, wenn . . . dannundnichtei-
ne präzise mathematische Bedeutung zu geben, f¨uhren wir aussagenlogische Junk-
toren ein. Aussagen sind dadurch gekennzeichnet, daß sie wahr oder falsch sein
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0. Vorbemerkungen

können. Die Verkn¨upfung von Aussagen ist also dadurch festgelegt, daß wir ver-
einbaren, welcher Wahrheitswert der verkn¨upften Aussage in Abh¨angigkeit der
Wahrheitswerte der zu verkn¨upfenden Aussagen zukommen soll. Einen-stellige
aussagenlogische Operation ist also eine Funktion, dien Wahrheitswertenfw; fg
einen Wahrheitswert zuordnet. Wir kommen mit den folgenden1- und2–stelligen
aussagenlogischen Operationen aus. (Mit Mitteln der Mathematischen Logik l¨aßt
sich zeigen, daß jede aussagenlogische Operation schon aus den folgenden aufge-
baut werden kann.)

0.1.1 Definition Die aussagenlogischen Operationen(Junktoren)

� und(^)
� oder(_)
� nicht (:)
� wenn-dann()) und

� genau dann wenn(,)

werden durch die folgenden Wahrheitstafeln definiert:

: ^ w f _ w f ) w f , w f

w f w w f w w w w w f w w f
f w f f f f w f f w w f f w

Dabei sind die Wahrheitstafeln so zu lesen, daß in der Spalte unter dem Junktor
dessen erstes Argument und in der Zeile neben dem Junktor dessen zweites Argu-
ment steht. Der Wahrheitswert der verkn¨upften Aussage steht dann im Schnittpunkt
von Zeile und Spalte.

Legen wir die Wahrheitstafeln zugrunde, so erhalten wir durch einfaches Nach-
rechnen die folgenden

0.1.2 Rechenregeln f ¨ur Aussagenlogische Operationen

(i) (A ^ B) = (B ^ A); (A _ B) = (B _ A)

(ii) (A ^ B) ^ C = A ^ (B ^ C)

(iii) (A _ B) _ C = A _ (B _ C)

(iv) (A ^ B) _ C = (A _ C) ^ (B _ C)

(v) (A _ B) ^ C = (A ^ C) _ (B ^ C)
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0.2. Etwas Quantorenlogik

(vi) ::A = A

(vii) :(A ^ B) = :A _ :B
(viii) :(A _ B) = :A ^ :B
(xi) (A) B) = :A _ B

(x) :(A) B) = A ^ :B
(xi) (A) f) = :A
(xii) (:A) f) = A

(xiii) (A, B) = (A) B) ^ (B ) A)

(xiv) (A) B) = (:B ) :A)

0.2 Etwas Quantorenlogik

Neben reinen Aussagen wie “die Sonne scheint” spielen auch quantifizierte Aus-
sagen eine Rolle, wie z.B. “alle Studenten sind fleißig” oder “es gibtStudenten,
die fleißig sind”, die etwas ¨uber alle Studenten aussagen oder die Existenz (von
fleißigen Studenten) behaupten. Solche Aussagen nennt manquantifizierte Aussa-
gen. Die Theorie, die solche Aussagen untersucht, ist die Quantorenlogik (oder
Prädikatenlogik, wie sie h¨aufiger genannt wird). Man kommt f¨ur dieüblichen ma-
thematischen Anwendungen mit den beiden folgenden Quantoren aus.

� 8 (für Alle)

� 9 (Es gibt)

Als Beispiel wollen wir eine Formel angeben, die die Stetigkeit einer reellen Funk-
tion in einem Punktex0 ausdrückt.

(8�)[� > 0 ) (9Æ)(Æ > 0 ^ (8x)(jx� x0j < Æ ) jf(x)� f(x0)j < �))]

Oft steht man vor dem Problem, quantifizierte Aussagen negieren zu m¨ussen. Schon
das obige Beispiel der Stetigkeit zeigt, daß dies im allgemeinen nicht einfach ist.
Folgt man der inhaltlichen Bedeutung der Aussage “ Es gilt nicht, daß f¨ur allex
die AussageF (x) zutrifft”, so kommt man zu dem Schluß, daß es dann zumindest
einx geben muß, f¨ur dasF (x) nicht zutrifft. Ebenso wird die Aussage “f¨ur allex
gilt F (x)” falsch, wenn es einx mit :F (x) gibt. Damit erhält man die folgenden
“Rechenregeln” f¨ur die Negation quantifizierter Aussagen (die sich im Rahmen
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0. Vorbemerkungen

der Mathematischen Logik genauer begr¨unden lassen, ohne daß wir dies hier tun
wollen).

� :(8xF (x)) = 9x:F (x)

� :(9xF (x)) = 8x:F (x)

Wenden wir dies auf das Beispiel der Stetigkeit an, so erhalten wir, daß eine Funk-
tion in einem Punktx0 nicht stetig ist, wenn gilt:

(9�)[� > 0 ^ (8Æ)(Æ > 0 ) (9x)(jx� x0j < Æ ^ � � jf(x)� f(x0)j))]:
Um 8xF (x) zu zeigen, m¨ussen wir nachweisen, daßF (n) für ein beliebiges Ele-
mentn gilt.
Um 9xF (x) zu zeigen, gen¨ugt es, ein Objekt mitF (x) zu finden. Man kann
9xF (x) jedoch auch zeigen, indem wir(8x):F (x) annehmen und daraus etwas
Falsches schließen. Damit haben wir

(8x):F (x) ) f

und mit 0.1.2 (xi) folgt:(8x):F (x), was(9x)::F (x) und damit

(9x)F (x)

bedeutet.

0.3 Etwas Mengenlehre

Alle in der Mathematik betrachteten Objekte lassen sich als Mengen auffassen. Da-
bei verstehen wir eine Menge naiv als eine Zusammenfassung von Objekten zu ei-
nem Oberbegriff. Diese Objekte bezeichnen wir dann als dieElementeder Menge,
die durch den Oberbegriff repr¨asentiert wird. Es mag einem zun¨achst merkw¨urdig
vorkommen, daß sich sogar nat¨urliche Zahlen als Mengen darstellen lassen, ob-
wohl wir uns gar nicht so recht vorstellen k¨onnen, was wohl die Elemente einer
natürlichen Zahl sein sollen. Wir wollen uns daher kurz klarmachen, daß dies
tatsächlich geht. Es sei; das Symbol f¨ur die leere Menge, d.h. die Menge, die
keine weiteren Elemente hat. Dann setzen wir

� 0 = ;
� 1 = f;g
� 2 = f;; f;gg = f0; 1g
� 3 = f0; 1; 2g

4



0.3. Etwas Mengenlehre

� usw. . . .

und erhalten so alle nat¨urlichen Zahlen als Mengen. Es ist ein Ergebnis derMen-
genlehre, daß sich tats¨achlich alle in der Mathematik betrachteten Objekte als Men-
gen darstellen lassen. Daher hat sich die Sprache der Mengenlehre als eine in der
Mathematiküblicherweise gebrauchte Sprache eingeb¨urgert. Dies zwingt uns, uns
hier kurz mit einigen Grundbegriffen der Mengenlehre auseinanderzusetzen. Da-
bei wollen wir nicht definieren, was eine Menge ist (das w¨are ein viel zu schwieri-
ges Unterfangen, bis heute k¨onnen wir nicht genau sagen, was eigentlich Mengen
sind). Wir wollen uns daher nur mit den Beziehungen auseinandersetzen, in denen
Mengen untereinander stehen k¨onnen.
Die wesentlichste Beziehung der Mengenlehre ist

a 2 b;

die ausdr¨ucken soll, daß die Mengea ein Element vonb ist. Die Klasse aller Men-
gen (die selbst keine Menge sein kann) bezeichnen wir als das mathematische Uni-
versumU , in dem alle mathematischen Objekte zu finden sind.
Die NotationM 2 U bedeutet daher “M ist eine Menge” und damit ein mathema-
tisch vernünftiges Objekt. Zusammenfassungen von Mengen, von denen wir noch
nicht so genau wissen, ob sie mathematisch vern¨unftige Objekte, also Mengen,
sind, bezeichnen wir vorsichtshalber zun¨achst als Klassen. Insbesondere sind alle
Mengen auch Klassen. Obwohl wir Klassen nicht als die eigentlichen Objekte un-
seres Interesses betrachten, wollen wir einige ihrer grundlegenden Eigenschaften
charakterisieren. So wollen wir zwei KlassenM undN als gleich betrachten, wenn
sie die gleiche Extension haben, d.h. die gleichen Elemente besitzen. In Formel-
schreibweise bedeutet dies:

(Extensionaliẗat) M = N :, 8x(x 2M , x 2 N).

Beachte, daß alles, was f¨ur Klassen definiert wird, auch f¨ur Mengen gilt, die ja
selbst alle auch Klassen sind. So sind zwei Mengen gleich, wenn sie als Klassen
gleich sind, d.h. die gleichen Elemente besitzen.
Wir sagen, daßM eine Teilklasse vonN oderN eine Oberklasse vonM ist, wenn
jedes Element vonM auch ein Element vonN ist. Wissen wir, daßM undN Men-
gen sind, so sprechen wir auch von Teil– und Obermengen. In Formelschreibweise

M � N :, (8x)(x 2M ) x 2 N):

Wir definieren

M ( N :, M � N ^ M 6= N

und nennenM eineechteTeilklasse (Teilmenge) vonN .
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0. Vorbemerkungen

0.3.1 LemmaM = N ,M � N ^ N �M:

Beweis: Nach 0.1.2 giltx 2M , x 2 N genau dann, wenn(x 2 M ) x 2 N)

^ (x 2 N ) x 2M) gilt. Daraus erhalten wir

M = N () (8x)[x 2M , x 2 N ]

() (8x)[x 2M ) x 2 N ] ^ (8x)[x 2 N ) x 2M ]

() M � N ^ N �M: ut
Um Klassen bilden zu k¨onnen, m¨ussen wir ihre Objekte beschreiben k¨onnen. Da-
zu benötigen wir eine Sprache. Wir wollen diese Sprache hier nicht exakt festle-
gen (das w¨are für diese Vorlesung ¨ubertrieben pingelig), sondern unsere ¨ubliche
Umgangssprache, angereichert um die bereits bekannten mathematischen Symbo-
le benutzen. Wir dr¨ucken durch die SchreibweiseF (a) aus, daß dem Objekta die
EigenschaftF (a) (die in unserer Sprache beschrieben ist) zukommt. Haben wir so
eine Eigenschaft, so bilden wir den Ausdruckfx F (x)g und sprechen von der
Klasse derx mit der EigenschaftF (x). Eine Mengea ist genau dann ein Element
dieser Klasse, wenn es die EigenschaftF (a) hat. In Formeln ausgedr¨uckt schreiben
wir dies als

a 2 fx F (x)g :, a 2 U ^ F (a):

Insbesondere definieren wir die leere Klasse durch

; := fx :(9y)(y 2 x)g:
Wir wollen nun einige Prinzipien angeben, wie wir Mengen (also Elemente des
UniversumsU) bilden können. Wir beginnen mit

(Leere Menge) ; 2 U .

Haben wir bereits eine MengeM , so wollen wir aus dieser die Elementex 2 M

aussondern k¨onnen, denen die EigenschaftF (x) zukommt. Wir fordern daher

(Aussonderungsaxiom) M 2 U ) fx2M F (x)g 2 U .

Wir werden es in dieser Vorlesung nie mit echten Klassen zu tun haben, d.h. mit
Klassen, die keine Mengen sind. Da es dar¨uber hinaus oft klar oder unerheblich ist,
aus welcher MengeM ausgesondert wird, schreiben wir einfach saloppfx F (x)g
anstattfx2M F (x)g, fallsM festgelegt ist.
Als Beispiel wollen wir endlich viele Objektea1; : : : ; an zu einer KlasseM zu-
sammenfassen. Dies l¨aßt sich beschreiben durch:

M = fx x = a1 _ x = a2 _ : : : _ x = ang
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0.3. Etwas Mengenlehre

oder kürzer durch

M = fa1; : : : ; ang:
Dann gilt

x 2M , x 2 U ^ x = ai für eini mit 1 � i � n.

Natürlich wollen wirM wieder als Menge haben, wenna1; : : : ; an Mengen sind.
Das erreichen wir durch die folgende Vereinbarung

(Paarmengenaxiom) a 2 U ^ b 2 U ) fa; bg 2 U .

Um weitere Mengenbildungen zu beschreiben, f¨uhren wir zunächst die folgenden
Operationen auf Klassen ein.

Klassenoperationen

Für zwei KlassenM undN sei:

(Vereinigung zweier Klassen) M [N := fx x 2M _ x 2 Ng
(Durchschnitt zweier Klassen) M \N := fx x 2M ^ x 2 Ng
(Klassendifferenz) MnN := fx x 2M ^ x 62 Ng
Allgemeiner definieren wir f¨ur eine KlassefM� � 2 Ig – eine solche Klasse nennt
man auch eineMengenfamiliemit IndexmengeI – die Klassen

(Vereinigung)
[
�2I

M� := fx (9�2 I)[x 2M�]g

und

(Durchschnitt)
\
�2I

M� := fx (8�2 I)[x 2M�]g.

Wir fordern nun, daß die Vereinigung ¨uber eine Mengenfamilie, deren Indexmenge
eine Menge ist, ebenfalls wieder eine Menge ist. Dies wird formuliert im

(Vereinigungsmengenaxiom) I 2 U ^ (8�2 I)[M� 2 U ] )
[
�2I

M� 2 U .

Man beachte, daß man jede MengeM als eine Mengenfamiliefx x 2Mg auf-

fassen kann. Daher schreibt man oft kurz
S
M und

T
M anstatt

[
x2M

x bzw.
\
x2M

x.

Das Vereinigungsmengenaxiom vereinfacht sich dann zu
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0. Vorbemerkungen

M 2 U )
[

M 2 U :
Eine weiteres Axiom zur Mengenbildung ist das

(Potenzmengenaxiom) M 2 U ) Pow(M) := fx x �Mg 2 U .

Dabei nennt manPow(M) die Potenzmenge (powerset) vonM . Das sind die we-
sentlichen Mengenbildungsoperationen, mit denen wir in dieser Vorlesung aus-
kommen werden. Zu erw¨ahnen ist noch, daß wir die Existenz einer unendlichen
Menge aus den bisher eingef¨uhrten Axiomen nicht folgern k¨onnen. Daher fordert
man im Unendlichkeitsaxiom die Existenz einer unendlichen Menge. Bezeichnen
wir mit N die Menge der nat¨urlichen Zahlen, so gen¨ugt es zu fordern:

(Unendlichkeitsaxiom) N 2 U .

Wir geben das folgende Lemma ohne weiteren Beweis an. Die Beweise werden
in der Vorlesung ¨uber Mengenlehre gef¨uhrt. Hier können wir die Aussagen des
Lemmas einfach als Grundtatsachen ¨uber Mengen voraussetzen.

0.3.2 Lemma Es gelten

(i) M;N 2 U ) M [N 2 U undM \N 2 U
(ii) M 2 U ^ M 6= ; ) T

M 2 U
Eine häufige Anfängerunsicherheit resultiert aus der extensionalen Gleichheit von
Mengen. So sollte man beachten, daß

fa; ag = fag (1)

und

fa; bg = fb; ag = fa; b; ag = fa; a; bg = : : : (2)

gilt.

0.4 Relationen

Will man die Reihenfolge der Elemente in einer Menge respektiert wissen, so muß
man geordnetet Paare einf¨uhren. In der Sprache der Mengenlehre l¨aßt sich das
geordnete Paar definieren.

0.4.1 Definition Wir definieren

(a; b) := ffag; fa; bgg

8



0.4. Relationen

und nennen(a; b) dasgeordnete Paarvona undb.

0.4.2 Lemma (a1; b1) = (a2; b2), a1 = a2 ^ b1 = b2:

Beweis: Wir zeigen zun¨achst die einfache Richtung “(:” Aus a1 = a2 undb1 =

b2 erhalten wir zun¨achstfa1g = fa2g und fa1; b1g = fa2; b2g und damit auch
ffa1g; fa1; b1gg = ffa2g; fa2; b2gg.
Die Gegenrichtung “)” ist deutlich aufwendiger zu zeigen. Hier beginnen wir mit

u = ai , u 2 faig
, u 2 faig ^ u 2 fai; big

(i)

für i = 1; 2. Wegen

y 2 (a1; b1) , y = fa1g _ y = fa1; b1g (ii)

folgt aus (i) und (ii)

u = ai , (8y)[y 2 (ai; bi)) u 2 y]: (iii)

Aus der Voraussetzung(a1; b1) = (a2; b2) erhalten wir aus (iii)

u = a1 , (8y)[y 2 (a1; b1)) u 2 y]

, (8y)[y 2 (a2; b2)) u 2 y]

, u = a2:

(iv)

Damit folgta1 = a2 und wir haben(a1; b1) = (a1; b2), was

fa1; b1g 2 ffa1g; fa1; b2gg (v)

und

fa1; b2g 2 ffa1g; fa1; b1gg (vi)

nach sich zieht. Nun haben wir zwei F¨alle zu unterscheiden:
1. Fall: a1 = b1. Dann ist nach (vi)fa1; b2g � fa1; b1g = fa1g und damitb2 =

a1 = b1.
2.Fall: a1 6= b1. Dann ist nach (v)fa1; b2g = fa1; b1g und mit Extensionalit¨at
folgt b2 = b1. ut

0.4.3 Definition SeienM undN Mengen, dann definieren wir

M �N = f(a; b) a 2M ^ b 2 Ng
und nennenM �N daskartesische ProduktvonM undN .
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0. Vorbemerkungen

Wegen(a; b) 2 Pow(Pow(M [N)) erhalten wirM �N � Pow(Pow(M [N)).
Mit Lemma 0.3.2 erhalten wir daher

M 2 U ^ N 2 U ) M �N 2 U : (3)

0.4.4 Definition Eine MengeR � M � N heißt eineRelationzwischenM und
N . Wir sagen, daßm 2M undn 2 N in RelationR stehen, wenn(m;n) 2 R ist.
Im allgemeinen notieren wir dies in der “Infixnotation”, d.h. wir schreibenm R n

statt (m;n) 2 R. Ist M = N , alsoR � M � M , so sprechen wir von einer
Relation aufM .

0.4.5 Definition SeiR �M �M eine Relation aufM . Wir nennenR

symmetrisch :, (8x2M)(8y 2M)[x R y ) y R x];

antisymmetrisch :, (8x2M)(8y 2M)[x R y ^ y R x ) y = x];

reflexiv :, (8x2M)[x R x];

antireflexiv :, (8x2M)[:(x R x)];

transitiv :, (8x2M)(8y 2M)(8z 2M)[x R y ^ y R z ) x R z];

linear oder
konnex

:, (8x2M)(8y 2M)[x R y _ y R x _ x = y]

, (8x2M)(8y 2M)[x 6= y ) x R y _ y R x].

Die RelationR heißt eine

Halbordnung, wennR reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist;

strikte Halbordnung, wennR antireflexiv und transitiv ist;

Ordnung, wennR eine lineare Halbordnung ist;

strikte Ordnung, wennR eine lineare strikte Halbordnung ist;

Äquivalenzrelation, wennR reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

0.4.6 BeispieleFür folgende, von der Schule her bekannten Relationen<, �, =
auf der MengeN der natürlichen Zahlen gilt:

< ist lineare strikte Ordnung,

� ist lineare Ordnung,

= ist Äquivalenzrelation.

Als Beispiel einer vielleicht weniger bekanntenÄquivalenzrelation f¨uhren wir die
Kongruenzrelation “modulok” auf der MengeZ der ganzen Zahlen wie folgt ein:
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0.5. Funktionen

a � b mod k :, kj(a� b);

wobeikj(a � b) für die Aussage steht, daß die ganze Zahlk die Differenza � b

teilt. Man rechnet leicht nach, daß dies eineÄquivalenzrelation definiert.

Die Relationn R m :, njm definiert dann eine Halbordnung auf der MengeZ
der ganzen Zahlen.

Ein weiteres Beipiel f¨ur eine Halbordnung ist die Teilmengenbeziehung auf der
PotenzmengePow(M) einer MengeM .

0.4.7 Definition Ist R � M � N eine Relation zwischenM undN , so sei�R :=

f(b; a) (a; b) 2 Rg (gesprochen als “R konvers”) eine Relation zwischenN und
M , d.h. �R � N �M . Wir nennen�R die zuR konverse Relation.

0.4.8 Definition Wir f ühren die folgenden Bezeichnungen und Redeweisen ein. Es
seiR �M �N eine Relation. Dann definieren wir

dom(R) := fx2M (9y 2N)[(x; y) 2 R]g:
Wir nennendom(R) denDefinitionsbereich, denVorbereichoder denDomainvon
R;

rng (R) := fy 2N (9x2M)[(x; y) 2 R]g:
Wir nennenrng (R) denNachbereich(englischrange) vonR.

feld (R) := dom(R) [ rng (R)

heißt dasFeld der RelationR.

0.4.9 Definition SindR1 �M �N undR2 � N � L Relationen, so sei

R2 Æ R1 := f(a; b)2M � L (9y 2N)[(a; y) 2 R1 ^ (y; b) 2 R2]g:
Wir nennenR2 Æ R1 die Kompositionder RelationenR1 undR2.

0.5 Funktionen

0.5.1 Definition Eine RelationR � Q� Z heißtrechtseindeutig, wenn gilt:

(8x2Q)(8y 2Z)(8z 2Z)[(x; y) 2 R ^ (x; z) 2 R ) y = z]:

Eine rechtseindeutige Relationf � Q�Z heißt einepartielle Funktionmit Quelle
Q und ZielZ.
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0. Vorbemerkungen

Wir notieren durchf :Q !p Z, daß F eine partielle Funktion mit QuelleQ und
Ziel Z ist.
Ist f :Q!p Z und istx 2 dom(f), so gibt es genau ein Elementy mit (x; y) 2 f .
Diesesy bezeichnen wir mitf(x), also(x; f(x)) 2 f . Die Mengedom(f) heißt
derDefinitionsbereichvonf . Es ist

dom(f) = fx2Q (9y)[(x; y) 2 f ]g:
Üblicherweise betrachten wir Funktionenf :Q !p Z mit dom(f) = Q. Solche
Funktionen nennt man auchtotal und schreibt sie alsf :Q �! Z. Anstelle von
totalen Funktionen sprechen wir auch vonAbbildungen.
Die Menge Im(f) := rng (f) heißt dasBild von der Funktionf . Es gilt

Im (f) = ff(x) x 2 dom(f)g:
Oft schreibt man Funktionen in der Form

f :Q! Z

x 7! f(x):

0.5.2 Definition Eine (totale) Funktionf : D ! Z heißt

injektiv :, (8x)(8y)[x; y 2 dom(f) ^ f(x) = f(y) ) x = y]

surjektiv :, (8y 2Z)(9x2D)[y = f(x)];

bijektiv :, f ist injektiv und surjektiv.

Durch Kontraposition der Definition der Injektivit¨at erhalten wir f¨ur f :D �! Z

f injektiv , (8x2D)(8y 2D)[x 6= y ) f(x) 6= f(y)]: (4)

Schreibweisen

Für f :D �! Z undM � D sei

f [M ] := ff(x) x 2Mg:
Wir nennenf [M ] das Bild der MengeM unter der Abbildungf . Mit dieser Schreib-
weise istf :D �! Z surjektiv, wennf [D] = Z ist.
FürN � Z sei

f�1[N ] := fx2D f(x) 2 Ng:
Die Mengef�1[N ] heißt die Urbildmenge vonN .
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0.5.3 Lemma Ist f :M �! N injektiv, so ist�f :N !p M eine partielle Funktion
mit dom( �f) = Im(f). Ist f :M �! N bijektiv, so ist �f : N ! M eine (totale)
bijektive Funktion, diëublicherweise mitf�1 bezeichnet wird und die zuf inverse
Funktion genannt wird. Diese Bezeichnung ist von der Schreibweisef�1[M ] wohl
zu unterscheiden.

Beweis: Wir haben für die erste Behauptung zu zeigen, daß�f auf Im(f) definiert
und rechtseindeutig ist. Aus der Injektivit¨at von f folgt sofort die Rechtseindeutig-
keit von �f . Zu y 2 Im(f) gibt es einx 2 M mit y = f(x). Damit ist(x; y) 2 f

und somit(y; x) 2 �f , d.h.y 2 dom( �f). Damit ist Im(f) � dom( �f). Ist y =2 Im(f),
so folgt (8x2M)[:(x; y) 2 f ] und damit auch(8x2M)[:(y; x) 2 �f ]. Damit
ist abery =2 dom( �f), und wir haben auchdom( �f) � Im(f) gezeigt. Istf darüber
hinaus auch noch surjektiv, so istdom( �f) = Im(f) = N und �f somit total. ut

0.5.4 Lemma Sind f :M �! N und g:N �! L Funktionen, so ist auch
g Æ f :M �! L eine Funktion.

Beweis: Nach Definition 0.4.9 istg Æ f � M � L. Nachdemf undg Funktionen
sind, istf(x) durchx undg(y) durchy eindeutig bestimmt. Damit ist aberg(f(x))
durchx eindeutig bestimmt und es folgt(g Æ f)(x) = g(f(x)). Somit istg Æ f
rechtseindeutig und damit eine Funktion. ut

0.5.5 Lemma Ist f :M �! N bijektiv und bezeichne idM = f(x; x)jx 2 Mg
(Identität aufM ), so giltf�1 Æ f = id M undf Æ f�1 = id N .

Beweis: Nach Lemma 0.5.3 und Lemma 0.5.4 sind sowohlf Æf�1 als auchf�1Æf
Funktionen. F¨ur x 2 M erhalten wir(x; f(x)) 2 f und (f(x); x) 2 f�1. Damit
ist (x; x) 2 f�1Æf und damit istf�1Æf = idM . Ganz analog zeigt manf Æf�1 =
id N . ut

0.5.6 Lemma Ist f :M �! N bijektiv, und istg : N ! M derart, daßf Æ g =

id N , so istg = f�1.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daßg(y) = f�1(y) für alley 2 N gilt. Dies tun wir
indirekt und nehmen dazu

(9y 2N)[g(y) 6= f�1(y)] (i)

an. Wegen der Injektivit¨at vonf folgt darausy = f(g(y)) 6= f(f�1(y)) = y, was
absurd ist. ut
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0. Vorbemerkungen

0.5.7 Lemma Sind f :M �! N und g : N ! L bijektive Funktionen, so ist
auch(g Æ f) bijektiv, und es gilt(g Æ f)�1 = f�1 Æ g�1.
Beweis: Wir zeigen zun¨achst, daßg Æ f injektiv ist. Seien dazux; y 2 M mit
x 6= y. Dann folgt wegen der Injektivit¨at vonf zunächstf(x) 6= f(y) und wegen
der Injektivität vong dann auch(g Æ f)(y) = g(f(y)) 6= g(f(x)) = (g Æ f)(x).
Um die Surjektivität vong Æ f zu erhalten, beginnen wir mit einemy 2 L und
finden wegen der Surjektivit¨at vong dazu einu 2 N mit y = g(u). Wegen der
Surjektivität vonf erhalten wir einx 2 M mit u = f(x). Setzen wir dies zusam-
men, so folgty = g(f(x)) = (g Æ f)(x), und wir haben ein Urbild vony unter
g Æ f gefunden.
Zum Schluß berechnen wir(f�1 Æ g�1)(g Æ f)(x) = f�1(g�1(g(f(x)))) =

f(f�1(x)) = x und erhalten mit Lemma 0.5.6(g Æ f)�1 = f�1 Æ g�1. ut

0.6 Natürliche Zahlen

Eine wesentliche Rolle in mathematischen Betrachtungen kommt der MengeN der
natürlichen Zahlen zu. Wir wollen daher einige Grundtatsachen ¨uber diese Menge
zusammenstellen. Alle hier aufgelisteten Tatsachen lassen sich im Rahmen einer
Mengenlehre mit Unendlichkeitsaxiom folgern. Wir wollen darauf hier aber nicht
näher eingehen, sondern diese Tatsachen als Grundeigenschaften nat¨urlicher Zah-
len ansehen.
Natürliche Zahlen werden ¨uber den Prozeß des Z¨ahlens eingef¨uhrt. Eine Menge zu
zählen, heißt ihre Elemente zu ordnen. Eine Elementa kommt vor dem Element
b wenna vor b gezählt wurde. Umgekehrt k¨onnen die Elemente einer geordneten
Menge ihrer Ordnung nach gez¨ahlt werden. Allerdings eignet sich nicht jede Ord-
nung zum Zählen. So muß, damit wir weiterz¨ahlen können, die Ordung gew¨ahr-
leisten, daß jede verbleibende Restmenge von noch nicht gez¨ahlten Elementen ein
kleinstes Element besitzt. Mit diesem Element k¨onnen wir dann weiterz¨ahlen. Ord-
nungen mit dieser Eigenschaft heißenWohlordnungen, die wir im folgenden formal
korrekt einführen wollen.

0.6.1 Definition Eine strikte lineare Ordnung� auf einer MengeM heißt eine
WohlordnungvonM , wenn gilt:

� feld (�) = M

� (8X)[X �M ^ X 6= ; ) (9x2X)(8y 2M)(y � x ) y 62 X)],

d.h. wenn jede nicht leere Teilmenge des Feldes von� ein bezüglich� kleinstes
Element besitzt.
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Wir wollen hier die<–Relation auf den nat¨urlichen Zahlen als bekannt vorausset-
zen. Es ist die Ordnung, die sich durch den Z¨ahlprozess ergibt. (Im Rahmen einer
Mengenlehre w¨urde sich die Ordnung durch die2-Beziehung ergeben.) Wir wollen
die folgende Vereinbarung treffen.

0.6.2 Vereinbarung Die Menge der nat¨urlichen ZahlenN := f0; 1; 2; : : :g wird
durch ihre kanonische Ordnung< wohlgeordnet.

0.6.3 Eigenschaften nat¨urlicher Zahlen Ohne weitere Begr¨undung halten wir
die folgenden Eigenschaften nat¨urlicher Zahlen fest:

(N0) 0 2 N;

(N1) Jedesn 2 N besitzt einen Nachfolgern + 1 2 N mit n < n + 1 und
(8k <n+ 1)(k � n);

(N2) Ist n+ 1 =m+ 1, so istn = m;

(N3) Ist n 2 N, so istn = 0 oder der Nachfolger einer natürlichen Zahl, d.h.
(8n2 N)[n = 0 _ (9m2 N)(n = m+ 1)].

(N4) (8n 2 N)[0 6= n+ 1]

0.6.4 Vollsẗandige Induktion Gilt

(8n 2 N)[(8m)(m < n) F (m)) ) F (n)];

so folgt

(8n2 N)[F (n)]:

Das Prinzip der vollst¨andigen Induktion besagt also, daß wir, um(8n2 N)F (n) zu
zeigen, aus derInduktionsvoraussetzung(8k <n)F (k) die Induktionsbehauptung
F (n) folgern müssen.
Beweis: Wir zeigen die Behauptung indirekt und nehmen

(9x2 N)[:F (x)] (i)

an. Dann ist

M := fx2 N :F (x)g 6= ; (ii)

und hat, da< eine Wohlordnung ist, ein kleinstes Elementn0. Damit gilt aber
(8k <n0)[k =2 M ], d.h. (8k <n0)[F (k)]. Nach Voraussetzung folgt daraus aber
F (n0) im Widerspruch zun0 2M . ut
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0. Vorbemerkungen

Äquivalent und vielleicht auch vertrauter ist eine Umformulierung der vollst¨andi-
gen Induktion, wie wir sie im folgenden angeben:

0.6.5 Vollsẗandige Induktion Gilt der InduktionsanfangF (k) und derIndukti-
onsschritt (8n2 N)[k � n ^ F (n) ) F (n + 1)], so erhalten wir bereits
(8n2 N)[k � n ) F (n)].

Beweis: Wir gehen wieder indirekt vor und nehmen(9x2 N)[k � x ^ :F (x)]

an. Dann gibt es wieder ein kleinstesn0 mit k � n0 ^ :F (n0). Wegen der Vor-
aussetzungF (k) ist n0 6= k und damit istn0 = m+1 mit k � m < n0 nach(N3)
und(N1). Wegenm < n0 haben wir aberF (m) und schließen nach Voraussetzung
daraus aufF (m+ 1), d.h.F (n0), was absurd ist. ut
Man wird sich als Anfänger Gedanken dar¨uber machen, wo denn in der ersten Fas-
sung (0.6.4) der Induktionsanfang geblieben ist. Sehen Sie genauer hin, so werden
Sie bemerken, daß die Formel(8m)[m < 0) F (m)] aus logischen Gr¨unden wahr
wird. Um die Implikation(8m)[m < n) F (m)] ) F (n) also auch f¨ur n = 0

zur Verfügung zu haben, muß manF (0) haben. Dies ist der Induktionsbeginn.

0.6.6 Definition durch Rekursion Sind die Abbildungeng:M �! N und
h:N �N �M �! N gegeben, so ist die durch die Rekursionsvorschrift

f(k; x) = g(x)

(8n2 N)[k � n) f(n+ 1; x) = h(n; f(n; x); x)]
(5)

definierte Funktionf :N �M �! N eindeutig bestimmt.

Beweis: Vorbemerkung: Die durch die obige Rekursionsvorschrift definierte Funk-
tion ist wieder eine Menge, d.h. ein mathematisch sinnvolles Objekt. Im Rahmen
einer Mengenlehre l¨aßt sich die Existenz vonf auch beweisen. Wir wollen hier auf
einen solchen Beweis verzichten, denn wir “sehen die Funktion” ja als sinnvolles
Objekt. Allerdings werden wir nachweisen, daß es nur eine Funktion geben kann,
die den obigen Rekursionsgleichungen gehorcht.
Sie also ~f eine weitere Funktion, die die Rekursionsgleichungen (5) erf¨ullt. Wir
zeigen

(8n2 N)[ ~f (n; x) = f(n; x)] (i)

durch vollständige Induktion. F¨ur den Induktionsbeginn hat man zun¨achst

~f(k; x) = f(k; x) (ii)

und für den Induktionsschritt haben wir die Induktionsvoraussetzung

~f(n; x) = f(n; x) (iii)
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woraus sich, da~f undf beide die Rekursionsgleichungen (5) erf¨ullen,

~f(n+ 1; x) = h(n; ~f(n; x); x) = h(n; f(n; x); x) = f(n+ 1; x) (iv)

ergibt. Mit vollständiger Induktion erhalten wir daraus aber (i). ut
Als Beispiel für eine Anwendung der Definition durch Rekursion wollen wirn-
tupel für alle natürlichen Zahlenn definieren.

0.6.7 Definition Wir beginnen die Rekursion bei1, d.h. wir setzenk := 1 in 0.6.6
und definieren

(a1) := a1

und

(a1; : : : ; an+1) := ((a1; : : : ; an); an+1);

wobei wir von der in Definition 0.4.1 definierten Funktion ausgehen, die zwei Men-
gena, b das geordnete Paar(a; b) zuordnet.

0.6.8 Lemma (a1; : : : ; an) = (b1; : : : ; bn) , a1 = b1 ^ : : : ^ an = bn:

Beweis: Wir f ühren Induktion nachn. Für n = 1 ist die Behauptung klar. Gehen
wir von der Induktionsvoraussetzung

(a1; : : : ; an) = (b1; : : : ; bn) , a1 = b1 ^ : : : ^ an = bn (i)

aus so erhalten wir mit 0.4.2

(a1; : : : ; an+1) = (b1; : : : ; bn+1) , ((a1; : : : ; an); an+1) = ((b1; : : : ; bn); bn+1)

, (a1; : : : ; an) = (b1; : : : ; bn) ^ an+1 = bn+1

, a1 = b1 ^ : : : ^ an = bn ^ an+1 = bn+1;

wobei wir bei der letzten̈Aquivalenz die Induktionsvoraussetzung eingesetzt ha-
ben. ut
Als Anwendung dern-tupel wollen wirn-fache kartesische Produkte einf¨uhren.

0.6.9 Kartesisches ProduktSindA1; : : : ; An Mengen, so definieren wir

A1 � : : : �An := f(a1; : : : ; an) a1 2 A1 ^ : : : ^ an 2 Ang:
Ebenso definieren wir

A1 := A

An+1 := An �A
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und nennenAn dasn–fache kartesische Produkt vonA. Es ist dann

An := A� : : :�A| {z }
n�fach

:
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1. Vektorr äume

1.1 Gruppen, Ringe und Körper

1.1.1 Definition SeiH 6= ; und�:H �H �! H eine Abbildung. Wir schreiben
a � b anstatt�(a; b) und nennen� eineVerkn̈upfungaufH.
Das PaarH = (H; �) heißt eineHalbgruppe, wenn die Verkn¨upfung� die folgende
Identität erfüllt.

(8a2H)(8b2H)(8c2H)[a � (b � c) = (a � b) � c]:
Wir sprechen dann von einerassoziativenVerknüpfung.

1.1.2 Bemerkung Ist H = (H; �) eine Halbgruppe und sinda1; : : : ; an 2 H, so
hängt wegen der Assoziativit¨at von� der Wert des Produktsa1 � � � an nicht von der
Beklammerung ab. Wir definieren daher

a1 = a undan+1 = a � an

und erhalten

an+m = an � am und(an)m = an�m: (1.1)

1.1.3 Definition SeiH = (H; �) eine Halbgruppe. EineL 2 H heißt linksneutral
in H, wenn

(8a2H)[eL � a = a]

gilt. Analog heißteR 2 H rechtsneutralin H, wenn

(8a2H)[a � eR = a]

gilt. Wir nennene 2 H neutral, wenne sowohl links- als auch rechtsneutral ist.

1.1.4 SatzEine Halbgruppe besitzt höchstens ein neutrales Element.

Beweis: Sinde1; e2 2 H neutral, so folgt soforte1 = e1 � e2 = e2. ut
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1.1.5 Definition SeiH = (H; �) eine Halbgruppe undeL 2 H ein linksneutrales
Element inH. Gilt a � b = eL für a; b 2 H, so heißta ein Linksinversesvon
b. Analog heißta 2 H ein Rechtsinversesfür b 2 H, wennb � a = eR für ein
rechtsneutraleseR 2 H gilt.

1.1.6 Definition EineGruppeist ein PaarG = (G; �) , wobei � eine Verknüpfung
aufG ist, die den folgenden Bedingungen gen¨ugt:

(G1) G = (G; �) ist eine Halbgruppe.

(G2) Es gibt ein linksneutrales Element1L 2 G.

(G3) Zu jedema 2 G existiert ein Linksinverses bzgl.1L.

In Formelschreibweise lauten(G2)und(G3)

(91L 2G)[(8a2G)(1L � a = a) ^ (8a2G)(9b2G)(b � a = 1L)]:

1.1.7 Satz Ist G = (G; �) eine Gruppe mit linksneutralem Element1L, so gelten:

(i) Jedes linksinverse Element bezüglich 1L ist auch rechtsinvers bzgl.1L.

(ii) 1L ist das eindeutig bestimmte neutrale Element inG.

(iii) Das linksinverse Element jedesa 2 G ist eindeutig bestimmt.

Beweis: (i) Seiena; b 2 G mit b � a = 1L. Wir wählenc 2 G so, daßc � b = 1L
gilt. Dann ista � b = 1L � a � b = c � b � a � b = c � 1L � b = c � b = 1L.
(ii) Sei a 2 G. Nach (i) gibt es einb 2 G mit a � b = b � a = 1L. Dann gilt
a � 1L = a � (a � b) = (a � b) � a = 1L � a = a. Nach 1.1.4 ist dann1L eindeutig
bestimmt.
(iii) Sei a 2 G und b � a = a � c = 1L. Dann folgtb = b � 1L = b � (a � c) =

(b � a) � c = 1L � c = c: ut
Mit 1G bezeichnen wir das nach 1.1.7 eindeutig bestimmte neutrale Element einer
GruppeG = (G; �), zu a 2 G sei a�1 das eindeutig bestimmte Inverse. Ist aus
dem Zusammenhang klar, um welche Gruppe es sich handelt, so schreiben wir im
allgemeinen1 anstatt1G. Anstelle vona � b schreiben wir in Zukunft oft kurzab.

1.1.8 SatzEin HalbgruppeG = (G; �) ist genau dann eine Gruppe, wenn die
Gleichungena � y = b undy � a = b für alle a; b 2 G eine L̈osung inG haben.

Beweis: Ist G eine Gruppe, so istx := a�1b eine Lösung vonax = b und y :=

ba�1 eine Lösung vonya = b.
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Für die Gegenrichtung gehen wir davon aus, daßG eine Halbgruppe ist und die o.a.
Gleichungen inG lösbar sind. Dann istG 6= ; und wir wählen daher einb 2 G

und suchen eine L¨osung der Gleichungxb = b. Sei diesee. Zu jedema 2 G

gibt es dann eine L¨osung vonby = a, d.h. einc 2 G mit bc = a. Damit folgt
ea = ebc = bc = a. Also iste linksneutral. Da wir die Gleichungya = e für alle
a 2 G lösen können, hat jedesa 2 G bezüglich e ein linksinverses Element. Somit
ist G eine Gruppe. ut

1.1.9 Definition Sei G = (G; �) eine Gruppe undU � G. Wir nennenU eine
Untergruppe vonG, wenn(U; �) eine Gruppe ist, d.h. wenn

(8x2U)(8y 2U)[xy 2 U ]

gilt und alle Gruppenaxiome erf¨ullt sind.

1.1.10 SatzSeiG = (G; �) eine Gruppe. Eine nicht-leere MengeU � G ist genau
dann eine eine Untergruppe vonG, wenn(8a2U)(8b2U)[a � b�1 2 U ] gilt.

Beweis: Ist (U; �) eine Untergruppe und sinda; b 2 U , so ist aucha; b�1 2 U und
damit auchab�1 2 U . Gelte nun umgekehrt(8a2U)(8b2U)[ab�1 2 U ]. Dann
folgt insbesondere1 = aa�1 2 U und für b 2 U damit auch1 � b�1 = b�1 2 U .
Wegen(b�1)�1 � b�1 = 1 = b � b�1 folgt (b�1)�1 = b und für a; b 2 U erhalten
wir demnacha; b�1 2 U und schließlicha � (b�1)�1 = a � b 2 U . Damit ist
U abgeschlossen unter der Verkn¨upfung �, enthält das neutrale Element1 und mit
jedem Elementb auch sein inverses. Also ist(U; �) eine Gruppe und somitU eine
Untergruppe vonG. ut

1.1.11 Definition Ist G = (G; �) eine Gruppe und gilt

(8a2G)(8b2G)[a � b = b � a];
so heißtG kommutativoder abelsch. Oft werden abelsche Gruppen additiv ge-
schrieben, d.h. wir schreibena+ b statta � b , 0 statt1 und�a statta�1. Anstelle
vona+ (�b) schreibt mana� b.

1.1.12 Beispiele(i) Wir sehen leicht, daß die MengeN der natürlichen Zahlen
zusammen mit der Addition ein Halbgruppe bilden. Wegen0 + n = n für alle
n 2 N ist (N;+) eine Halbgruppe mit neutralen Element0. Jedoch ist(N;+)

keine Gruppe, da wir zu einemn 2 N keinm 2 N mit n+m = 0 finden können.
(ii) Wollen wir (N;+) zu einer Gruppe machen, so m¨ussen wir zu jedemn 2 N
sein Inverses(�n) hinzunehmen. Dies ergibt die MengeZ := N [ f�n n 2 Ng
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der ganzen Zahlen, die mit der Addition eine abelsche Gruppe bildet. Die Moti-
vation zur Einführung ganzer Zahlen liegt nat¨urlich darin, Gleichungen der Form
n+ x = m lösen zu k¨onnen.
(iii) Die MengeZ der ganzen Zahlen zusammen mit der Multiplikation bildet
wieder eine Halbgruppe mit neutralem Element1. Diese läßt sich nicht so leicht zu
einer Gruppe machen, da sich f¨ur 0 keine inverses Element definieren l¨aßt. Den-
noch läßt sichZ durch Hinzunahme der L¨osungen der Gleichungena � x = b für
a 6= 0 zu der MengeQ derrationalen Zahlenerweitern, deren von0 verschiedenen
Elemente zusammen mit der Multiplikation eine Gruppe bilden.
(iv) Ein Ihnen vielleicht weniger vertrautes Beispiel einer Gruppe erhalten wir,
wenn wir Permutationenbetrachten. Dazu bezeichneNn die n-elementige Men-
gef1; : : : ; ng, die wir als paradigmatisch f¨ur eine beliebigen-elementige Menge
betrachten wollen. Sei nun

Sn := f� �:Nn �! Nn bijektivg: (1.2)

Ein � 2 Sn heißt einePermutationder Zahlen1; : : : ; n. Wir beobachten, daß
(Sn; Æ) eine Gruppe bildet, wobeiÆ wie im Abschnitt 0.5 die Komposition von
Abbildungen bedeutet. Zun¨achst folgt aus Lemma 0.5.4, daß mit�; � 2 Sn auch
� Æ � 2 Sn gilt. Aus Lemma 0.5.5 folgt, daßid Sn ein neutrales Element f¨ur die
Komposition ist und zu jedem� 2 Sn ein inverses Element��1 existiert. Man
nenntSn die symmetrische Gruppe. Überzeugen Sie sich, daß diese Gruppenicht
kommutativ ist.

1.1.13 Definition SeienR 6= ;,+:R�R �! R und�:R �R �! R Verknüp-
fungen aufR. Das TripelR = (R;+; �) heißt einRing, wenn die folgenden Bedin-
gungen erf¨ullt sind:

(R1) (R;+) ist eine additive abelsche Gruppe,

(R2) (R; �) ist eine Halbgruppe,

(R3) es gelten dieDistributivgesetze

(8a2R)(8b2R)(8c2R)[a�(b+c) = a�b+a�c ^ (a+b)�c = a�c+b�c]

Hat (R; �) ein neutrales Element, so heißtR einRing mit1. Nach Satz 1.1.4 hat ein
Ring höchstens eine1.
Gilt (8a2R)(8b2R)[a � b = b � a], so heißtR kommutativ.

1.1.14 Einige Rechenregeln f ¨ur Ringe

(o) �(�a) = a
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(i) 0 � a = a � 0 = 0

(ii) (�a) � b = �(a � b) = a � (�b)
(iii) (�a) � (�b) = a � b
Beweis: (o) Wegen�(�a) + (�a) = 0 unda+ (�a) = 0 ist�(�a) = a nach
Satz 1.1.7 (iii).
(i) 0 � a + b � a = (0 + b) � a = b � a. Also ist 0 � a = 0. Analog erhält man
a � 0 + a � b = a � (0 + b) = a � b und damita � 0 = 0.
(ii) ab + (�a)b = (a � a)b = 0 � b = 0. Also ist�ab = (�a)b. Analog gilt
a(�b) + ab = a(b� b) = a � 0 = 0 und damit�ab = a(�b).
(iii) (�a)(�b) = �((�a)b) = (�(�(ab)) = ab. ut

1.1.15 Definition SeiR = (R;+; �) ein Ring. Ein Elementa 2 R heißt linker
Nullteiler in R, wenna 6= 0 ist und es einb 2 R gibt mit b 6= 0 unda � b = 0.
Analog heißta 2 R rechter Nullteilerin R, wenna 6= 0 ist und es einb 2 R gibt
mit b 6= 0 undb � a = 0.
Ein Ring ohne Nullteiler heißtnullteilerfrei.
Ein nullteilerfreier Ring mit 1 heißtIntegritätsring.

1.1.16 Lemma IstR nullteilerfrei, so gelten die K̈urzungsregeln

b � a = b � c ^ b 6= 0 ) a = c

und

a � b = c � b ^ b 6= 0 ) a = c:

Beweis: Aus ba = bc undb 6= 0 folgt b(a � c) = 0. Da b 6= 0 undR keine Null-
teiler hat, mußa � c = 0 sein. Damit folgt abera = c. Die zweite Kürzungsregel
folgt analog. ut

1.1.17 Definition SeiR = (R;+; �) ein Ring. IstU � R, so heißt(U;+; �) ein
Unterring oderTeilring vonR, wenn(U;+; �) ein Ring ist, d.h. wenn gilt

� (U;+) ist eine Untergruppe von(R;+)

und

� (8a; b 2 U)[a � b 2 U ].

1.1.18 Beispiele(i) Die MengeZ ist mit den Verknüpfungen+ und � ein Ring.
Der RingZ ist nullteilerfrei und besitzt eine1, damit istZ ein Integritätsring.
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(ii) Eine weiteres Beispiel ist die endliche MengeZ=4 �Z := f0; 1; 2; 3g, dessen
Verknüpfungen durch die Verkn¨upfungstafeln

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

� 1 2 3

1 1 2 3
2 2 0 2
3 3 2 1

gegeben sind. Man rechnet leicht nach, daß es sich mit den angebenen Verkn¨upfun-
gen um einen Ring handelt. Man erh¨alt Z=4 � Z, indem man in den ganzen Zah-
len “modulo 4” rechnet. Das heißt, man addiert und multipliziert die Elemente in
f0; 1; 2; 3g als ob sie ganze Zahlen w¨aren, teilt dann durch4 und behält nur den
Rest. Dies ergibt dann immer eine Zahl zwischen0 und3.
Beachte, daßZ=4 � Zwegen2 6= 0 aber2 � 2 = 0 Nullteiler besitzt.
(iii) Das obige Beispiel l¨aßt sich verallgemeinern zuZ=k �Z = f0; 1; : : : ; k � 1g
indem man “modulok” rechnet, d.h. die Elemente vonf0; 1; : : : ; k � 1gwie ganze
Zahlen addiert und multipliziert, durchk teilt und nur den Rest beh¨alt. Versuchen
Sie einmal, sich davon zu ¨uberzeugen, daß dieser Ring genau dann ein Integrit¨ats-
ring wird, wennk eine Primzahl oderk = 1 ist.

1.1.19 Definition Ein RingK = (K;+; �) heißt ein(Schief-) K̈orper, wenn gilt

(K1) K ist ein Ring,

(K2) K� = fk 2K k 6= 0g bildet zusammen mit� eine Gruppe.

1.1.20 Folgerungen(i) Jeder K̈orper hat mindestens zwei Elemente.

(ii) Jede Gleichung der Forma+ x = b ist in einem K̈orper eindeutig l̈osbar.

(iii) Jede Gleichung der Forma �x = b undy �a = b ist für a 6= 0 in einem K̈orper
eindeutig l̈osbar.

(iv) Jeder K̈orper ist ein Integriẗatsring.

Einen Schiefk¨orper mit kommutativer multiplikativer Gruppe heißt einkommutati-
ver Körper. Oft spricht man nur von K¨orpern und meint damit kommutative K¨orper
im Gegensatz zu Schiefk¨orpern.
Im folgenden betrachten wir nur noch Körper, d.h. Schiefkörper mit kommu-
tativer multiplikativer Gruppe.
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1.2. Vektorräume

1.2 Vektorräume

Sei im FolgendenK stets ein kommutativer K¨orper. Die Elemente vonK bezeich-
nen wir durch kleine griechische Buchstaben�, �, 
, . . . .

1.2.1 Definition Eine MengeV heißtVektorraumüber dem K¨orperK – oderK-
Vektorraum –, wenn gilt:

(V1) Es gibt eine Verkn̈upfung+:V � V �! V so, daß(V;+) eine additive
abelsche Gruppe ist.

(V2) Es gibt eine Abbildung�:K � V �! V (skalare Multiplikation) mit fol-
genden Eigenschaften:

(V21) (�+ �) � a = � � a+ � � a.

(V22) � � (a+ b) = � � a+ � � b.
(V23) � � (� � a) = (� � �) � a.

(V24) 1 � a = a.

Die Elemente vonV heißenVektoren. Anstatt� � a schreiben wir oft kurz�a.

1.2.2 Folgerung SeiV einK-Vektorraum. Es gilt�a = 0V genau dann, wenna =

0V oder� = 0K ist, wobei0V das neutrale Element (Nullelement) der additiven
abelschen Gruppe(V;+) und0K das Nullelement des K̈orpersK bedeuten.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Richtung(: Wir erhalten�a = (� + 0K)a =

�a + 0Ka. Damit ist0Ka = 0V : Analog ist�a = �(a + 0V ) = �a + �0V und
somit�0V = 0V .
Zum Beweis der Gegenrichtung) sei�a = 0V für � 6= 0. Dann folgt1 � a =

��1�a = ��10V = 0V . Also ista = 0V nach(V24). ut

1.2.3 Einige Rechenregeln

(i) (��)a = �(�a)
(ii) �(�a) = �(�a)
Ist f :N �! V eine Abbildung, so definieren wir für n � m rekursiv
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mX
i=m

f(i) := f(m)

n+1X
i=m

f(i) := (

nX
i=m

f(i)) + f(n+ 1):

(1.3)

Dann gelten:

(iii) �(

nX
i=m

ai) =

nX
i=m

(�ai)

(iv) (

nX
i=m

�i)a =

nX
i=m

(�ia)

(v)
nX

i=m

(�iai) +

nX
i=m

(�iai) =

nX
i=m

((�i + �i)ai).

Beweis: (i) �a+ (��)a = (�� �)a = 0 � a = 0. Damit ist�(�a) = (��)a.
(ii) �(�a) + �a = �(�a+ a) = � � 0 = 0. Also ist�(�a) = �(�a).
(iii) Wir f ühren Induktion nachn. Den Induktionsbeginn liefertn = m. Dann
erhalten wir�

Pm
i=m ai = �am =

Pm
i=m �ai. Für den Induktionsschritt ha-

ben wir die Induktionsvoraussetzung�
Pn

i=m ai =
Pn

i=m �ai. Damit erhalten
wir �

Pn+1
i=m ai = �(

Pn
i=m ai + an+1) = �

Pn
i=m ai + �an+1 =

Pn
i=m �ai +

�an+1 =
Pn+1

i=m �ai:

Analog zeigt man(iv).
(v) Auch hier führen wir Induktion nachn. Fürn = m erhalten wir

Pm
i=m �iai+Pm

i=m �iai = �mam+ �mam = (�m + �m)am =
Pm

i=m(�i+ �i)ai. Der Induk-
tionsschritt ergibt sich aus

Pn+1
i=m �iai+

Pn+1
i=m �iai =

Pn
i=m �iai+�n+1an+1+Pn

i=m �iai + �n+1an+1 =
Pn

i=m(�i + �i)ai + �n+1an+1 + �n+1an+1 =Pn
i=m(�i + �i)ai + (�n+1 + �n+1)�n+1 =

Pn+1
i=m(�i + �i)ai. ut

1.2.4 Definition Sei V ein K-Vektorraum. Eine TeilmengeU � V mit U 6= ;
heißt einTeilraum( oderUntervektorraum) vonV , wenn

(U1) (8u2U)(8v 2U)[u+ v 2 U ]

(U2) (8�2K)(8u2U)[�u 2 U ]

gilt.

1.2.5 SatzSeiV ein K-Vektorraum. Dann istU � V; U 6= ; genau dann ein
Teilraum vonV , wennU mit den Operationen+; � vonV ein Vektorraum ist.
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1.2. Vektorräume

Beweis:): SeiU ein Teilraum vonV . Dann istU 6= ; und für a; b 2 U folgt
(�1)b = �b 2 U . Dann ist aucha � b 2 U und somit nach Satz 1.1.10U eine
Untergruppe der abelschen Gruppe. Da mit� 2 K unda 2 U auch�a 2 U ist,
übertragen sich die ¨ubrigen Vektorraum-Axiome vonV , wo sie ja nach Vorausset-
zung gelten, aufU .
(: IstU ein Vektorraum, so istU 6= ;, da zumindest0 2 U gelten muß. Dar¨uber
hinaus mußU als Vektorraum gegen¨uber Addition und skalarer Multiplikation ab-
geschlossen sein. ut

1.2.6 SatzSeiV einK-Vektorraum undfUi i 2 Ig eine Familie von Teilr̈aumen
vonV . Dann ist

T fUi i 2 Ig wieder ein Teilraum vonV .

Beweis: Sei U :=
T fUi i 2 Ig. Da jedes derUi zumindest die0 enthalten

muß, folgt0 2 U . Damit istU 6= ;. Gilt a; b 2 U und� 2 K so erhalten wir
(8i2 I)[a; b 2 Ui] und, da alleUi Teilräume sind,(8i2 I)[a + b 2 Ui] sowie
(8i2 I)[�a 2 Ui]. Damit ista+ b 2 U als auch�a 2 U undU ist ein Teilraum.

ut

1.2.7 Definition SeiV einK-Vektorraum undM � V . Dann definieren wir

hMi :=
\
fU � V M � U ^ U ist Teilraum vonV g:

Wir nennenhMi dasErzeugnisoder denSpanvonM oder auch den vonM auf-
gespannten Raum. Die MengeM heißt einErzeugendensystemfür hMi.
Nach Satz 1.2.6 isthMi ein Teilraum vonV . Als Beispiele erhalten wir den Null-
vektorraum, dessen einziger Vektor der Nullvektor ist als

h;i = 0 (Null-Vektorraum)

und für v 2 V

hfvgi = f�v � 2 Kg
den von einem einzigen Vektorv aufgespannten Raum. Anstelle vonhfv1; : : : ; vngi
schreiben wir in Zukunft einfachhv1; : : : ; vni. Wir wollen dieses Beispiel im fol-
genden Satz noch vertiefen.

1.2.8 SatzSeiV einK-Vektorraum undM � V , dann gilt

hMi = f
nX
i=1

�iai n 2 N ^ �i 2 K ^ ai 2Mg:
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Man nennt einen Ausdruck der Form
Pn

i=1 �iai eineLinearkombinationder Vek-
torena1; : : : ; an. Der Span vonM ist damit die Menge aller Linearkombinationen
von Vektoren in M.
Beweis: Sei

U := f
nX
i=1

�iai n 2 N ^ �i 2 K ^ ai 2Mg;

d.h.U ist die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren ausM . Zunächst
ist klar, daß die Summe zweier Linearkombinationen von Vektoren ausM wieder
eine Linearkombinationen von Vektoren ausM ist. Damit istU gegen¨uber der
Addition abgeschlossen. Offensichtlich ist f¨ur a =

Pn
i=0 �iai 2 U auch�a =Pn

i=0(��i)ai 2 U . Damit istU ein Teilraum vonV . Wegena = 1 �a gilt natürlich
aucha 2 U für allea 2M . Damit istM � U . Um auch die umgekehrte Inklusion
zu erhalten, m¨ussen wir zeigen, daß jeder Teilraum vonV , derM umfaßt, auchU
umfaßt. Sei alsoM � W undW ein Teilraum vonV . Wählen wira 2 U , so gilt
a =

Pn
i=0 �iai mit �i 2 K undai 2 M . WegenM � W erhalten wir dann aber

soforta =
Pn

i=0 �iai 2W , daW als Teilraum gegen¨uber skalarer Multiplikation
und Addition abgeschlossen ist. ut

1.2.9 Definition Ein K-Vektorraum heißtendlich erzeugt, wenn es eine endliche
TeilmengeM � V mit hMi = V gibt.

1.2.10 SatzIst V endlich erzeugt und giltV = hMi für M � V , so gibt es eine
endliche TeilmengeM0 �M mit V = hM0i.
Beweis: Sei V = hv1; : : : ; vni. Dann gibt es zu jedemvi für 1 � i � n ein
ni 2 N und Vektorenai1; : : : ; aini 2 M mit vi =

Pni
k=1 �ikaik. Dann erhalten

wir M0 := faik i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ; nig als eine endliche Teilmenge von
M und für jedesv 2 V folgt nach Satz 1.2.8

v =

nX
i=1

�ivi =

nX
i=1

niX
k=1

�i�ikaik 2 hM0i:

Damit istV = hM0i. ut

1.2.11 Definition SeiV einK-Vektorraum. Eine TeilmengeM � V heißt linear
abḧangig genau dann, wenn es eine endliche Teilmengefa1; : : : ; ang � M und
Elemente�1; : : : ; �n 2 K gibt mit

(�1 6= 0 _ : : : _ �n 6= 0) ^
nX
i=1

�iai = 0:
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Anderenfalls heißtM linear unabḧangig. D.h.M ist genau dann linear unabh¨angig,
wenn für jede endliche Teilmengefa1; : : : ; ang �M und für alle Tupel�1; : : : ; �n
von Elementen ausK gilt:

nX
i=1

�iai = 0 ) �1 = : : : = �n = 0:

Der Begriff der linearen Unabh¨angigkeit istder zentrale Begriff der linearen Al-
gebra. Ist nunfv1; : : : ; vng eine endliche Menge linear abh¨angiger Vektoren eines
VektorraumesV , so bedeutet das, daß sich0 ausv1; : : : ; vn als nicht triviale Li-
nearkombination darstellen l¨aßt, d.h. daß es�1; : : : ; �n 2 K gibt, die nicht alle
verschwinden und doch

Pn
i=1 �ivi = 0 gilt. Sind v1; : : : ; vn jedoch linear un-

abhängig, so läßt sich die0 nur trivial darstellen, d.h. aus
Pn

i=1 �ivi = 0 folgt
�1 = : : : = �n = 0.

1.2.12 BemerkungIstM � V mit 0 2M , so istM linear abḧangig wegen

a1; : : : ; an 2M ^ a1 = 0 )
nX
i=1

�iai = 0 für �1 = 1; �2 = : : : �n = 0:

1.2.13 SatzIst V ein K-Vektorraum unda1; : : : ; an 2 V mit n > 1, so sind
äquivalent:

(i) a1; : : : ; an sind linear abḧangig,

(ii) eines derai; i 2 f1; : : : ; ng ist eine Linearkombination der̈ubrigen, d.h. der
Vektoren infaj j 2 f1; : : : ; ng ^ i 6= jg,

(iii) ha1; : : : ; ani wird bereits durchn� 1 viele Elementeai1 ; : : : ; ain�1 erzeugt.

Beweis: (i)) (ii): Sinda1; : : : ; an linear abhängig, so gibt es einj 2 f1; : : : ; ng
und ein�j 2 K mit �j 6= 0 und

Pn
i=1 �iai = 0. Also aj =

Pn
i=1
i6=j

�j
�1(��i)ai.

(ii) ) (iii): Seiaj =
Pn

i=1
i6=j

�iai. Für b 2 ha1; : : : ; ani gilt dannb =
Pn

k=1 �kak =Pn
k=1
k 6=j

�kak+�j
Pn

i=1
i6=j

�iai =
Pn

k=1
k 6=j

(�k+�j�k)ak 2 ha1; : : : ; aj�1; aj+1; : : : ; ani.
(iii) ) (i): Ohne die Allgemeinheit einzuschr¨anken, d¨urfen wir ha1; : : : ; ani =
ha2; : : : ; ani annehmen. Dann ista1 =

Pn
i=2 �iai und damit1�a1+

Pn
i=2��iai =

0. Da1 6= 0 ist, folgt daraus, daßa1; : : : ; an linear abhängig sind. ut

1.2.14 Korollar Jeder endlich erzeugteK-VektorraumV besitzt ein linear un-
abḧangiges Erzeugendensystem.
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Beweis: Wir f ühren den Beweis durch Induktion nachn. Seifa1; : : : ; ang Erzeu-
gendensystem vonV . Fürn = 0 ist V = 0, und wir sind fertig, da die leere Menge
linear unabh¨angig ist. Istn = 1, so folgt die Behauptung aus der Tatsache, daß
ein einzelner Vektorv 6= 0 immer linear unabh¨angig ist. Sei alson > 1. Sind
a1; : : : ; an linear unabh¨angig, so sind wir fertig. Anderenfalls k¨onnen wir nach
Satz 1.2.13 (iii) einen der Vektoren im Erzeugendensystems weglassen und er-
halten soha1; : : : ; ani = hai1 ; : : : ; ain�1i. Nach Induktionsvoraussetzung enth¨alt
hai1 ; : : : ; ain�1i ein linear unabh¨angiges Erzeugendensystem und wir sind fertig.

ut

1.2.15 Definition Ein linear unabh¨angiges ErzeugendensystemB für einenK-
VektorraumV heißt eineBasisvonV .

1.2.16 SatzIst V einK–Vektorraum undB eine Basis vonV; so l̈aßt sich jedes
von0 verschiedenev 2 V eindeutig (bis auf Umnummerierung) als Linearkombi-
nation von Elementen ausB darstellen.

Beweis: DaB ein Erzeugendensystem vonV ist, finden wir zuv 2 V mit v 6= 0

Vektorenb1; : : : ; bn 2 B und Körperelemente�1; : : : ; �n mit v =
Pn

i=1 �ibi.
Um die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen, nehmen wir an, daß auchv =Pm

j=1 �ib
0
i mit b0i 2 B und�i 2 K gelte. Sei nunfc1; : : : ; ckg := fb1; : : : ; bng \

fb01; : : : ; b0mg. Nach geeigneter Umnummerierung erhalten wir dann

v =

kX
i=1

�ici +

nX
i=k+1

�ibi und v =

kX
i=1

�ici +

mX
i=k+1

�ib
0
i:

Damit folgt 0 =
Pk

i=1(�i � �i)ci +
Pn

i=k+1 �ibi +
Pm

i=k+1��ib0i. DaB eine
linear unabh¨angige Menge ist, folgern wir daraus�i = �i = 0 für k < i und damit
m = n = k und�i = �i für 1 � i � k. ut
Wir wollen eine MengeB � V von Vektorenmaximal linear unabḧangignennen,
wennB linear unabh¨angig ist, aber die MengeB [ fvg für jedesv 2 V nB linear
abhängig ist.
Analog nennen wir eine MengeE � V ein minimales Erzeugendensystem, wenn
V = hEi ist, aberhE n fvgi 6= V für jedesv 2 E gilt.

1.2.17 SatzFür einenK–VektorraumV undB � V sindäquivalent:

(i) B ist eine Basis vonV .

(ii) B ist eine maximale linear unabhängige Menge.

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystem.
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Beweis: (i)) (ii) : Ist v 2 V und v =2 B, so folgtv =
Pn

i=1 �iai und damitPn
i=1 �iai � v = 0. Also istB [ fvg linear abhängig. Damit istB eine maximal

linear unabh¨angige Menge.
(ii) ) (iii) : Sei B maximal linear unabh¨angig. Dann gibt es zuv 2 V n B
Körperelemente�; �1; : : : ; �n 2 K sowieb1; : : : ; bn 2 B mit � 6= 0 und�v +Pn

i=1 �ibi = 0. Damit ist v =
Pn

i=1(��i��1)bi. Damit ist jedesv 2 V eine
Linearkombination von Elementen inB undB ist ein Erzeugendensystem. W¨are
B nicht minimal, so fänden wir einb 2 B so, daßB n fbg noch immer ein Erzeu-
gensystem w¨are. Insbesondere w¨are dannb =

Pn
i=1 �ibi mit bi 2 B n fbg. Das

steht aber im Widerspruch zur linearen Unabh¨angigkeit vonB.
(iii) ) (i): Nehmen wir an, daßB noch keine Basis ist, so mußB linear abhängig
sein. Dann gibt esb1; : : : ; bn 2 B und�1; : : : ; �n 2 K, die nicht alle verschwin-
den mit0 =

Pn
i=1 �ibi. Ist �j 6= 0, so folgtbj =

Pn
i=1
i6=j

(��i�j�1)bj und damit

V = hB n fbjgi. Dies steht aber im Widerspruch zur Minimalit¨at vonB als Erzeu-
gendensystem. ut
Unser Ziel wird es nun sein, den folgenden Satz zu beweisen.

1.2.18 SatzJederK-VektorraumV mit V 6= 0 besitzt eine Basis.

Die Schwierigkeit im Beweis dieses Satzes liegt darin, daß es nicht endlich er-
zeugte Vektorr¨aume gibt. F¨ur endlich erzeugte Vektorr¨aume ist Satz 1.2.18 eine
sofortige Folgerung aus Korollar 1.2.14. Man kann ihn im Vereine mit Satz 1.2.10
sogar in der folgenden Art versch¨arfen.

1.2.19 SatzJeder endlich erzeugte Vektorraum, der nicht der Nullraum ist, besitzt
eine endliche Basis.

Im Falle von unendlich erzeugten Vektorr¨aumen wird sich der Beweis schwieri-
ger gestalten, da wir etwas mehr ¨uber die zugrunde liegende Mengenlehre wissen
müssen. Wem dies f¨ur den Anfang zu schwierig erscheint, sollte den folgenden
Abschnitt überschlagen und im Beweis von Satz 1.2.20 den “Limesfall” einfach
auslassen.

Ein kleiner Exkurs ins Unendliche

Wir haben die nat¨urlichen Zahlen als eine durch die kanonische Ordnung wohlgeordnete
Menge eingef¨uhrt. Man abstrahiert nun von der zugrunde liegenden Menge und betrachtet
nur den Typus der Ordnung (Mathematisch exakt ist der Ordnungstypus dieÄquivalenz-
klasse von Ordnungen, wobei zwei Ordnungen ¨aquivalent heißen, wenn sie sich ordnungs-
treu und bijektiv aufeinander abbilden lassen.). Die Ordnungstypen von Wohlordnungen
bezeichnet man alsOrdinalzahlen. Endliche Mengen lassen sich bis aufÄquivalenz nur
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auf eine Art ordnen. Den Ordnungstypus einern-elementigen Menge identifiziert man
mit der natürlichen Zahln. Natürliche Zahlen lassen sich also als endliche Ordinalzahlen
auffassen. Den Ordnungstypus der Ordnung aller nat¨urlichen Zahlen in ihrer kanonischen
Ordnung

0; 1; : : :| {z }
!

bezeichnet man als!. Dies ist der einfachste unendliche Ordnungstypus. F¨ur unendliche
Mengen gilt nun aber nicht mehr, daß sie sich bis aufÄquivalenz nur auf eine Art ordnen
lassen. So erhalten wir eine neue Ordnung, wenn wirm �1 n :, (m 6= 0 ^ n 6=

0 ^ m < n) _ (m 6= 0 ^ n = 0) setzen. Dann haben wir eine Ordnung

1; 2; : : :| {z }
!

; 0; (1.4)

die sich offensichtlich nicht mehr bijektiv ordnungstreu auf eine Menge vom Ordnungs-
typus! abbilden läßt, da sie ein gr¨oßtes Element, n¨amlich0, besitzt, was bei! nicht der
Fall ist. Andererseits sind aber der Ordnungstypus von0; 1; : : : und 1; 2; : : : offensicht-
lich gleich. Damit ist der Ordnungstypus von1; 2; : : : ; 0 offenbar größer als!, da er einen
Ordnungstypus! als ein echtes Anfangsst¨uck enthält. Anschaulich kann man sich das so
vorstellen, daß man eine Menge vom Ordnungstypus! fertiggezählt hat und dann um eines
weiter zählt. Es handelt sich also um eine Fortsetzung des Z¨ahlprozesses in das Unendli-
che. Die in (1.4) gezeigte Ordnung ist offensichtlich wieder eine Wohlordnung. Da sie um
genau ein Element ¨uber! hinauszählt, sagen wir, daß sie den Ordnungstypus!+1 hat. Wir
können den Prozeß fortsetzen, indem wir eine Wohlordnung2; 3; : : : ; 0; 1 vom Ordnungs-
typus! + 2, eine Wohlordnungk; k + 1; : : :| {z }

!

; 0; 1; : : : ; k � 1| {z }
k

vom Ordnungstypus! + k,

eine Wohlordnung0; 2; : : :| {z }
!

; 1; 3 : : :| {z }
!

vom Ordnungstypus!+! angeben, in der alle geraden

Zahlen vor den ungeraden kommen und so fort.

Was man aus diesen Beispielen lernen sollte ist die Tatsache, daß drei Arten unendlicher
Ordinalzahlen auftreten k¨onnen:

� Die Ordinalzahl0 als der Ordnungstypus der leeren Menge, die der natürlichen Zahl
0 entspricht;

� Ordinalzahlen die einen Ordnungstypus repräsentieren, der ein größtes Element be-
sitzt, wie z.B. jede endliche Ordinalzahl, die Ordinalzahlen! + 1, ! + k, . . . ; diese
Ordinalzahlen heißenNachfolgerzahlen, da zwischen ihrem Vorgänger, den man als
Ordnungstypus der Ordnung erhält, in der man das gr̈oßte Element einfach fortläßt,
und der Ordinalzahl selbst keine weiteren Ordinalzahlen liegen.
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� Ordinalzahlen, die einen Ordnungstypus repräsentieren, der kein größtes Element be-
sitzt, wie z.b.!, ! + !, etc. Diese Ordinalzahlen nennt manLimeszahlen. Hat man
nämlich eine Limeszahl� und eine Ordinalzahl� kleiner als�, d.h. der Ordnungs-
typus� ist äquivalent zu einem echten Anfangsstück einer durch� repräsentierten
Ordnung, so ist der Nachfolger� + 1 von� noch immer̈aquivalent zu einem echten
Anfangssẗuck der durch� repräsentierten Ordnung und damit kleiner als�.

Die Klasse On der Ordinalzahlen erweist sich selbst als wohlgeordnet. Damit folgt das
Prinzip der Induktion ¨uber Ordinalzahlen genauso, wie wir es f¨ur natürliche Zahlen gefol-
gert haben. Wir erhalten also in Verallgemeinerung von 0.6.4:

Gilt (8� 2On)[((8�)(� < � ) F (�)))) F (�)]; so folgt(8� 2On)F (�): (1.5)

Wollen wir 0.6.5 verallgemeinern, so habe wir die drei Typen von Ordinalzahlen zu beach-
ten.

Gilt der InduktionsanfangF (0);

der Induktionsschritt(8� 2On)[F (�)) F (� + 1)]

und der Limesschritt(8� < �)F (�) ) F (�) für Limeszahlen�;

so folgt(8� 2On)F (�):

(1.6)

Ebenso lassen sich Funktionen rekursiv ¨uber Ordinalzahlen definieren. Wir erhalten die
folgende Verallgemeinerung von 0.6.6

Definition durch transfinite Rekursion Sind die Abbildungeng:M �! N und
h:On�N �M �! N gegeben, so ist die durch die Rekursionsvorschrift

f(0; x) = g(x)

(8� 2On)[f(� + 1; x) = h(�; f(�; x); x)]

f(�; x) =
S
�<� f(�; x) für Limeszahlen�

definierte Funktionf :On�M �! N eindeutig bestimmt.

Natürlich muß hierbei sicher gestellt sein, daß
S
�<� f(�; x) immer wieder ein Element von

N ist. Man kann die Rekursion wie in 0.6.6 statt bei0 auch bei jeder beliebigen Ordinalzahl
beginnen lassen.
Die Annahme, die wir ¨uber unsere Mengenwelt nun machen, ist der

Wohlordnungssatz Jede MengeM 2 U läßt sich wohlordnen.

Der Ordnungstyp der k¨urzesten Wohlordnung, die sich auf einer MengeM definieren läßt,
heißt dieKardinalzahlder MengeM und wird im allgemeinen mitjM j bezeichnet. Man
kann daher die Forderung des Wohlordnungssatzes auf die Form“Jede Menge besitzt eine
Kardinalzahl” bringen.
Der Wohlordnungssatz mag einem zun¨achst merkw¨urdig anmuten. Eine Wohlordnung der
Menge der reellen Zahlen kann man sich beispielsweise kaum vorstellen. Vor dem Hin-
tergrund der ¨ubrigen Annahmen ¨uber unser Mengenuniversum ist der Wohlordnungssatz
jedochäquivalent zu einem anderen Prinzip, dem Auswahlaxiom, welches besagt:
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Auswahlaxiom Zu jeder IndexmengeI und Familie
�
M� � 2 I

	
von nicht leeren

MengenM� gibt es eine Auswahlfunktionf : I �!
[
�2I

M�, so daß

(8�2 I)(f(�) 2M�)

gilt.

Das Auswahlaxiom besagt also, daß sich aus jedem Mitglied einer Familie nicht leerer
Mengen in uniformer Weise ein Element ausw¨ahlen läßt. Das klingt schon viel plausi-
bler als der Wohlordnungssatz und ist auch ein in der Mathematik allgemein akzeptiertes
Prinzip. Auf der anderen Seite leuchtet es ein, daß sich das Auswahlaxiom aus dem Wohl-
ordnungssatz folgern l¨aßt. Wir ordnen die Vereinigung der MengenM� und wählen dann
aus jedem Familienmitglied das kleinste Element aus. Auf der anderen Seite ist es auch
möglich, mit Hilfe des Auswahlaxioms jede nicht leere MengeM zu zählen. Wir fangen
einfach mit einem beliebigen Element an, z¨ahlen und entfernen dies ausM und setzten
diese Prozedur mit Hilfe einer Auswahlfunktion auf der Potenzmenge vonM so lange
fort, bis wir zur leeren Menge gelangen.
Algebraikern ist der Begriffsapparat, der mit der Einf¨uhrung von Ordinalzahlen verbunden
ist, in der Regel viel zu aufwendig. (Obwohl dieses Gebiet f¨ur sich gesehen ¨außerst faszi-
nierend ist. David Hilbert hat die Einf¨uhrung der transfiniten Zahlen als eine der gr¨oßten
Leistungen der Mathematik bezeichnet.) Daher machen sie sich oft eine weitere Tatsache,
das Lemma von Zorn, zu Nutze, die ihrerseits zum Auswahlaxiom und damit auch zum
Wohlordnungssatz ¨aquivalent ist. Um das Lemma zu formulieren, erinnern wir uns an den
Begriff der Halbordnung. Das ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation,
die nicht unbedingt linear sein muß, d.h. zwei Elemente des Feldes der Relation m¨ussen
nicht unbedingt vergleichbar sein. Haben wir eine TeilmengeK � feld (R) in der je zwei
Elemente vergleichbar sind, d.h. gilt(8x 2K)(8y 2K)[x R y _ x = y _ y R x], so
nennen wirK eineKettein R. Ein Elementr 2 feld (R) ist eine obere Schranke f¨ur eine
KetteK, wenn(8k 2K)[k R r] gilt. Wir nennen ein Elementm 2 feld (R) maximal,
wennm R r immer schonm = r nach sich zieht.

Lemma von Zorn Ist R eine Halbordnung, in der jede Kette eine obere Schranke be-
sitzt, so hatR maximale Elemente.

Die Äquivalenz von Zornschen Lemma und Auswahlaxiom plausibel zu machen, ist nicht
ganz so einfach, und deshalb will ich hier auch nicht weiter darauf eingehen. Dies ist die
Angelegenheit einer Vorlesung ¨uber Mengenlehre. Wir wollen daher hier unseren Exkurs
ins Unendliche beenden.

1.2.20 SatzSei V ein K-Vektorraum undA ein Erzeugendensystem für V . Zu
jeder linear unabḧangigen MengeB � V gibt es eine TeilmengeC � A mit
B \ C = ; undB [ C ist eine Basis vonV .

Beweis: Sei� := jAj. Dann können wirA schreiben alsA = fa� � < �g. (Wer
den Exkurs in das Unendliche nicht mitgemacht hat, soll hierA als endlich an-
nehmen. Dann ist� eine nat¨urliche Zahl und er kann den Limesfall ¨ubergehen, da

34



1.2. Vektorräume

unterhalb nat¨urlicher Zahlen keine Limeszahlen liegen. Der Beweis bleibt aber un-
ter der Voraussetzung, daßA ein endliches Erzeugendensystem ist, v¨ollig korrekt.)
Durch Rekursion nach� < � definieren wir uns MengenM�.

M0 := B

M�+1 :=

�
M� [ fa�g falls diese Menge linear unabh¨angig ist
M� sonst

M� :=
S
�<�M� für Limeszahlen�

und setzen

M :=
[
�<�

M�:

Dann zeigen wir durch Induktion nach�, daß alle MengenM� linear unabh¨angig
sind. Für M0 = B gilt dies nach Voraussetzung. F¨ur M�+1 gilt dies nach Kon-
struktion, und haben wir schließlicha1; : : : ; an 2 M� für eine Limeszahl� und
nehmen wir

Pn
i=1 �iai = 0 an, so gibt es ein� < � mit a1; : : : ; an 2 M�. Nach

Induktionsvoraussetzung ist aberM� linear unabh¨angig und damit erhalten wir
�1 = : : : = �n = 0. Wir behaupten nun weiter, daß die MengeM maximal linear
unabhängig ist. DaM =

S
�<�M� und alleM� linear unabh¨angig sind, erhalten

wir wie im vorherigen Limesfall, daß auchM linear unabh¨angig ist. Sei nunv 2 A

undv =2M . Dann gibt es ein� < � mit v = a�. Damit ista� =2M�+1 �M . Nach
Konstruktion vonM�+1 muß daherM� [ fa�g linear abhängig sein. Dann gibt es
aber Vektorena1; : : : ; an 2 M� � M und Körperelemente�1; : : : ; �n und� so,
daß

Pn
i=1 �iai+�a� = 0 ist, aber nicht alle�i und� gleichzeitig0 sind. Damit ist

v eine Linearkombination von Elementen inM� �M . Für v 2M \A gilt dies tri-
vialerweise. F¨ur ein beliebigesv 2 V finden wir, daA ein Erzeugendensystem ist,
Vektorena�1 ; : : : ; a�n 2 A und Körperelemente�1; : : : ; �n mit v =

Pn
i=1 �ia�i .

Wir haben aber gerade gesehen, daß jedes dera�i 2 A eine Linearkombination von
Elementen inM ist. Dann ist aber auchv eine Linearkombination von Elementen
in M , undM ist auch ein Erzeugendensystem. Damit istM eine Basis. Setzen
wir C := M n B, so istC � A, B \ C = ; undM = B [ C, und der Satz ist
bewiesen. ut
Wir wollen, einfach weil man es in der Literatur oft so findet, den Satz noch-
mals mit Hilfe des Lemma von Zorn beweisen. Dazu betrachten wir die Menge
P := fB [D D � A ^ B [D ist linear unabh¨angigg. Diese Menge wird durch
die Mengeninklusion� halbgeordnet. Sei nunfE� � 2 Ig eine Kette in dieser
Halbordnung. JedesE� hat die GestaltB [ D� und damit hatE :=

S
�2I E� die

GestaltB[S�2I D�. Wie im vorherigen Beweis folgt, daßE als Vereinigung linear
unabhängiger Mengen selbst linear unabh¨angig ist. Damit hat jede Kette in(P;�)
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eine obere Schranke und besitzt nach dem Lemma von Zorn maximale Elemente.
SeiM ein solches maximales Element. WegenM 2 P ist dannM linear un-
abhängig. Istv 2 A, so folgt aus der Maximalit¨at vonM , daßM [ fvg = M oder
M[fvg linear abhängig ist. In beiden F¨allen läßt sichv als Linearkombination von
Elementen inM darstellen. DaA ein Erzeugendensystem war, giltv =

Pn
i=1 �iai

mit a1; : : : ; an 2 A für jedesv 2 V: Da sich jedesai 2 A als Linearkombination
von Elementen inM darstellen läßt, erhalten wir auchv als Linearkombination
von Elementen ausM . Damit istM auch ein Erzeugendensystem und somit eine
Basis, und wir setzen wie im vorherigen BeweisC := M n A. ut
Beide Beweise unterscheiden sich nur in der Konstruktion der MengeM . Die sich
daran anschließende Argumentation ist im wesentlichen identisch. Die Konstruk-
tion der MengeM ist im ersten Beweis durchsichtiger (beim Zornschen Lemma
fällt sie vom Himmel), und der Vorteil des ersten Beweises durch transfinite Rekur-
sion liegt auch darin, daß sich der endlich erzeugte Fall einfach durch Weglassen
des Limesfalles ergibt. Der Beweis ¨uber das Zornsche Lemma hat seinerseits den
Vorteil, daß er neben dem Zornschen Lemma keinen zus¨atzlichen Begriffsapparat
benötigt.
Wie bereits gesagt werden in dieser Vorlesung endlich erzeugte Vektorr¨aume die
Hauptrolle spielen. F¨ur diese Vektorr¨aume erhalten wir Satz 1.2.20 ohne den Ex-
kurs ins Unendliche.

1.2.21 Korollar Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis: Jeder VektorraumV besitzt ein Erzeugendensystem, z.B.V selbst. Da die
leere Menge linear unabh¨angig ist, können wir in Satz 1.2.20B = ; setzen und
erhalten so die Behauptung. ut

1.2.22 SatzIst V ein K-Vektorraum und sindB1 undB2 Basen vonV , so gilt
einer der folgenden F̈alle:

(i) V = 0 undB1 = B2 = ;,
(ii) B1 undB2 sind beide unendlich,

(iii) V ist endlich erzeugt undjB1j = jB2j.
Beweis: SeiV 6= 0. Ist V nicht endlich erzeugt, so kannV keine endliche Ba-
sis besitzen. Sei daherV endlich erzeugt undB1 = fa1; : : : ; ang und B2 =

fb1; : : : ; bmg Basen. Dann ist die MengeA1 := fa2; : : : ; ang linear unabh¨angig
und nach Satz 1.2.17 keine Basis. Nach Satz 1.2.20 finden wir eine MengeC1 �
B2 mit A1\C1 = ; so, daßA1[C1 eine Basis ist. Damit ist insbesondereC1 6= ;.
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Nun definieren wirA2 := fa3; : : : ; ang [ C1. Diese Menge ist wieder linear un-
abhängig und kein Erzeugendensystem. Nach Satz 1.2.20 finden wir eine Menge
C2 � B2 so, daßA2 \C2 = ; undA2 [C2 eine Basis ist. Wir iterieren nun dieses
Verfahren und erhalten nachn–vielen Schritten eine BasisC1 [ : : : [ Cn � B2,
so daß alleCi paarweise verschieden sind. Also istjB1j = n � jB2j. Vertau-
schen wir die Rollen vonB1 undB2, so erhalten wir mit dem gleichen Verfahren
jB2j � jB1j. ut
Diese Stelle erscheint mir geeignet zu sein, einmal zu pr¨azisieren, wie das obige
Argument“Wir iterieren nun dies Verfahren. . . ”zu verstehen ist. Dahinter steckt
eine Definition durch Rekursion und ein Beweis durch Induktion. Zun¨achst defi-
nieren wir durch Rekursion MengenAi = fai+1; : : : ; ang undCi � B2 derart, daß
Ai[

S
j�iCj eine Basis bilden und(Ai[

S
j<iCj)\Ci = ; gilt. Wir setzenC0 :=

;. Als Induktionvoraussetzung gehen wir davon aus, daßAi = fai+1; : : : ; ang und
Ci definiert sind und die geforderten Eigenschaften besitzen. Dann ist die Men-
geAi+1 [

S
j�iCj linear unabh¨angig und, da sie eine echte Teilmenge der Basis

Ai [
S
j�iCj ist, nach Satz 1.2.17 keine Basis. DaB2 ein Erzeugendensystem ist,

gibt es nach Satz 1.2.20 eine MengeCi+1 � B2, so daß(Ai+1 [
S
j�iCj)[Ci+1

eine Basis und(Ai+1 [
S
j�iCj) \ Ci+1 = ; ist. Damit sindAi und Ci für

i = 0; : : : ; n definiert, es istAn = ;, C1 [ : : : [ Cn eine Basis und alleCi sind
paarweise verschieden.
Wann immer Konstruktionen durch“Iteration” fortgesetzt werden, sind diese ana-
log wie im obigen Beispiel zu pr¨azisieren.

1.2.23 Definition (Dimension eines Vektorraumes) SeiV einK-Vektorraum.
Wir definieren dessen Dimension durch

dimK V :=

8<
:

0; falls V = 0 ist;
1; falls V nicht endlich erzeugt ist;
jBj; fallsB eine Basis vonV ist.

Ist es klar oder unerheblich, um welchen Grundk¨orperK es sich handelt, so schrei-
ben wir kurzdimV stattdimK V .

1.2.24 SatzIst V einK-Vektorraum und sinda1; : : : ; an 2 V linear unabḧangige
Vektoren, so sind̈aquivalent:

(i) dimV = n.

(ii) a1; : : : ; an ist eine Basis.

Beweis: (i) ) (ii): Ist B eine Basis vonV , so gibt es nach Satz 1.2.20 eine Men-
geC � B, so daßfa1; : : : ; ang [ C eine Basis vonV undfa1; : : : ; ang \ C = ;
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ist. Nach Satz 1.2.22 m¨ussen dann aberB undfa1; : : : ; ang[C genaun Elemente
besitzen, woraus sichC = ; ergibt, und daher istfa1; : : : ; ang schon eine Basis.
(ii) ) (i): Ist fa1; : : : ; ang eine Basis, so istdimV = jfa1; : : : ; angj = n. ut

1.2.25 SatzSeiV ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann gelten folgende Aussa-
gen:

(i) Sinda1; : : : ; an 2 V linear unabḧangig, so istn � dimV .

(ii) Wird V vonb1; : : : ; bm 2 V erzeugt, so istdimV � m.

Beweis: (i): Sinda1; : : : ; an linear unabh¨angig, so lassen sie sich nach Satz 1.2.20
zu einer Basisfa1; : : : ; ang [C mit C � V ergänzen. Also istn � dimV .
(ii): Ist V = hb1; : : : ; bmi, so enth¨alt fb1; : : : ; bmg nach Satz 1.2.10 ein minima-
les Erzeugendensystem. Also istdimV � m. ut

1.2.26 BemerkungMan beachte, daß die Kontraposition der Aussage (i) in Satz
1.2.25 besagt, daß für m > dimV jem viele Vektoren stets linear abhängig sind.

1.2.27 SatzIst V ein endlich dimensionaler Vektorraum undU ein Teilraum von
V , so gelten:

(i) dimU � dimV .

(ii) dimU = dimV , U = V .

Beweis: (i): Ist B eine Basis vonU , so istB eine inV linear unabh¨angige Men-
ge. Damit istdimU = jBj � dimV .
(ii): ): IstB eine Basis vonU , so istB linear unabh¨angig inV . AberB ist auch
maximal linear unabh¨angig inV , da jede Erweiterung vonB mehr alsdimU =

dimV viele Elemente enthalten m¨ußte, was nach Bemerkung 1.2.26 unm¨oglich
ist. Damit istB eine Basis vonV und wir erhaltenU = hBi = V .
Die Gegenrichtung( gilt offensichtlich.

1.3 Einige Beispiele

1.3.1 Der VektorraumK
n

SeiK ein Körper. Wir definieren

Kn := f(�1; : : : ; �n) �i 2 K für i = 1; : : : ; ng (1.7)

38



1.3. Einige Beispiele

und nennenKn die Menge dern-tupel überK. Wir wollen Verknüpfungen auf
demKn so definieren, daßKn mit diesen Verkn¨upfungen zu einem Vektorraum
wird. Wir beginnen mit der Addition und setzen

(�1; : : : ; �n) + (�1; : : : ; �n) = (�1 + �1; : : : ; �n + �n): (1.8)

Man nennt diese Art der Definition, die sich in jeder Komponente desn-tupels auf
Addition im Grundkörper bezieht, auch einekomponentenweiseoderpunktweise
Definition. Die Addition imKn wird also komponentenweise festgesetzt. Ebenso
definieren wir die skalare Multiplikation punkt- (oder komponenten)weise durch

� � (�1; : : : ; �n) := (� � �1; : : : ; � � �n): (1.9)

Die Tatsache, daß(K;+) eine Gruppe ist, ¨uberträgt sich dank der komponenten-
weise Definition unmittelbar auf(Kn;+). Man rechnet dies leicht nach. Das neu-
trale Element ist dasn-tupel, das aus lauter Nullen besteht. Das inverse Element
zu (�1; : : : ; �n) ergibt sich sofort als(��1; : : : ;��n). Die Axiome(V21)–(V24)
rechnet man ebenfalls sofort nach. Damit istKn ein Vektorraum. Dies ist nat¨urlich
auch für n = 1 richtig. Jeder K¨orper kann also als Vektorraum ¨uber sich selbst
aufgefaßt werden.
Setzen wirK = R, so erhalten wir die bekannten Vektorr¨aumeR1 , die Gera-
de,R2 , die euklidische Ebene, undR3 , den euklidischen Raum. Diese mag man
sich als anschauliche Beispiele f¨ur Vektorräume vor Augen halten. Dabei soll man
sich aber stets bewußt sein, daß diese Vektorr¨aume noch viel zus¨atzliche Struktur
tragen (z.B. rechtwinkelige Koordinatensysteme), die wir im bisher eingef¨uhrten
allgemeinen Fall noch nicht zur Verf¨ugung haben.
Kehren wir daher wieder zum allgemeinen Fall eines beliebigen K¨orpersK zurück.
Eine nützliche Notationshilfe ist das von Kronecker eingef¨uhrte Symbol

Æij :=

�
1 falls i = j

0 falls i 6= j.
(1.10)

Mit Hilfe dieses Kroneckersymbols definieren wir die Vektoren

e
n
i := (Æi1; : : : ; Æin): (1.11)

Die Komponenten des Vektorseni sind daher alle0 bis auf diei-te Stelle, an der eine
1 steht. Das Superskriptn lassen wir im allgemeinen weg, da es sich im Regelfall
aus dem Zusammenhang ergibt. Gilt nun

Pn
i=1 �iei = 0, so erhalten wir�i �1 = 0

für i = 1; : : : n. Da jeder Körper nullteilerfrei ist, folgt daraus�1 = : : : = �n = 0.
Damit sinde1; : : : ; en linear unabh¨angig. Anderenfalls gilt f¨ur (�1; : : : ; �n) 2 Kn

stets(�1; : : : ; �n) =
Pn

i=1 �iei. Damit iste1; : : : ; en auch ein Erzeugendensy-
stem und somit eine Basis. Also haben wir
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1.3.1 SatzDie MengeKn dern-tupelüber einen K̈orperK bilden mit der kompo-
nentenweisen Addition und skalaren Multiplikation einen Vektorraum der Dimen-
sionn. Die MengeEn := fen1; : : : ; enng ist eine Basis desKn. Sie heißt dessen
kanonischeBasis.

1.3.2 Der Vektorraum der Abbildungen von einer Menge in einen
Körper

Ein n-tupel (�1; : : : ; �n) 2 Kn läßt sich auch als eine Abbildung der Menge
f : f1; : : : ; ng �! K auffassen, die gegeben ist durchf(i) := �i. Die nahelie-
gende Verallgemeinerung ist, nun die Menge aller Abbildungen einer MengeX in
einen Körper zu betrachten. Sei also

Abb(X;K) := KX := ff f :X �! Kg: (1.12)

Wir definieren auf Abb(X;K) eine Addition und skalare Multiplikation durch

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

(� � f)(x) := � � f(x): (1.13)

Die Definition (1.13) ist so zu verstehen, daß zwei Abbildungenf undg zu einer
neuen Abbildungf + g verknüpft werden, die wie in (1.13) definiert ist. Daf(x)
undg(x) Elemente vonK sind, istf(x)+g(x) durch die Addition im Körper wohl-
definiert. Ebenso werden� 2 K undf 2 KX die in (1.13) definierte Abbildung
� �f zugeordnet. Man rechnet wieder sofort nach, daß(KX ;+) eine additive abel-
sche Gruppe bildet, deren neutrales Element durch die Nullabbildung0(x) := 0

für allex 2 X gegeben ist. Das inverse Element einer Abbildungf erhalten wir
als�f = �1 � f .
Wir erhalten einen Unterraum vonKX durch die Festsetzung

Abb[X;K] := ff 2KX f(x) = 0 für fast allex 2 Xg: (1.14)

Dabei bedeutet“f ür fast allex 2 X” , daß dies f¨ur alle x 2 X bis auf endlich
viele Ausnahmen gilt. Wir wollen uns als erstes davon ¨uberzeugen, daß Abb[X;K]

auch tats¨achlich ein Unterraum ist. Sindf undg in Abb[X;K], so gibt es endliche
MengenI1; I2 � X mit (8x2 I1)[f(x) 6= 0] und (8x2 I2)[g(x) 6= 0]. Dann gilt
aber(f+g)(x) 6= 0 ) x 2 I1[I2, d.h.(f+g)(x) = 0 für fast allex 2 X, denn
mit I1 undI2 ist auchI1[I2 endlich. Ebenso erhalten wir, daß mitf 2 Abb[X;K]

und� 2 K auch�f 2 Abb[X;K] ist.
Ist X bereits eine endliche Menge, so sind Abb(X;K) und Abb[X;K] offen-
bar identisch. IstjXj = n, so ist, wie bereits eingangs erw¨ahnt, Abb(X;K) =

Abb[X;K] = Kn, denn für X = fx1; : : : ; xng kannf 2 Abb(X;K) mit dem
n-tupel(f(x1); : : : ; f(xn)) 2 Kn identifiziert werden.
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Bei unendlichemX liegt die Situation jedoch v¨ollig anders. Definieren wir ein
verallgemeinertes Kroneckersymbol durch

Æa(x) :=

�
1 falls x = a

0 sonst,

so sehen wir, daß die MengefÆa a 2 Xg in Abb(X;K) linear unabh¨angig ist.
Aus

Pn
i=1 �iÆai = 0 erhalten wir nämlich

Pn
i=1 �iÆai(ai) = 0 und damit�i = 0

für i = 1; : : : ; n. Andererseits ist nicht zu sehen, daß die FunktionenÆa für a 2 X

auch ein Erzeugendensystem bilden. Betrachten wir jedoch den Raum Abb[X;K],
so ist die MengefÆa a 2 Xg auch ein Erzeugendensystem. Ist n¨amlich f 2
Abb[X;K], so finden wir eine endliche Teilmengefa1; : : : ; ang � X, so daß
f(x) = 0 für allex 2 X n fa1; : : : ; ang gilt. Dann erhalten wir offenbarf(ai) =
f(ai) � Æai(ai) und somitf(x) =

Pn
i=1 f(ai)Æai(x) für beliebigesx 2 X, d.h. es

ist f =
Pn

i=1 f(ai)Æai . Somit erhalten wir

1.3.2 SatzDie Menge der FunktionenfÆa a 2 Xg bilden eine Basis des Raumes
Abb[X;K]. Damit ist dim(Abb[X;K]) = jXj. Ist X eine endliche Menge mit
jXj = n, so istAbb(X;K) = Abb[X;K] = Kn.

1.3.3 Polynome

Wählen wir im vorherigen Beispiel alsX die MengeN der natürlichen Zahlen, so
erhalten wir den Vektorraum der Polynome mit Koeffizienten inK. Wir definieren

K[x] := Abb[N;K]: (1.15)

Wie wir im Abschnitt 1.3.2 gesehen haben, ist die Menge der Kroneckersymbole
fÆn n 2 Ng eine Basis desK[x]. Zu jedem von der Nullabbildung verschiedenen
f 2 K[x] gibt es dann ein kleinstesn 2 N derart, daßf(m) = 0 für allem > n

gilt. Wir nennenn denGradvonf und notieren ihn mitG(f). Als Konvention set-
zen wirG(0) := �1, wobei 0 die Nullabbildung ist. Jedes Elementf 2 K[x] ist
daher durch das Tupel(f(0); : : : ; f(n)) mit n := G(f) vollständig charakterisiert.
Damit bietet sich die folgende Schreibweise an. Wir schreiben

f = f(0) + f(1) � x+ f(2) � x2 + : : : + f(n) � xn;
wobeix einfach als ein Symbol –eine Unbestimmte– zu lesen ist. So erkl¨art sich
auch die NotationK[x]. Diese Schreibweise hat den Vorteil, daß wir unsere ¨ubli-
chen Rechenregeln “formal” anwenden k¨onnen. So ist z.B. f¨ur f = f(0) + f(1) �
x+f(2) �x2+ : : :+f(n) �xn undg = g(0)+g(1) �x+g(2) �x2 + : : :+g(m) �xm
die Summef+g = (f(0)+g(0))+(f(1)+g(1)) �x+ : : :+(f(k)+g(k)) �xk mit
k := maxfm;ng und��f = �f(0)+�f(1)�x+: : :+�f(n)�xn. Die eigentlichen
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1. Vektorräume

Vorteile dieser Schreibweise ergeben sich dann, wenn man eine Multiplikation auf
K[x] definieren und somitK[x] zu einem Ring machen will. Hier definiert man
für f =

Pm
i=1 f(i)Æi undg =

Pn
i=1 g(i)Æi

f � g =

m+nX
k=1

(
X
i+j=k

(f(i) � g(j))) � Æk

und sieht sofort, daß man dieses Produkt erh¨alt, wenn manf(0) + f(1) � x+ : : :+

f(m)�xm undg(0)+g(1)�x+: : :+g(n)�xn formal ausmultipliziert und dann nach
Potenzen vonx ordnet. Der PolynomringK[x] spielt in der Algebra eine wichtige
Rolle und wird uns auch in dieser Vorlesung noch mehrfach begegnen.

1.3.4 Produkte und Summen von Vektorr̈aumen

Ist fV� � 2 Ig eine Familie von Vektorr¨aumen ¨uber einem Grundk¨orperK, so
definieren wirY

�2I

V� := ff f : I �!
[
�2I

V� ^ (8� 2 I)[f(�) 2 V�]g (1.16)

und M
�2I

V� := ff f 2
Y
�2I

V� ^ f(�) = 0 für fast alle� 2 Ig: (1.17)

Man nennt
Q

�2I V� das Produkt der Vektorr¨aumeV� und
L

�2I V� das Kopro-
dukt oder die direkte Summe der Vektorr¨aumeV�. Warum man von einer Summe
spricht, wird uns in Abschnitt 2.4 klarwerden.
Die Addition und skalare Multiplikation in beiden R¨aumen wird wieder punktwei-
se definiert, d.h. durch

(f + g)(�) := f(�) + g(�)

und

(� � f)(�) := �f(�):

Daf(�) undg(�) bei im VektorraumV� liegen, ist dies wohldefiniert.
Ist die Indexmenge endlich, z.B.I = fi1; : : : ; ing, so schreiben wirVi1�� � ��Vin
anstatt

Q
i2I Vi undVi1�� � ��Vin anstatt

L
i2I Vi. (Hierbei ist aber zu bemerken,

daß endliche Produkte und endliche Summen sich nicht unterscheiden.)
Spezialfälle erhalten wir, wenn wirI = f1; : : : ; ng undVi = V für i 2 I wählen.
Dann erhalten wir den VektorraumV n dern-tupel von Vektoren ausV . Untersu-
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chungen ¨uber Basen und Dimension von
Q

�2I V� und
L

�2I V� wollen wir zurück-
stellen, bis uns mehr Hilfsmittel zur Verf¨ugung stehen.

43



1. Vektorräume
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2. Lineare Abbildungen

2.1 Homomorphismen (am Beispiel von Gruppen)

Wir haben bereits bemerkt, daß Abbildungen zwischen Mengen eine wichtige Rol-
le in mathematischen Untersuchungen spielen. Tragen die Mengen dar¨uber hinaus
noch eine Struktur (handelt es sich also beispielsweise um Gruppen, Ringe, K¨orper,
Vektorräume, . . . ), so sind die Abbildungen von besonderem Interesse, die diese
Struktur respektieren. Solche Abbildungen nennt manHomomorphismen. Wir wol-
len den Begriff des Homomorphismus und einige seiner wichtigsten Eigenschaften
am Beispiel der Struktur von Gruppen studieren.

2.1.1 Definition Es seien (G; ÆG) und (H; ÆH) Gruppen. Eine Funktion
f :G �! H heißt einHomomorphismusder Gruppen, wenn gilt:

(8a2G)(8b2G)[f(a ÆG b) = f(a) ÆH f(b)]:

Für einen Homomorphismus definieren wir

Kern f = fa2G f(a) = 1Hg;
wobei1H das neutrale Element der Gruppe(H; ÆH ) bedeutet. Wir nennen Kernf
den Kern des Homomorphismusf .

2.1.2 FolgerungenSeif :G �! H ein Homomorphismus der Gruppen. Dann
gelten:

(i) f(1G) = 1H .

(ii) f(a�1) = (f(a))�1.

(iii) Kern f ist eine Untergruppe vonG.

(iv) Im f ist eine Untergruppe vonH.

(v) f ist injektiv , Kern f = f1Gg.
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Beweis: (i): Es ist f(1G) = f(1G � 1G) = f(1G) � f(1G). Damit ist 1H =

f(1G)
�1 � f(1G) = f(1G)

�1 � f(1G) � f(1G) = f(1G):

(ii): f(a�1) � f(a) = f(a�1 � a) = f(1G) = 1H . Also istf(a)�1 = f(a�1) .
(iii): F ür a; b 2 Kern f gilt f(ab�1) = f(a)f(b�1) = f(a)f(b)�1 = 1H �
1H

�1 = 1H � 1H = 1H . Also istab�1 2 Kern f , der damit nach Satz 1.1.10 eine
Untergruppe vonG ist.
(iv): Sind a; b 2 Im f , so gibt esx; y 2 G mit a = f(x) undb = f(y). Damit
erhalten wirab�1 = f(x)f(y)�1 = f(x)f(y�1) = f(xy�1). Damit ist xy�1

ein Urbild vonab�1. Damit istab�1 2 Im f , und Im f ist nach Satz 1.1.10 eine
Untergruppe vonH.
(v): ): Ist f injektiv unda 2 Kern f , so folgt wegenf(a) = 1H = f(1G)

sofort a = 1G. D.h. Kern f � f1Gg, aberf1Gg � Kern f folgt aus (iii), denn
jede Untergruppe muß das neutrale Element enthalten.
(: Ist Kern f = f1Gg undf(a) = f(b), so erhalten wir1H = f(a)f(b)�1 =

f(ab�1) und damitab�1 = 1G, woraus soforta = b durch Multiplikation mitb
von rechts folgt. ut

2.1.3 Lemma Sindf :G1 �! G2 und g:G2 �! G3 Homomorphismen, so ist
auchg Æ f :G1 �! G3 ein Homomorphismus.

Beweis: Es ist (g Æ f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b)) =

(g Æ f)(a)(g Æ f)(b): ut

2.1.4 Lemma Ist f :G �! H ein bijektiver Homomorphismus, so ist
f�1:H �! G ebenfalls ein bijektiver Homomorphismus.

Beweis: Seiena; b 2 H. Da f surjektiv ist finden wirx; y 2 G mit f(x) = a

und f(y) = b. Damit folgt f�1(ab) = f�1(f(x)f(y)) = f�1(f(xy)) = xy =

f�1(a)f�1(b). ut

Bezeichnungen

� Ein surjektiver Homomorphismus heißt einEpimorphismus.

� Ein injektiver Homomorphismus heißt einMonomorphismus.

� Ein bijektiver Homomorphismus heißt einIsomorphismus.

� Ein Homomorphismusf : G! G heißt einEndomorphismus.

� Ein bijektiver Endomorphismus heißt einAutomorphismus.
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2.1.5 Definition Zwei Gruppen heißenisomorph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen den Gruppen gibt.
Die Isomorphie der GruppenG undH wird mit G �= H notiert.

2.1.6 Lemma Die Isomorphie von Gruppen ist einëAquivalenzrelation auf der
Menge aller Gruppen.

Beweis: Es giltG �= G vermöge der Identit¨at, die offensichtlich ein Isomorphis-
mus der Gruppen ist. Damit ist die Relation�= reflexiv. GiltG �= H vermöge des
Isomorphismusf :G �! H, so ist nach Lemma 2.1.4f�1:H �! G ebenfalls
ein Isomorphismus der Gruppen, und wir habenH �= G. Damit ist�= als symme-
trisch nachgewiesen. Gilt schließlichG �= H undH �= L vermöge der Isomorphis-
menf :G �! H und g:H �! L, so ist(g Æ f):G �! L nach Lemma 2.1.3
ein Homomorphismus der Gruppen und nach Lemma 0.5.7 auch bijektiv. Damit ist
G �= L vermöge(g Æ f), und wir haben�= auch als transitiv nachgewiesen. ut

2.2 Kanonische Faktorisierung von Homomorphismen und
der Homomorphiesatz

2.2.1 Lemma Istf :G �! H ein Homomorphismus der Gruppen(G; Æ) und(H; Æ),
so ist die Relationa �f b :, f(a) = f(b) eineÄquivalenzrelation aufG.

Beweis: Wegenf(a) = f(a) ist �f reflexiv, wegenf(a) = f(b) ) f(b) =

f(a) symmetrisch und wegenf(a) = f(b) = f(c) ) f(a) = f(c) auch
transitiv. ut

2.2.2 Lemma Die Äquivalenzklassen[a]f := fb2G a �f bg bilden eine Parti-
tion vonG.

Beweis: Wir nennen eine FamiliefM� � 2 Ig von Teilmengen vonG einePar-
tition vonG, wennG =

S
�2I M� gilt und die Vereinigung disjunkt ist, d.h. wenn

(8�2 I)(8�2 I)[M� 6= M� ) M� \M� = ;] gilt. Wir haben demnach zu zei-
gen, daßG =

S
x2G[x]f ist und aus[a]f 6= [b]f schon[a]f \ [b]f = ; folgt. Nach

Definition derÄquivalenzklassen ist
S
x2G[x]f � G. Ist umgekehrta 2 G, so

folgt a 2 [a]f �
S
x2G[x]f . Damit haben wir auchG � Sx2G[x]f . Nehmen wir

[a]f \ [b]f 6= ; an, so gibt es einc 2 [a]f \ [b]f , d.h. es giltf(a) = f(c) = f(b).
Also folgt a �f b und damit[a]f = [b]f . Die Kontraposition dieser Aussage ist
aber gerade[a]f 6= [b]f ) [a]f \ [b]f = ;, und wir sind fertig. ut

2.2.3 Lemma Es gilt [a]f = fa � x x 2 Kern fg =: a � Kern f .
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Beweis:�: Ist b 2 [a]f , so gilt f(b) = f(a). Die Gleichungb = a � x hat in
G eine Lösung und wir erhaltenf(b) = f(ax) = f(a)f(x) = f(a). Es folgt
f(x) = 1 und damitx 2 Kern f . Also istb = ax 2 a � Kern f .
�: Ist b 2 a � Kern f , so istb = ax für einx 2 Kern f , und es folgtf(b) =

f(ax) = f(a)f(x) = f(a) � 1 = f(a). Also gilt b �f a und damitb 2 [a]f . ut

2.2.4 Lemma Die MengeG�Kernf := fa � Kern f a 2 Gg wird mit der Ver-
knüpfung(a �Kern f) Æ (b �Kern f) := (ab) �Kern f eine Gruppe. Diese Gruppe
heißt dieFaktor-oderQuotientengruppevonG modulo dem Kern vonf .

Beweis: Zunächst haben wir zu zeigen, daß die im Lemma definierte Verkn¨upfung
tatsächlich eine AbbildungÆ:G�Kernf �G�Kernf �! G�Kernf ist. Man
sagt, daß wir dieWohldefiniertheitder Verknüpfung zeigen m¨ussen. Nachzupr¨ufen
ist nur die Rechtseindeutigkeit. Seien alsoa�Kern f = a0 �Kern f undb�Kern f =

b0 �Kern f . Wir habenab �Kern f = a0b0 �Kern f nachzupr¨ufen. Mit Lemma 2.2.3
erhalten wir aberx 2 ab �Kern f , f(x) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a0)f(b0) =

f(a0b0) , x 2 a0b0 � Kern f . Damit istab � Kern f � a0b0 � Kern f und die
Gegenrichtung erhalten wir aus Symmetriegr¨unden in völlig analoger Weise. Nun
überzeugen wir uns davon, daß(1 � Kern f) Æ (a � Kern f) = 1a � Kern f =

a �Kern f ist und haben damit ein linksneutrales Element. Wegen(a�1 �Kern f)Æ
(a � Kern f) = a�1a � Kern f = 1 � Kern f besitzt jedes Elementa � Kern f das
Elementa�1 �Kern f als inverses Element. Damit istG�Kernf eine Gruppe. ut

2.2.5 Lemma Die Abbildung �f :G �! G�Kernf; die definiert ist durch
�f (a) := a � Kern f , ist ein Epimorphismus der Gruppen mitKern �f = Kern f .
Man nennt�f denkanonischen EpimorphismusvonG aufG�Kernf .

Beweis: Wegen�f (ab) := ab�Kern f = (a�Kern f)Æ(b�Kern f) = �f (a)��f (b)
liegt ein Homomorphismus vor. Istx 2 G�Kernf , so gibt es eina 2 G mit
x = a � Kern f = �f (a). Damit ist a ein Urbild vonx unter�f . Da dies für
beliebigex 2 G�Kernf gilt, ist �f surjektiv.
Ist a 2 Kern �f , so ist�f (a) = a � Kern f = 1 � Kern f . Also ist a �f 1, d.h.
f(a) = f(1) = 1H . Damit ist Kern�f � Kern f . Ist umgekehrta 2 Kern f , so
ist f(a) = f(1) und damit�f (a) = a � Kern f = 1 � Kern f , d.h.a 2 Kern �f .
Somit ist Kernf = Kern �f . ut

2.2.6 Lemma Die Abbildung �f :G�Kernf �! H, die definiert ist durch
�f (a � Kern f) := f(a); ist ein Monomorphismus der Gruppen.
Man nennt�f diekanonische EinbettungvonG�Kernf in H.
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Beweis: Zunächst wollen wir betonen, daß die Abbildung�f wegena � Kern f =

a0 �Kern f , f(a) = f(a0) , �f (a �Kern f) = �f (a
0 �Kern f) wohldefiniert

(d.h. rechtseindeutig) ist. Aber da wir ja ¨uberallÄquivalenzen stehen haben, ist sie
ebenso linkseindeutig, d.h. aus�f (x) = �f (y) folgt x = y. Damit ist �f injektiv.
Wegen�f ((a � Kern f) Æ (b � Kern f)) = �f (ab � Kern f) = f(ab) = f(a)f(b) =

�f (a �Kern f) � �f (b �Kern f) ist �f auch ein Homomorphismus der Gruppen.ut

2.2.7 Homomorphiesatz f ¨ur Gruppen Ist f :G �! H ein Homomorphismus
der Gruppen, so istG�Kernf eine Gruppe, und es gibt einen surjektiven Ho-
momorphismus�f :G �! G�Kernf und einen injektiven Homomorphismus
�f :G�Kernf �! H derart, daß das folgende Diagramm kommutiert.

G H

G=Kern f

-f

?

�f

�
�
����f

D.h. es giltf = �f Æ �f :
Insbesondere istG�Kernf �= f [G] = Im f .

Beweis: Nach den Lemmata 2.2.5 und 2.2.6 erhalten wir sowohl den kanonischen
Epimorphismus�f :G �! G�Kernf als auch die kanonische Einbettung
�f :G�Kernf �! H. Für a 2 G erhalten wir(�f Æ �f )(a) = �f (�f (a)) =

�f (a �Kern f) = f(a), und wir haben die Kommutativit¨at des Diagramms gezeigt.
Ist x 2 Im f , so istx = f(a) für ein a 2 G, und es folgtx = f(a) = �f (a �
Kern f). Damit ist der Monomorphismus�f :G�Kernf �! Im f surjektiv und
folglich ein Isomorphismus. ut
Wir wollen die Situation, die zum Homomorphiesatz gef¨uhrt hat, nochmals von
einem anderen Standpunkt aus betrachten. Als erstes haben wir eingesehen, daß
Kern f eine Untergruppe der GruppeG ist. Dann haben wir einëAquivalenzrela-
tion a �f b :, f(a) = f(b) eingeführt. Nun gilt f(a) = f(b) , 1H =

f(b)�1f(a) = f(b�1a) , b�1a 2 Kern f . Die erste Frage, die wir uns
hier stellen k¨onnen, ist, ob f¨ur jede UntergruppeU von G durch die Definition
a � b :, b�1a 2 U eineÄquivalenzrelation definiert wird. Dies wollen wir im
folgenden Lemma untersuchen.

2.2.8 Lemma IstU eine Untergruppe einer GruppeG, so definiert die Relation

a � b mod U :, b�1a 2 U
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eineÄquivalenzrelation aufG. Für derenÄquivalenzklassen

[a]U := fb a � b mod Ug
gilt

[a]U = a � U := fa � x x 2 Ug:
Man nennta�U die linke Nebenklasse vona bzgl.U . Die Nebenklassen bilden eine
Partition vonG, d.h. es giltG =

S
a2G a �U unda �U \b �U 6= ; ) a �U = b �U

Beweis: Wegena�1a = 1 2 U ist � mod U reflexiv. Ausa � b mod U folgt
b�1a 2 U und daraus(b�1a)�1 = a�1b 2 U , d.h. b � a mod U . Damit ist
� mod U symmetrisch. Die Transitivit¨at erhalten wir wegena � b mod U ^
b � c mod U ) b�1a 2 U ^ c�1b 2 U ) (c�1b)(b�1a) = c�1a 2 U )
a � c mod U .
Ist b 2 [a]U ; so folgt a � b mod U und daherb�1a 2 U . Damit ist aberb =

a(a�1b), und es ista�1b 2 U . Damit istb 2 a �U . Ist umgekehrtb 2 a �U , so gibt
es einu 2 U mit b = au. Dann folgt aberb�1a = u�1a�1a = u 2 U und damit
b � a mod U , d.h.b 2 [a]U . Damit haben wir[a]U = a �U gezeigt. Die Tatsache,
daß die Nebenklassen eine Partition vonG bilden, wollen wir etwas allgemeiner
nachweisen. Wir zeigen:

Hilfssatz Ist M eine Menge und� eineÄquivalenzrelation aufM , so bilden die
Äquivalenzklassen[a] := fb2M a � bg eine Partition vonM .

Es ist klar, daß dann die letzte noch offenen Behauptung des Lemma 2.2.8 dann
aus dem Hilfssatz folgt. ut
Beweis des Hilfssatzes: Wir haben zu zeigen, daß

M =
[
a2M

[a] (i)

und

[a] 6= [b] ) [a] \ [b] = ; (ii)

gilt. Wegen[a] � M für alle a 2 M ist die Inklusion� in (i) klar. Umgekehrt
gilt aber wegen der Reflexivit¨at von� immera 2 [a]; womit auchM � Sa2M [a]

folgt. Damit ist (i) gezeigt. Ist nun[a] \ [b] 6= ;; so gibt es einc 2 [a] \ [b], und
damit folgta � c � b, was wegen der Transitivit¨at von� auch

a � b (iii)

nach sich zieht. Wir behaupten nun
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a � b ) [a] = [b]: (iv)

Aus (iii) und (iv) folgt dann die Behauptung. Um (iv) zu zeigen, nehmen wir
x 2 [a], d.h.a � x an. Dann haben wira � b ^ a � x; worausb � a ^ a � x

mit der Symmetrie und darausb � x mit der Transitivität von� folgt. Also ist
[a] � [b]. Völlig symmetrisch erhalten wir auch[b] � [a], und alles ist gezeigt.ut
Die Tatsache, daß die Nebenklassen bez¨uglich einer Untergruppe eine Partition der
Gruppe bilden, gibt die Motivation zur folgenden Definition.

2.2.9 Definition Die Ordnungeiner endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer Ele-
mente.
Der Index einer UntergruppeU in einer endlichen GruppeG ist die Anzahl der
Nebenklassen bez¨uglichU .
Der Index wird notiert durch[G : U ]. D.h. es gilt

[G : U ] := jfa � U a 2 Ggj:

Betrachten wir die triviale Untergruppef1g � G, die nur aus dem neutralen
Element besteht, so erhalten wir die Nebenklassena � f1g := fag. Damit ist
jfa � f1g a 2 Ggj = jGj, und es folgt

[G : 1] = jGj: (2.1)

Allgemein erhalten wir

2.2.10 SatzIst G eine endliche Gruppe undU eine Untergruppe vonG, so ist
[G : 1] = [G : U ] � [U : 1]. D.h. die Ordnung einer Untergruppe ist stets ein Teiler
der Ordnung der Gruppe.

Beweis: Die Abbildung la:U �! a � U mit la(u) := au ist offensichtlich sur-
jektiv und wegenau = bu ) a = auu�1 = buu�1 = b auch injektiv. Damit
folgt jU j = ja � U j. Nun ist wegen Lemma 2.2.8[G : 1] = jGj = jSa2G a � U j =
[G : U ]ja � U j = [G : U ]jU j = [G : U ][U : 1]. ut
Wir haben nun gesehen, daß jede UntergruppeU einer GruppeG eineÄquivalenz-
relation� mod U auf G und damit auch eine Partition vonG in [G : U ] viele
Nebenklassen erzeugt. Die n¨achste Frage, die sich daran anschließt, ist, ob sich
auf der Menge der Nebenklassen wieder eine Gruppenstruktur definieren l¨aßt. Ist
U = Kern f für einen Gruppenhomomorphismusf , so wissen wir bereits, daß
dies möglich ist. Entscheidend f¨ur die Wohldefiniertheit der damals eingef¨uhrten
Verknüpfung auf den Nebenklassen war, daß die durch den Homomorphismusf

induzierteÄquivalenzrelation�f mit der Gruppenverkn¨upfung aufG verträglich
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2. Lineare Abbildungen

war, d.h. daß ausa �f a0 und b �f b0 auchab �f a0b0 folgte. Das ist im allge-
meinen für die durch eine UntergruppeU erzeugteÄquivalenzrelation� mod U

nicht richtig. Umab � a0b0 mod U ausa � a0 mod U und b � b0 mod U zu
folgern, müßten wir(a0b0)�1 � ab 2 U , d.h.b0�1a0�1ab 2 U , ausa0�1a 2 U und
b0
�1
b 2 U folgern. Hinreichend daf¨ur ist es,b0�1ub 2 U für jedesu 2 U undb,b0

mit b0�1b 2 U zu haben. Nun gilt(8u2U)[b0
�1
ub 2 U ] , U � b = b0 � U

und wegenb � b0 mod U ist, wie (iv) im Beweis des Hilfsatzes gezeigt hat,
b0 �U = b�U . Hinreichend für die Verträglichkeit derÄquivalenzrelation� mod U

mit der Gruppenverkn¨upfung ist daher, daßb � U = U � b für alleb 2 G gilt. Dies
ist der Hintergrund f¨ur die folgende Definition.

2.2.11 Definition Eine UntergruppeU einer GruppeG heißt einNormalteilervon
G, falls b � U = U � b für alleb 2 G gilt.

Warnung Die Aussage

b � U = fb � x x 2 Ug = U � b = fx � b x 2 Ug
bedeutetnicht, daßbu = ub für u 2 U gilt, sondern

(8x2U)(9v 2U)[b � x = v � b] und(8y 2U)(9v 2U)[y � b = b � v]:

Bemerkung IstG eine abelsche, d.h. kommutative, Gruppe, so ist jede Untergrup-
pe vonG bereits ein Normalteiler.

2.2.12 SatzIst U ein Normalteiler vonG, so istG=U := fa � U a 2 Gg mit der
Verkn̈upfung(a � U) Æ (b � U) := ab � U eine Gruppe. Man nenntG=U die Faktor-
oderQuotientengruppevonG nach dem NormalteilerU .
Die Abbildung�U :G �! G=U , die definiert ist durch�U (a) := a � U , ist ein
Epimorphismus der Gruppen mitKern(�) = U . Sie heißt der kanonische Epimor-
phismus vonG aufG=U . Für endliche GruppenG gilt jGj = jG=U j � jU j.
Beweis: Wir haben in unseren Vorbetrachtungen bereits festgestellt, daß die Eigen-
schaft, Normalteiler zu sein, hinreicht, uma � a0 mod U ^ b � b0 mod U )
ab � a0b0 mod U zu erhalten, d.h. ausa � U = a0 � U und b � U = b0 � U folgt
ab � U = a0b0 � U . Das bedeutet aber, daß die Verkn¨upfung (a � U) Æ (b � U)

wohldefiniert ist. Offensichtlich istU = 1 � U ein linksneutrales Element und
a�1 � U invers zua � U . Damit istG=U mit dieser Verkn¨upfung eine Gruppe. We-
gen�(ab) = (ab) � U = (a � U) Æ (b � U) = �(a) Æ �(b) ist �:G �! G=U ein
Homomorphismus. Zua � U 2 G=U ist a 2 G ein Urbild unter�. Damit ist�
surjektiv und aus�(a) = 1 � U = U folgt a = 1 � a 2 U , d.h. Kern� � U .
Umgekehrt ist f¨ur u 2 U stets�(u) = u � U = U . Damit ist Kern� = U . ut
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2.2.13 SatzEine UntergruppeU � G ist genau dann ein Normalteiler, wennU
der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis: Ist U ein Normalteiler, so folgt nach Satz 2.2.12, daßU Kern des ka-
nonischen Epimorphismus ist. Istf :G �! H ein Homomorphismus, so giltx 2
a�Kern f genau dann, wennx = au für einu 2 Kern f ist. Die Gleichungya = x

ist inG lösbar und es giltf(a) = f(x)f(u) = f(x) = f(ya) = f(y)f(a), woraus
f(y) = 1 folgt. Also isty 2 Kern f und damitx 2 Kern f � a. Damit haben wir
a �Kern f � Kern f �a und völlig analog ergibt sich auch Kernf �a � a �Kern f .

ut
Wir wollen diesen Abschnitt mit der Bemerkung beschließen, daß die hier ge-
machten Untersuchungen keinesfalls auf Gruppen und deren Homomorphismen
beschränkt sind, sondern f¨ur beliebige algebraische Strukturen gelten. In dieser
Vorlesung werden wir jedoch vorwiegend Gruppen und Vektorr¨aume betrachten.

2.3 Lineare Abbildungen

2.3.1 Definition SindV undW K-Vektorräume, so nennen wir eine Abbildung
f :V �! W linear oder einenVektorraumhomomorphismus, wennf ein Homo-
morphismus der additiven abelschen Gruppen ist und f¨ur alle� 2 K unda 2 V

auchf(�a) = �f(a) gilt.

Berücksichtigen wir die Tatsache, daß wir nun additiv notierte abelsche Gruppen
vorliegen haben, so erhalten wir die anschließenden Folgerungen in ¨ahnlicher Wei-
se wie die Folgerungen 2.1.2.

2.3.2 FolgerungenIst f :V �! W linear, so gelten:

(i) f(0V ) = 0W ;

(ii) f(�a) = �f(a);
(iii) Kern(f) = fa2 V f(a) = 0W g ist ein Unterraum vonV ;

(iv) Im (f) = ff(a) a 2 V g ist ein Unterraum von W;

(v) f ist injektiv , Kern(f) = f0V g = 0.

Beweis: Die Behauptungen (i), (ii) und (v) folgen nach 2.1.2 sofort aus der Tatsa-
che, daßf ein Homomorphismus der abelschen Gruppen ist. Um (iii) zu zeigen,
beachten wir zuerst, daß nach 2.1.2 Kernf eine Untergruppe der abelschen Gruppe
vonV ist. Ist� 2 K unda 2 Kern f , so folgtf(�a) = �f(a) = � � 0W = 0W ,
d.h. daß Kernf gegen¨uber skalarer Multiplikation abgeschlossen ist. Damit ist
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Kern f ein Unterraum vonV . Ähnlich erhalten wir (iv). Zun¨achst ist Imf ei-
ne Untergruppe der abelschen Gruppe vonW . Für � 2 K und b 2 Im f folgt
aberb = f(x) für einx 2 V , und wir erhalten�b = �f(x) = f(�x), woraus
�b 2 Im f folgt. ut

2.3.3 Lemma Sindf :V �! U , g:U �! W linear, so istg Æ f :V �! W eben-
falls linear.

Beweis: Nach Lemma 2.1.3 istg Æ f ein Homomorphismus der Gruppen. Wegen
(g Æ f)(�a) = g(f(�a)) = g(�f(a)) = �g(f(a)) = �(g Æ f)(a) ist g Æ f dann
aber auch linear. ut

2.3.4 Lemma Ist f :V �! W linear und bijektiv, so istf�1:W �! V linear.

Beweis: Nach Lemma 2.1.4 istf�1:W �! V ein Homomorphismus der abel-
schen Gruppen. Durch Nachrechnen erhalten wirf�1(�a) = f�1(�f(x)) =

f�1(f(�x)) = �x = �(f�1(f(x))) = �f�1(a), wobeix das Urbild vona unter
f war. Damit istf�1 linear. ut

2.3.5 Lemma Ist f :V �! W linear, so gelten:

(i) V = ha1; : : : ; ani ) f [V ] = Im (f) = hf(a1); : : : ; f(an)i;
(ii) a1; : : : ; an linear abḧangig ) f(a1); : : : ; f(an) linear abḧangig;

(iii) f(a1); : : : ; f(an) linear unabḧangig ) a1; : : : ; an linear unabḧangig.

Beweis: (i): Ist b 2 f [V ], so gibt esx 2 V mit b = f(x) = f(
Pn

i=1 �iai) =Pn
i=1 �if(ai), d.h.b 2 hf(a1); : : : ; f(an)i.

Die Aussagen (ii) und (iii) sind wechselseitig Kontrapositionen. Es gen¨ugt daher,
eine zu beweisen. Wir zeigen (iii). Aus

Pn
i=1 �iai = 0 folgt 0 = f(

Pn
i=1 �iai) =Pn

i=1 �if(ai) und wegen der linearen Unabh¨angigkeit vonf(a1); : : : ; f(an) dar-
aus�1 = : : : = �n = 0. ut

2.3.6 Satz Ist f :V �! W linear, so istdim(Im (f)) � dim(V ).

Beweis: Ist fb1; : : : ; bng eine Basis vonV , so istff(b1); : : : ; f(bn)g nach Lem-
ma 2.3.5 (i) ein Erzeugendensystem von Imf . Damit ist dim(Im f) � n =

dimV . ut

2.3.7 Korollar Gilt V �= W , so istdim(V ) = dim(W ).
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Beweis: Ist f :V �! W ein Isomorphismus, so gilt nach Satz 2.3.6dimV �
dimf [V ] = dimW . Da nach Satz 2.3.4 auchf�1:W �! V ein Isomorphismus
ist, folgt gleichermaßendimW � dimV . ut

2.3.8 Lemma Ist f :V �! W linear, so sindäquivalent:

(i) f ist injektiv.

(ii) a1; : : : ; an linear unabḧangig , f(a1); : : : ; f(an) linear unabḧangig.

Beweis: (i) ) (ii): Ist f :V �! W linear, so folgt nach Lemma 2.3.5 (iii) aus
der linearen Unabh¨angigkeit vonf(a1); : : : ; f(an) auch die lineare Unabh¨angig-
keit vona1; : : : ; an. Sinda1; : : : ; an linear unabh¨angig und gilt

Pn
i=1 �if(ai) = 0,

so erhalten wirf(
Pn

i=1 �iai) = 0, d.h.
Pn

i=1 �iai 2 Kern f . Ist nunf injektiv,
so folgt daraus

Pn
i=1 �iai = 0 und somit�1 = : : : = �n = 0. Damit sind

f(a1); : : : ; f(an) linear unabh¨angig.
(ii) ) (i): Seifb1; : : : ; bmg eine Basis des Unterraums Kernf . Für a 2 Kern f

erhalten wir0 = f(a) = f(
Pn

i=1 �ibi) =
Pn

i=1 �if(bi), woraus wir�1 = : : : =

�n = 0 wegen der linearen Unabh¨angigkeit vonf(b1); : : : ; f(bn) erhalten. Damit
ist a =

Pn
i=1 �ibi = 0 und somit Kernf = 0. D.h.f ist injektiv. ut

2.3.9 SatzSindV undW K-Vektorr̈aume mitdim(V ) = dim(W ) < 1 und
f :V �! W eine lineare Abbildung, so sind̈aquivalent:

(i) f ist injektiv;

(ii) f ist surjektiv;

(iii) f ist bijektiv.

Beweis: Es gen¨ugt natürlich (i) , (ii) zu beweisen. Beginnen wir mit (i)) (ii):
Sei f :V �! W injektiv. Nach Satz 2.3.6 folgtdim(Im f) � dimV und nach
Lemma 2.3.8dim(Im f) � dimV . Damit istdim(Im f) = dimV = dimW . Da
Im f ein Unterraum vonW ist, folgt nach Satz 1.2.27 (ii) Imf = W , undf ist
surjektiv.
(ii) ) (i): Ist fa1; : : : ; ang eine Basis vonV , so isthf(a1); : : : ; f(an)i = Im f =

W , daf surjektiv ist. Damit sind aberf(a1); : : : ; f(an) linear unabh¨angig. Nach
Lemma 2.3.8 folgt daraus die Injektivit¨at vonf . ut

2.3.10 SatzIst U � V ein Teilraum einesK-VektorraumesV , so ist die Menge
V=U := fa+ U a 2 V gmit den Verkn̈upfungen(a+U)+(b+U) := (a+b)+U

55



2. Lineare Abbildungen

und� � (a+U) := � �a+U ein Vektorraum. Man nenntV=U denQuotientenraum
vonU in V .
Der kanonische Epimorphismus�:V �! V=U , der definiert ist durch�(a) :=

a+ U , ist linear mitKern(�) = U .

Beweis: Zunächst istU als Teilraum eine Untergruppe der abelschen Gruppe von
V . Damit istU ein Normalteiler, undV=U wird nach Satz 2.2.12 mit der oben
definierten Verkn¨upfung eine Gruppe. Es bleibt also zu zeigen, daß die skalare
Multiplikation wohldefiniert ist und die Axiome in (V2) erf¨ullt. Wir beginnen mit
der Wohldefiniertheit. Sei dazua + U = b + U undx 2 �(a + U). Dann gibt es
einu 2 U mit x = �a + u. Wegena + U = b + U ist a = b + v für einv 2 U ,
und wir erhaltenx = �a + u = �(b + v) + u = �b + (�v + u) 2 �(b + U), da
�v+u 2 U ist. Damit ist�(a+U) � �(b+U), und die umgekehrte Inklusion folgt
analog. Die skalare Multiplikation ist also wohldefiniert. Nun ist(�+�)(a+U) =

(�+ �) � a+U = (� � a+ � � a) +U = (�a+U) + (�a+U). Damit gilt (V21).
Weiter erhalten wir� � ((a+U)+(b+U)) = � � (a+ b+U) = (�(a+ b))+U =

(�a + �b) + U = (�a + U) + (�b+ U), womit (V22) erfüllt ist. Nun berechnen
wir �(�(a + U)) = �(�a + U) = �(�a) + U = (��)a + U = (��)(a + U)

und haben damit (V23) nachgewiesen. Schließlich erhalten wir auch (V24) wegen
1 � (a+ U) = (1 � a) + U = a+ U .
Wir wissen bereits nach Satz 2.2.12, daß�:V �! V=U ein Epimorphismus der
Gruppen mit Kern� = U ist. Wegen�(�a) = (�a) + U = �(a + U) = ��(a)

ist � aber auch linear, und alles ist bewiesen. ut

2.3.11 Homomorphiesatz f ¨ur Vektorr äume SindV , W beidesK-Vektorr̈au-
me und istf :V �! W eine lineare Abbildung, so gibt es einen Epimorphismus
�f und einen Monomorphismus�f derart, daß das folgende Diagramm

V W

V=Kern f

-f

?

�f

�
�
����f

kommutiert, d.h. daßf = �f Æ �f gilt. Insbesondere ist dannV=Kern f �= f [V ].

Beweis: Nach dem Homomorphiesatz f¨ur Gruppen (Satz 2.2.7) wissen wir bereits,
daß die Aussage des Satzes f¨ur die den Vektorr¨aumen zugrunde liegenden Grup-
pen korrekt ist. Es bleibt daher nur zu zeigen, daß die Abbildungen�f und�f auch
linear sind. F¨ur den kanonischen Epimorphismus haben wir das in Satz 2.3.10 be-
reits eingesehen. Wir m¨ussen uns also nur noch davon ¨uberzeugen, daß sich die
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kanonische Einbettung�f (a + Kern f) := f(a) linear ist. Dazu berechnen wir
�f (�(a + Kern f)) = �f (�a + Kern f) = f(�a) = �f(a) = ��f (a + Kern f).
Damit ist�f linear, und alle Behauptungen folgen aus Satz 2.2.7. ut

2.4 Direkte Summen von Unterr̈aumen

2.4.1 Definition SeiV einK-Vektorraum undU1; : : : ; Un Unterräume vonV . Wir
definieren

nX
i=1

Ui := f
nX
i=1

xi xi 2 Uig

und nennen
Pn

i=1 Ui dieSumme der UnterräumeUi.

2.4.2 SatzSindU1; : : : ; Un Teilräume vonV , so ist
Pn

i=1 Ui wieder ein Teilraum
vonV und es gilt

Pn
i=1 Ui = hU1 [ : : : [ Uni.

Beweis: Es gen¨ugt natürlich
Pn

i=1 Ui = hU1 [ : : : [ Uni zu zeigen, dahU1 [
: : : [ Uni per definitionem ein Teilraum ist. Giltxi 2 Ui für i = 1; : : : ; n, so
ist
Pn

i=1 xi 2 h
Sn
i=1 Uii. Damit haben wir

Pn
i=1 Ui � hSn

i=1 Uii. Ist umgekehrt
v 2 hSn

i=1 Uii, so gibt esyi 2 Ui und�i 2 K mit v =
Pn

i=1 �iyi, wobei wir ggf.
�i = 0 zulassen. Da alleUi Unterräume sind, ist mityi auch�iyi 2 Ui. Setzen wir
xi := �iyi 2 Ui, so erhalten wirv =

Pn
i=1 xi 2

Pn
i=1 Ui. ut

Wir erinnern an die Definition von
Ln

i=1 Ui in (1.17).

2.4.3 SatzDie Abbildung

�:
nM
i=1

Ui �!
nX
i=1

Ui

(x1; : : : ; xn) 7!
Pn

i=1 xi

ist ein Epimorphismus der Vektorräume. Wir nennen die Summe der Unterräume
direkt, wenn� ein Isomorphismus ist. Direkte Summen von Unterräumen notieren
wir als

Ln
i=1 Ui oderU1 � : : :� Un.

Beweis: Zunächst ist klar, daß die Abbildung� surjektiv ist. Wir haben daher
nur die Linearität nachzupr¨ufen. Es ist�(�(a1; : : : ; an)) = �(�a1; : : : ; �an) =Pn

i=1 �ai = �
Pn

i=1 ai = ���(a1; : : : ; an) und�((a1; : : : ; an)+(b1; : : : ; bn)) =

�(a1+b1; : : : ; an+bn) =
Pn

i=1(ai+bi) =
Pn

i=1 ai+
Pn

i=1 bi = �(a1; : : : ; an)+
�(b1; : : : ; bn). Damit ist� linear. ut
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2. Lineare Abbildungen

2.4.4 SatzSeienU1; : : : ; Un Teilräume vonV . Die Abbildung�:
nM
i=1

Ui �!
nX
i=1

Ui

ist genau dann ein Isomorphismus, wenn gilt:

(8i2 f1; : : : ; ng)[Ui \
nX
j=1
j 6=i

Uj = f0g]:

Insbesondere giltU +W = U �W , U \W = f0g =: 0.

Beweis: Wegen seiner Surjektivit¨at ist� genau dann bijektiv, wenn es injektiv ist.
): Dazu gehen wir vonUi \

Pn
j=1
j 6=i

Uj 6= f0g für ein i 2 f1; : : : ; ng aus und

wählen0 6= xi 2 Ui \
Pn

j=1
j 6=i

Uj 6= f0g. Dann istxi =
Pn

j=1
j 6=i

yi und damit

xi+
Pn

j=1
j 6=i

(�yi) = 0 und somit(�y1; : : : ;�yi�1; xi;�yi+1; : : : ;�yn) 2 Kern �.

Damit ist� nicht injektiv.
(: Hier gehen wir vonUi \

Pn
j=1
j 6=i

Uj = f0g aus und betrachten(x1; : : : ; xn) 2
Kern �. Dann gilt aberxi =

Pn
j=1
j 6=i

�xj für i = 1; : : : ; n und damitxi 2 Ui \Pn
j=1
j 6=i

Uj = f0g. Also ist xi = 0 für i = 1; : : : ; n und damit(x1; : : : ; xn) = ~0,

d.h. Kern� = 0 und� ist injektiv. ut

Beachte Gilt V = U1 � � � � � Un, so hat jedesv 2 V eine Darstellungv =

u1 + � � � + un. Ist v = u01 + � � � + u0n eine weitere Darstellung, so folgt wegen
der Injektiviẗat von� schon(c1; : : : ; cn) = (c01; : : : ; c

0
n), d.h. ci = c0i für i =

1; : : : ; n. Die Darstellung als Summe ist bei direkten Summen von Unterräumen
also eindeutig.

2.4.5 SatzSeiV einK-Vektorraum undU ein Teilraum vonV . Dann gibt es einen
TeilraumW vonV mit V = U �W . W heißt dasKomplementvonU in V .

Beweis: SeiB eine Basis vonU . Nach Satz 1.2.20 finden wir eine MengeC � V ,
so daßB \ C = ; und B [ C eine Basis vonV ist. Wir definierenW :=

hCi. Ist v 2 V , so gibt es endliche MengenI � B und J � C mit v =P
b2I �bb +

P
c2J �cc 2 U +W . Es bleibt als nur noch die Direktheit der Sum-

me nachzuweisen. Istu 2 U , w 2 W mit u + w = 0, so erhalten wir wieder
0 = u + w =

P
b2I �bb +

P
c2J �cc mit endlichen MengenI � B undJ � C.

Wegen der linearen Unabh¨angigkeit der MengeB [ C folgt daraus�b = 0 für
alle b 2 I und �c = 0 für alle c 2 J . Also ist u =

P
b2I �bb = 0 undw =
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P
c2J �cc = 0, d.h. Kern� = f(u;w)2U �W u+ w = 0g = f(0; 0)g, und

�:U �W �! U +W ist injektiv. ut

2.4.6 Satz Ist V einK-Vektorraum mitdim(V ) = n, so istV �= Kn.

Bemerkung Satz 2.4.6 besagt insbesondere, daß K-Vektorräume gleicher (end-
licher) Dimension isomorph sind. Es gilt sogar, daß zwei endlich dimensionale
K-Vektorr̈aume genau dann isomorph sind, wenn sie die gleiche Dimension haben.

Beweis: Wir wollen uns als erstes die Bemerkung klar machen. Sind zwei Vek-
torräume isomorph, so haben sie nach Korollar 2.3.7 gleiche Dimension. Haben
umgekehrt zwei Vektorr¨aumeV undW die gleiche endliche Dimensionn, so gilt
V �= Kn �= W und damitV �= W .
Nun zum Beweis des Satzes. Wir w¨ahlen eine BasisB := fb1; : : : ; bng und defi-
nieren dieKoordinatendarstellunghB(v) von v =

Pn
i=1 �ibi bezüglich der Basis

B durch

hB :V �! KnPn
i=1 �ibi 7! (�1; : : : ; �n):

(2.2)

Wir behaupten, daßhB ein Isomorphismus der Vektorr¨aume ist. DaB eine Basis
ist, hat jedesv 2 V nach Satz 1.2.16 eine eindeutige Darstellung in der Form
v =

Pn
i=1 �ibi. Damit isthB auf ganzV wohldefiniert. Man rechnet nun leicht

nach, daßhB linear ist. Zu jedem(�1; : : : ; �n) 2 Kn ist v :=
Pn

i=1 �ibi ein
Urbild. Damit isthB surjektiv. GilthB(

Pn
i=1 �ibi) = (�1; : : : ; �n) = 0, so folgt

�1 = : : : = �n = 0 und damitv = 0. Damit ist KernhB = f0g und somithB
auch injektiv. ut

2.4.7 SatzFür endlich dimensionale VektorräumeV undW gilt dim(V �W ) =

dim(V ) + dim(W ).

Beweis: Ist dimV = m und dimW = n, so folgt nach Satz 2.4.6V �= Km

undW �= Kn. SeienB undC Basen vonV bzw.W undhB :V �! Km und
hC :W �! Kn die Koordinatendarstellungen bzgl.B undC. Für (�1; : : : ; �m) 2
Km und(�1; : : : ; �n) 2 Kn definieren wir

(�1; : : : ; �n) ? (�1; : : : ; �m) := (�1; : : : ; �m; �1; : : : ; �n) 2 Km+n:

Die Abbildung

hB�C :V �W �! Km+n

(v; w) 7�! hB(v) ? hC(w)
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2. Lineare Abbildungen

definiert dann, wie man leicht nachrechnet, einen Isomorphismus der Vektorr¨aume.
Damit istdim(V �W ) = dimKm+n = m+ n = dimV + dimW . ut

2.4.8 SatzSindVi für i = 1; : : : ; n endlich dimensionale Vektorräume, so gilt

dim(

nY
i=1

Vi) = dim(

nM
i=1

Vi) =

nX
i=1

dim(V ):

Beweis: Der Beweis folgt durch Induktion nachn aus Satz 2.4.7. ut

2.4.9 SatzSindU;W endlich dimensionale Teilräume eines VektorraumesV , so
gilt:

U +W = U �W , dim(U +W ) = dim(U) + dim(W ):

Beweis: Die Abbildung�:U �W �! U +W ist surjektiv. Nach Korollar 2.3.7
und Satz 2.3.9 ist� genau dann injektiv, wenndim(U +W ) = dim(U �W ) =

dimU + dimW ist. ut

2.4.10 SatzSindU undW endlich dimensionale Teilräume eines Vektorraumes
V , so giltdim(U +W ) = dim(U) + dim(W )� dim(U \W ).

Beweis: DaU \W ein Teilraum vonU undW ist, erhalten wir nach Satz 2.4.5
TeilräumeU1 undW1 mit U = U1 � (U \W ) undW = W1 � (U \W ). Damit
ist U +W = U1 +W1 + (U \W ). Für x 2 U1 \ (W1 + (U \W )) folgt wegen
U1 � U schonx 2 U1\(U \W ) und damitx = 0. Ausx 2W1\(U1+(U \W ))

undx 2 (U \W ) \ (U1 +W1) folgt in analoger Weisex = 0. Damit ist nach
Satz 2.4.4U + W = U1 � W1 � (U \W ), und wir erhaltendim(U + W ) =

dimU1+dimW1+dim(U \W ) = dimU �dim(U \W )+dimW �dim(U \
W ) + dim(U \W ) = dimU + dimW � dim(U \W ). ut

2.4.11 SatzSeiV ein Vektorraum. IstV = U �W , so istW �= V=U .

Beweis: Da V = U � W ist, gibt es zu jedemv 2 V eindeutig bestimmte
Vektorenu 2 U undw 2 W mit v = u + w. Wir definieren eine Abbildung
f :V �! W durchf(u+ w) := w. Man rechnet m¨uhelos nach, daß dannf eine
lineare Abbildung mit Kernf = U und Im f = W ist. Nach dem Homomorphie-
satz für Vektorräume folgtV=U = V=Kern f �= Im f = W . ut

2.4.12 SatzIst f :V �! W eine lineare Abbildung, so giltdim(V ) =

dim(Kern f) + dim(Im (f)).
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2.5. Der Vektorraum Hom(V;W )

Beweis: Da Kern f ein Teilraum vonV ist, erhalten wir nach Satz 2.4.5 einen
TeilraumW mit V = Kern f �W . Nach Satz 2.4.11 gilt dannW �= V=Kern f �=
Im f . Damit folgtdimV = dimKern f + dim Im f . ut

2.5 Der Vektorraum Hom(V;W )

2.5.1 Definition Es seienV undW beidesK-Vektorräume. Wir definieren

HomK(V;W ) := ff f :V �! W ^ f ist linearg:
Ist es klar oder unerheblich, um welchen K¨orperK es sich handelt, schreiben wir
Hom(V;W ) statt HomK(V;W ).

2.5.2 SatzDie MengeHomK(V;W ) wird mit den Verkn̈upfungen

� (f + g)(v) := f(v) + g(v)

und

� (� � f)(v) := � � f(v)
zu einemK-Vektorraum.

Beweis: Durch Nachrechnen erhalten wir aus der Definition vonf + g und�f

f; g 2 Hom(V;W ) ) f + g 2 Hom(V;W ) (i)

und

f 2 Hom(V;W ) ) �f 2 Hom(V;W ): (ii)

Wegen(f + (g + h))(v) = f(v) + (g + h)(v) = f(v) + (g(v) + h(v)) =

(f(v) + g(v)) + h(v) = ((f + g) + h)(v) erhalten wir

(Hom(V;W );+) ist Halbgruppe: (iii)

Definieren wir0:V �! W durch0(v) := 0W , so ist0 2 Hom(V;W ), und wir
erhalten:

0 ist ein neutrales Element bez¨uglich + : (iv)

Ebenso folgt

�f := �1 � f ist invers zuf: (v)

Wegen(f + g)(v) = f(v) + g(v) = g(v) + f(v) = (g + f)(v) folgt
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2. Lineare Abbildungen

(Hom(V;W );+) ist abelsch: (vi)

Schließlich rechnen wir die folgenden Eigenschaften m¨uhelos nach:

�(f + g) = �f + �g und(�+ �)f = �f + �f (vii)

�(�f) = (��)f (viii)

und

1 � f = f: (ix)

Mit (i) – (ix) haben wir Hom(V;W ) als Vektorraum nachgewiesen. ut

2.5.3 SatzGilt f; f1; f2 2 Hom(V; V 0) undg 2 Hom(V 0;W ), so folgt

(i) (g Æ f) 2 Hom(V;W )

und

(ii) g Æ (f1 + f2) = (g Æ f1) + (g Æ f2).
Beweis: Die Behauptung (i) folgt aus Lemma 2.3.3. Die Behauptung (ii) rechnet
man einfach nach. ut

2.5.4 SatzDer VektorraumHomK(V; V ) der Endomorphismen ist mit der Kom-
position von Abbildungen ein Ring mit Einselement.

Beweis: Aus Satz 2.5.3 erhalten wir sofort, daß Hom(V; V ) ein Ring ist. Die Iden-
tität aufV ist natürlich linear und liefert das Einselement des Ringes. ut

2.5.5 Definition Man nennt EndK(V ) := HomK(V; V ) den Endomorphismen-
ring von V.

2.5.6 SatzDie MengeGLK(V ) := ff f :V �! V ^ f ist linear und bijektivg
bildet mit der Komposition eine Gruppe. Sie heißt dieallgemeine lineare Gruppe
von V (GeneralLinear Group). In der Regel lassen wir das SubskriptK weg und
schreiben kurzGL(V ). Es istGL(V ) � End(V ).

Beweis: Die Identität aufV ist linear und bijektiv. Damit besitzt GL(V ) ein neu-
trales Element. F¨ur f 2 GL(V ) ist nach Lemma 2.3.4f�1 ebenfalls linear und
bijektiv. Damit hat jedes Element in GL(V ) ein Inverses. ut

2.5.7 BemerkungEndK(V ) ist ein Ring mit 1, dernicht nullteilerfrei ist.
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2.5. Der Vektorraum Hom(V;W )

Beweis: SeiV = U �W . Dann sind die AbbildungenfU :V �! V mit fU(u+

w) := u und fW :V �! V mit fW (u + w) := w beide linear und nicht die
Nullabbildung. Es gilt aber(fW ÆfU)(u+w) = fW (u) = 0 für allev = u+w 2 V .
Damit istfW Æ fU = 0, d.h.,fU undfW sind Nullteiler. ut
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3. Matrizen

3.1 Basisdarstellung linearer Abbildungen

3.1.1 BeobachtungEs seienV undW endlich dimensionaleK-Vektorräume und
B = fb1; : : : ; bmg eine Basis f¨ur V sowieC = fc1; : : : ; cng eine Basis f¨urW . Ist
f 2 HomK(V;W ) undv 2 V , so gilt

v =

mX
i=1

(�ibi)

und somit

f(v) = f(

mX
i=1

(�ibi)) =

mX
i=1

(�if(bi)):

Damit ist die Abbildungf durch die Wertef(b1); : : : ; f(bm) eindeutig bestimmt.

Umgekehrt definiert jede Abbildungk:B �! C eine lineare Abbildung�k durch
die Festsetzung

�k(

mX
i=1

(�ibi)) :=

mX
i=1

(�ik(bi)) 2W:

Nun ist f(bi) 2 W für i = 1; : : : ;m. Da fc1 : : : cng Basis vonW ist, gibt es
�ij 2 K für j = 1; : : : ; n mit

f(bi) =

nX
j=1

�ijcj :

Damit istf durch die Körperelemente(�ij) i=1:::m
j=1:::n

eindeutig bestimmt.

3.1.2 Definition Einem�nMatrix über einem K¨orperK ist ein Schema der Form
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3. Matrizen

0
@ �11 � � � �1n

...
. . .

...
�m1 � � � �mn

1
A =: (�ij) i=1:::m

j=1:::n
=: (�ij)mn =: (�ij)m;n

mit �ij 2 K. Die Menge derm� n MatrizenüberK bezeichnen wir mitKm�n,
d.h. es ist

K(m;n) := Km�n := fA A ist einem� n-Matrix überKg:
Die n-tupel (�i1; : : : ; �in) für i = 1; : : : ;m heißen dieZeilen der Matrix, die
Vektoren0

B@
�1j

...
�mj

1
CA für j = 1; : : : ; n

heißen dieSpaltender Matrix. Die Elemente�ii für i = 1; : : : ;minfm;ng bilden
dieHauptdiagonale, die Elemente�(m�k)(k+1) für k = 0; : : : ;minfm;ng� 1 die
Nebendiagonaleder Matrix.

Bemerkung Die Schreibweise von Matrizen als rechteckige Schemata hat ledig-
lich (sehr gute) pragmatische Gründe. Man kann einem� n-Matrix0

@ �11 � � � �1n
...

...
�m1 � � � �mn

1
A

als einm-tupel vonn-tupeln(�11; : : : ; �1n); : : : ; (�m1; : : : ; �mn) also als Vektor
aus(Kn)m auffassen.

Dies ist der Hintergrund des folgenden Satzes.

3.1.3 SatzMit den Verkn̈upfungen

� (�ij)m;n + (�ij)m;n := (�ij + �ij)m;n

und

� � � (�ij)m;n := (� � �ij)m;n

wird derKm�n zu einem Vektorraum.

Beweis: Die eben eingef¨uhrten Verkn¨upfungen sind genau die Verkn¨upfungen des
(Kn)m = Kn�m. Wir wissen aber schon, daßKn�m ein Vektorraum ist. Im we-
sentlichen ist diem� n-Matrizen-Schreibweise nur eine bequemere Schreibweise
für den VektorraumKn�m.
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3.1. Basisdarstellung linearer Abbildungen

DasNullelementim Km�n bezeichnen wir durch

0 :=

0
@ 0 � � � 0

...
. . .

...
0 � � � 0

1
A

Das Inverse (bzgl. der Addition) zu(�ij) ist (��ij). Wir wollen in Zukunft immer
vom Negativeneines Elementes einer additiven abelschen Gruppe sprechen, wenn
wir das Inverse bez¨uglich der Addition meinen. Das erspart Verwirrungen, da wir
auf den Matrizen auch eine multiplikative Struktur einf¨uhren werden.

3.1.4 Lemma IstV ein Vektorraum der Dimensionn, so wird die Abbildung idV 2
Hom(V; V ) bez̈uglich jeder BasisB vonV durch die Matrix(Æij)n;n dargestellt.
Die Matrix

(Æij)n;n =

0
BB@

1 0 � � � 0

0 1 � � � 0
...

. . .
...

0 0 � � � 1

1
CCA

heißtEinheitsmatrixund wird mitE(n;n) bezeichnet. Oft ist aus dem Zusammen-
hang klar, welchesn gemeint ist. Dann schreiben wir kurzE.

Beweis: Es istid V (bi) = bi =
Pn

j=1 Æijbj . ut

Notationen

AnstattKm�1 schreiben wirKm und nennenKm den Vektorraum derSpaltenvek-
toren überK.

Km := Km�1 := f
0
@ �1

...
�m

1
A �i 2 Kg:

StattK1�n schreiben wirKn und nennenKn den Vektorraum derZeilenvektoren
überK.

Kn := K1�n := f(�1; : : : ; �n) �i 2 Kg:

3.1.5 SatzSeienV undW K-Vektorr̈aume undB = fb1; : : : ; bmg sowieC =

fc1; : : : ; cng Basen vonV bzw.W . Wir definieren eine Abbildung

DB;C :HomK(V;W ) �! Km�n

durch
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DB;C(f) := (�ij)i=1;:::;m
j=1;:::;n

falls

f(bi) =

nX
j=1

�ijcj

für alle i = 1; : : : ;m gilt.
Die MatrixDB;C(f) heißt dieMatrixdarstellungvonf bez̈uglich der BasenB und
C. Die AbbildungDB;C ist ein Isomorphismus der Vektorräume.

Beweis: Wir haben bereits in 3.1.1 beobachtet, daß die MatrixDB;C(f) für al-
le f 2 Hom(V;W ) definiert ist. Umgekehrt erzeugt jede MatrixA = (�ij)m;n

vermögekA;B;C(bi) :=
Pn

j=1 �ijcj eine AbbildungkA;B;C :B �! C, die sich,
wie in 3.1.1 bemerkt, zu einer linearen Abbildung�kA;B;C :V �! W fortsetzen
läßt. Dann giltDB;C(�kA;B;C) = A und istDB;C eine surjektive Abbildung. Wir
haben ihre Linearit¨at nachzurechnen. Dazu beobachten wir, daß mitDB;C(f) =

(�ij) undDB;C(g) = (�ij) gilt

(f + g)(bi) = f(bi) + g(bi) =

nX
j=1

�ijcj +

nX
j=1

�ijcj =

nX
j=1

(�ij + �ij)cj

und damitDB;C(f + g) = DB;C(f) + DB;C(g). Analog erhalten wir�f(bi) =

� �Pn
j=1 �ijcj =

Pn
j=1 ��ijcj und damitDB;C(�f) = � �DB;C(f).

IstDB;C(f) = 0, so folgtf(bi) = 0 für i = 1; : : : ;m. Damit istf die Nullabbil-
dung, d.h. Kern(DB;C) = f0g, undDB;C ist injektiv. ut

3.1.6 Korollar SindV undW endlich dimensionale Vektorräume der Dimensio-
nenm undn, so gilt:

Hom(V;W ) �= Km�n

und

dim(Hom(V;W )) = dim(V ) � dim(W ):

3.1.7 BeobachtungSeien V , V 0 und W Vektorräume, f 2 Hom(V; V 0),
g 2 Hom(V 0;W ), B = fb1; : : : ; bmg eine Basis vonV , C = fc1; : : : ; ckg ei-
ne Basis vonV 0 undD = fd1; : : : ; dng eine Basis vonW .
IstDB;C(f) = (�ij)m;k undDC;D(g) = (
ij)k;n, so ist

DB;D(g Æ f) = (

kX
l=1

�il
lj)i=1;:::;m
j=1;:::;n

:
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Die eben gemachte Beobachtung ist die Motivation f¨ur die folgende Definition des
Produktes von Matrizen.

3.1.8 Definition (Matrixmultiplikation) SeiA 2 Km�k, B 2 Kk�n mit A =

(�ij)i=1;:::;m
j=1;:::;k

undB = (�ij)i=1;:::;k
j=1;:::;n

. Wir definieren

A �B := (

kX
l=1

�il�lj)i=1;:::;m
j=1;:::;n

:

und nennenA �B dasProduktder MatrizenA undB.

Aus der Definition der Matrixmultiplikation und Beobachtung 3.1.7 erhalten wir
sofort den folgenden Satz.

3.1.9 SatzEs seienV ,V 0 undW K-Vektorr̈aume mitdim(V ) = m,dim(V 0) = k

unddim(W ) = n. SindB, C undD Basen vonV , V 0 undW , f 2 Hom(V; V 0)

undg 2 Hom(V 0;W ), so gilt

DB;D(g Æ f) = DB;C(f) �DC;D(g):

Warnung Das Ergebnis des Satzes 3.1.9 wird oft als unschön empfunden, da
die AbbildungDB;B:Hom(V; V ) �! Kn�n kein Homomorphismus der Ringe,
sondern ein sogenannterAntihomomorphismuswird. D.h. es giltDB;B(g Æ f) =
DB;B(f) �DB;B(g) anstattDB;B(g Æ f) = DB;B(g) �DB;B(f). Will man dies ver-
meiden, so muß manDB;C(f) := (�ij)m;n definieren f̈ur f(bi) =

Pn
j=1 �jicj und

�ij := �ji für i = 1; : : : ; n und j = 1; : : : ;m. Die so erhaltene Matrix ist dann
die transponierte (s.u.) der von uns eingeführten Matrix. Wir haben uns hier für
diese etwas einfachere Definition entschlossen und nehmen dafür die Unscḧonheit
in Kauf.Die meisten Lehrbücher gehen jedoch den anderen Weg. Für die Ent-
wicklung der Theorie ist die Definition der darstellenden Matrix jedoch nicht ent-
scheidend.

Beachte Wenn Sie zwei MatrizenA undB multiplizieren wollen, so mußA 2
Km�k undB 2 Kk�n sein, d.h. die L¨ange der Zeilen vonA muß mit der Länge
der Spalten vonB übereinstimmen.
Ein Spezialfall der Matrixmultiplikation ist die Multiplikation eines Zeilenvektors

a := (�1; : : : ; �n) 2 Kn = K1�n mit einem Spaltenvektorb :=

0
@ �1

...
�n

1
A 2 Kn =

Kn�1, die das Körperelement
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a � b =

nX
j=1

�j�j

ergibt. Dem einen oder anderen mag dieses Produkt als “Skalarprodukt” oder “in-
neres Produkt” zweier Vektoren von der Schule her bekannt sein. Schreiben wir

die Matrizen als MatrixA =

0
@ a1

...
am

1
A von Zeilenvektorenai 2 Kk undB =

(b1; : : : ; bn) als Matrix von Spaltenvektorenbj 2 Kk, so erhalten wirA � B =

(aibj)m;n. Die MerkregelZeile mal Spalteist hier oft sehr n¨utzlich.
Man kann eine Matrix auch in “K¨astchen” unterteilen. Schreiben wir beispielswei-
se

A =

�
A1 A2

A3 A4

�
undB =

�
B1 B2

B3 B4

�

mit A1 2 Kp�q, A2 2 Kp�(n�q), A3 2 K(m�p)�q, A4 2 K(m�p)�(n�q), B1 2
Kq�s,B2 2 Kq�(k�s),B3 2 K(n�q)�s,B4 2 K(n�q)�(k�s), so erhalten wir

A �B =

�
A1 �B1 + A2 �B3 A1 �B2 + A2 �B4

A3 �B1 + A4 �B3 A3 �B2 + A4 �B4

�
;

wie man leicht nachrechnet. Auch hier gilt das Prinzip “Zeile mal Spalte”.

3.1.10 BemerkungFür Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

(i) (� � A) �B = A � (� �B) = � � (A �B) für � 2 K, A 2 Km�n,B 2 Kn�k.

(ii) A � (B+ C) = A �B+ A � C für A 2 Km�n,B;C 2 Kn�k.

(iii) (A+B) � C = A � C+B � C für A,B 2 Km�n, C 2 Kn�k.

(iv) (A �B) � C = A � (B � C) für A 2 Km�n,B 2 Kn�k, C 2 Kk�l.

Beweis: Nach der Wahl geeigneter Basen erhalten wirA = DB;C(f) für ein
f 2 Hom(Km;Kk), B = DC;D(g) für ein g 2 Hom(Kk;Kn). Wegen
�(g Æ f)(v) = � � g(f(v)) = g(�f(v)) = (g Æ �f)(v) haben wir

�(g Æ f) = (g Æ �f) und�(g Æ f) = �g Æ f: (i)

Damit erhalten wir(�A)B = (�DB;C(f)) �DC;D(g) = DB;C(�f) �DC;D(g) =

DB;D(g Æ �f) = DB;D(�(g Æ f)) = �DB;D(g Æ f) = ��(DB;C(f)�DC;D(g)) =

�(AB) und(�A)B = DB;D(g Æ �f) = DB;D(�g Æ f) = DB;C(f)�DC;D(�g) =

A(�B). Damit ist die Aussage (i) bewiesen.
Sei C = DC;D(h) für ein h 2 Hom(Kk;Kn). Dann ist A(B + C) =

DC;D((g + h) Æ f) = DC;D(g Æ f + h Æ f) = DC;D(g Æ f) + DC;D(h Æ f) =
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3.1. Basisdarstellung linearer Abbildungen

(DB;C(f) �DC;D(g)) + (DB;C(f) �DC;D(h)) = AB+AC: Womit (ii) bewiesen
ist. Die Aussage (iii) zeigt man v¨ollig analog.
Sei nunC = DD;E(h) für ein h 2 Hom(Kn;Kp). Dann folgt (AB)C =

(DB;C(f)�DC;D(g))�DD;E(h) = DB;D(g Æ f)�DD;E(h) = DB;E(h Æ (g Æ f)) =
DB;E((h Æ g) Æ f)) = DB;C(f) � DC;E(h Æ g) = A(DC;D(g) � DD;E(h)) =

A(BC). Damit ist dann auch (iv) bewiesen. ut

3.1.11 SatzDie quadratischen Matrizen desKn�n bilden mit der Matrixadditi-
on und der Matrixmultiplikation einen Ring mit der Einheitsmatrix als Einsele-
ment. IstV ein Vektorraum mitdimV = n und B eine Basis vonV , so ist
DB;B:End(V ) �! Kn�n ein Antiisomorphismus der Ringe, d.h. es gilt
DB;B(g Æ f) = DB;B(f) �DB;B(g).

Beweis: Die Ringaxiome wurden in 3.1.10 nachgerechnet. DaDB;B in Satz 3.1.5
als Vektorraumisomorphimus nachgewiesen wurde, ist diese Abbildung bijektiv.
Daß ein Antihomomorphismus vorliegt, folgt aus Satz 3.1.9. Wir werden im n¨ach-
sten Abschnitt sehen, daß dieser Antiisomorphismus sich m¨uhelos zu einem Iso-
morphismus erg¨anzen läßt. ut

3.1.12 BemerkungEin K-VektorraumV , auf dem noch zus¨atzlich eine Ver-
knüpfung �:V � V �! V definiert ist, heißt eineAlgebra. DerKn�n bildet mit
der Matrixmultiplikation die Algebra der quadratischen Matrizen. Ebenso bilden
die Endomorphismen eines Vektorraumes mit der Komposition von Abbildungen
eine Algebra.

3.1.13 Definition Eine MatrixA 2 Kn�n heißtinvertierbar, wenn es eine Matrix
B 2 Kn�n gibt, mitA �B = E(n;n).
Die Menge der invertierbaren Matrizen desKn�n bezeichnen wir mit GL(n;K),
d.h.

GL(n;K) := fA2Kn�n (9B2Kn�n)[A �B = E]g

3.1.14 SatzDie MengeGL(n;K) bildet mit der Matrixmultiplikation eine Grup-
pe. Sie heißt dieallgemeine lineare Gruppe. Für eine BasisB einesK-Vektorraums
der Dimensionn gilt GL(n;K) = fDB;B(f) f 2 GL(V )g.
Beweis: Ist f 2 GL(V ) und A = DB;B(f), so gibt esf�1 2 Gl(V ), und
es gilt E(n;n) = DB;B(f Æ f�1) = DB;B(f

�1) � DB;B(f), und wir sehen, daß
DB;B(f) 2 GL(n;K) ist. Ist umgekehrtA 2 GL(n;K), so sind die Abbildungen
�kA;B;B und �kA�1;B;B (vgl. den Beweis des Satzes 3.1.5) in End(V ) und es folgt
DB;B(id V ) = E = A�1 � A = DB;B(�kA;B;B Æ �kA�1;B;B) und damit�kA;B;B 2
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3. Matrizen

GL(V ). Damit ist GL(n;K) = fDB;B(f) f 2 GL(V )g und eine Gruppe, da
GL(V ) eine Gruppe undDB;B ein Antiisomorphismus ist. ut
Wir wollen den Abschnitt damit beschließen, eine kanonische Basis desKm�n

anzugeben. Dazu definieren wir die Matrizen

E
m;n
k;l = (Æik � Æjl)i=1;:::;m

j=1;:::;n

: (3.1)

Das bedeutet, daßEm;n
k;l diem� n-Matrix ist, die genau im Schnittpunkt derk-ten

Zeile undl-ten Spalte eine1 und sonst lauter Nullen stehen hat. Wennm undn
aus dem Zusammenhang ersichtlich sind, lassen wir die oberen Indizes weg und
schreiben kurzEk;l.

3.1.15 SatzDie MengeEm;n := fEm;n
k;l k = 1; : : : ;m; l = 1; : : : ; ng ist eine

Basis desKm�n.

Beweis: Offensichtlich istEm;n genau die kanonische Basis desKm�n. ut

3.2 Der duale Raum und die transponierte Matrix

3.2.1 Definition Für A = (�ij)i=1;:::;m
j=1;:::;n

2 Km�n seiAt := (�ij) i=1;:::;n
j=1;:::;m

2 Kn�m

mit �ij = �ji für i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m.
At heißt die zuA transponierte Matrix. Sie entsteht durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen.

Um die geometrische Bedeutung der transponierten Matrix genauer zu studieren,
führen wir den Begriff des dualen Raumes ein.

3.2.2 Definition Sei V ein K-Vektorraum. Wir definierenV � := Hom(V;K).
Man nenntV � den zuV dualen Raum.

In der obigen Definition wird der K¨orperK als ein eindimensionaler Vektorraum
über sich selbst aufgefaßt. Eine lineare Abbildung von einem VektorraumV in
dessen Grundk¨orper bezeichnet man auch als eineLinearform. Der duale Raum
V � ist also die Menge der Linearformen vonV in K.

3.2.3 Satz Ist dim(V ) <1, so istV �= V �.

Beweis: WegendimV � = dimHom(V;K) = dimV �dimK = dimV folgt dies
aus der Bemerkung zu Satz 2.4.6. ut
Der Isomorphismus, der sich auf Grund von Satz 3.2.3 ergibt, ist allerdings kein
sehr nat¨urlicher. Wir erhalten ihn nach Wahl von BasenB für V undC für V �
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3.2. Der duale Raum und die transponierte Matrix

als KompositionhC
�1 Æ hB , wobei die BasenB undC nichts miteinander zu tun

haben m¨ussen.
Ein Vektorraum und sein dualer Raum sind jedoch viel enger miteinander ver-
knüpft. Das wollen wir im folgenden herausarbeiten.

3.2.4 Satz IstB = fbi i 2 Ig eine Basis vonV und setzen wir

b�i :V �! K b�i (

nX
j=1

�jbj) :=

nX
j=1

�jÆij ;

so ist die MengeB� := fb�i i 2 Ig � V � linear unabḧangig, und es giltb�i (bj) =
Æij .

Beweis: Es folgt nach 3.1.1, daß durch die Festsetzungb�i (
Pn

j=1 �jbj) :=Pn
j=1 �jÆij eine Linearform mitb�i (bj) = Æij definiert wird. Gilt nun

Pn
i=1 �ib

�
i =

0, so erhalten wir0 = (
Pn

i=1 �ib
�
i )(bk) =

Pn
i=1 �ib

�
i (bk) =

Pn
i=1 �iÆik = �k für

k = 1; : : : ; n. Also ist�1 = : : : = �n = 0, undB� ist linear unabh¨angig. ut

3.2.5 Korollar Ist v 2 V undv 6= 0, so gibt es ein� 2 V � mit �(v) 6= 0.

Beweis: SeiB eine Basis vonV undv =
Pn

i=1 �ibi. Dann gilt�j 6= 0 für minde-
stens einj 2 f1; : : : ; ng. Damit erhalten wir aberb�j (v) =

Pn
i=1 �ib

�
j (bi) = �j 6=

0. ut

3.2.6 Lemma Ist dim(V ) = dim(W ) = n, f :V �! W eine lineare Abbildung
und gibt es eine BasisB vonV , so daßf [B] eine Basis vonW ist, so istf ein
Isomorphismus.

Beweis: Die Abbildungf ist surjektiv, da sich jedesw 2 W als Linearkombinati-
onw =

Pn
i=1 �if(bi) = f(

Pn
i=1 �ibi) mit bi 2 B darstellen läßt. Ist0 = f(v) =

f(
Pn

i=1 �ibi) =
Pn

i=1 �if(bi), so folgt wegen der linearen Unabh¨angigkeit von
f(b1); : : : ; f(bn) schon�1 = : : : = �n = 0 und damitv =

Pn
i=1 �ibi = 0. Damit

ist Kern f = f0g undf ist injektiv. ut

3.2.7 Satz IstV ein endlich dimensionaler Vektorraum undB = fb1; : : : ; bng eine
Basis vonV , so istB� = fb�1; : : : ; b�ng eine Basis vonV � und die Abbildung

�:V �! V �

v =

nX
i=1

�ibi 7�!
nX
i=1

�ib
�
i =: v�

ein Isomorphismus der Vektorräume. Man nenntB� die zuB duale Basis.
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Beweis: Wir wissen nach Satz 3.2.4, daßb�1; : : : ; b�n linear unabh¨angig sind. Zu
zeigen bleibt daher, daß sie auch ein Erzeugendensystem bilden. Ist� 2 V �, so
zeigen wir, daß� =

Pn
i=1 �(bi)b

�
i ist. Dies ist aber wegen(

Pn
i=1 �(bi)b

�
i )(bj) =Pn

i=1 �(bi)b
�
i (bj) =

Pn
i=1 �(bi)Æij = �(bj) für j = 1; : : : ; n sofort klar. Da die

Abbildung�:V �! V � die BasisB auf die BasisB� abbildet undV undV � die
gleiche Dimension haben, folgt nach Lemma 3.2.6, daß� ein Isomorphismus ist.

ut
Man sollte im vorherigen Beweis beachten, daß er nur f¨ur endlich dimensiona-
le Vektorräume funktioniert. IstV nämlich unendlich dimensional, so wissen wir
zwar, daß f¨ur jedesv 2 V eine endliche Teilmengefb1; : : : ; bng � B mit v =Pn

i=1 �ibi existiert und erhalten f¨ur ein� 2 V � daraus�(v) =
Pn

i=1 �i�(bi) =Pn
i=1 �i(

Pn
j=1 �(bj)b

�
j )(bi), d.h. �(v) = (

Pn
j=1 �(bj)b

�
j )(v), aber die Menge

fb1; : : : ; bng läßt sich nicht uniform angeben, sondern h¨angt von der Darstellung
von v durch Basisvektoren ab. So ist die Abbildung� für unendlich dimensionale
Vektorräume zwar injektiv, aber im allgemeinen nicht surjektiv.

3.2.8 Satz Istf 2 Hom(V;W ) und� 2W �, so ist die Abbildungf�:W � �! V �,
die definiert ist durchf�(�) := � Æ f in Hom(W �; V �). Wir nennenf� die zuf
duale Abbildung. SindV undW endlich dimensional und sindB undC Basen von
V undW , so giltDC�;B�(f�) = DB;C(f)

t.

Beweis: Aus der Definition vonf� folgt die Kommutativität des folgenden Dia-
gramms.

V W

K

-f

@
@
@@R

�Æf

f�(�)
?
�

Damit istf�(�) 2 Hom(V;K) = V �. Wegenf�(��1+��2) = (��1+��2)Æf =

�(�1 Æ f) + �(�2 Æ f) = �f�(�1) + �f�(�2) ist f� linear.
Sind nunV undW endlich dimensional mit BasenB = (b1; : : : ; bm) undC =

(c1; : : : ; cn) undDB;C(f) = (�ij), so folgtf(bi) =
Pn

j=1 �ijcj für i = 1; : : : ;m.
SeiDC�;B�(f�) = (�ij). Wir behaupten, daß dann

�ij = �ji für i = 1; : : : ; n undj = 1; : : : ;m (i)

gilt. Zunächst erhalten wir n¨amlich

f�(c�i )(bj) = (

mX
k=1

�ikb
�
k)(bj) =

mX
k=1

�ikb
�
k(bj) = �ij (ii)
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und dann auch

f�(c�i )(bj) = c�i (f(bj)) = c�i (

nX
k=1

�jkck) =

nX
k=1

�jkc
�
i (ck) = �ji: (iii)

Aus (ii) und (iii) folgt aber sofort (i). ut

3.2.9 SatzDie Abbildung�:Hom(V;W ) �! Hom(W �; V �) mit f 7�! f� ist
ein Monomorphismus der Vektorräume. SindV undW endlich dimensional, so ist
� ein Isomorphismus.

Beweis: Seif 2 Hom(V;W ). Nach Satz 3.2.8 giltf�:W � �! V �. Um die Li-
nearität nachzuweisen, berechnen wir (vgl. den Beweis von Satz 3.1.10)(�f +

�g)�(�) = � Æ (�f + �g) = �(� Æ f) + �(� Æ g) = � � f�(�) + � � g�(�), woraus
(�f + �g)� = �f� + �g� folgt. Damit ist� linear.
Sei f 2 Kern(�). Nehmen wirf 6= 0 an, so gibt es einv 2 V mit f(v) 6= 0

und nach Korollar 3.2.5 damit ein� 2 W � mit 0 6= �(f(v)) = (� Æ f)(v) =

(f�(�))(v). Damit istf�(�) 6= 0 und folglich auchf� 6= 0, was unserer Annahme
f 2 Kern(�) widerspricht. Damit ist� injektiv.
Ist nundimV = m < 1 und dimW = n < 1, so gilt dimHom(V;W ) =

dimV �dimW = dimV � �dimW � = dimHom(W �; V �) und nach Satz 2.3.9 ist
dann� bereits ein Isomorphismus. ut

3.2.10 SatzFür f 2 Hom(V; V 0), g 2 Hom(V 0;W ) ist (g Æ f)� = f� Æ g�. Damit
ist die Abbildung�:EndV �! EndV � ein Antimonomorphismus der Ringe.
Insbesondere gilt dann(A �B)t =Bt �At für MatrizenA undB. Nach Wahl einer
BasisB für einen VektorraumV der Dimensionn <1 ist die Abbildung

t ÆDB;B:EndV �! Kn�n

f 7�! DB;B(f)
t

ein Isomorphismus der Algebren.

Beweis: Die erste Behauptung des Satzes entnehmen wir direkt dem folgenden
Diagramm

V
f���! V 0 g���! W

(gÆf)�(�)

??yf�(g�(�)) ??yg�(�) �

??y
K K K:

Da � nach Satz 3.2.9 injektiv ist, folgt wegen(gf)� = f�g� sofort, daß ein Anti-
monomorphismus der Endomorphismenringe vorliegt. IstV endlich dimensional,
so ist� ein Antiisomorphismus.
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Ist A = DB;C(f) undB = DC;D(g) für f 2 Hom(V; V 0), g 2 Hom(V 0;W )

und geeigneten BasenB, C undD für V , V 0 undW , so erhalten wir(AB)t =

(DB;C(f)�DC;D(g))
t = (DB;D(g Æ f))t = DD�;B�((g Æ f)�) = DD�;B�(f� Æ g�) =

DD�;C�(g�) �DC�;B�(f�) = DC;D(g)
t �DB;C(f)

t = Bt � At.
Wir haben das folgende kommutative Diagramm

End(V ) End(V �)

Kn�n

-�

Q
Q
QsDB�;B�Æ�

�
�
�+ DB�;B�

Im Zusammenhang mit Satz 3.1.9 haben wir schon bemerkt, daß die Abbildung
DB�;B� :End(V �) �! Kn�n ein Antihomomorphismus der Ringe ist. Nach Satz
3.1.5 ist sie ein Isomorphismus der Vektorr¨aume. Da auch� ein Isomorphismus
der Vektorräume und ein Antihomomorphismus der Ringe ist und die Komposi-
tion zweier Antihomomorphismen einen Homomorphismus ergibt, erhalten wir
DB�;B�Æ� als einen Isomorphismus sowohl der Vektorr¨aume als auch der Ringe
und damit als einen Isomorphismus der Algebren. Nun gilt aberDB�;B�(f�) =

DB;B(f)
t, d.h.t ÆDB;B = DB�;B�Æ�. ut

Bemerkung Satz 3.2.8 ist der Grund, weswegen manüblicherweise die darstel-
lende Matrix eines Homomorphismusf 2 Hom(V;W ) bez̈uglich zweier BasenB
undC vonV bzw.W als (DB;C(f))

t (in unserer Notation) definiert. Man erhält
die Abbildungf 7�! darstellende Matrix vonf dann direkt als einen Isomorphis-
mus der Algebren.

Sieht man sich Satz 3.2.9 nochmal genauer an, so bemerkt man, daß der Isomor-
phismus zwischen Hom(V;W ) und Hom(W �; V �) einfacher anzugeben ist, als
der zwischenV undV �, zu dessen Definition wir eine Basis ben¨otigen. Der Ho-
momorphismusf 7�! f� ist dagegen unabh¨angig von der Wahl einer Basis. Man
sagt daher, daß Hom(V;W ) und Hom(W �; V �) kanonisch isomorphsind.
ZwischenV und dem dualen RaumV � sind solche kanonische Isomorphismen
nicht bekannt. Anders ist die Situation, wenn wir zum dualen des dualen Raum-
es, d.h. zuV �� übergehen. Dort erhalten wir im endlich dimensionalen Fall einen
kanonischen Isomorphismus.

3.2.11 SatzDie Abbildung��:V �! V ��, V 3 v 7�! v�� 2 V �� mit v��(�) :=
�(v) für � 2 V � definiert einen kanonischen, d.h. basisunabhängigen, Monomor-
phismus vonV in V ��. Istdim(V ) <1, so ist�� ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: Wegenv��(�� + ��) = (�� + ��)(v) = �(�(v)) + �(�(v)) = � �
v��(�) + � � v��(�) ist v�� 2 Hom(V �;K) = V ��.
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3.2. Der duale Raum und die transponierte Matrix

Weiter erhalten wir(�v + �w)��(�) = �(�v + �w) = � � �(v) + � � �(w) =

��v��(�)+� �w��(�) = (��v��+� �w��)(�), d.h.(�v+�w)�� = ��v��+� �w��,
und wir haben die Abbildung�� als linear erkannt.
Ist v 2 Kern ��, so gilt v��(�) = �(v) = 0 für alle� 2 V ��. Für v 6= 0 gibt es
aber nach Korollar 3.2.5 ein� 2 V � mit �(v) 6= 0. Damit folgt v = 0 und die
Abbildung�� ist injektiv.
IstV endlich dimensional, so folgtdimV �� = dimV � = dimV und nach Satz 2.3.9
ist dann�� ein Isomorphismus. ut
Man nennt die AbbildungV 3 v 7! v�� 2 V �� die kanonische Einbettung vonV
in V ��. Es hat sich als ungemein n¨utzlich erwiesen, die Urbilder und Bilder kano-
nischer Einbettung zu identifizieren, d.h. als gleiche Objekte zu betrachten. Daher
werden wir im folgenden sehr oft einen Vektorv 2 V und die mit ihm kanonisch
assoziierte Abbildungv��:V � �! K als die gleichen Objekte betrachten. Auf
diese Weise l¨aßt sichV als Teilraum vonV �� auffassen. IstV endlich dimensional,
so betrachten wirV undV �� in der Regel als die gleichen R¨aume. Die N¨utzlichkeit
dieser Betrachtungsweise soll im folgenden klarer werden. Eine erste Anwendung
bringt bereits der folgende Satz.

3.2.12 SatzSindV undW endlich-dimensionale Vektorräume, so giltf��(v��) =
(f(v))�� für alle f 2 Hom(V;W ). Ist B eine Basis vonV undC eine Basis von
W , so folgtDB;C(f) = DB��;C��(f��).

Beweis: Für beliebiges� 2 W � erhalten wirf��(v��)(�) = v��(f�(�)) =

(f�(�))(v) = �(f(v)) = f(v)��(�), d.h.f��(v��) = f(v)��.
Ist DB;C(f) = (�ij), so erhalten wirf��(b��i ) = f(bi)

�� = (
Pn

j=1 �ijcj)
�� =Pn

j=1 �ijc
��
j und damitDB;C(f) = DB��;C��(f��): ut

Bemerkung Wir wollen einmal studieren, wie die Aussage des Satzes 3.2.12 mit
der Identifikation vonv und v�� aussieht. Die Aussagef��(v��) = f(v)�� wird
dann zu

(8v 2 V )[f��(v) = f(v)]; d.h.f�� = f: (3.2)

Es folgt aus (3.2), daß die Abbildung�, zweimal angewandt, die Identit¨at ergibt.
Solche Abbildungen nennt maninvolutorisch. DaB�� = fb�� b 2 Bg = B und
C�� = C folgt auchDB;C(f

��) = DB;C(f), was im Einklang zur Identifikation
f�� = f steht.
Identifizieren wir für endlich dimensionale Vektorr¨aumeV undV ��, so sind auch
die Räume End(V ) und End(V ��) ihrer Endomorphismen gleich und die Abbil-
dung�:End(V ) �! End(V �) ist somit eininvolutorischer Antiautomorphismus
der Ringe.
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In Satz 3.2.7 haben wir einen basisabh¨angigen Isomorphismus vonV auf V � de-
finiert. Um zu studieren, ob auch dieser Isomorphismus unter der Identifikation
V �� = V involutorisch wird, studieren wir zun¨achst dessen Wirkung auf die Ele-
mente der BasisB = (b1; : : : ; bn). Wir erhalten

(bi
�)� = b��i ; (3.3)

denn es giltb��i (bj
�) = bj

�(bi) = Æij , d.h. b��i erfüllt die Definitionsgleichung
(bi

�)�(bj
�) = Æij . Aus (3.3) folgt jedoch sofort

(v�)� = ((

nX
i=1

�ibi)
�)� =

nX
i=1

�i(bi
�)� =

nX
i=1

�ibi = v: (3.4)

Es folgt sofort aus der Definition des Transponierens von Matrizen, daß die Trans-
position eine involutorische Operation auf Matrizen ist (zweimal spiegeln an der
Hauptdiagonalen). Mit Hilfe von (3.3) erhalten wir diese Tatsache auf anderem We-
ge. FürA = DB;C(f) gilt nämlich ((A)t)t = ((DB;C(f))

t)t = (DC�;B�(f�))t =

DB��;C��(f��) = DB;C(f) = A.

3.2.13 Definition Zwei Vektorenv 2 V und w 2 V � heißenorthogonaloder
senkrecht, wennw(v) = 0 ist. Geschrieben wird dies alsw ? v.
Für U � V definieren wirU? := fw 2 V � (8u2U)[w ? u]g. Wir nennenU?

dasorthogonale KomplementvonU .

Aus Definition 3.2.13 folgt

U � V ) U? � V � ^ U?? � V �� � V;

wobei wir in der letzten Inklusion wieder von der Identifikationv = v�� Gebrauch
gemacht haben.
Man sollte beachten, daß die Relation des “senkrecht Stehens” bislang nicht sym-
metrisch definiert ist. F¨ur w 2 V � und v 2 V ist bislang nurw ? v aber nicht
v ? w definiert, d.h.?� V � � V . Betrachten wir aber wieder die Identifikation
v = v��, so können wirv ? w als v�� ? w, d.h. durchv��(w) = 0 definiert
betrachten. Dann giltv ? w , w ? v. Wir haben nun zu untersuchen, wie
sich die orthogonalen Komplemente bez¨uglich dieser unterschiedlichen Definition
verhalten. Dazu f¨uhren wir fürW � V � die folgende Notation ein

?W := fv 2 V (8w 2W )[w ? v]g; (3.5)

d.h.?W ist das orthogonale Komplement bez¨uglich der eben in Erw¨agung gezo-
genen Relation?� V � V �.
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3.2.14 Lemma Für W � V � ist ?W � W?. Ist dim(V ) < 1, so ist?W =

W?.

Beweis: Aus v 2 ?W folgt w ? v, d.h.w(v) = 0 für allew 2 W . Wegen0 =

w(v) = v��(w) folgt dann sofortv 2 W?, wobei wir die Identifikationv�� = v

benutzt haben. IstV endlich dimensional, so ist�� surjektiv, und jedes Element
vonW? hat die Gestaltv�� für einv 2 V . Damit folgt 0 = v��(w) = w(v) für
allew 2W und damit auchv = v�� 2 ?W . ut

3.2.15 Lemma Für U � V ist U? ein Teilraum vonV �. Es giltU � U??.

Beweis: Für v; w 2 U? gilt v(u) = w(u) = 0 für alle v 2 U . Damit folgt
(�v + �w)(u) = �v(u) + �w(u) = 0 für alleu 2 U . Also istU? ein Teilraum
vonV �.
Für u 2 U gilt u��(v) = v(u) = 0 für allev 2 U?. Damit folgtu = u�� 2 U??

und wir habenU � U??. ut

3.2.16 SatzFür f 2 Hom(V;W ) gelten

(i) Kern f =? (Im f�)

und

(ii) Kern f� = (Im f)?.

Beweis: Wir erhalten (i) wegen

v 2 Kern f , f(v) = 0

, (8w� 2W �)[w�(f(v)) = 0]

, (8w� 2W �)[(f�(w�))(v) = 0]

, (8w� 2W �)[f�(w�) ? v]

, (8u2 Im f�)[u ? v]

, v 2? Im (f�):

Ähnlich erhalten wir (ii) wegen

v 2 Kern f� , f�(v) = 0

, v Æ f = 0

, (8x2 V )[v(f(x)) = 0]

, (8x2 V )[v ? f(x)]

, (8u2 Im f)[v ? u]

, v 2 Im f?:
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3.2.17 SatzIst dim(V ) < 1 und U ein Teilraum vonV , so gilt dim(V ) =

dim(U) + dim(U?) undU?? = U .

Beweis: Ist U ein Teilraum vonV , so erhalten wir ein KomplementW mit V =

U � W und wählen eine BasisB1 [ B2 mit B1 := (b1; : : : ; bm) und B2 :=

(bm+1; : : : ; bn), so daßB1 eine Basis vonU undB2 eine Basis vonW ist. Schon
im Beweis von Satz 2.4.11 haben wir gesehen, daß die Abbildungu + w 7�! w

linear ist. Dann ist aber auch die Abbildung

f :V �! V �

u+ v 7�! v�

als Komposition linearer Abbildungen linear mit Kernf = U . Nach Satz 2.4.12
gilt damit

dimV = dimU + dim(Im f): (i)

Ist nunu 2 U undw� 2 Im f , so istu =
Pm

i=1 �ibi undw� =
Pn

i=m+1 �ib
�
i .

Wegenb�i (bj) = Æij folgt dannw�(u) = 0 und damit

Im f � U?: (ii)

Ist v� 2 U?, so finden wiru =
Pm

i=1 �ibi 2 U undw =
Pn

i=m+1 �ibi 2 W , so
daßv� = u�+w� ist. Wegenv�(bj) = 0 für j = 1; : : : ;m folgt 0= (u� + w�)(bj) =Pm

i=1 �ib
�
i (bj) +

Pn
i=m+1 �ib

�
i (bj) = �j für j = 1; : : : m. Damit istu = 0 und

somitv� = w� 2 Im f , und wir erhalten

U? � Im f: (iii)

Aus (i),(ii) und (iii) folgt dann

dimV = dimU + dimU?: (iv)

Wegen

dimV = dimU + dimU? (v)

und

dimV � = dimU? + dimU?? (vi)

erhalten wir

dimU?? = dimV � dimU? = dimU: (vii)

Nach Lemma 3.2.15 haben wirU � U??. Dann istU bereits ein Teilraum von
U??, und zusammen mit (vii) folgt nach Satz 1.2.27U = U??. ut
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3.3 Basistransformationen

3.3.1 Definition SeiA 2 Km�n. Die MatrixA kann in zweifacher Weise als eine
Abbildung aufgefaßt werden

A:Km �! Kn

x 7�! x � A
bA:Kn �! Km

x 7�! A � x:
Wir erinnern an die in Satz 1.3.1 eingef¨uhrte kanonische Basis des Vektorraums
Kn. In (1.11) definierten wir

e
n
i = (Æi1; : : : ; Æin):

Damit isteni dasn-tupel, das aus lauter Nullen besteht bis auf die Komponentei,
an der eine1 steht. Die kanonische Basis desKn notierten wir als

En = (en1 ; : : : ; e
n
n):

Dual dazu definieren wir

En = (en1
t; : : : ; enn

t) =: Ent (3.6)

als die kanonische Basis desKn. Damit ist die kanonische Basis desKn gegeben
als die folgende Menge von Zeilenvektoren

En = f(1; 0; : : : ; 0); (0; 1; : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 0; 1)g
und die desKn als die folgende Menge von Spaltenvektoren

En =

8>><
>>:

0
BB@

1

0
...
0

1
CCA ;

0
BB@

0

1
...
0

1
CCA ; : : : ;

0
BB@

0
...
1

0

1
CCA ;

0
BB@

0
...
0

1

1
CCA
9>>=
>>; :

Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, zu welchem Raum die kanonischen Basis-
vektoren geh¨oren, lassen wir den oberen Index weg.

3.3.2 Lemma Für die darstellenden Matrizen der AbbildungenA und bA gilt
DEm ;En (A) = A undDEn ;Em (bA) = At.

Beweis: Sei A = (�ij)m;n. Dann folgtA(eni ) = e
n
i � A = (�i1; : : : ; �in) =Pn

j=1 �ije
n
j , und damit folgtDEm ;En (A) = A.
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3. Matrizen

SeiDEn ;Em (bA) = (�ij)n;m, d.h. bA(eti) = Pm
j=1 �ije

t
j . WegenbA(eti) = A � eti =0

@ �1i
...

�mi

1
A =

Pm
j=1 �jie

t
j erhalten wir nach Satz 1.2.16�ij = �ji für i = 1; : : : ; n

undj = 1; : : : ;m. ut

3.3.3 BeobachtungFür x 2 Kn = Kn�1 ist x:Kn �! K und damitx 2
Hom(Kn;K) = (Kn)�, und für x 2 Kn = K1�n istbx 2 Hom(Kn;K) = Kn

�.
Identifizieren wirxmit der Abbildungx, so sehen wir, daß derKn der zuKn duale
Raum ist. Umgekehrt erhalten wirKn als den dualen Raum vonKn, wenn wirx
undbx identifizieren. Damit sind die R¨aumeKn undKn paarweise zueinander dual.
Um die zuEn duale Basis zu finden, berechnen wire

t
i(ej) = ej � eti = Æij . Damit

ist En die zuEn duale Basis. Ebenso erhalten wir wegenbei(etj) = ei � etj = Æij ,
daßEn die zuEn duale Basis ist.
Den nach Satz 3.2.7 durch die dualen BasenEn undEn erzeugten Isomorphismus
� zwischen den dualen R¨aumen erhalten wir f¨ur x 2 Kn als x� =

Pn
i=1 �iei

� =Pn
i=1 �ie

t
i = xt und für x 2 Kn alsx� =

Pn
i=1 �ie

t
i
�
=
Pn

i=1 �ie
tt
i = xt.

Damit sehen wir, daß der̈Ubergang zum transponierten Vektor ein Dualisierungs-
prozeß ist. Das entspricht der in Satz 3.2.8 festgestellten Tatsache, daß die duale
Abbildung durch die transponierte Matrix dargestellt wird.

3.3.4 BeobachtungIst A 2 Km�n, so istA:Km �! Kn. Für die duale Abbil-
dungA

�
:Kn �! Km gilt dannDEn ;Em (A

�
) = (DEm ;En (A))

t = At = DEn ;Em (bA)
nach Satz 3.2.8. Damit istA

�
= bA, d.h. bA ist die zuA duale Abbildung. Ebenso

erhalten wirDEm ;En (bA�) = (DEn ;Em (bA))t = (At)t = A = DEm ;En (A) und da-
mit bA� = A. Die AbbildungenA und bA sind also wechselseitig dual.
Darüber hinaus beobachten wir, daß die folgenden Diagramme kommutativ sind:

Km A���! Kn

t

??y t

??y
Km ���!

cAt

Kn

Kn

bA���! Km

t

??y t

??y
Kn ���!

At

Km

Die Identifikationx = x für x 2 Kn und x = bx für x 2 Kn läßt sich noch weiter
begründen. Istx 2 Kn, so folgt x��(by) = by(x) = y � x = x(y), d.h.x�� = x. Für
y 2 Km erhalten wir analogy��(x) = x(y) = y � x = by(x) und damity�� = by. Die
Identifikationenx�� = x,bx = x undy = y sind also die gleichen.
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3.3.5 Definition SeiV einK-Vektorraum mitdim(V ) = n undB = (b1; : : : ; bn)

eine Basis vonV . Wir definieren (vgl.(2.2))

hB :V �! Kn
nX
i=1

�ibi 7�! (�1; : : : ; �n)

und

ĥB :V �! Kn

nX
i=1

�ibi 7�!
0
@ �1

...
�n

1
A

und nennen die AbbildungenhB und ĥB die Koordinatendarstellungenbezüglich
der BasisB. Die VektorenhB(v) und ĥB(v) nennen wir dieKoordinatenvektoren
von v bezüglich der BasisB. Offensichtlich gilthB(v) = ĥB(v)

t und ĥB(v) =

hB(v)
t.

Die Koordinatendarstellungen von Vektoren entsprechen der Basisdarstellungen
von Abbildungen. Wie beide zusammenh¨angen, klärt der folgende Satz und dessen
Folgerung.

3.3.6 SatzDie KoordinatendarstellungenhB undĥB sind bijektiv, und das folgen-
de Diagramm kommutiert:

Km

\DC�;B�(f�)�������! Kn

ĥB

x?? ĥC

x??
V

f���! W

hB

??y hC

??y
Km

DB;C(f)�����! Kn

Beweis: Gilt hB(v) = 0 für v =
Pn

i=1 �ibi, so folgt�1 = : : : = �n = 0 und da-
mit v = 0. Damit isthB injektiv und wegendimV = dimKn damit auch bijektiv.
Die analoge Aussage ergibt sich auch f¨ur ĥB . Zum Nachweis der Kommutativit¨at
des Diagrammes beginnen wir mit dem unteren Rechteck. SeienB = (b1; : : : ; bm)

undC = (c1; : : : ; cn) Basen vonV bzw.W . Für v 2 V mit v =
Pm

i=1 �ibi und
DB;C(f) = (�ij) erhalten wir

hC(f(v)) = hC(
Pm

i=1 �if(bi)) = hC(
Pm

i=1 �i(
Pn

j=1 �ijcj))

= hC(
Pn

j=1(
Pm

i=1 �i�ij)cj) = (
Pm

i=1 �i�i1; : : : ;
Pm

i=1 �i�in)

= (�1; : : : ; �n) � (�ij) = hB(v) �DB;C(f) = DB;C(f)(hB(v)):
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Für das obere Rechteck erhalten wirDC�;B�(f�) = (DB;C(f))
t = (
ij) i=1;:::;n

j=1;:::;m

mit 
ij = �ji für i = 1; : : : ; n undj = 1; : : : ;m. Also folgt

ĥC(f(v)) =

0
BBBBBB@

mX
i=1

�i�i1

...
mX
i=1

�i�in

1
CCCCCCA

=

0
BBBBBB@

mX
i=1

�i
1i

...
mX
i=1

�i
ni

1
CCCCCCA

= (
ij)

0
@ �1

...
�m

1
A = \DC�;B�(f�)(ĥB(v));

d.h.

ĥC Æ f = \DC�;B�(f�) Æ ĥB :
ut

3.3.7 FolgerungIst f :V �! W linear undA die Basisdarstellung vonf be-
züglich zweier BasenB undC von V bzw.W , so gilt hC Æ f = A Æ hB , d.h.
hC(f(v)) = hB(v) � A und ĥC Æ f = bAt Æ ĥB , d.h.ĥC(f(v)) = At � ĥB(v).
Der Beweis der Folgerung ergibt sich sofort aus Satz 3.3.6 und der Definition der

AbbildungenDB;C(f) und \DC�;B�(f�).

3.3.8 Lemma SindV undW endlich dimensionaleK-Vektorr̈aume,B undC Ba-
sen vonV bzw.W und gilt hC Æ f = A Æ hB (bzw. ĥC Æ f = bAt Æ ĥB), so ist
A = DB;C(f).

Beweis: Nach Satz 3.3.6 und Voraussetzung gilthC Æ f = A Æ hB = DB;C(f) Æ
hB . Wegen der Bijektivit¨at vonhB folgt darausA = DB;C(f) und damit nach
Lemma 3.3.2A = DB;C(f). Analog zeigt man dann die zweite Behauptung.ut

3.3.9 Definition Sei V ein K-Vektorraum mitdim(V ) = n < 1, seienB =

fb1; : : : ; bng undC = fc1; : : : ; cng Basen vonV . Dann giltbi =
Pn

j=1 �ij � cj .
Wir definierenTB;C := (�ij)i=1;:::;n

j=1;:::;n

und nennenTB;C die Transformationsmatrix

oderÜbergangsmatrixvonB nachC.

Beachte Nach der Definition vonTB;C haben wirTB;C = DB;C(id V ).

3.3.10 SatzEs gelten

(i) hC = TB;C Æ hB
und
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(ii) ĥC = [TtB;C Æ ĥB .

Beweis: (i): Sei TB;C = (�ij), und v =
Pn

i=1 �ibi. Dann folgt v =Pn
i=1 �i

Pn
j=1 �ijcj =

Pn
j=1(

Pn
i=1 �i�ij)cj . Damit ist hC(v) =

(
Pn

i=1 �i�i1; : : : ;
Pn

i=1 �i�in) = hB(v) � TB;C = (TB;C Æ hB)(v).

(ii): Es ist ĥC(v) =

0
B@
Pn

i=1 �i�i1
...Pn

i=1 �i�in

1
CA = TtB;C � ĥB(v) = ([TtB;C Æ ĥB)(v). ut

3.3.11 Korollar TB;C 2 GL(n;K).

Beweis: Die AbbildungenhB und hC sind beide bijektiv. Nach Satz 3.3.10 gilt
dannTB;C = hC Æ hB�1. Nach Lemma 0.5.7 ist dannTB;C bijektiv . DaTB;C
deren darstellende Matrix bez¨uglich der kanonischen Basis desKn ist, folgt nach
Satz 3.1.14TB;C 2 GL(n;K). ut

3.3.12 BemerkungIst dim(V ) = n, A = (�ij)i=1;:::;n
j=1;:::;n

2 GL(n;K) undC =

(c1; : : : ; cn) eine Basis vonV , so definiertbi :=
Pn

j=1 �ijcj eine BasisB =

(b1; : : : ; bn) mitTB;C = A.

Beweis: Es gen¨ugt zu zeigen, daß die Vektoren(b1; : : : ; bn) linear unabh¨angig
sind. Zunächst haben wir

A 2 GL(n;K) ^ x � A = 0 ) x = 0; (i)

denn es ist0 = (xA)A�1 = x(AA�1) = x. Sei nun
Pn

i=1 �ibi = 0. Dann folgt
0 =

Pn
i=1 �ibi =

Pn
i=1 �i(

Pn
j=1 �ijcj) =

Pn
j=1(

Pn
i=1 �i�ij)cj . Damit folgtPn

i=1 �i�ij = 0 für j = 1; : : : ; n, d.h.(�1; : : : ; �n) � A = 0. Mit (i) erhalten wir
damit (�1; : : : ; �n) = 0, d.h. �1 = : : : = �n = 0, und fb1; : : : ; bng ist linear
unabhängig. ut

3.3.13 Satz(Transformationssatz) Es seienV und W endlich-dimensionaleK-
Vektorr̈aume,B undB0 Basen vonV sowieC undC 0 Basen vonW und f 2
Hom(V;W ). Dann kommutiert das folgende Diagramm
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Km Kn

V W

Km Kn
?

TB;B0

-DB;C(f)

?

TC;C0

Q
QQk

hB

�
��+

hB0

-f
�
��3
hC

Q
QQs
hC0

-
DB0;C0 (f)

D.h. es gilt

DB0;C0(f) = hC0 Æ f Æ h�1B0 = TC;C0 ÆDB;C(f) Æ TB;B0

�1

und damit auch

DB0;C0(f) = T�1B;B0 �DB;C(f) � TC;C0 = TB0;B �DB;C(f) � TC;C0 :

Beweis: Die Kommutativität der beiden inneren Trapeze haben wir bereits in Satz 3.3.6
gezeigt. Um auch die Kommutativit¨at desäußeren Rechtecks zu zeigen, haben wir
die folgenden Gleichungen zur Verf¨ugung

hC Æ f = DB;C(f) Æ hB (i)

hC0 = TC;C0 Æ hC (ii)

und

hB0 = TB;B0 Æ hB : (iii)

Damit erhalten wir

hC0 Æ f = TC;C0 Æ hC Æ f
= TC;C0 ÆDB;C(f) Æ hB
= TC;C0 ÆDB;C(f) Æ TB;B0

�1 Æ hB0

= T�1B;B0 �DB;C(f) � TC;C0 Æ hB0 ;

(iv)

wobei wir uns noch davon zu ¨uberzeugen haben, daß

A
�1

= A�1 (v)

gilt. Aus der dritten Zeile von (iv) folgt die Kommutativit¨at desäußeren Rechtecks
des Diagramms. Aus der letzten Zeile von (iv) folgtDB0;C0(f) =

T�1B;B0 �DB;C(f) � TC;C0 und daherDB0;C0(f) = T�1B;B0 �DB;C(f) � TC;C0 . Der

guten Form halber wollen wir auch (v) nachrechnen. Es istA�1(A(x)) = (x � A) �
A�1 = x � (AA�1) = x � E = x. Damit istA�1 Æ A = id und folglichA

�1
= A

�1
.
ut
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3.4 Der Rang linearer Abbildungen und der Rang einer
Matrix

3.4.1 Definition Seif 2 Hom(V;W ). Dann definieren wir Rang(f) := dim(Im (f)):

Für A 2 Km�n sei Rang(A) := Rang(A). Wir nennen Rang(f) denRangder
linearen Abbildungf und Rang(A) den Rang der MatrixA.

3.4.2 SatzSeif 2 Hom(V;W ) mit dimV;dimW < 1. Dann gilt Rang(f) =

Rang(f�). Insbesondere ist dannRang(A) = Rang(At).

Beweis: Für f 2 Hom(V;W ) haben wir nach Satz 2.4.12 und Satz 3.2.16

dimV = dim(Kern f) + dim(Im f)

= dim(Im f�?) + dim(Im f)
(i)

und nach Satz 3.2.17 auch

dimV = dim(Im f�) + dim(Im f�?): (ii)

Aus (i) und (ii) folgt dann

Rangf = dim(Im f) = dim(Im f�) = Rangf�: (iii)

FürA 2 Km�n undx 2 Kn folgt

At(x) = xAt = (Axt)t = bA(xt)t: (iv)

Aus (iv) folgt also, daß das Diagramm

Kn At���! Km??yt x??t

Kn

bA���! Km

(3.7)

kommutiert. Damit folgt Rang(At) = Rang(At) = Rang bA = RangA = RangA,
dennbA undA sind nach Satz 3.3.4 dual. ut

3.4.3 Satz IstA = DB;C(f) bez̈uglich zweier beliebiger BasenB undC desKm

bzw.Kn, so giltRang(A) = Rang(f).

Beweis: Nach Satz 3.3.13 gilt

hEn Æ f Æ hEm�1 = TC;En ÆDB;C(f) Æ T�1B;Em : (i)
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Nun ist hEn = id Kn und hEm = id Km , und damit kommutiert das folgende
Diagramm

Km f���! Kn

TB;Em

x?? x??TC;En
Km A���! Kn:

Da die AbbildungenTB;Em undTC;En beide bijektiv sind, folgt Imf �= Im A und
damit auch Rangf = RangA. ut

3.4.4 Korollar Ist A 2 Km�n und sindB 2 GL(m;K) undC 2 GL(n;K), so
gilt Rang(A) = Rang(B � A � C).
Beweis: Nach Bemerkung 3.3.12 k¨onnen wirB und C als Transformationsma-
trizen auffassen. Damit stellenA undB � A � C die gleiche Abbildung bez¨uglich
verschiedener Basen dar. Die Behauptung folgt daher aus Satz 3.4.3. ut

3.4.5 SatzSeif 2 Hom(V;W ). Die Abbildungf ist genau dann injektiv, wenn
Rang(f) = dim(V ) ist.

Beweis: WegendimV = dim(Kern f) + dim(Im f) ist Kern f genau dann der
Nullraum, wenndimV = dim(Im f) = Rangf ist. ut

3.4.6 Korollar Eine MatrixA 2 Kn�n ist genau dann invertierbar, wennRang(A) =
n ist.

Beweis: Nach Satz 3.1.14 istA 2 GL(n;K) genau dann, wennA bijektiv ist.
Nach Satz 2.3.9 ist aber die AbbildungA genau dann bijektiv, wenn sie injektiv
ist. Nach Satz 3.4.5 ist dies genau dann der Fall, wenn RangA = dimKn = n

ist. ut

3.5 Elementare Umformungen

3.5.1 NormalformensatzSei f 2 Hom(V;W ) mit dim(V ) = m < 1 und
dim(W ) = n <1. Dann gibt es BasenB vonV undC vonW , so daß

DB;C(f) =

�
Er;r 0

0 0

�
mit r = Rang(f)

ist.
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Beweis: Nach Satz 2.4.5 erhalten wir einen UnterraumU von V , so daßV =

Kern f � U ist. WegendimU = dimV � dim(Kern f) = dim(Im f) = r

erhalten wir eine Basis(b1; : : : ; br; br+1; : : : ; bn) von V , so daß(b1; : : : ; br) eine
Basis vonU und (br+1; : : : ; bn) eine Basis von Kernf ist. Wir behaupten, daß
dann(f(b1); : : : ; f(br)) eine Basis von Imf ist. Dazu gen¨ugt es zu zeigen, daß
die Mengeff(b1); : : : ; f(br)g linear unabh¨angig ist. Sei also0 =

Pr
i=1 �if(bi) =

f(
Pr

i=1 �ibi). Dann ist
Pr

i=1 �ibi 2 Kern f \ U und daher
Pr

i=1 �ibi = 0.
Wegen der linearen Unabh¨angigkeit vonfb1; : : : ; brg folgt daher�1 = : : : = �r =

0. Damit ist(f(b1); : : : ; f(br)) eine Basis von Imf , die wir zu einer BasisC =

(c1; : : : ; cn) vonW ergänzen. D.h. wir habenci = f(bi) für i = 1; : : : ; r. Damit
erhalten wir fürDB;C(f) = (�ij)

f(bi) =

nX
j=1

�ijcj =

�
ci für i = 1; : : : ; r

0 für i = r + 1; : : : ; n,

woraus�ij =

�
Æij für i = 1; : : : ; r

0 für i = r + 1; : : : ; n
folgt. Damit hatDB;C(f) die behaup-

tete Gestalt. ut

3.5.2 Definition Die elementaren Basistransformationen sind:

(I) Addieren eines Basisvektors zu einem anderen,

(II) Multiplikation eines Basisvektors mit� 2 K, � 6= 0.

3.5.3 Lemma GehenC undD aus einer BasisB durch eine elementare Basis-
transformation des Typs (I) bzw. (II) hervor, so sindC undD wieder Basen, und es
gelten f̈ur k; l 2 f1; : : : ; ng

TI := TB;C = En;n � E
n;n
k;l

und

TII := TB;D = En;n + (
1

�
� 1)E

n;n
k;k :

Beweis: SeienB = (b1; : : : ; bn), C = (c1; : : : ; cn) undD = (d1; : : : ; dn) mit

ci =

�
bi für i 6= k

bk + bl für i = k
und di =

�
bi für i 6= k

� � bk für i = k,

wobei k 6= l ist. Um einzusehen, daßC und D wieder Basen sind, gen¨ugt es,
die lineare Unabh¨angigkeit vonfc1; : : : ; cng undfd1; : : : ; dng zu zeigen. Ist0 =Pn

i=1 �ici =
Pn

i=1
i6=k

�ibi+�k(bk+bl) =
Pn

i=1
i6=l

�ibi+(�l+�k)bl, so folgt�i = 0
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für i 2 f1; : : : ; ng n flg und(�l + �k) = 0. Wegen�k = 0 impliziert das letztere
auch�l = 0. Ist 0 =

Pn
i=1 �idi =

Pn
i=1
i6=k

�ibi + � � �kbk, so folgt�i = 0 für

i 2 f1; : : : ; ng n fkg und� � �k = 0. Da� 6= 0 und jeder Körper nullteilerfrei ist,
erhalten wir auch�k = 0. Damit sindC undD Basen.
Um die TransformationsmatrixTB;C zu erhalten, berechnen wir

bi =

nX
j=1

�ijcj =

nX
j=1
j 6=k

�ijbj + �ik(bk + bl) =

nX
j=1
j 6=l

�ijbj + (�il + �ik)bl:

Daraus folgt zun¨achst�ij = Æij für i 2 f1; : : : ; ng n fkg undj 2 f1; : : : ; ng n flg.
Wegenbl = cl ist�ll = 1, und für i 6= k; l ist�il = 0. Wegenbk = �kkbk+(�kl+

�kk)bl folgt �kk = 1 und�kl = ��kk = �1. Für j 6= l, j 6= k ist schließlich
�kj = 0. Damit istTI = TB;C = (�ij) = En;n � E

n;n
k;l .

UmTB;D zu berechnen, setzen wir

bi =

nX
j=1

�ijdj =

nX
j=1
j 6=k

�ijbj + ��ikbk:

Daraus folgt�ij = Æij für i 6= k oderj 6= k. Wegenbk = ��kkbk ist �kk = 1
� .

Damit istTII = TB;D = (�ij) = En;n�En;nk;k +
1
�E

n;n
k;k = En;n+( 1��1)En;nk;k . ut

3.5.4 BemerkungEs folgt aus Korollar 3.3.11, daß die MatrizenEn;n � E
n;n
k;l

undEn;n+( 1��1)En;nk;k beide umkehrbar sind, und man rechnet sofort nach, daß für

deren Inversen(En;n � En;nk;l )
�1

= En;n + E
n;n
k;l und (En;n + ( 1� � 1)E

n;n
k;k )

�1
=

En;n + (�� 1)En;nk;k gilt.
Die Matrizen der GestaltE+ Ek;l und der GestaltE+ (�� 1) � Ek;k nennen wir
Elementarmatrizen.

Um die Wirkung der Multiplikation von Elementarmatrizen zu studieren, stellen
wir einige Rechnungen an.

3.5.5 Lemma Schreiben wir die MatrixA = (�ij)i=1;:::;m
j=1;:::;n

in der FormA =

0
@ a1

...
am

1
A

mit ai = (�i1; : : : ; �in), so giltemi � A = ai.

Dual erhalten wir f̈ur A = (b1; : : : ; bn) mit bi =

0
@ �1i

...
�mi

1
A auchA � (eni )t = bi.
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Beweis: Es istemi � A = (

mX
j=1

Æij�j1; : : : ;

mX
j=1

Ænj�jn) = (�i1; : : : ; �in) = ai. Der

Beweis der dualen Behauptung ergibt sich durch Transposition. Es istA � (eni )t =
(eni � At)t = (ai)

tt = ai.

3.5.6 Lemma Schreiben wirA =

0
@ a1

...
am

1
A, so folgt(E+Ek;l) �A =

0
BBBBB@

a1
...

ak + al
...
am

1
CCCCCA

und(E+ (�� 1)Ek;k) � A =

0
BBBBB@

a1
...

� � ak
...
am

1
CCCCCA.

Für A = (b1; : : : ; bn) gilt dual A � (E + Ek;l) = (b1; : : : ; bk + bl; : : : ; bn) und
A � (E+ (�� 1)Ek;k) = (b1; : : : ; � � bk; : : : ; bn).

Beweis: Schreiben wirE+Ek;l als Matrix von Zeilenvektoren, so erhalten wirE+

Ek;l =

0
BBBBB@

e1
...

ek + el
...
em

1
CCCCCA und damit(E+Ek;l)�A =

0
BBBBB@

e1 � A
...

(ek + el) � A
...

em � A

1
CCCCCA =

0
BBBBB@

a1
...

ak + al
...
am

1
CCCCCA.

Analog folgt(E+ (�� 1)Ek;k) � A =

0
BBBBB@

e1 � A
...

�ek � A
...

em � A

1
CCCCCA =

0
BBBBB@

a1
...

�ak
...
am

1
CCCCCA. ut

3.5.7 Definition Die elementaren Zeilen- und Spaltenumformungeneinerm�
n–Matrix sind:

(ZI) Addition einer Zeile zu einer anderen (d.h. die Multiplikation mit der Ele-
mentarmatrix(E+ Ek;l) von links.)

(SI) Addition einer Spalte zu einer anderen (d.h. die Multiplikation mit der Ele-
mentarmatrix(E+ El;k) von rechts.)
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(ZII ) Multiplikation einer Zeile mit� 2 K, � 6= 0 (d.h. die Multiplikation mit
(E+ (�� 1) � Ek;k) von links.)

(SII ) Multiplikation einer Spalte mit� 2 K, � 6= 0 (d.h. die Multiplikation mit
(E+ (�� 1) � Ek;k) von rechts.)

Durch sukzessives Ausf¨uhren elementarer Zeilen- bzw. Spaltenumformungen er-
halten wir Umformungen der folgenden Typen:

(ZIII ) Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

(SIII ) Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen.

(ZIV ) Vertauschen zweier Zeilen.0
BBBBB@

...
a
...
b
...

1
CCCCCA

ZI�!

0
BBBBB@

...
a
...

a+ b
...

1
CCCCCA

ZIII�!

0
BBBBBB@

...
a� (a+ b)

...
a+ b

...

1
CCCCCCA

=

0
BBBBBB@

...
�b
...

a+ b
...

1
CCCCCCA

ZI�!

0
BBBBBB@

...
�b
...

a+ b� b
...

1
CCCCCCA

=

0
BBBBB@

...
�b
...
a
...

1
CCCCCA

ZII�!

0
BBBBB@

...
b
...
a
...

1
CCCCCA :

(SIV ) Vertauschen zweier Spalten.

(ZV) Addition einer Linearkombination vonr (1 � r < n) Zeilen zu einer ande-
ren.

0
BBBBBBBBBB@

...
a1
...
ar
...
b
...

1
CCCCCCCCCCA

ZII! � � � ZII!

0
BBBBBBBBBB@

...
�1a1

...
�rar

...
b
...

1
CCCCCCCCCCA

ZIII! � � � ZIII!

0
BBBBBBBBBBBBB@

...
�1a1

...
�rar

...
rX
i=1

�iai + b

...

1
CCCCCCCCCCCCCA
:

(SV) Addition einer Linearkombination vonr (1 � r < n) Spalten zu einer
anderen.
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Beachte Elementare Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation mit ei-
nem Produkt von Elementarmatrizen von links, elementare Spaltenumformungen
der Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen von rechts. Aus ZIII

bzw. SIII folgt, daß auch die zu einer Elementarmatrix inverse Matrix ein Produkt
von Elementarmatrizen ist.

3.5.8 Satz Ist f 2 Hom(V;W ) undB0 eine Basis vonV , die ausB durch ele-
mentare Basistransformationen entsteht, so entstehtDB0;C(f) ausDB;C(f) durch
elementare Zeilenumformungen.
Dual entstehtDB;C0(f) ausDB;C(f) durch elementare Spaltenumformungen, wenn
C 0 aus einer BasisC vonW durch elementare Basistransformationen hervorgeht.

Beweis: Nach Satz 3.3.13 istDB0;C(f) = T�1B;B0 � DB;C(f). Die Inversen der
Transformationsmatrizen elementarer Basistransformationen sind aber genau die
Elementarmatrizen, und Multiplikation mit Produkten von Elementarmatrizen von
links entspricht elementaren Zeilenumformungen. Analog istDB;C0(f) = DB;C(f)�
TC;C0 , undTC;C0 ist als Inverses einer Elementarmatrix ein Produkt von Element-
armatrizen. Multiplikation mit Produkten von Elementarmatrizen von rechts ent-
spricht aber elementaren Spaltenumformungen. ut

3.5.9 Satz Ist r = Rang(A), so istr die maximale Anzahl linear unabhängiger
Zeilenvektoren – derZeilenrang– vonA. Ebenso istr die maximale Anzahl linear
unabḧangiger Spaltenvektoren – derSpaltenrang– vonA.

Beweis: Für A =

0
@ a1

...
am

1
A ist A(�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �n) � A =

Pm
i=1 �iai.

Damit ist Im A = ha1; : : : ; ami. Wegendim(Im A) = RangA = r sind da-
her höchstensr Zeilenvektoren linear unabh¨angig. Nach Satz 3.4.2 ist aber auch
RangAt = r, und die zweite Behauptung folgt durchÜbergang zur transponierten
Matrix. ut

3.5.10 BemerkungAus Satz 3.5.9 folgt, daß eine Matrix genausoviele linear un-
abḧangige Zeilen- wie Spaltenvektoren enthält. Der Zeilenrangeiner Matrix ist
also stets gleich ihremSpaltenrang.

3.5.11 Lemma IstA 2 Km�n mit Rang(A) = r, dann gibt es ProdukteV undW
von Elementarmatrizen derart, daßA �W = (B; 0) mitB 2 Km�r undV � A =�
C

0

�
mit C 2 Kr�n.
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Beweis: Die elementaren Spaltenumformungen entsprechen genau der Multiplika-
tion mit einem Produkt von Elementarmatrizen von rechts. Durch elementare Spal-
tenumformungen vom Typ SIV bringen wirA in die Form(a1; : : : ; ar; ar+1; : : : ; an),
wobeia1; : : : ; ar linear unabh¨angig sind und jedesai für i 2 fr + 1; : : : ; ng eine
Linearkombination vona1; : : : ; ar ist. Dann bringen wir mit elementaren Spalte-
numformungen vom Typ SV diear+1; : : : ; an zum Verschwinden. DurcḧUbergang
zur transponierten Matrix folgt aus der ersten Behauptung auch sofort die zweite.

ut

3.5.12 SatzZu jeder MatrixA 2 Km�n mit Rang(A) = r gibt es ProdukteW

undV von Elementarmatrizen, so daßV � A �W =

�
Er;r 0

0 0

�
ist.

Beweis: Mit Lemma 3.5.11 k¨onnen wirA durch elementare Spalten- und Zeile-

numformungen auf die GestaltC :=

�
B 0

0 0

�
mit B 2 Kr�r und RangB = r

bringen. SeiC = (�ij)m;n. Dann sind nicht alle�1j = 0. Durch Vertauschen von
Spalten (SIV ) erreichen wir�111 6= 0 und durch SII �211 = 1. Durch Zeilenumfor-
mungen ZIII erhalten wir�3i1 = 0 für i = 2; : : : ;m. Durch Spaltenumformungen
SIII erhalten wir�41j = 0 für j = 2; : : : ; n. Damit haben wirA durch elementare

Zeilen- und Spaltenumformungen auf die GestaltC2 =

0
@ 1 0 0

0 B1 0

0 0 0

1
A gebracht,

wobeiB1 2 K(r�1)�(r�1) mit Rang(B1) = r�1 ist. Nun wenden wir das gleiche
Verfahren aufB1 an und erhalten durch Iteration die gew¨unschte Gestalt. ut
Eine Anwendung von Satz 3.5.12 ist die explizite Berechnung von Basen des Kernes
und des Bildes einer Abbildungf 2 Hom(Km;Kn). Wir berechnen zun¨achstA :=

DEm ;En (f). Ist RangA = r und (br+1; : : : ; bm) eine Basis des Kernes, so daßB =

(b1; : : : ; br; br+1; : : : ; bm) eine Basis desKm undC = (f(b1); : : : ; f(br); cr+1; : : : ; cn)

eine Basis desKn ist, so ist nach dem Normalformensatz (Satz 3.5.1)(f(b1); : : : ; f(br))

eine Basis des Bildes, und es giltDB;C(f) =

�
E
r;r 0

0 0

�
. Nach Satz 3.5.12 gibt es um-

kehrbare MatrizenV undW, so daß

�
E
r;r 0

0 0

�
= V � A �W ist. Nun gilt aber nach

Satz 3.3.13 auchDB;C(f) = TB;Em �DEm ;En (f) �TEn ;C . (Hierbei haben wir benutzt, daß

TB;Em = T
�1

Em ;B ist.) Also können wirTB;Em = V setzen. Kennen wirV =

0
@
a1
...
am

1
A

mit ai = (�i1; : : : ; �im), so istbi =
Pm

j=1 �ije
m
j = ai. Damit sindar+1; : : : ; am eine

Basis des Kernes und(f(a1); : : : ; f(ar)) = (A(a1); : : : ;A(ar)) = (a1A; : : : ; arA) eine
Basis des Bildes. Es geht also nur darum,V zu berechnen. WegenV = V � E erhalten wir
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V aber dadurch, daß wir die gleichen Zeilenumformungen auf die EinheitsmatrixEm;m

anwenden, die wir anzuwenden haben, umA auf Normalform zu transformieren. Diese
Transformation liefert uns gleichzeitig den Rang vonA, so daß wir alle wesentlichen Da-
ten dann vonV ablesen k¨onnen.

In der eben skizzierten Anwendung waren nur die Zeilenumformungen von Inter-
esse. Wir werden sehen, daß dies auch in anderen Situationen der Fall ist. Daher
wollen wir uns Zeilentransformationen genauer ansehen.

3.5.13 Definition Eine MatrixA ist in Zeilenstufenform, wenn sie die Gestalt

A =

0
BBBBBBBBBBBBBB@

0 � � � 0 �1j1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 � � � � � � � � � � � � � � � � 0 �2j2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
... � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � . . .

...

0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 �r�1jr�1 � � � � � � � � � � � �
0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 �rjr � � �
0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0
...

...
0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

hat, wobei die eingerahmten Elemente�iji in der Stufenlinie�1j1 ; : : : ; �rjr un-
gleich0, die Elemente unterhalb der Stufenlinie 0 und die ¨ubrigen Elemente belie-
big sind. Die Elemente in den K¨astchen heißenPivotsoderAngelpunkteder Matrix
in Zeilenstufenform.

Beachte Da bei der MatrixA in Zeilenstufenform die erstenr Zeilen linear un-
abḧangig sind, hatA den Zeilenrangr und damit giltRangA = r.

3.5.14 SatzZu jeder MatrixA 2 Km�n gibt es ein ProduktV von Elementarma-
trizen, so daßV � A in Zeilenstufenform ist.

Beweis: Die Zeilenstufenform wird durch dasGaußsche Eliminationsverfahren
gefunden, das wie folgt abl¨auft:

Erster Schritt: Man bestimmej1 als den Index der ersten Spalte vonA, die
nicht nur aus Nullen besteht. MitZIV bringt man ein von0 verschiedenes Element
dieser Spalte in die erste Zeile. Dieses ist schon�1j1 .

Zweiter Schritt: Durchm� 1 Umformungen vom TypZIII macht man die Ele-
mente unterhalb von�1j1 zu0.
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Iteration: Jetzt haben wir eine Matrix der Gestalt�
0 � � � 0 �1j1 � � �
0 � � � � � � � � 0 A0

�

und wenden den ersten und zweiten Schritt auf die unten rechts stehende Rest-
matrix A0 2 K(m�1)�(n�j1) an. Alles, was außerhalb vonA0 steht, bleibt dabei
unver̈andert. Dies wiederholen wir so lange, bis die verbleibende RestmatrixA0

die Nullmatrix ist.

Da wir im Gaußschen Eliminationsverfahren nur Zeilenumformungen vornehmen,
erhalten wir die Zeilenstufenform alsV � A, wobeiV ein Produkt von Elementar-
matrizen ist. ut
Zur Erläuterung des Gaußschen Eliminationsverfahren wollen wir ein Beispiel
rechnen.

Ausgangsmatrix

A =

0
BB@

0 0 0 2 �1
0 1 �2 1 0

0 �1 2 1 �1
0 0 0 1 2

1
CCA

Erster Schritt: Nach ZIV : Z1 $ Z20
BB@

0 1 �2 1 0

0 0 0 2 �1
0 �1 2 1 �1
0 0 0 1 2

1
CCA

Zweiter Schritt: Nach ZIII : Z3 + Z10
BB@

0 1 �2 1 0

0 0 0 2 �1
0 0 0 2 �1
0 0 0 1 2

1
CCA

Erster Schritt’: Nach ZIV : Z4 $ Z20
BB@

0 1 �2 1 0

0 0 0 1 2

0 0 0 2 �1
0 0 0 2 �1

1
CCA
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Zweiter Schritt’: Nach ZIII : Z3 � 2Z2 undZ4 � 2Z2

0
BB@

0 1 �2 1 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 �5
0 0 0 0 �5

1
CCA

undZ4 � Z3 0
BB@

0 1 �2 1 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 �5
0 0 0 0 0

1
CCA

Also ist r = 3, j1 = 2, j2 = 4, j3 = 5 und Rang(A) = 3.

3.5.15 Korollar Jede MatrixA 2 GL(n;K) ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis: IstA 2 GL(n;K), so ist nach Korollar 3.4.6 RangA = n. Nach Satz 3.5.12
gibt es ProdukteV undW von Elementarmatrizen, so daßV � A �W = En;n ist.
Damit istA = V�1 �W�1. Wie wir nach Definition 3.5.7 bemerkt haben, ist aber
V�1 �W�1 wieder ein Produkt von Elementarmatrizen. ut

3.5.16 Korollar Ist A 2 GL(n;K), so kannA bereits allein durch elementare
Zeilen-oder Spaltenumformungen in die Einheitsmatrixüberf̈uhrt werden.

Beweis: SeiA =
Qn

i=1Vi mit ElementarmatrizenVi. Dann giltE = A�1 � A =

(
Qn

i=1Vi)
�1 � A. Nun ist aber(

Qn
i=1Vi)

�1 =
Qn

i=1V
�1
n�i+1 wieder ein Produkt

von Elementarmatrizen. Die Multiplikation mit Produkten von Elementarmatrizen
von links entspricht aber elementaren Zeilenumformungen. Die zweite Behauptung
folgt durchÜbergang zur transponierten Matrix. ut

3.5.17 SatzSeiA 2 GL(n;K). Man erḧalt A�1, indem man dieselben Zeilen-
und Spaltenumformungen, dieA in E überf̈uhren, anE vornimmt.

Beweis: Nach Korollar 3.5.16 gibt es ElementarmatrizenVi mit E =
Qn

i=1Vi �A.
Dann istA�1 =

Qn
i=1Vi � E. ut
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3.6 Lineare Gleichungssysteme und affine R̈aume

3.6.1 Definition SeiK ein Körper. Ein System vonm Gleichungen

�11x1 + � � � + �1nxn = �1
...

...
...

�m1x1 + � � � + �mnxn = �m

(3.8)

mit �ij 2 K und�i 2 K heißt einlineares Gleichungssystemmit n Unbekannten
x1; : : : ; xn.

Setzen wirA = (�ij)i=1;:::;m
j=1;:::;n

, x =

0
@ x1

...
xn

1
A und b =

0
@ �1

...
�m

1
A, so läßt sich (3.8)

schreiben als

A � x = b: (3.9)

Wir untersuchen die folgenden Fragen:

(A) Unter welchen Bedingungen ist (3.9) l¨osbar, d.h. wann gibt es einx 2 Kn

mit A � x = b?

(B) Unter welchen Bedingungen ist (3.9) eindeutig l¨osbar, d.h. wann gibt es
genau einx 2 Kn mit A � x = b?

(C) Unter welchen Bedingungen anA ist (3.9) universell l¨osbar, d.h. l¨osbar für
jedesb 2 Km?

(D) Wie lassen sich die L¨osungen von (3.9) beschreiben?

Fassen wir (3.9) in der FormbA(x) = b als Abbildung auf, so hilft uns die bislang
entwickelte Theorie linearer Abbildungen bei der Beantwortung dieser Fragestel-
lungen.

3.6.2 BeobachtungSeiA 2 Km�n, b 2 Km. Das GleichungssystemA � x = b

ist genau dann l¨osbar, wennb 2 Im (bA) ist. Damit istA � x = b universell lösbar,
wenn Im(bA) = Km ist, d.h. wenn Rang(A) = m ist.

Diese Beobachtung l¨aßt sich in zwei S¨atze fassen.

3.6.3 SatzDas GleichungssystemA � x = b für A 2 Km�n undb 2 Km ist genau
dann universell l̈osbar, wennm = Rang(A) � n ist.

Beweis: Wie wir bereits beobachtet haben, ist das Gleichungssystem genau dann
universell lösbar, wenn RangA = m ist. DabA:Kn �! Km istm = dim(Im A) �
n. ut
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3.6.4 SatzDas GleichungssystemA � x = b für A 2 Km�n undb 2 Km ist genau
dann l̈osbar, wennRang(A) = Rang(A; b) ist, wobei(A; b) 2 Km�(n+1) durch
Hinzuf̈ugen der Spalteb ausA entsteht. Man nennt(A; b) die geränderte Matrix
des Gleichungssystems.

Beweis: Wie wir bereits beobachtet haben, ist das Gleichungssystem genau dann
lösbar, wennb 2 Im (bA) ist. FürA = (a1; : : : ; an) ist aber Im(bA) = ha1; : : : ; ani.
Nun istb 2 ha1; : : : ; ani genau dann, wenndimha1; : : : ; an; bi = dimha1; : : : ; ani
ist. Wegen Rang(A; b) = dimha1; : : : ; an; bi folgt daraus die Behauptung. ut

3.6.5 SatzDas GleichungssystemA �x = b für A 2 Km�n, undb 2 Km ist genau
dann eindeutig l̈osbar, wennn = Rang(A) = Rang(A; b) ist.

Beweis:): Ist RangA < Rang(A; b), so ist das Gleichungssystem nach Satz
3.6.4 nicht lösbar. Istn > RangA = Rang(A; b), so istdim(Kern bA) = n �
RangA 6= 0. Nach Satz 3.6.4 gibt es einx 2 Kn mit A �x = b. Dadim(Kern bA) 6=
0 ist, gibt es einy 2 Kern bA mit y 6= 0. Dann folgtx 6= x + y undA � (x + y) =

A � x + A � y = b + 0 = b. Das Gleichungssystem hat daher mindestens zwei
Lösungen.
(: Ist RangA = Rang(A; b), so ist das Gleichungssystem nach Satz 3.6.4
lösbar. Ausdim(Kern bA) = n � RangA = 0 erhalten wir KernbA = 0. Da-
mit ist bA injektiv, undb besitzt genau ein Urbild. ut

3.6.6 SatzDas GleichungssystemA � x = b für A 2 Km�n, b 2 Km ist genau
dann eindeutig und universell lösbar, wennRang(A) = m = n (und damitA 2
GL(n;K)) ist. Die Lösung ist dann durchx = A�1 � b gegeben.

Beweis: Das GleichungssystemA � x = b ist genau dann universell und eindeutig
lösbar, wennbA bijektiv ist. Nach Satz 3.1.14 ist dies genau dann der Fall, wenn
At invertierbar ist. Nach Korollar 3.4.6 ist dies ¨aquivalent dazu, daß RangAt =

RangA = n ist. Durch Multiplikation des GleichungssystemsA � x = b mit A�1

von links erhalten wir die L¨osungx = A�1 � b. ut
Damit haben wir die Fragen (A)–(C) beantwortet und wollen nun die Struktur der
Lösungsmenge studieren.

3.6.7 Satz IstA 2 Km�n, b 2 Km undx 2 bA�1(b), so erhalten wir die L̈osungs-
menge durchbA�1(b) = x+ Kern(bA).
Beweis: Seix 2 bA�1(b).
�: Wir haben bereits im Beweis zu Satz 3.6.5 gesehen, daß dann f¨ury 2 Kern(bA)
auchx+y eine Lösung des Gleichungssystems ist. Also giltx+Kern bA � bA�1(b).
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�: Für die umgekehrte Inklusion nehmen wiry 2 bA�1(b) an. Dann giltbA(y �
x) = bA(y) � bA(x) = b � b = 0 und damity � x 2 Kern bA. Damit ist y =

x+ (y� x) 2 x+ Kern bA. ut

Affine Räume und lineare Mannigfaltigkeiten

Um die Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme genauer studieren zu k¨onnen,
führen wir affine R¨aume und lineare Mannigfaltigkeiten ein.

3.6.8 Definition SeiM 6= ;, V einK-Vektorraum und�:M �M �! V eine
Surjektion. Anstelle von�(P;Q) schreiben wir

��!
PQ aus Gründen, die gleich n¨aher

erläutert werden sollen.
Das Tripel(M;�; V ) heißt einaffiner Raum, wenn die folgenden Axiome erf¨ullt
sind

(A1) (8P 2M)(8a2 V )(9Q2M)[a =
��!
PQ],

(A2) (8P;Q;R 2M)[
��!
PQ+

��!
QR =

�!
PR],

(A3) (8P;Q 2M)[
��!
PQ = 0 ) P = Q].

Wir nennenM die Menge derPunktedes affinen Raumes,�(P;Q) =:
��!
PQ 2 V ist

dieStrecke, dieP undQ verbindet. Man nenntV denDifferenzenraumdes affinen
RaumesA = (M;�; V ).

In einem affinen Raum gelten weiterhin

(A4)
��!
PP = 0,

denn es es ist nach (A2)
��!
PP =

��!
PP +

��!
PP , woraus

��!
PP = 0 folgt.

(A5)
��!
PQ =

�!
PR ) Q = R,

denn es gilt nach (A2)
��!
PQ+

��!
QR =

�!
PR =

��!
PQ, woraus

��!
QR = 0 und daraus nach

(A3) Q = R folgt.
Es folgt aus (A1) und (A5), daß es zuP 2M unda 2 V einen eindeutig bestimm-
ten PunktQ 2M gibt mit

��!
PQ = a. Wir schreibenQ =: P+a, d.h.

�����!
P; P + a = a.

Man sagt: “Q entsteht durch Abtragen des Vektorsa vom PunkteP aus.”

(A6) (P + a) + b = P + (a+ b),

denn setzen wirR := (P + a) + b, so erhalten wir
�!
PR =

�����!
PP + a +

�����!
P + aR =

a+ b =
���������!
PP + (a+ b), d.h.R = P + (a+ b).

(A7)
��!
PQ =

�!
RS , �!

PR =
�!
QS,
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denn nach (A2) kommutiert das folgende Diagramm:

P

��!
PQ���! Q

�!
PR

??y ??y�!QS
R

�!
RS���! S

3.6.9 Satz Ist V ein K-Vektorraum,U ein Teilraum vonV und v 2 V , so ist
das Tripel(v + U; �; U) mit �(v + u1; v + u2) := u2 � u1 ein affiner Raum mit
Differenzenraum U.

Beweis: Für u 2 U ist�����!v; v + u = �(v; v + u) = u� 0 = u. Damit ist� surjektiv.
Wir prüfen nun die einzelnen Axiome nach.
(A1) AusP = v+ u1 2 v+U unda 2 U folgt �������������!v + u1; v + u1 + a = u1 + a�
u1 = a. D.h. wir könnenQ = v + (u1 + a) 2 v + U setzen.
(A2) SeiP = v + u1, Q = v + u2 undR = v + u3. Dann ist

��!
PQ +

��!
QR =���������!

v + u1; v + u2+
���������!
v + u2; v + u3 = u2�u1+u3�u2 = u3�u1 = ���������!

v + u1; v + u3 =�!
PR.
(A3) Aus���������!v + u1; v + u2 = 0 erhalten wiru2 � u1 = 0, worausu1 = u2 und
damit auchv + u1 = v + u2 folgt. ut
Es folgt aus Satz 3.6.9, daß sich jeder VektorraumV als affiner Raum(V; �; V )

mit �(u; v) := v � u auffassen l¨aßt. Der Begriff des affinen Raumes ist also der
allgemeinere. In Abbildung 3.1 haben wir denR2 als affinen Raum dargestellt.
Wir wollen nun zeigen, daß sich jeder affine RaumA bis auf Isomorphie als ein
“um einen Vektorv parallel verschobener” VektorraumA �= (v+U; �; U) darstel-
len läßt. Dazu m¨ussen wir den Begriff der Isomorphie auf affine R¨aume ausweiten.
Seien dazuA = (M;�;U) undA0 = (M 0; �0; U) zwei affine Räume mit gleichem
DifferenzenraumU . Eine Bijektionf :M �! M 0 heißt einIsomorphismus der
affinen R̈aume, wenn gilt:

(8P;Q2M)[�(P;Q) = �0(f(P ); f(Q))]; d.h.

(8P;Q2M)[
��!
PQ =

������!
f(P )f(Q)]:

(3.10)

Bemerkung Eine Bijektionf :M �! M 0 ist genau dann ein Isomorphismus der
affinen R̈aume(M;�;U) und(M 0; �0; U), wenn

(8P 2M)(8a2U)[f(P + a) = f(P ) + a] (3.11)

gilt.

Beweis:): SeiP 2 M und a 2 U . Dann gilt für Q := P + a bereitsa =��!
PQ =

������!
f(P )f(Q). Also istf(P ) + a = f(Q) = f(P + a).
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0
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v,u
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Abbildung 3.1: DerR2 als affiner Raum. Die Punkte des Raumes sind die Vektoren
f(x; y) x; y 2 Rg, die wir hier als Endpunkte der “Zeiger” dargestellt haben. Die
Strecken sind die Verbindungen dieser Endpunkte.

(: SeienP;Q 2 M unda :=
��!
PQ. Dann istQ = P + a und damitf(Q) =

f(P + a) = f(P ) + a. Damit folgt
��!
PQ = a =

������!
f(P )f(Q). ut

3.6.10 Lemma Ist f ein Isomorphismus der affinen RäumeA = (M;�;U) und
A0 = (M 0; �0; U) und istS 2 M , so istf durch das Bildf(S) von S bereits
eindeutig bestimmt. Umgekehrt definiert für S 2 M undS0 2 M 0 die Abbildung
f :M �! M 0, P 7�! S0 +

�!
SP einen Isomorphismus der affinen Räume.

Beweis: Sei f :M �! M 0 ein Isomorphismus der affinen R¨aume. ZuP 2 M

finden wir eina 2 U mit P = S+a, und es folgtf(P ) = f(S)+a = f(S)+
�!
SP .

Ist g:M �! M 0 ein weiterer Isomorphismus mitf(S) = g(S), so folgtg(P ) =

g(S) +
�!
SP = f(S) +

�!
SP = f(P ). Damit istf = g.

Seien nunS 2 M undS0 2 M 0 gegeben. Wir definierenf(P ) := S0 +
�!
SP . Ist

P 0 2M 0, so seia :=
��!
S0P 0. Nach (A1) finden wir einP 2M mit

�!
SP = a, und es

ist f(P ) = S0+a = P 0. Damit istf surjektiv. Giltf(P ) = f(Q) fürP;Q 2M , so

istS0+
�!
SP = f(P ) = f(Q) = S0+

�!
SQ. Es folgt

�!
SP =

����!
S0f(P ) =

����!
S0f(Q) =

�!
SQ

und daraus nach (A5)P = Q. Also istf auch injektiv. Schließlich folgt mita :=��!
PQ f(P +a) = f(Q) = S0+

�!
SQ = S0+

�!
SP +

��!
PQ = f(P )+

��!
PQ = f(P )+a.

Damit istf ein Isomorphismus. ut
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3.6.11 SatzIst A ein affiner Raum mit DifferenzenraumU , so istA �= (U;�!; U)

mit �!vu = u � v. Insbesondere sind affine Räume mit gleichem Differenzenraum
isomorph.

Beweis: SeiA = (M;�;U). WähleS 2 M . Dann ist nach Lemma 3.6.10 die
Abbildungf :M �! U mit f(P ) :=

�!
SP ein Isomorphismus. ut

3.6.12 Definition SeiV einK-Vektorraum undM � V , M 6= ;. Wir nennenM
einelineare Mannigfaltigkeitin V , wenn gilt

(8u1; : : : ; um 2M)(8�1; : : : ; �m 2K)[

mX
i=1

�i = 1 )
mX
i=1

�iui 2M ]:

Zu einer linearen MannigfaltigkeitM definieren wir den Differenzenraum

�M := fu� v u; v 2Mg:

3.6.13 Lemma Ist M eine lineare Mannigfaltigkeit inV , so ist�M 6= ;, M =

v +�M für jedesv 2M und�M ein Teilraum vonV .

Beweis: DaM 6= ; ist 0 2 �M und damit auch�M 6= ;. Seiv 2 M . Dann
läßt sich jedesu 2 M darstellen alsu = v + (u � v) 2 v +�M . Ist umgekehrt
x 2 v +�M , so gibt esu;w 2M mit x = v + (u � w). Da1 + 1� 1 = 1 folgt
darausx 2 M . Es bleibt zu zeigen, daß�M ein Teilraum vonV ist. Ista 2 �M

und� 2 K, so finden wiru;w 2M mit �a = �(u�w) = �u� �w +w�w =

�u+ (1��)w�w 2 �M , denn wegen�+1�� = 1 ist �u� (1��)w 2M .
Damit haben wir gezeigt, daß�M unter skalarer Multiplikation abgeschlossen ist.
Etwas schwieriger gestaltet sich der Nachweis der Abgeschlossenheit gegen¨uber
der Addition. Hier müssen wir uns den Grundk¨orper genauer ansehen. Unter der
Charakteristik eines K̈orpersK versteht man die Anzahl der1en, die man ben¨otigt
um0 darzustellen, d.h.

CharK :=

�
minfn2 N 1 � n = 0g falls es so einn 2 N gibt
0 sonst,

wobei1 �n als Abkürzung1 + : : :+ 1| {z }
n�fach

steht. Ohne daß wir hier n¨aher darauf einge-

hen wollen, sei ohne Beweis bemerkt, daß die Charakteristik eines K¨orpers immer
eine Primzahl oder0 ist. (So ist z.B. Char(Q) = 0). Alles, was wir hier ben¨otigen,
ist die Tatsache, daß ein K¨orper einer Charakteristik6= 2 mehr als zwei Elemente
besitzt. Das folgt daraus, daß ein K¨orper immer mindestens zwei Elemente besit-
zen muß,0 und 1, die neutralen Elemente der additiven und der multiplikativen
Gruppe. Wären dies die einzigen, so m¨ußte1 bezüglich der Addition zu sich selbst
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invers sein, d.h. es m¨ußte1 + 1 = 0 gelten, was im Widerspruch zu CharK 6= 2

stünde.
Wir nehmen nun an, daß der Grundk¨orper des Vektorraumes eine Charakteristik
6= 2 besitzt. Wir wählen nun ein� 2 K, das von0 und 1 verschieden ist, und
erhalten für a; b 2 �M sowohl��1a 2 �M als auch(1� �)�1b 2 �M . Wegen
M = v+�M erhalten wirv+��1a 2M undv+(1� �)�1b 2M . Damit folgt
v+a+ b = �(v+��1a)+(1��)[v+(1� �)�1b] 2M und somita+ b 2 �M .
Ist CharK = 2, so ist1+1 = 0 und wegen1+1+1 = 1 folgt ausv+a 2M und
v+b 2M auch1(v+0)+1(v+a)+1(v+b) = (1+1)v+v+a+b = v+a+b 2M

und damit wiedera+ b 2 �M . ut

3.6.14 SatzDie linearen Mannigfaltigkeiten vonV sind genau die affinen R̈aume
der GestaltM = v + U , wobeiv 2 V undU ein Unterraum vonV ist.

Beweis: Wir haben in Lemma 3.6.13 gesehen, daß sich jede lineare Mannigfaltig-
keit M auf V in der FormM = v + �M darstellen läßt, wobeiv 2 M � V

und �M ein linearer Teilraum vonV ist. Nach Satz 3.6.9 ist(M;�;�M) mit
�(u; v) = v � u ein affiner Raum.
Ist umgekehrtM = v + U für ein v 2 V und einen TeilraumU � V und sind
w1; : : : ; wn 2 U , so erhalten wir f¨ur �1; : : : ; �n 2 K mit

Pn
i=1 �i = 1

nX
i=1

�i(v + wi) = (

nX
i=1

�i)v +

nX
i=1

�iwi = v +

nX
i=1

�iwi 2 v + U = M:

Damit istM eine lineare Mannigfaltigkeit. ut

Ein Beispiel

Als Beispiele für lineare Mannigfaltigkeiten wollen wirGeradeneinführen. Wir
definieren

Definition Sei V ein Vektorraum undu; v 2 V , so heißt die MengeGuv :=

fv + �(u� v) � 2 Kg die Geradedurch u und v.

Zuerst wollen wir uns davon ¨uberzeugen, daßGuv eine lineare Mannigfaltigkeit
ist. Sinda1; : : : ; an 2 Gu;v, so hat jedesai die Gestaltai = v + �i(u � v).
Sind �1; : : : ; �n 2 K mit

Pn
i=1 �i = 1, so folgt

Pn
i=1 �iai =

Pn
i=1 �iv +

(
Pn

i=1 �i�i)(u� v) = v + �(u� v) 2 Gu;v mit � =
Pn

i=1 �i�i.
Andererseits k¨onnen wir einsehen, daß eine lineare MannigfaltigkeitM mit zwei
Punktenu; v auch immer die GeradeGu;v durch diese Punkte enth¨alt. Sind nämlich
u; v 2 M und istx 2 Gu;v, so folgtx = v + �(u � v) = v + �u � �v 2 M , da
1 + �� � = 1.
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Abbildung 3.2: Eine Gerade imR2 . Ein Vergleich mit Abbildung 3.1 zeigt, daß der
R2 als affiner Raum aufgefaßt alle Geraden enth¨alt.

Die Sätze 3.6.7 und 3.6.14 liefern uns nun den Zusammenhang zwischen linea-
ren Gleichungssystemen und linearen Mannigfaltigkeiten. Fassen wir beide zusam-
men, so erhalten wir den folgenden Satz.

3.6.15 SatzIstA 2 Km�nundb 2 Km, so ist die L̈osungsmenge des Gleichungs-
systemsA � x = b eine lineare Mannigfaltigkeit imKn der Gestalta + Kern(bA),
wobeia eine partikul̈are Lösung ist, d.h. es giltA � a = b.

3.6.16 BemerkungWir wollen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zum
praktischen L¨osen linearer Gleichungssysteme abschließen. Dabei werden wir uns
jedoch auf grunds¨atzliche Verfahren beschr¨anken. Wirklich effiziente Verfahren,
die auch mit großen Gleichungssystemen zu Rande kommen, werden Sie in der
numerischen Mathematik kennenlernen.

Nach Satz 3.6.7 hat jede L¨osung der GleichungA � x = b, so sie existiert, die Ge-
stalt a + u mit A � a = b, d.h. a ist partikuläre Lösung undu 2 Kern(bA). Um
ein u 2 Kern(bA) zu erhalten, m¨ussen wir das GleichungssystembA(x) = 0, d.h.
A � x = 0 lösen. Das GleichungssystemA � x = 0 wird als das zum Gleichungssy-
stemA � x = b gehörendehomogene Gleichungssystembezeichnet. Das homogene

105



3. Matrizen

Gleichungssystem hat also die Form:

�11x1 + �12x2 + � � � + �1nxn = 0
...

...
...

...
�m1x1 + �m2x2 + � � � + �mnxn = 0

Nun istbA:Kn �! Km und damitn = dimKn = Rang bA+dim(Kern bA). Also
ist dim(Kern bA) = n � r. Um eine Basis von KernbA zu erhalten, m¨ussen wir
dahern � r linear unabh¨angige Vektoren finden, die das homogene Gleichungs-
system lösen. Haben wir so eine Basis(b1; : : : ; bn�r) gefunden, erhalten wir die
allgemeine L¨osung in der Form

a+

n�rX
i=1

�ibi; (3.12)

wobei�i alle Körperelemente durchlaufen unda eine partikuläre Lösung ist.
Um einen Algorithmus zur L¨osung von Gleichungssystemen zu erhalten, erinnern
wir uns an die Elementaroperationen. Nach Satz 3.5.14 gibt es ein ProduktV von
Elementarmatrizen, so daßV �A Zeilenstufenform hat. Das Gleichungssystem lau-
tet dann

V � A � x = V � b; (3.13)

woraus folgt, daß jede L¨osung des Gleichungssystems (3.13) auch eine L¨osung
des urspr¨unglichen Gleichungssystems ist. In der MatrixA0 := V �A, die sich laut
Satz 3.5.14 ausA durch das Gaußsche Eliminationsverfahren ergibt, sind die Zeilen
a0r+1; : : : ; a

0
m alle 0. Daher müssen die Komponenten�0r+1; : : : ; �

0
m des Vektors

b0 := V �b alle verschwinden. Den Vektorb0 erhält man am besten, indem man das
Gaußsche Eliminationsverfahren auf die ger¨anderte Matrix(A; b) anwendet. Der
Vektor in dern + 1-ten Spalte ist dannb0. Das GleichungssystemA0 � x = b0 hat
nun die folgende Gestalt

xi1+ �01(i1+1)xi1+1 + � � � � � � � � � � � � � + �01nxn = �01
xi2 + �02i2+1xi2+1+ � � � � � + �02nxn = �02

. ..
...

...
xir + �0

r(ir+1)
xir+1 + � � � + �0rnxn = �0r

: (3.14)

Wir wählen für die Komponentenxj mit j =2 fi1; : : : ; irg beliebige Elemente
�j 2 K und setzen diese in die letzte Zeile von (3.14) ein und l¨osen diese nach
xir auf. Dies liefert einen Wert�ir , und wir setzen die gew¨ahlten Werte�j und�ir
in die vorletzte Zeile von (3.14) ein und bekommen so einen Wert�ir�1 für xir�1 .
Dieses Verfahren setzen wir fort und erhalten nachr-vielen Schritten einen Vektor
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3.6. Lineare Gleichungssysteme und affine R¨aume

(�1; : : : ; �n), der eine partikul¨are Lösung des Gleichungssystems (3.14) und da-
mit auch des urspr¨unglichen Gleichungssystems ist. Eine L¨osung des homogenen
Gleichungssystems

xi1+ �01(i1+1)xi1+1 + � � � � � � � � � � � � � + �01nxn = 0

xi2 + �02i2+1xi2+1 + � � � � � + �02nxn = 0

. . .
...

...
xir + �0r(ir+1)xir+1 + � � �+ �0rnxn = 0

(3.15)

erhalten wir durch das gleiche Verfahren. Da wirn � r viele Komponenten des
Lösungsvektors frei w¨ahlen können, erreichen wir, beispielsweise indem wir die
kanonischen Basisvektoren desKn�r auswählen, daß wirn� r linear unabh¨angi-
ge Lösungen erhalten und k¨onnen damit die allgemeine L¨osung des Gleichungssy-
stems darstellen. Zur weiteren Erl¨auterung des Verfahrens wollen wir ein einfaches
Beispiel rechnen.
Wir betrachten das Gleichungssystem

x1 + x2 + x3 � x4 � x5 = 2

�x1 + 3x2 + x3 � x4 + x5 = 0

2x1 + 6x2 + x3 � 2x4 � x5 = 3:

(3.16)

Die geränderte Matrix lautet dann0
@ 1 1 1 �1 �1 2

�1 3 1 �1 1 0

2 6 1 �2 �1 3

1
A ; (3.17)

die sich zun¨achst auf0
@ 1 1 1 �1 �1 2

0 4 2 �2 0 2

0 4 �1 0 1 �1

1
A (3.18)

und dann auf die Form0
@ 1 1 1 �1 �1 2

0 4 2 �2 0 2

0 0 �3 2 1 �3

1
A (3.19)

bringen läßt. Dies ist bereits die Zeilenstufenform. Die ger¨anderte Matrix sowie die
Koeffizientenmatrix haben den Rang3. Damit ist das Gleichungssystem l¨osbar.
Lösen wir die unterste Zeile nachx3 auf, so erhalten wir

3x3 = 3 + 2x4 + x5: (3.20)

Nun wählen wirx4 = x5 = 1 und erhalten aus (3.20)x3 = 2. Damit ergibt sich
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3. Matrizen

aus der mittleren Zeile von (3.19)

2 = 4x2 + 2x3 � 2x4 = 4x2 + 2

und damitx2 = 0. Schließlich erhalten wir aus der ersten Zeile von (3.19)

2 = x1 + x2 + x3 � x4 � x5 = x1 + 0 + 2� 1� 1 = x1:

Damit haben wir eine partikul¨are Lösungx =

0
BBBB@

2

0

2

1

1

1
CCCCA.

Um die allgemeine L¨osung zu erhalten, l¨osen wir das homogene Gleichungssystem0
@ 1 1 1 �1 �1

0 4 2 �2 0

0 0 �3 2 1

1
A � x =

0
@ 0

0

0:

1
A (3.21)

Wir beginnen wieder mit der letzten Zeile von (3.21) und haben

�3x3 + 2x4 + x5 = 0 (3.22)

zu lösen. Wir setzenx5 = 0 und x4 = 3 und erhalten darausx3 = 2. Aus der
mittleren Zeile von (3.21) folgt

4x2 + 2x3 � 2x4 = 0; d.h. (3.23)

4x2 + 4� 6 = 0:

Damit istx2 = 1
2 . Aus der ersten Zeile von (3.21) erhalten wir

x1 + x2 + x3 � x4 � x5 = 0; d.h. (3.24)

x1 +
1

2
+ 2� 3 = 0;

woraus sichx1 = 1
2 ergibt. Damit haben wir einen L¨osungsvektory =

0
BBBB@

1
2
1
2

2

3

0

1
CCCCA.

Nun istdim(Kern bA) = n � r = 5 � 3 = 2, und wir haben eine weitere linear
unabhängige Lösung von (3.21) zu finden. Dazu setzen wir in (3.22)x4 = 0 und
x5 = 3. Dann ergibt sichx3 = 1. Setzen wir dies in (3.23) ein, so erhalten wirx2 =

�1
2 . Dies in (3.24) eingesetzt ergibtx1 = 5

2 . Damit erhalten wir einen weiteren
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3.6. Lineare Gleichungssysteme und affine R¨aume

Lösungsvektorz =

0
BBBB@

5
2

�1
2

1

0

3

1
CCCCA, der offensichtlich vony linear unabh¨angig ist. Damit

ergibt sich die Lösungsmenge des Gleichungssystems (3.16)

bA�1(b) = f(2; 0; 2; 1; 1)t + �(
5

2
;�1

2
; 1; 0; 3)t + �(

1

2
;
1

2
; 2; 3; 0)t �; � 2 Rg:

Ist die KoeffizientenmatrixA des GleichungssystemsA � x = b invertierbar, so l¨aßt
sich nach Korollar 3.5.16A schon durch Zeilenumformungen allein in die Einheits-
matrix überführen. Die Zeilenstufenform vonA ist also bereits die Einheitsmatrix.
Die Umformung der ger¨anderten Matrix liefert also eine Matrix der Form

0
BBBBB@

1 0 � � � � � � � � 0 �01
0 1 � � � � � � � 0 �02
...

. . .
...

...
0 � � � � � � � � 1 0 �0n�1
0 � � � � � � � � 0 1 �0n:

1
CCCCCA (3.25)

Wir können nun den eindeutig bestimmten L¨osungsvektorx = (�01; : : : ; �
0
n)

t direkt
aus (3.25) ablesen.

Läßt es sich im allgemeinen Falle einer MatrixA 2 Km�n erreichen, daß die
Umformung der ger¨anderten Matrix eine Matrix der Gestalt

(A0; b0) :=

0
BBBBBBBBBBB@

1 0 � � � � � � � � 0 �01;r+1 � � � �01;n �01
0 1 � � � � � � � 0 �02;r+1 � � � �02;n �02
...

. . .
...

...
...

0 � � � � � � � � 1 0 �0r�1;r+1 � � � �0r�1;n �0r�1
0 � � � � � � � � 0 1 �0r;r+1 � � � �0r;n �0r
0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0
...

...
0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0

1
CCCCCCCCCCCA

(3.26)

ergibt, so können wir sofort die allgemeine L¨osung aus (3.26) ablesen. Setzen wir
nämlich
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kk :=

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

��01;r+k
...

��0r;r+k
0
...
0

1

0
...
0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

2 Kn mit der1 in derr + k-ten Zeile,

so folgt A0 � kk =

0
BBBBBBB@

��1;r+k + �1;r+k
...

��r;r+k + �r;r+k
0
...
0

1
CCCCCCCA

= 0, d.h. die Vektorenk1; : : : ; kn�r

spannen KernbA auf. Wir sehen aber auch, daßa = (�01; : : : ; �
0
r; 0; : : : ; 0)

t 2 Kn

eine partikuläre Lösung ist. Bezeichnen wir n¨amlich das Produkt von Elementar-
matrizen, das den Zeilenumformungen entspricht, dieA auf die GestaltA0 gebracht
haben, mitV, so folgtV � A � a = A0 � a = b0 = V � b und damitA � a = b. Damit

erhalten wir die L¨osungsmenge alsfa+
n�rX
i=1

�kkk �k 2 Rg.

Leider läßt sich im allgemeinen Fall die Form in (3.26) nicht durch Zeilenumfor-
mungen allein erreichen. Was sich aber erreichen l¨aßt, ist eine Transformation der
FormV � A �W, die die Gestalt in (3.26) bewirkt. Dabei folgt aus Satz 3.5.14,
daß das Produkt von ElementarmatrizenW nur Spaltenvertauschungen bewirken
muß. Durch Spaltenvertauschungen der Zeilenstufenmatrix k¨onnen wir nämlich er-
reichen, daß alle Pivots in der Hauptdiagonalen stehen. Aus dieser Form erreichen
wir aber die Gestalt in (3.26) durch Zeilenumformungen allein. Das Gleichungssy-
stemA � x = b wird damit umgeformt zu

V � A �W �W�1 � x = V � b: (3.27)

Die Lösungen des Gleichungssystems

V � A �W � y = V � b (3.28)

lassen sich wie eben beschrieben aus der MatrixV �A �W ablesen. Dann gilt aber
y = W�1 � x und damitx = W � y. D.h. die Spaltenvertauschungen inA werden
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3.6. Lineare Gleichungssysteme und affine R¨aume

zu Zeilenvertauschungen iny und Zeilenvertauschungen iny bedeuten nur Um-
benennung der Unbekannten. Wir erhalten also die L¨osungenx, wenn wir in den
abgelesenen L¨osungeny die Komponenten entsprechend den inA vorgenomme-
nen Spaltenvertauschungen vertauschen. Auch dies wollen wir an einem Beispiel
klarmachen.
Sei

A =

0
BBBB@

1 2 3 4

0 1 2 2

2 1 0 1

3 2 1 3

4 3 2 1

1
CCCCA und b =

0
BBBB@

6

3

2

5

4

1
CCCCA :

Wir wollen das GleichungssystemA � x = b lösen. Die ger¨anderte Matrix ist dann

A =

0
BBBB@

1 2 3 4 6

0 1 2 2 3

2 1 0 1 2

3 2 1 3 5

4 3 2 1 4

1
CCCCA :

Durch Gaußelimination erhalten wir die Zeilenstufenform0
BBBB@

1 2 3 4 6

0 1 2 2 3

0 0 0 �1 �1
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCA :

Wir vertauschen nun die3te und die4te Spalte und erhalten0
BBBB@

1 2 4 3 6

0 1 2 2 3

0 0 �1 0 �1
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCA :

Durch Zeilenumformungen erreichen wir die Diagonalgestalt0
BBBB@

1 0 0 �1 0

0 1 0 2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCA :

Wir lesen nun die L¨osungsmenge aus dieser Matrix ab, wobei wir beachten, daß
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3. Matrizen

wir die 3te und4te Komponente der L¨osungsvektoren vertauschen m¨ussen, da wir
ja die3te und4te Spalte zum Erreichen der Diagonalgestalt vertauschen mußten.
Damit erhalten wir die L¨osungsmenge als

f(0; 1; 0; 1) + �(1;�2; 1; 0) � 2 Rg = f(�; 1� 2�; �; 1) � 2 Rg:
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4. Determinanten

4.1 Permutationen

4.1.1 Definition Sei Nn := f1; : : : ; ng. Eine Bijektion�:Nn �! Nn heißt ei-
nePermutationder Zahlen1; : : : ; n. Die Hintereinanderausf¨uhrung von Permuta-
tionen bezeichnen wir als Produkt der Permutationen. Wir notieren dies auch als
Produkt� � �. Wir definieren

Sn := f� �:Nn �! Nn ist bijektivg:

4.1.2 Lemma Die MengeSn bildet mit der Komposition von Abbildungen eine
Gruppe. Man nennt sie diesymmetrische Gruppe.

Zum Beweis vergleiche man die Beispiele in 1.1.12.

4.1.3 Definition Ein Element� 2 Sn heißt eineTransposition, wenn� zwei Zah-
len vertauscht und die ¨ubrigen unver¨andert läßt, d.h. wenn esi; j 2 Nn gibt mit
i 6= j und für allek 2 Nn gilt

�(k) =

(
i für k = j

j für k = i

k sonst.

Es ist aus der Definition sofort klar, daß� � � = id , d.h.��1 = � ist. Insbesondere
ist das Inverse einer Transposition wieder eine Transposition.

4.1.4 SatzJede Permutation� 2 Sn (n � 2) läßt sich als ein Produkt endlich
vieler Transpositionen darstellen.

Beweis: Wir wollen vorausschicken, daß nach Definition 4.1.3 die Identit¨at nicht
als Transposition betrachtet wird. F¨ur � 2 Sn definieren wir

k� :=

�
minfj 2 Nn �(j) 6= jg falls dies existiert
n sonst.
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Wir zeigen nun durch Induktion nachn � k�, daß es ein Produkt
Ql

i=1 �i von
Transpositionen gibt, mit

lY
i=1

�i � � = id : (i)

Ist k� = n, so ist� = id und es istid = � � ��1 für jede Transposition� .
Sei nunk� < n und �k die Transposition, diek� und�(k�) vertauscht. Dann ist
(�k � �)(k�) = �k(�(k�)) = k� und (�k � �)(m) = �(m) für m < k�. Damit
ist k� < k�k��. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher ein Produktid =Ql

i=1 �i � (�k�) = (
Ql

i=1 �i � �k)�. Damit ist (i) gezeigt. Aus (i) folgt aber

� =

l�1Y
i=0

�l�i
�1; (ii)

und dies ist die Behauptung, da die Inversen von Transpositionen wieder Transpo-
sitionen sind. ut

4.1.5 Definition Für � 2 Sn definieren wir dessenSignatur

�(�) :=
Y

1�i<j�n

�(i) � �(j)

i� j
:

4.1.6 Lemma Ist � eine Transposition, so ist�(�) = �1.

Beweis: Vertauscht� die Zahlenj undk, wobei wir ohne Einschr¨ankung der All-
gemeinheitj < k annehmen d¨urfen, so erhalten wir

�(�) =
�(j) � �(k)

j � k
�

Y
1�l<m�n

l 6=j;m6=k

�(l)� �(m)

l �m
�
Y

1�m<j

�(m)� �(j)

m� j
�

Y
j<m�n

m6=k

�(j) � �(m)

j �m
�
Y

1�m<k

m6=j

�(m)� �(k)

m� k
�
Y

k<m�n

�(k)� �(m)

k �m

= (�1) � 1 �
Y

1�m<j

m� k

m� j
�
Y

j<m�n

m6=k

m� k

m� j
�
Y

1�m<k

m6=j

m� j

m� k
�
Y

k<m�n

m� j

m� k

= �1: ut
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4.1.7 Lemma Für �; � 2 Sn gilt �(��) = �(�)�(�).

Beweis: Es ist �(��) =
Y

1�i<j�n

��(i)���(j)
i�j =

Y
1�i<j�n

��(i)���(j)
�(i)��(j) � �(i)��(j)

i�j =

Y
1�i<j�n

��(i)���(j)
�(i)��(j)

� �(�) = �(�)�(�), da wir im ersten Produkt, wann immer

�(j) < �(i) ist, den Faktor��(i)���(j)
�(i)��(j) durch ��(j)���(i)

�(j)��(i) ersetzen k¨onnen. ut

4.1.8 SatzDie Abbildung�:Sn �! f1;�1g ist ein Homomorphismus der Grup-
pen.

Beweis: Es folgt aus Lemma 4.1.7, daß� die Multiplikation respektiert. Aus Satz 4.1.4
und Lemma 4.1.6 erhalten wir�:Sn �! f1;�1g. ut

4.1.9 Korollar Ist � 2 Sn und gilt � =
Qk

i=1 �i und� =
Ql

i=1 �
0
i für Transposi-

tionen�i und� 0i , so istk � l � 0 mod 2, d.h. entweder sindk und l beide gerade
oder beide ungerade.

Beweis: Aus� =
Qk

i=1 �i =
Ql

i=1 �
0
i folgt mit Satz 4.1.8�(�) = (�1)l = (�1)k.

Also istk � l � 0 mod 2. ut

4.1.10 Definition Es seiAn := Kern(�) = f� 2Sn �(�) = 1g. Damit istAn

eine Untergruppe derSn. Man nenntAn diealternierende Gruppe. Sie besteht aus
denjenigen Permutationen, die sich durch ein gerade Anzahl von Transpositionen
darstellen lassen. Daher nennt man die Elemente derAn auchgerade Permutatio-
nen. Analog nennt man Permutationen� mit �(�) = �1 ungerade Permutationen.

Nach dem Homomorphiesatz f¨ur Gruppen gilt

Sn=An
�= f1;�1g: (4.1)

Damit ist [Sn : An] = 2 und nach Lemma 2.2.8 gilt f¨ur jede ungerade Permutation
�

Sn = An [An � � und An \An � � = ;: (4.2)

Insbesondere gilt (4.2) f¨ur Transpositionen.
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4.2 Determinantenfunktionen

Vorbemerkung Im folgenden setzen wirimmer voraus, daß der GrundkörperK
eine Charakteristik6= 2 hat.

4.2.1 Definition Sei V ein K-Vektorraum der Dimensionn. Eine Abbildung
�:V n �! K heißt eineDeterminantenfunktionaufV , wenn gilt

(Det 1) � ist multilinear, d.h. linear in jedem Argument,

(Det 2) � ist alternierend, d.h.�(a1; : : : ; an) = �(�)�(a�(1); : : : ; a�(n)).

Ist � nicht die Nullabbildung, so heißt� nicht trivial.

4.2.2 Folgerungen(i) Gilt ai = aj für 1 � i < j � n, so ist�(a1; : : : ; an) =

0.
(ii) F ür i; k 2 f1; : : : ; ngmit i 6= k gilt �(a1; : : : ; ai; : : : ; an) = �(a1; : : : ; �ak+

ai; : : : ; an).

Beweis: (i): Sei �ij die Transposition, diei und j vertauscht. Dann erhalten wir
�(a1; : : : ; an) = �(�ij)�(a�ij(1); : : : ; a�ij (n)) = ��(a1; : : : ; an). Zusammen mit
CharK 6= 2 folgt daraus�(a1; : : : ; an) = 0. (Man beachte, daß in einem K¨orper
der Charakteristik2 immer1 = �1 ist. Die Voraussetzung CharK 6= 2 geht also
wirklich ein. Will man darauf verzichten und Determinantenfunktionen auch f¨ur
Vektorräumeüber Körpern mit einer Charakteristik2 erklären, so muß man einen
anderen Weg w¨ahlen. Eine M¨oglichkeit besteht darin, die Eigenschaft (Det 2) durch
die Forderung zu ersetzen, daß eine Determinatenfunktion auf linear abh¨angigen
n-tupeln verschwinden soll.)
(ii): Es ist nach (i)�(a1; : : : ; �ak + ai; : : : ; an) = ��(a1; : : : ; ak; : : : ; an) +

�(a1; : : : ; ai; : : : ; an) = �(a1; : : : ; ai; : : : ; an). ut

4.2.3 Lemma Sinda1; : : : ; an 2 V linear abḧangige Vektoren, so gilt

�(a1; : : : ; an) = 0

für jede Determinantenfunktion�:V n �! K.

Beweis: Sind a1; : : : ; an linear abhängig, so gilt ohne Einschr¨ankung der Allge-
meinheita1 =

Pn
i=2 �iai. Also ist nach Folgerung 4.2.2 (i)�(a1; : : : ; an) =Pn

i=2 �i�(ai; a2; : : : ; an) = 0. ut
Wir wollen nun umgekehrt die Wirkung einer Determinantenfunktion� auf linear
unabhängige Vektorena1; : : : ; an 2 V studieren. Ist� trivial, so ist natürlich
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�(a1; : : : ; an) = 0. Wir wollen daher annehmen, daß� nicht trivial ist. We-
gendimV = n bilden a1; : : : ; an eine Basis vonV . Für ein beliebigesn-tupel
v1; : : : ; vn 2 V mit vi =

Pn
j=1 �ijaj gilt dann

�(v1; : : : ; vn) = �(

nX
j=1

�1jaj ; : : : ;

nX
j=1

�njaj)

=

nX
j1;:::;jn=1

�1j1 � � ��njn�(aj1 ; : : : ; ajn):

(4.3)

Nach Folgerung 4.2.2 liefern nur solche Summanden in (4.3) einen Beitrag, f¨ur die
dieaj1 ; : : : ; ajn paarweise verschieden sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
j1; : : : ; jn paarweise verschieden und damit eine Permutation der Zahlen1; : : : ; n

sind. Damit erhalten wir aus (4.3)

�(v1; : : : ; vn) =
X
�2Sn

�1�(1) � � ��n�(n)�(a�(1); : : : ; a�(n))

=
X
�2Sn

�1�(1) � � ��n�(n) � �(�) ��(a1; : : : ; an):

(4.4)

Da wir � als nicht trivial vorausgesetzt haben, gibt es ein Tupelv1; : : : ; vn 2 V

mit �(v1; : : : ; vn) 6= 0. Aus (4.4) folgt dann aber auch�(a1; : : : ; an) 6= 0. Damit
haben wir den folgenden Satz bewiesen.

4.2.4 Satz Ist� eine nicht triviale Determinantenfunktion, so gilt�(a1; : : : ; an) =

0 genau dann, wenna1; : : : ; an linear abḧangig sind.

4.2.5 Definition Ist B = (a1; : : : ; an) eine Basis vonV und istvi =
Pn

j=1 �ijaj
für i = 1; : : : ; n, so gilt nach (4.4)

�(v1; : : : ; vn) =
X
�2Sn

�(�) � �1�(1) � � ��n�(n)�(a1; : : : ; an): (4.5)

Wir definieren

�B(v1; : : : ; vn) :=
X
�2Sn

�(�) � �1�(1) � � ��n�(n): (4.6)

4.2.6 Satz Ist B = (a1; : : : ; an) eine Basis desn-dimensionalenK-Vektorraums
V , so ist�B eine Determinantenfunktion mit�B(a1; : : : ; an) = 1. Insbesondere
ist �B nicht trivial.
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Beweis: Wir zeigen als erstes, daß�B multilinear ist. Seivi =
Pn

j=1 �ijaj und
w =

Pn
j=1 �jaj. Dann ist

�B(v1; : : : ; vi + w; : : : ; vn) =
X
�2Sn

�(�) � �1�(1) � � � (�i�(i) + ��(i)) � � ��n�(n)

=
X
�2Sn

�(�) � �1�(1) � � ��i�(i) � � ��n�(n) +
X
�2Sn

�(�) � �1�(1) � � � ��(i) � � ��n�(n)

= �B(v1; : : : ; vn) +�B(v1; : : : ; vi�1; w; vi+1; : : : ; vn):

Aus der definierenden Gleichung (4.6) liest man sofort ab, daß

�B(v1; : : : ; �vi; : : : ; vn) = ��B(v1; : : : ; vi; : : : ; vn)

ist. Damit ist�B im i-ten Argument linear und, da wiri beliebig gewählt haben,
in jedem Argument linear.
Nun zeigen wir, daß�B alternierend ist. Offenbar gen¨ugt es dazu zu zeigen, daß
für eine Transposition� 2 Sn

�B(v�(1); : : : ; v�(n)) = ��B(v1; : : : ; vn) (i)

gilt. Bei der folgenden Rechnung werden wir auf Gleichung (4.2) zur¨uckgreifen,
der zufolge sich dieSn in die alternierende GruppeAn undAn �� disjunkt zerlegen

läßt. Wegenv�(i) =
nX
j=1

��(i)jaj erhalten wir

�B(v�(1); : : : ; v�(n)) =
X
�2Sn

�(�)

nY
i=1

��(i)�(i)

=
X
�2An

�(�)

nY
i=1

��(i)�(i) +
X
�2An

�(� � �)
nY
i=1

��(i)�(�(i)) (ii)

=
X
�2An

�(�)

nY
i=1

��(i)�(i) +
X
�2An

� �(�)

nY
j=1

�j�(j) (iii)

wobei wir j := �(i) gesetzt haben. Setzen wir im ersten Summandenj := �(i), so
ist i = �(j), und wir können (iii) folgendermaßen fortsetzen

=
X
�2An

�(�)

nY
j=1

�j�(�(j)) +
X
�2An

� �(�)

nY
j=1

�j�(j): (iv)

Setzen wir� = � � � im ersten Summanden von (iv), so durchl¨auft� alle Elemente
vonAn � � . Damit können wir (iv) wie folgt fortsetzen
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=
X

�2An��

� �(�)

nY
j=1

�j�(j) +
X
�2An

� �(�)

nY
j=1

�j�(j)

=
X
�2Sn

� �(�)

nY
j=1

�j�(j) = ��B(v1; : : : ; vn):

(v)

Es bleibt zu zeigen, daß�B(a1; : : : ; an) = 1 ist. Wegenai =
Pn

j=1 Æijaj erhalten
wir

�B(a1; : : : ; an) =
X
�2Sn

�(�)

nY
i=1

Æi�(i) = 1;

denn alle Summanden mit� 6= id verschwinden. ut

4.2.7 SatzSind� und�0 Determinantenfunktionen auf einemn-dimensionalen
K-VektorraumV und ist�0 nicht trivial, so gibt es ein
 2 K mit

(8v1; : : : ; vn 2 V )[�(v1; : : : ; vn) = 
 ��0(v1; : : : ; vn)]:

Beweis: Wir wählen eine BasisB = (b1; : : : ; bn) von V . Nach (4.5) erhalten wir
dann

�(v1; : : : ; vn) = �B(v1; : : : ; vn) ��(b1; : : : ; bn) (i)

und

�0(v1; : : : ; vn) = �B(v1; : : : ; vn) ��0(b1; : : : ; bn): (ii)

Da wir �0 als nicht trivial vorausgesetzt haben, folgt�0(b1; : : : ; bn) 6= 0 nach
Satz 4.2.6. Wir setzen� := �(b1; : : : ; bn) und�0 := �0(b1; : : : ; bn). Dann erhal-
ten wir aus (i)und (ii)

�(v1; : : : ; vn) = � ��B(v1; : : : ; vn) =
�

�0
��0(v1; : : : ; vn): (iii)

Mit 
 := �
�0

folgt die Behauptung. ut

4.3 Die Determinante eines Endomorphismus und einer
Matrix

4.3.1 Definition SeiV ein n-dimensionalerK-Vektorraum und� eine nicht tri-
viale Determinatenfunktion aufV . Für einen Endomorphismusf :V �! V defi-
nieren wir
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4. Determinanten

�f (v1; : : : ; vn) := �(f(v1); : : : ; f(vn)):

4.3.2 Lemma Die Funktion�f ist eine Determinantenfunktion.

Beweis: Aus der Linearität vonf und der Multilinearität von� folgt sofort die
Multilinearität von�f . Wegen�f (v�(1); : : : ; v�(n)) = �(f(v�(1)); : : : ; f(v�(n))) =

�(�) ��(f(v1); : : : ; f(vn)) = �(�) ��f (v1; : : : ; vn) ist �f auch alternierend. ut

4.3.3 Lemma SeiV ein n-dimensionalerK-Vektorraum. Zu jedemf 2 End(V )

gibt es ein�f 2 K mit

�f (v1; : : : ; vn) = �f ��(v1; : : : ; vn) (4.7)

für alle nicht trivialen Determinantenfunktionen� und allen-tupel(v1; : : : ; vn) 2
V n.

Beweis: Zu jeder nicht trivialen Determinantenfunktion gibt es nach Lemma 4.3.2
und Satz 4.2.7 ein�f;� mit

�f (v1; : : : ; vn) = �f;� ��(v1; : : : ; vn): (i)

Wir haben zu zeigen, daß�f;� nicht von der Wahl von� abhängt. Sei daher�
eine weitere nicht triviale Determinantenfunktion. Dann gilt

�f (v1; : : : ; vn) = �f;� � �(v1; : : : ; vn) (ii)

und nach Satz 4.2.7 auch

�(v1; : : : ; vn) = 
 ��(v1; : : : ; vn): (iii)

Damit folgt

�f (v1; : : : ; vn) = �(f(v1); : : : ; f(vn)) = 
 ��(f(v1); : : : ; f(vn))

= 
 � �f;��(v1; : : : ; vn) = 
 � �f;� � 
�1�(v1; : : : ; vn):
(iv)

Aus (ii) und (iv) folgt aber�f;� = �f;�. ut

4.3.4 Definition Zu f 2 End(V ) seidet(f) das nach Lemma 4.3.3 eindeutig be-
stimmte Körperelement mit

�f (v1; : : : ; vn) = det(f) ��(v1; : : : ; vn) (4.8)

für jede nicht triviale Determinantenfunktion� auf V . Wir nennendet(f) die
Determinantedes Endomorphismusf .
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4.3.5 Lemma Ist B = (b1; : : : ; bn) eine Basis desK-VektorraumesV und f 2
End(V ), so istdet f = �B(f(b1); : : : ; f(bn)).

Beweis: Mit Gleichung (4.8) und Satz 4.2.6 erhalten wir�B(f(b1); : : : ; f(bn)) =

det(f) ��B(b1; : : : ; bn) = det(f). ut

Beachte Mit Lemma 4.3.5 haben wir die M¨oglichkeitdet(f) zu berechnen, wenn

DB;B(f) = (�ij) bekannt ist. Wegenf(bi) =
nX
j=1

�ijbj folgt dann

det(f) = �B(f(b1); : : : ; f(bn)) =
X
�2Sn

�(�)

nY
i=1

�i�(i): (4.9)

Es folgt aus Lemma 4.3.5, daß (4.9) nicht von der Wahl der BasisB = (b1; : : : ; bn)

abhängt.

4.3.6 SatzSeiV einn dimensionalerK-Vektorraum undf 2 End(V ). Dann gel-
ten:

(i) det(id ) = 1,

(ii) det(�f) = �n � det(f),
(iii) det(g Æ f) = det(g) � det(f),
(iv) det(f) 6= 0 , f ist bijektiv.

Beweis: (i): Wegen�id = � ist diese Aussage klar.
(ii): Es ist

��f (v1; : : : ; vn) = �(�f(v1); : : : ; �f(vn)) = �n ��(f(v1); : : : ; f(vn))

= �n � det(f) ��(v1; : : : ; vn):

Nach (4.8) folgtdet(�f) = �n � det(f).
(iii): Durch Nachrechnen erhalten wir

�gÆf (v1; : : : ; vn) = �(g(f(v1)); : : : ; g(f(vn))) = det(g) ��(f(v1); : : : ; f(vn))

= det(g) � det(f) ��(v1; : : : ; vn):

Damit istdet(g Æ f) = det(g) � det(f).
(iv): (: Ist f bijektiv, so gibt es eing 2 End(V ) mit g Æ f = id und damit
nach (i) und (iii)det(f) � det(g) = 1. Damit istdet(f) 6= 0.
): Seidet(f) 6= 0 undB = (b1; : : : ; bn) eine Basis vonV . Dann istdet(f) =
�B(f(b1); : : : ; f(bn)) 6= 0. Nach Satz 4.2.6 ist�B nicht trivial und damit folgt
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nach Satz 4.2.4 die lineare Unabh¨angigkeit vonf(b1); : : : ; f(bn). Also ist Rangf =

n, und nach den S¨atzen 3.4.5 und 2.3.9 istf damit bijektiv. ut

4.3.7 SatzDie Abbildungdet:GLK(V ) �! K� ist ein Homomorphismus der
Gruppen. Insbesondere istdet(f�1) = det(f)�1.

Beweis: Nach Satz 4.3.6 (iv) istdet:GLK(V ) �! K� und nach (iii) ein Homo-
morphismus. ut

4.3.8 Definition Für A 2 Kn�n definieren wirdet(A) := det(A). Man nennt
det(A) die Determinante der MatrixA.

4.3.9 Satz IstA = (�ij) 2 Kn�n so ist

det(A) =
X
�2Sn

�(�)

nY
i=1

�i�(i): (4.10)

Beweis: WegenDEn ;En (A) = A folgt dies sofort aus (4.9). ut

4.3.10 Lemma SindV undW Vektorr̈aume endlicher Dimension undg:V �! W

ein Isomorphismus, so istdet(f) = det(g Æ f Æ g�1) für jeden Endomorphismus
f 2 End(V ).

Beweis: Ist � eine Determinatenfunktion aufW , so definiert die Abbildung
�g(v1; : : : ; vn) := �(g(v1); : : : ; g(vn)) eine Determinantenfunktion aufV , die
nicht trivial ist, wenn� nicht trivial ist. Damit folgt für f 2 End(V )

�((g Æ f Æ g�1)(v1); : : : ; (g Æ f Æ g�1)(vn)) = �g((f Æ g�1)(v1); : : : ; (f Æ g�1)(vn))
= det(f) ��g(g�1(v1); : : : ; g

�1(vn))

= det(f) ��(v1; : : : ; vn)

und damitdet(g Æ f Æ g�1) = det(f). ut

4.3.11 SatzIst V ein endlich dimensionalerK-Vektorraum und istB eine Basis
vonV , so giltdet(f) = det(DB;B(f)) für jeden Endomorphismusf 2 End(V ).

Beweis: Es gilt f = hB
�1 Æ DB;B(f) Æ hB . Mit Lemma 4.3.10 folgt daraus

det(f) = det(DB;B(f)) = det(DB;B(f)).
Wir hätten die Aussage von Satz 4.3.11 auch aus (4.9) und (4.10) folgern k¨onnen.

ut
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4.3.12 SatzSeiV ein endlich dimensionalerK-Vektorraum undf 2 End(V ).
Dann giltdet(f) = det(f��).

Beweis: Nach Satz 3.2.12 istf��(v��) = (f(v))��. Damit istf�� =�� Æf Æ ���1

und��:V �! V �� ein Isomorphismus. Mit Lemma 4.3.10 folgt dann die Behaup-
tung. ut

4.3.13 SatzFür A 2 Kn�n gilt detA = det(At).

Beweis: SeiA = (�ij). Nach (4.10) ist dann

detA =
X
�2Sn

�(�) �
nY
i=1

�i�(i) =
X
�2Sn

�(�) �
nY
i=1

���1(�i)�i

=
X

��12Sn

�(��1)

nY
j=1

���1(j)j = det(At);

denn mit� durchläuft auch��1 alle Elemente vonSn, und offensichtlich ist�(�) =
�(��1). ut

4.3.14 Korollar Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum undf 2 End(V ), so
ist det(f) = det(f�).

Beweis: Nach Satz 3.2.8 gilt f¨ur eine BasisB vonV stetsDB�;B�(f�) = DB;B(f)
t.

Nach Satz 4.3.11 und Satz 4.3.13 gilt daherdet(f�) = det(DB�;B�(f�)) =

det(DB;B(f)) = det(f). ut

4.3.15 SatzDie Funktionendet: (Kn)
n �! K unddet: (Kn)n �! K, die de-

finiert sind durchdet (a1; : : : ; an) = det(A) mit A := (a1; : : : ; an) für ai 2 Kn

bzw.A =

0
@ a1

...
an

1
A für ai 2 Kn, sind nicht triviale Determinantenfunktionen.

Beweis: Ist ai = (�i1; : : : ; �in), so istai =
Pn

j=1 �ijej . Nach Satz 4.3.9 gilt dann

det(A) =
X
�2Sn

�(�)

nY
i=1

�i�(i) = �En (a1; : : : ; an). Nach Satz 4.2.6 ist�En aber

eine nicht triviale Determinatenfunktion. ut

4.3.16 Folgerungen

(i) det(E) = 1.
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(ii) F ür � 2 K undA 2 Kn�n ist det(�A) = �n � det(A).
(iii) F ür A;B 2 Kn�n ist det(AB) = det(A) � det(B).

(iv) Für A 2 Kn�n gilt A 2 GL(n;K) , det(A) 6= 0.

(v) Für A 2 GL(n;K) ist det(A�1) = (det(A))�1.

(vi) Für A 2 Kn�n gilt det(A) = 0, wennRang(A) < n ist.

(vii) EntstehtA0 ausA 2 Kn�n durch das Vertauschen zweier Spalten bzw. Zei-
len, so giltdet(A0) = �det(A).

(viii) EntstehtA0 ausA 2 Kn�n, indem man das Vielfache einer Spalte (bzw. einer
Zeile) zu eineranderen Spalte (bzw. Zeile) hinzuaddiert, so istdet(A0) =

det(A).

Beweis: Die Behauptungen in (i)–(iv) folgen sofort aus Satz 4.3.6 (i) – (iv). Die
Behauptung (v) ergibt sich aus Satz 4.3.7 und der Tatsache, daßA�1 = A

�1
ist

(vgl. den Beweis zu Satz 3.3.13). Die Behauptung (vi) ergibt sich aus der Tatsa-
che, daßdet eine Determinantenfunktion ist (Satz 4.3.15), Lemma 4.2.3 und der
Tatsache, daß f¨ur Rang(A) < n nach Satz 3.5.9 die Zeilen- und Spaltenvekto-
ren inA linear abhängig sein m¨ussen. Die Aussagen (vii) und (viii) folgen sofort
aus Satz 4.3.15 und den Eigenschaften von Determinantenfunktionen (vgl. Folge-
rung 4.2.2 (ii) für (viii)). ut

4.3.17 Einige Rechenregeln f ¨ur Determinanten

(i) det

�
A 0

0 B

�
= det(A) � det(B), wobeiA undB quadratische Matrizen

sind.

Beweis: Schreiben wirA = (a1; : : : ; ar) undB = (br+1; : : : ; bn), so erhalten
wir det (a1; : : : ; ar) unddet (br+1; : : : ; bn) als nicht triviale Determinantenfunk-

tionen aufKr bzw. Kn�r. Ebenso sind�B(a1; : : : ; ar) := det

�
A 0

0 B

�
und

�A(br+1; : : : ; bn) := det

�
A 0

0 B

�
Determinantenfunktionen aufKr undKn�r.

Nach Satz 4.2.7 gilt dann

�B(a1; : : : ; ar) = �B � det (a1; : : : ; ar) (i)

und

�A(br+1; : : : ; bn) = �A � det (br+1; : : : ; bn): (ii)
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Aus (i) und (ii) folgt

det

�
A 0

0 B

�
= �B � det(A) = �A � det(B): (iii)

Wählen wir in (iii) speziellB = E, so erhalten wir

�E � det(A) = �A: (iv)

Damit erhalten wir

det

�
A 0

0 B

�
=

�A
det(A)

� det(A) � det(B) = �E � det(A) � det(B): (v)

Wählen wirA = B = E in (v), so folgt�E = 1, und wir erhalten die Behauptung
aus (v). ut

(ii) det

0
BB@

1 � � � � � �
0

. .. . . .
...

...
. ..

. . . �
0 � � � 0 1

1
CCA = 1

Beweis: Wir bezeichnen die Matrix mitA 2 Kn�n. Durch Addition von geeigne-
ten Vielfachen der ersten Spalte l¨aßt sich die Matrix auf die Form

A0 =

0
BBBB@

1 0 � � � � � � � � � 0

0 1 ? � � � � ?
...

. . . . .. . . .
...

...
. .. . . . ?

0 � � � � � � � � � 0 1

1
CCCCA =

�
1 0

0 B

�

bringen, wobeiB 2 K(n�1)�(n�1) die gleiche Gestalt wieA hat. Nach Folgerung
4.3.16 (viii) istdetA = detA0, und nach Folgerung 4.3.17 (i) istdetA0 = 1�detB.
Damit erhalten wirdetA = 1 durch Induktion nachn. ut

(iii) det

�
A B

0 C

�
= detA � detC

Beweis: Ist A =2 GL(n;K), so sind die Spalten inA linear abhängig und damit

auch in der MatrixD :=

�
A B

0 C

�
. Damit istdetD = 0 = detA�detC. Nehmen

wir A 2 GL(n;K) an, so folgt

det

�
A B

0 C

�
= det

�
A 0

0 C

�
� det

�
E A�1B

0 E

�
= detA � detC;
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wobei wir im letzten Schritt (i) und (ii) benutzt haben. ut

4.4 Die inverse Matrix und die Cramersche Regel

4.4.1 Definition FürA 2 Kn�n seiAij die Matrix, die ausA entsteht, wenn man
die i-te Zeile und diej-te Spalte durch Nullen ersetzt und das Element�ij := 1

setzt, d.h.

Aij := (E� Eii) � A � (E� Ejj) + Eij:

Das Körperelement~�ij := det(Aji) heißt derCofaktor oder dasalgebraische
Komplementder MatrixA bezüglich i; j. (Man beachte die Vertauschung der Indi-
zesi undj in der Definition von~�ij .)
Schließlich seiAij 2 K(n�1)�(n�1) die Matrix, die ausA durch Streichen deri-ten
Zeile undj-ten Spalte entsteht.

4.4.2 Lemma Es ist~�ij = det(Aji) = (�1)i+j det(Aji).
Beweis: Durchj � 1-faches Vertauschen von Zeilen bringt man diej-te Zeile von
Aji in die erste Zeile. Dann bringt man durchi�1-faches Vertauschen von Spalten,
die i-te Spalte in die erste Spalte und erh¨alt so die Matrix

B =

�
1 0

0 Aji

�
:

Da die Determinante bei jeder Vertauschung ihr Vorzeichen wechselt folgt mit
4.3.17 (i)

det(Aji) = (�1)i+j�2 � det(B) = (�1)i+j � det(Aji): ut

4.4.3 Lemma Schreiben wir die MatrixA 2 Kn�n als Matrix von Spaltenvekto-
renA = (a1; : : : ; an) mit ak 2 Kn für k = 1; : : : ; n, so ist

det(Aij) = det(a1; : : : ; aj�1; e
t
i; aj+1; : : : ; an):

Beweis: Man erhält die Matrix Aij ausB := (a1; : : : ; aj�1; e
t
i; aj+1; : : : ; an)

durch Subtraktion des�ik-fachen derj-ten Spalteeti von den Spaltenak für k 2
f1; : : : ; ng n fjg. Wegen 4.3.16 (viii) gilt danndet(Aij) = det(B). ut

4.4.4 Definition Die Matrix eA := (~�ij) heißt die zuA konjungierte Matrixoder
die Komplemenẗarmatrix vonA.

4.4.5 Lemma Es ist eAt =fAt.
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Beweis: SeiAt = (�ij) =: B, d.h.�ij = �ji für i; j = 1; : : : ; n. Dann giltBij =

(Aij)
t und damitdet(Atji) = ~�ij = det(Bji) = det(Aji)

t = det(Aij) = ~�ji.

AlsofAt = (~�ij) = eB = (~�ji) = (eA)t. ut

4.4.6 SatzFür A 2 Kn�n gilt eA � A = A � eA = det(A) � E.

Beweis: SeiA = (�ij). Dann ist

nX
k=1

~�ik�kj = Æij � det(A); (i)

denn
nX

k=1

~�ik�kj =

nX
k=1

�kj � det(Aki)

=

nX
k=1

�kj � det(a1; : : : ; ai�1; etk; ai+1; : : : ; an)

= det(a1; : : : ; ai�1;

nX
k=1

�kje
t
k; ai+1; : : : ; an)

= det(a1; : : : ; ai�1; aj ; ai+1; : : : ; an)

= Æij � det(A):
Aus (i) erhalten wir sofort

eA � A = det(A) � E (ii)

und aus (ii) mit Lemma 4.4.5

A � eA = (eAtAt)t = (fAtAt)t = (det(At) � E)t = E � det(A): (iii)
ut

4.4.7 Satz (Entwicklungssatz für Determinanten) F̈ur A = (�ij) 2 Kn�n gilt

det(A) =

nX
k=1

�ki det(Aki) =

nX
k=1

(�1)k+i�ki det(Aki) (4.11)

und

det(A) =

nX
k=1

�ik det(Aik) =

nX
k=1

(�1)k+i�ik det(Aik): (4.12)
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Man nennt (4.11) die Entwicklung der Determinante nach deri-ten Spalte und
(4.12) die Entwicklung nach deri-ten Zeile.

Beweis: Setzen wirj := i in Gleichung (i) des Beweises von Satz 4.4.6, so erhal-
ten wir

det(A) =

nX
k=1

~�ik�ki =

nX
k=1

�ki � det(Aki): (i)

Aus (i) und Lemma 4.4.2 erhalten wir die erste Behauptung. Aus Gleichung (iii)
des Beweises von Satz 4.4.6 folgt

Æij � det(A) =
nX

k=1

�ik ~�kj : (ii)

Setzen wirj := i in (ii), so erhalten wir die zweite Behauptung analog wie die
erste. ut

Beachte DaAki 2 K(n�1)�(n�1) liefert Satz 4.4.7 ein rekursives Verfahren zur
Berechnung von Determinanten (das jedoch nicht sehr effizient ist).

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.4.6 ist ein (wieder nur m¨aßig effizientes)
Berechnungsverfahren f¨ur die inverse Matrix.

4.4.8 Satz IstA 2 GL(n;K), so giltA�1 = 1
det(A)

� eA.

Wenden wir diese Verfahren auf lineare Gleichungssysteme an, so erhalten wir die

4.4.9 Cramersche RegelIst A 2 GL(n;K) und b = (�1; : : : ; �n)
t 2 Kn, so

erhalten wir die L̈osung des GleichungssystemsA � x = b als x = (�1; : : : ; �n)
t mit

�i =
1

det(A)

nX
j=1

�j � det(Aji):

Beweis: Die Lösung des Gleichungssystems ist

xt = A�1 � b =
1

det(A)
� eA � b =

1

det(A)
� (

nX
j=1

�j ~�1j ; : : : ;

nX
j=1

�j ~�nj)
t

=
1

det(A)
� (

nX
j=1

�j det(Aj1); : : : ;

nX
j=1

�j det(Ajn))
t:

ut
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4.4. Die inverse Matrix und die Cramersche Regel

4.4.10 BemerkungEinprägsamer l¨aßt sich die Cramersche Regel folgendermaßen

formulieren. SeiA =

0
@ �11 � � � �1n

...
...

�n1 � � � �nn

1
A 2 GL(n;K) die Koeffizientenmatrix

des Gleichungssystems

�11�1 + � � � + �1n�n = �1
...

...
...

�n1�1 + � � � + �nn�n = �n

;

so erhalten wir die “eingesetzte Matrix”Ai(b), indem wir diei-te Spalte durch den

Vektorb :=

0
@ �1

...
�n

1
A ersetzen, d.h.

Ai(b) :=

0
B@
�1;1 � � � �1;i�1 �1 �1;i+1 � � � �1;n

...
...

...
...

...
�n;1 � � � �n;i�1 �n �n;i+1 � � � �n;n

1
CA :

Dann gilt nach der Cramerschen Regel

�i =
det(Ai(b))

detA
:
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5. Normalformdarstellungen von
Endomorphismen

Im Normalformensatz (Satz 3.5.1) haben wir gesehen, daß sich jeder Homomor-
phismusf 2 Hom(V;W ) bezüglich geeignet gew¨ahlter Basen durch eine Ma-
trix in Diagonalgestalt darstellen l¨aßt. Für Endomorphismen ist diese Fragestellung
deutlich schwieriger zu beantworten. Nat¨urlich können wir den Normalformensatz
auff 2 End(V ) = Hom(V; V ) anwenden, aber dann erhalten wir zwei verschiede-
ne Basen vonV , bezüglich derer wirf darzustellen haben. Unser Ziel sollte es aber
sein,eineBasis zu finden. In diesem Kapitel wollen wir studieren, unter welchen
Bedingungen dies m¨oglich sein wird und wie die Normalformdarstellungen ausse-
hen können. Dazu ben¨otigen wir allerdings noch einige algebraische Hilfsmittel,
die wir zunächst bereitstellen wollen.

5.1 Teilbarkeit in Ringen

5.1.1 Definition Es seiR ein Ring mit Einselement1 (vgl. Definition 1.1.13). Ein
Elementu 2 R heißt invertierbar oder eineEinheit in R, wenn es einw 2 R mit
u � w = w � u = 1 gibt.

5.1.2 Folgerung (i) Ist u 2 R invertierbar, so ist dessen inverses Element ein-
deutig bestimmt. Wir bezeichnen es mitu�1. Es gilt insbesondere1�1 = 1.
(ii) Sind u; v 2 R beide invertierbar, so ist auchu � v invertierbar, und es gilt
(u � v)�1 = v�1 � u�1.
(iii) Ist u 2 R invertierbar, so ist auchu�1 invertierbar, und es gilt(u�1)

�1
= u.

Beweis: (i) Nehmen wiruv = vu = 1 unduw = wu = 1 an, so erhalten wir
v = v � 1 = v(uw) = (vu)w = w. Offensichtlich ist1 � 1 = 1 und damit1�1 = 1.
(ii) Dies folgt durch Nachrechnen.
(iii) Dies ist klar. ut
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Es folgt unmittelbar aus 5.1.2, daß die invertierbaren Elemente eines Ringes eine
Gruppe bilden. Dies wollen wir in einem Satz festhalten.

5.1.3 SatzSeiR ein Ring mit1. Die MengeR� := fu2R u ist invertierbarg
bildet mit der Multiplikation des Ringes eine Gruppe.

5.1.4 Beispiel Wir wissen aus Satz 2.5.4, daß die Menge End(V ) der Endo-
morphismen eines Vektorraumes einen Ring bildet. Die Menge der invertierbaren
Elemente ist offensichtlich die Gruppe GL(V ), d.h. wir haben End(V )� = GL(V ).

5.1.5 Definition SeiR ein kommutativer Ring mit1. Eine MengeI � R heißt ein
Ideal, wenn gilt:

(I.1) I ist eine Untergruppe der additiven abelschen Gruppe vonR.

(I.2) Für u 2 I undr 2 R ist u � r 2 I.

Beachte Überzeugen Sie sich davon, daß jedes Ideal vonR ein Teilring vonR
ist. Umgekehrt mußnicht jeder Teilring auch ein Ideal sein.

5.1.6 Bemerkung Verzichtet man auf die Voraussetzung der Kommutativit¨at,
so hat man in der naheliegenden Weiselinke, rechteundbeidseitigeIdeale zu de-
finieren, indem man(8u2 I)(8r 2R)[r � u 2 I], (8u2 I)(8r 2R)[u � r 2 I] und
(8u2 I)(8r 2R)[r � u 2 I ^ u � r 2 I] fordert.

5.1.7 Lemma Ist R ein kommutativer Ring mit1 und sinda1; : : : ; an 2 R, so ist
die Menge

(a1; : : : ; an)R := f
nX
i=1

riai ri 2 Rg

ein Ideal inR. Sie heißt das durcha1; : : : ; an erzeugteIdeal. Wann immer der
Zusammenhang es erlaubt, lassen wir den unteren IndexR weg.

Beweis: Offensichtlich ist
Pn

i=1 riai�
Pn

i=1 r
0
iai =

Pn
i=1(ri�r0i)ai 2 (a1; : : : ; an)R

undr �Pn
i=1 riai =

Pn
i=1 rriai 2 (a1; : : : ; an)R, womit ein Ideal vorliegt. ut

5.1.8 Definition Ein IdealI � R heißt einHauptideal, wenn es eina 2 R gibt
mit I = (a)R = fr � a r 2 Rg.

5.1.9 BeispieleIstR ein kommutativer Ring, so haben wir dasNullideal0 := f0g
als ein (triviales) Hauptideal. Ebenso istR = (1)R ein Hauptideal. F¨ur eine Einheit
u 2 R� ist 1 = u�1u 2 (u)R und damit für r 2 R auchr = r � 1 2 (u)R. Damit
gilt (u)R = R für jede Einheitu 2 R�.

132



5.1. Teilbarkeit in Ringen

Wir erinnern an die Definition eines Nullteilers (Definition 1.1.15). Dort haben wir
auch den Begriff des Integrit¨atsring eingef¨uhrt. Wir wollen diesen jetzt noch etwas
enger fassen und sagen, daß einIntegritätsbereichein kommutativer , nullteiler-
freier Ring mit1 ist.

5.1.10 Definition Es seiR ein Integritätsbereich. Ein Elementa 2 R heißtTeiler
eines Elementsb 2 R, wenn es einr 2 R gibt mit b = a �r. In Formelschreibweise
bedeutet dies

a j b :, (9r 2R)[b = a � r]:
Wir schreibena j=b um auszudr¨ucken, daßa kein Teiler vonb ist.

5.1.11 FolgerungenFür einen IntegriẗatsbereichR gelten:

(i) (8a2R)[1 j a ^ a j a].
(ii) (8a; b2R)[a j b ^ b j c ) a j c].

(iii) a j b1 ^ : : : ^ a j bn ) a j
nX
i=1

ribi für alle r1; : : : ; rn 2 R.

(iv) a j 1 , a 2 R�.

(v) a j b ^ b j a , (9u2R�)[a = bu].

(vi) a j b , (b)R � (a)R.

(vii) (a)R = (b)R , (9u2R�)[a = bu].

Beweis: Die Behauptung (i) ist klar. Wir zeigen (ii) durch die Rechnungb =

ar1 ^ c = br2 ) c = a(r1r2) und (iii) durch die Rechnungbi = aci für
i = 1; : : : n, welche

Pn
i=1 ribi =

Pn
i=1 riaci = a �Pn

i=1 rici impliziert. Die Be-
hauptung (iv) ist klar. Bei (v) zeigen wir zun¨achst): Aus a = br1 und b = ar2
folgt b = b(r1r2) und damitr1r2 = 1, d.h.ri 2 R� für i = 1; 2. Die Gegenrich-
tung ist wegena = bu undb = au�1 trivial. Für (vi) zeigen wir zun¨achst): Sei
dazux 2 (b)R undb = a � r1. Dann istx = b � r = a � r1 � r 2 (a)R. Für die Gegen-
richtung( erhalten wirb = b �1 2 (b)R � (a)R und damitb = a �r für einr 2 R.
D.h. a j b. Die Eigenschaft (vii) folgt nun unmittelbar wegen(a)R = (b)R ,
(a)R � (b)R ^ (b)R � (a)R , a j b ^ b j a , (9u2R�)[a = b � u]. ut

5.1.12 SatzDie Relationa �R b :, (9u2R�)[a = b � u] definiert eineÄqui-
valenzrelation aufR. Gilt a �R b, so heißena undb in R assoziiert.

133



5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Beweis: DaR� eine Gruppe ist, erhalten wira �R a wegena = 1 �a. Ausa �R b

mit a = b � u erhalten wirb = a � u�1 und damitb �R a. Schließlich folgt aus
a �R b �R c mit a = b � u1 undb = c � u2 aucha = c � u1 � u2, d.h.a �R c. ut
Beachte Nach dem Hilfsatz im Beweis von Lemma 2.2.8 bilden dieÄquivalenz-
klassen von�R eine Partition vonR.
Aus 5.1.11 (v) erhalten wir

a �R b , a j b ^ b j a , (a)R = (b)R: (5.1)

5.1.13 Definition Ein IntegritätsbereichR heißt einHauptidealring, wenn jedes
Ideal vonR schon ein Hauptideal ist.

Sind a1; : : : ; an 2 R, so heißtr 2 R ein gemeinsamer Teiler, wennr j ai für
i = 1; : : : ; n gilt. Gilt r 2 R� für jeden gemeinsamen Teiler vona1; : : : ; an, so
heißena1; : : : ; an teilerfremdoderrelativ prim.

5.1.14 SatzSeiR ein Hauptidealring. Dann sind̈aquivalent:

(i) a1; : : : ; an 2 R sind teilerfremd.

(ii) (a1; : : : ; an)R = R.

(iii) (9r1; : : : ; rn 2R)[
Pn

i=1 riai = 1].

Beweis: (i) ) (ii): Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein Elementr 2 R mit
(a1; : : : ; an)R = (r)R. Wegenai 2 (r)R folgt ai = r � ri für i = 1; : : : ; n. Damit
ist r ein gemeinsamer Teiler vona1; : : : ; an und, da diese teilerfremd sind, somit
r 2 R�. Nach 5.1.9 folgt(a1; : : : ; an)R = (r)R = R.
(ii) ) (iii): Da 1 2 (a1; : : : ; an)R gibt esr1; : : : ; rn 2 R mit 1 =

Pn
i=1 riai.

(iii) ) (i): Gilt r j ai für i = 1; : : : ; n, so folgt nach 5.1.11 (iii)r j (Pn
i=1 riai)

für aller1; : : : ; rn 2 R und damitr j 1. Also istr 2 R�. ut

5.1.15 SatzIst R ein Hauptidealring und sinda; b 2 R teilerfremd, so folgt aus
a j b � r bereitsa j r.
Beweis: Daa undb teilerfremd sind, gibt es nach Satz 5.1.14 Elementer1; r2 2 R

mit 1 = a � r1 + b � r2. Damit istr = a � r1 � r + b � r2 � r, und wegena j b � r folgt
nach Satz 5.1.11 (iii)a j r. ut
Wir nennenp 2 R ein Primelement, wenn

p 6= 0 ^ p =2 R� ^ (8d2R)[d j p ) d �R p _ d �R 1] (5.2)

gilt, d.h. wenn jeder Teiler vonp entweder eine Einheit oder mitp assoziiert ist.
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5.1.16 SatzEs seiR ein Hauptidealring undp ein Primelement vonR. Dann gel-
ten:

(i) Für a 2 R gilt entwederp j a oderp unda sind teilerfremd.

(ii) Ausp j a � b folgt p j a oderp j b.
Beweis: (i): Sind p unda nicht teilerfremd, so gibt es einr 2 R n R� mit r j a
undr j p. Dann ist aberr �R p, und wegenr j a erhalten wir damit auchp j a.
(ii): Nach (i) gilt: p j a oderp unda sind teilerfremd. In diesem Falle folgt aber
ausp j ab nach Satz 5.1.15p j b. ut

5.1.17 Korollar Zwei Primelemente in einem Hauptidealring sind entweder tei-
lerfremd oder assoziiert.

Beweis: Sindp undq Primelemente, die nicht teilerfremd sind, so folgt nach Satz
5.1.16p j q undq j p. Nach (5.1) folgt darausp �R q. ut

5.1.18 Bemerkung Wir erhalten aus Satz 5.1.15, daß f¨ur paarweise teilerfremde
Elementea1; : : : ; an mit ai j b für i = 1; : : : ; n auch

Qn
i=1 ai j b gilt. Aus a1 j b

folgt nämlichb = a1 � r1 und ausa2 j a1 � r1 wegen der Teilerfremdheit vona2 und
a1 danna2 j r1, d.h.b = a1 � a2 � r2. Nun erhalten wir in analoger Weisea3 j r2
und durch Iteration schließlichb =

Qn
i=1 ai � rn.

5.2 Euklidische Ringe

DasBeispiel für einen Integrit¨atsbereich istZ, der Ring der ganzen Zahlen. InZ
gibt es nur zwei Einheitenf�1; 1g. Ein Ideal inZ ist beispielsweise die Menge
k � Z := fk � r r 2 Zg. Wir werden in Kürze sehen, daßZ ein Hauptidealring
ist. Damit haben alle Ideale die Gestaltk �Z. Der RingZ hat aber noch zus¨atzliche
Eigenschaften. Eine davon ist die Division mit Rest, die den euklidischen Algorith-
mus zum Auffinden des gr¨oßten gemeinsamem Teilers zweier Zahlen erm¨oglicht.
Wie Sie sich erinnern, besagt die Division mit Rest, daß zu zwei gegebenen Zahlen
a undb eine Zahlr so existiert, daß der Restb�ar kleiner als der Teilerawird. Da
wir auf beliebigen Ringen im allgemeinen keine “kleiner” Relation haben, m¨ussen
wir uns anderweitig behelfen. Dies ist der Hintergrund der folgenden Definition.

5.2.1 Definition Es seiR ein Integritätsbereich. Eine AbbildungN :R �! Zheißt
eineeuklidische Norm, wenn sie den folgenden Bedingungen gen¨ugt:

(EN.0) (8a2R)[N(a) = 0 , a = 0].
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

(EN.1) (8a2R)[a 6= 0 ) N(a) > 0].

(EN.2) (8a; b2R)[N(ab) = N(a)N(b)].

(EN.3) (8a; b2R n f0g)(9r 2R)[N(b� ar) < N(a)].

Ein Integritätsbereich, auf dem sich eine euklidische Norm definieren l¨aßt, heißt
ein euklidischer Ring.

5.2.2 FolgerungIstR ein euklidischer Ring mit euklidischer NormN , so gelten:

(i) b j a ) N(b) j N(a),

denn ausa = br folgt N(a) = N(b)N(r).

(ii) a �R b ) N(a) = N(b),

denn ausa �R b folgt a j b undb j a und darausN(a) j N(b) undN(b) j N(a).
Damit giltN(a) �ZN(b) und, daN(a) undN(b) beide nicht negativ undf�1; 1g
die einzigen Einheiten inZ sind, schließlichN(a) = N(b).

(iii) N(1) = 1,

denn nach (EN.2) istN(r) = N(1 � r) = N(1)N(r) und damitN(1) = 1.

(iv) u 2 R� , N(u) = 1,

dennu 2 R� impliziert u j 1 und damitN(u) j 1 nach (iii). Da 0 < N(u) folgt
N(u) = 1. Ist umgekehrtN(u) = 1, so finden wir nach (EN.3) einr 2 R mit
N(1� ur) < N(1) = 1. Dann ist1� ur = 0 und damitur = 1, d.h.u 2 R�.

(v) a j b ^ a 6�R b ^ b 6= 0 ) N(a) < N(b),

denn ausb = ar mit r =2 R� [ f0g folgt N(b) = N(a)N(r) mit N(r) > 1. Also
istN(a) < N(b).

5.2.3 SatzJeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis: SeiR ein euklidischer Ring undI � R ein Ideal. Da das Nullideal ein
Hauptideal ist, d¨urfen wirI 6= 0 annehmen. Sein := min fN(a) a 2 I ^ a 6= 0g
unda0 2 I so gewählt, daßN(a0) = n ist. Wegenn 6= 0 folgt a0 6= 0. Zu jedem
b 2 I gibt es nach (EN.3) einr 2 R mit N(b � a0r) < N(a0). Da b � a0r 2 I

folgt darausb = a0r, d.h.b 2 (a0)R. Damit istI � (a0)R und die entgegengesetz-
te Inklusion folgt sofort wegena0 2 I. ut
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5.2.4 Satz Ist R ein euklidischer Ring, so läßt sich jedes von 0 verschiedener 2
R n R� bis auf Assoziiertheit eindeutig als Produkt von Primelementen darstellen.
Ringe, deren Elemente sich bis auf Assoziiertheit eindeutig als Primzahlprodukte
darstellen lassen, heißenfaktoriell. Jeder euklidische Ring ist somit faktoriell.

Beweis: Wir haben zwei Dinge zu zeigen:

Zur 2 R n (R� [ f0g)gibt es Primelementep1; : : : ; pn mit r =
nY
i=1

pi (i)

und

Ist
nY
i=1

pi �R

mY
i=1

qi für Primelementep1; : : : ; pn und q1; : : : ; qm; so ist

m = n undpi �R q�(i) für eine Permutation� 2 Sn:

(ii)

Beginnen wir mit (i). Wir führen Induktion nachN(r). Wegenr =2 R� und 5.2.2
(iv) ist N(r) 6= 1. Istr bereits ein Primelement, so w¨ahlen wirn = 1. Anderenfalls
gibt esa; b 2 R n R� mit r = ab. Dann ist nach 5.2.2 (v)N(a) < N(r) und
N(b) < N(r). Nach Induktionsvoraussetzung sinda und b als Primzahlprodukte
darstellbar. Damit ist aber auchab ein Primzahlprodukt.

Nun zeigen wir (ii). DaR euklidisch ist, istR ein Hauptidealring. Ausp1 j
Qm

i=1 qi
folgt nach Satz 5.1.16p1 j qj1 für ein j1 2 f1; : : : ;mg. Wir setzen�(1) := j1

und erhaltenp1 �R q�(1) nach Korollar 5.1.17 und
Qn

i=1 pi �R

Qm
i=1
i6=j1

qi. Nun

erhalten wirp2 j qj2 für ein j2 2 f1; : : : ;mg n fj1g. Wir setzen�(2) := j2,
erhaltenp2 �R q�(2) und durch Iteration schließlichn = m undpi �R q�(i) für
i = 1; : : : ; n. ut

5.2.5 SatzDer RingZ der ganzen Zahlen ist euklidisch und damit faktoriell und
ein Hauptidealring.

Beweis: Man prüft sofort nach, daß die Abbildungz 7�! jzj eine euklidische
Norm definiert. ut

5.2.6 Bemerkung In der Algebra-Vorlesung wird gezeigt werden, daß bereits
jeder Hauptidealring faktoriell ist. Das ist jedoch deutlich aufwendiger zu zeigen
und wird in dieser Vorlesung nicht gebraucht.
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5.3 Der PolynomringK[x]

Wir erinnern an den Abschnitt 1.3.3, in dem wir den Vektorraum Abb[N;K] =:

K[x] der Polynome ¨uber einem K¨orperK eingeführt haben. Wir hatten

G(f) :=

�
min fn2 N (8m2 N)[m > n) f(m) = 0]g für f 6= 0

�1 für f = 0

definiert undG(f) den Grad von f genannt. F¨ur das zus¨atzliche Zeichen�1
vereinbaren wir die folgenden Rechenregeln:

�1+ (�1) = �1
�1+ a = a+ (�1) = �1:

Jedes Polynom vom Gradn � 0 läßt sich in der Formf =
Pn

i=0 f(i)x
i mit

einerUnbestimmtenx schreiben, was den Vorteil hat, daß man mit diesen formalen
Summen wie gewohnt rechnen kann. Dies kommt insbesondere zum Tragen, wenn
wir das Produkt zweier Polynome

f � g :=

m+nX
k=0

(
X
i+j=k

f(i)g(j))xk (5.3)

einführen, denn dieses Produkt erh¨alt man, wenn man die Ausdr¨ucke
Pm

i=0 f(i)x
i

und
Pn

j=0 g(j)x
j formal miteinander multipliziert und nach Potenzen vonx ord-

net. Offensichtlich hat man dann

G(f � g) = G(f) +G(g): (5.4)

Man rechnet sofort nach, daß die in (5.3) definierte Multiplikation assoziativ und
kommutativ ist und den Distributivgesetzen gehorcht. Damit istK[x] ein Ring. Wir
nennen ihn denRing der Polynome mit Koeffizienten inK oder kurz denPolynom-
ring überK.
Für jedes� 2 K läßt sich eine Abbildung

f :N �! K; p�(n) :=
n
� für n = 0

0 sonst

erklären, die fast ¨uberall verschwindet und somit ein Polynom ist. Offensichtlich ist
dannG(p�) = 0. Die Abbildung� 7�! p� ist offensichtlich injektiv. Wir können
daherK als Teilmenge vonK[x] auffassen, indem wir� und p� identifizieren.
Dies wird noch deutlicher, wenn wirp� =

P0
i=0 �x

i = � notieren.

5.3.1 Definition Jedes Polynomf =
Pn

i=0 �ix
i 2 K[x] definiert eine Abbildung

K 3 � 7! f(�) :=
Pn

i=0 �i�
i 2 K, die wir ebenfalls mitf bezeichnen wollen.
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Dies sollte nicht zu Verwirrungen mit der Abbildungf :N �! K führen, da beide
unterschiedliche Argumente haben. Giltf(�) = 0 für ein � 2 K, so heißt� eine
NullstelleoderWurzelvonf in K.

5.3.2 Bemerkung Fassen wir� 2 K verm̈oge der Einbettung vonK in K[x]

als Polynom auf, so gilt�(�) = � � �0 = � für alle � 2 K. Daher bezeichnet man
die� 2 K auch alskonstante Polynome. Offenbar sind die konstanten Polynome
genau die Polynome vom Grad0.

5.3.3 Lemma Ist f 2 K[x] und ist � eine Wurzel vonf in K, so gibt es ein
Polynomg 2 K[x] mit f = (x� �) � g. Insbesondere istG(g) = G(f)� 1.

Beweis: Wir erhalten f = f � f(�) =
Pn

i=0 �ix
i � Pn

i=0 �i�
i =Pn

i=0 �i � (xi � �i) = (x � �) �Pn
i=0 �i(

Pi
k=1 x

i�k�k�1), und wir setzeng :=Pn
i=0 �i(

Pi
k=1 x

i�k�k�1). Damit istG(f) = G(x� �) +G(g) = 1 +G(g). ut

5.3.4 Satz Ist f 2 K[x]; f 6= 0, und sind�1; : : : ; �n alle Wurzeln vonf in K, so
gibt es ein Polynomr 2 K[x], das keine Wurzeln inK hat, undk1; : : : ; kn 2 N
mit

f = (x� �1)
k1 � � � (x� �n)

kn � r; (5.5)

und es istG(f) =
Pn

i=1 ki +G(r).

Beweis: Wir f ühren Induktion nachG(f). Besitztf keine Wurzeln inK, so sei
r := f undn = 0. Besitztf eine Wurzel�, so gilt nach Lemma 5.3.3f = (x��)�g
und G(g) < G(f). Nach Induktionsvoraussetzung ist danng =

(x� �1)
k1 � � � (x� �m)

km � r, wobei�1; : : : ; �m alle Wurzeln vong in K sind und
r keine Wurzel inK besitzt. Dann istf = (x� �) � (x� �1)

k1 � � � (x� �m)
km � r,

und f�g [ f�1; : : : ; �mg sind alle Wurzeln vonf in K. Ist � = �i für ein i 2
f1; : : : ;mg, so istn = m, und der Exponentki erhöht sich um1. Anderenfalls ist
n = m + 1, und(x � �) kommt als neuer Faktor hinzu. Schließlich erhalten wir
G(f) = G((x � �1)

k1) + � � �+G((x � �n)
kn) +G(r) =

Pn
i=1 ki +G(r). ut

Wir werden in Kürze feststellen, daßK[x] ein faktorieller Ring ist und jedes Po-
lynom der Formx � � ein Primelement inK[x] ist. Damit sind dieki in (5.5)
eindeutig bestimmt. Die Zahlki heißt dann dieVielfachheitder Wurzel�i in K.
Ist r in (5.5) ein konstantes Polynom, so sagen wir, daßf überK in Linearfakto-
ren zerfällt. Ein KörperK, über dem jedes Polynomf 2 K[x] in Linearfaktoren
zerfällt, heißtalgebraisch abgeschlossen. In der Vorlesung ¨uber Algebra wird ge-
zeigt, daß jeder K¨orper einen algebraisch abgeschlossenen Oberk¨orper besitzt. Ein
Beispiel für einen algebraisch abgeschlossenen K¨orper ist der K¨orperC der kom-
plexen Zahlen.
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5.3.5 Korollar Ist f 2 K[x]; f 6= 0, undG(f) = n, so besitztf überK höchstens
n viele Wurzeln, wobei jede Wurzel in ihrer Vielfachheit gezählt wird. Zerf̈allt f
überK, so hatf genaun Wurzeln inK.

Beweis: Nach Satz 5.3.4 ist die Anzahl der Wurzeln vonf in K in ihrer Vielfach-
heit gezählt

Pn
i=1 ki = G(f) � G(r). Damit ist diese Anzahl kleiner alsG(f)

und gleichG(f) genau dann, wennG(r) = 0 ist, d.h. wennf in Linearfaktoren
zerfällt. ut

5.3.6 Lemma Es istK[x]� = ff G(f) = 0g = K�.

Beweis: Es folgt aus Definition (5.3), daß1 das 1-Element inK[x] ist. Ausf �g = 1

erhalten wir wegen (5.4)G(f) +G(g) = G(1) = 0 und daherG(f) = G(g) = 0.
Damit sindf undg konstant und somit inK. DaK ein Körper ist, folgt ausfg 6= 0

auchf 6= 0 und g 6= 0. Also ist f; g 2 K�. Die umgekehrte Inklusion gilt aber
wegen��1� = 1 für � 2 K� trivialerweise. ut

5.3.7 SatzDer RingK[x] über einem K̈orperK ist euklidisch.

Beweis: Bis jetzt haben wir eingesehen, daßK[x] ein kommutativer Ring mit1
ist. Aus (5.3) erhalten wir aber auch sofortf � g 6= 0, wennf 6= 0 undg 6= 0 ist.
Wir definieren nun

N(f) :=
n
0 falls f = 0

2G(f) sonst.

Dann giltN(f) = 0 , f = 0 und f 6= 0 ) N(f) > 0. Ebenso erhalten
wir N(fg) = 2G(f)+G(g) = 2G(f) � 2G(g) = N(f) � N(g) und haben damit die
Eigenschaften(EN.0) – (EN.2)einer euklidischen Norm f¨ur N nachgepr¨uft. Es
bleibt zu zeigen, daß wir zuf; g 2 K[x] ein Polynomp so finden k¨onnen, daß
N(f � gp) < N(g) ist. Seien alsof undg gegeben. IstG(f) < G(g), so setzen
wir p = 0 und sind fertig. Daher nehmen wirf =

Pn
i=0 �ix

i undg =
Pm

i=0 �ix
i

mit n � m und �m 6= 0 an. Seir1 := f � g � �n
�m

xn�m. Dann istG(r1) <

G(f). Gilt auchG(r1) < G(g), so setzen wirp := �n
�m

xn�m und sind fertig.

Anderenfalls istr1 =
Pn�1

i=0 �
0
ix
i mit n � 1 � m und wir setzenr2 := r1 �

g � �
0

n�1

�m
� xn�1�m. Dann istG(r2) = n � 2 < G(r1). Ist G(r2) < G(g), so

haben wirr2 = f � g( �n�mx
n�m +

�0n�1
�m

� xn�1�m) und setzenp := �n
�m

xn�m +
�0n�1
�m

� xn�1�m. Anderenfalls setzen wir das Verfahren fort, definierenr3 usf. Da
die Grade der Polynomeri strikt abnehmen, erhalten wir schließlich einrk =

f � g(
1x
n�m+
2x

n�1�m+ � � �+
kx
n�m�k+1) mit G(rk) < G(g). Wir setzen

p := 
1x
n�m + 
2x

n�1�m + � � � + 
kx
n�m�k+1 und sind fertig. ut
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5.3.8 SatzDer PolynomringK[x] über einem K̈orper K ist ein Hauptidealring
und faktoriell.

Beweis: Dies folgt mit den S¨atzen 5.2.3 und 5.2.4 aus Satz 5.3.7. ut

5.3.9 Lemma Ein Polynomf =

nX
i=0

�ix
i vom Gradn heißt normiert, wenn�n =

1 ist. Jedes Polynomf 6= 0 ist zu einem normierten Polynom assoziiert.

Beweis: Ist �n 6= 1, so gilt nach Lemma 5.3.6:f � �n
�1f und�n�1f ist nor-

miert. ut

5.3.10 Lemma Zwei normierte Polynome sind genau dann assoziiert, wenn sie
gleich sind.

Beweis: Seixn + �n�1x
n�1 + � � �+ �0 = f � g = xn + �n�1x

n�1 + � � �+ �0.
Dann gibt es nach Lemma 5.3.6 ein� 2 K� mit � � f = g. Dann ist� � xn = xn

und damit� = 1. Damit folgt �i = ��i = �i für i = 0; : : : ; n � 1 und damit
f = g. Die Gegenrichtung ist klar. ut

5.3.11 SatzIst I � K[x] ein Ideal, das nicht das Nullideal ist, so gibt es ein
eindeutig bestimmtes normiertes Polynomp mit I = (p)K[x].

Beweis: DaK[x] ein Hauptidealring undI 6= (0) ist, gibt es ein normiertes Poly-
nomp mit I = (p)K[x]. Gilt I = (q)K[x] für ein weiteres normiertes Polynom, so
folgt p � q nach (5.1). Nach Lemma 5.3.10 folgt damitp = q. ut

5.3.12 Definition Die Primelemente inK[x] nennt manirreduzible Polynome. Der
Name rührt daher, daß sich ein irreduzibles Polynom nicht als Produkt von Polyno-
men kleinerer Grade darstellen l¨aßt. Ist nämlichf ein Primelement undf = p � q,
so folgtf � p oderp � 1 und damit entwederG(p) = G(f) oderG(p) = 0 und
damitG(q) = G(f).

5.3.13 SatzIst f 2 K[x] irreduzibel, so istG(f) = 1 oderf hat keine Wurzel in
K.

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 5.3.3. ut
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5.3.14 SatzZu jedem Polynomf gibt es eindeutig bestimmte irreduzible normierte
Polynomep1; : : : ; pn, naẗurliche Zahlenk1; : : : ; kn größer als0 und ein� 2 K mit

f = � �
nY
i=1

pkii .

Beweis: DaK[x] euklidisch und damit faktoriell ist, erhalten wirf =
Qn

i=1 p
0ki
i

für Primelementep01; : : : ; p
0
n, die bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind.

Normieren wir diese Polynome, so erhalten wir mit Lemma 5.3.10 die Behauptung.
ut

5.3.15 Bemerkung Jedes Polynom vom Grad1 ist offensichtlich irreduzibel.
Damit erhalten wir, daß die Darstellung in (5.5) tats¨achlich eindeutig ist. Insbe-
sondere ist die Vielfachheit einer Wurzel� eines Polynomsf 2 K[x] in K wohl-
definiert. Wir wollen sie in dieser Vorlesung mit�K(�; f) bezeichnen, wobei wir
im Regelfall den unteren IndexK weglassen. Ist�K(�; f) 6= 0, so gilt nämlich
�K0(�; f) = �K(�; f) für alle Oberk¨orperK 0 vonK.
Ist K ein algebraisch abgeschlossener K¨orper, so sind die irreduziblen Polynome
genau die Polynome vom Grad 1. Damit sind beispielsweise alle Polynome eines
Grades> 1 mit reellen (oder auch komplexen) Koeffizienten ¨uber C reduzibel.
ÜberR gibt es jedoch irreduzible Polynome des Grades2, z. B.x2+1. ÜberQ ist
sogar das Polynomx3 � 2 irreduzibel (obwohl alle Polynome mit Graden gr¨oßer
als2 überR reduzibel sind).

5.4 Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen

5.4.1 Definition SeiV ein Vektorraum ¨uber einem K¨orperK. Ein Element� 2 K

heißt einEigenwerteines Endomorphismusf 2 End(V ), wenn es einen Vektor
a 6= 0 in V gibt mit f(a) = � � a. Der Vektora heißt dann einEigenvektorvon f
zum Eigenwert�.

5.4.2 Lemma Sei V ein K-Vektorraum,� 2 K und f 2 End(V ). Dann gilt
Eig(�; f) := fv 2 V f(v) = � � vg = Kern(f � � � id V ). Somit istEig(�; f)
ein Unterraum vonV . Er heißt derEigenraumzum Eigenwert� vonf .

Beweis: Klar wegenf(v) = � � v , (f � � � id v)(v) = 0. ut

5.4.3 Lemma SeiV einK-Vektorraum undf 2 End(V ). Ein Element� 2 K ist
genau dann ein Eigenwert vonf , wenn die Abbildungf �� � id V nicht injektiv ist.
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Beweis: Nach Definition 5.4.1 ist� genau dann ein Eigenwert, wenn Eig(�; f) 6=
f0g ist. Nach Lemma 5.4.2 ist dies aber genau dann der Fall, wenn der Kern von
f � � � id V nicht der Nullraum ist, d.h. wennf � � � id V nicht injektiv ist. ut

5.4.4 SatzSei V ein endlich dimensionaler Vektorraum̈uber K. Ein Element
� 2 K ist genau dann ein Eigenwert eines Endomorphismusf 2 End(V ), wenn
det(f � � � id V ) = 0 ist.

Beweis: Nach Lemma 5.4.3 ist� genau dann ein Eigenwert vonf 2 End(V ),wenn
f � � � id V nicht injektiv und damit, daV endlich dimensional ist, nicht bijektiv
ist. Nach Satz 4.3.6 ist dies aber genau dann der Fall, wenndet(f � � � id V ) = 0

ist. ut
Um einen Eigenwert f¨ur einen Endomorphismusf zu berechnen, muß man nach
Satz 5.4.4 also die Gleichung

det(f � x � id V ) = 0 (5.6)

für eine Unbestimmtex lösen. Man nennt daher (5.6) diecharakteristische Glei-
chungdes Endomorphismusf . Welche Form diese Gleichung hat, wollen wir n¨aher
untersuchen.

5.4.5 Satz Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum̈uber einem K̈orper K, so sind
die Lösungen der charakteristischen Gleichung eines Endomorphismusf die Wur-
zeln eines Polynoms inK[x] vom Gradn.

Beweis: Wählen wir eine BasisB = (b1; : : : ; bn) vonV , so gilt nach Lemma 4.3.5

det(f � x � id V ) = �B((f � x � id V )(b1); : : : ; (f � x � id V )(bn)): (i)

Um die rechte Seite in (i) darstellen zu k¨onnen, definieren wir f¨ur eine Menge
I � f1; : : : ; ng

�I
B(b1; : : : ; bn) := �B(b

0
1; : : : ; b

0
n) mit b0i :=

�
bi falls i 2 I

f(bi) sonst.
(ii)

Wegen der Multilinearit¨at von�B folgt dann

�B((f�x�idV )(b1); : : : ; (f�x�idV )(bn)) =
nX

k=0

(�1)k�(
X
I�f1;:::;ng

jIj=k

�I
B(b1; : : : ; bn))�xk: (iii)

Setzen wir
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�k :=
X
I�f1;:::;ng

jIj=k

�I
B(b1; : : : ; bn); (iv)

so erhalten wir nach Lemma 4.3.5

�0 = �B(f(b1); : : : ; f(bn)) = det f; (v)

nach Satz 4.2.6

�n = �B(b1; : : : ; bn) = 1 (vi)

und

�n�1 =

nX
j=1

�B(b1; : : : ; f(bj); : : : ; bn): (vii)

Man bezeichnet�n�1 als die Spur des Endomorphismusf (siehe Bemerkung
5.4.6). Zusammenfassend erhalten wir

det(f � x � id V ) = (�1)n � xn+ (�1)n�1 spurf � xn�1 + � � �+det f: (viii)

Man nennt das Polynom in (viii) dascharakteristische Polynomdes Endomorphis-
musf . Wir wollen es mitCharpol f bezeichnen. Ein Element� 2 K ist genau
dann Eigenwert eines Endomorphismusf , wenn es Wurzel des charakteristischen
PolynomsCharpol f ist. ut

5.4.6 Anmerkung Ist � eine Determinantenfunktion undf ein Endomorphis-
mus, so ist die Abbildung

(v1; : : : ; vn) 7�!
nX
i=1

�(v1; : : : ; f(vi); : : : ; vn)

wieder eine Determinantenfunktion. Daher erhalten wir nach Satz 4.2.7 f¨ur eine
nichttriviale Determinantenfunktion� ein� 2 K mit

nX
i=1

�(v1; : : : ; f(vi); : : : ; vn) = � ��(v1; : : : ; vn):

Ähnlich wie bei der Definition der Determinante eines Endomorphimus zeigt man,
daß� unabhängig von der Wahl von� ist, und definiert

spur f :=

nX
i=1

�(v1; : : : ; f(vi); : : : ; vn)

�(v1; : : : ; vn)
: (5.7)
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Man nenntspurf die Spur des Endomorphismusf . Es ist leicht zu sehen, daß
spur:End(V ) �! K linear ist und mit etwas mehr M¨uhe, daßspur(f Æ g) =

spur(gÆf) gilt. Aus (5.7) und Satz 4.2.6 folgt, daß f¨ur eine BasisB = (b1; : : : ; bn)

spurf =

nX
i=1

�B(b1; : : : ; f(bi); : : : ; bn) (5.8)

ist. FürDB;B(f) = (�ij) erhalten wir aus (5.8)

spurf =

nX
i=1

�ii: (5.9)

Man definiert daher die Spur einern � n-Matrix als die Summe der Elemente in
der Hauptdiagonalen.

Als Folgerung aus den S¨atzen 5.4.5 und 5.3.4 erhalten wir

5.4.7 Korollar Ist f ein Endomorphismus einesn dimensionalen Vektorraumes
V , so besitztf höchstensn Eigenwerte. Zerf̈allt das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren, so istCharpol f = (x� �1)

k1 � � � (x� �m)km , wobei�1; : : : ; �m
alle verschiedenen Eigenwerte vonf sind. Der Exponentki heißt dann diealge-
braische Vielfachheitdes Eigenwertes�i. Weiter ist danndet f =

Qm
i=1 �

ki
i und

spurf =
Pm

i=1 ki � �i.

5.5 Diagonalisierung

5.5.1 Anmerkung Gehen wir nun davon aus, daß wir eine BasisB = (b1; : : : ; bn)

von Eigenvektoren eines Endomorphismusf vorliegen haben, wobeibi ein Eigen-
vektor zum Eigenwert�i ist, so erhalten wir f¨ur die Matrixdarstellung vonf

�i � bi = f(bi) =

nX
j=1

�ijbj (5.10)

und damit

DB;B(f) = (�iÆij) =

0
BBB@
�1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 �n

1
CCCA : (5.11)

In der Darstellung in (5.11) haben wir gleiche Eigenwerte in ihrer algebraischen
Vielfachheit gez¨ahlt, d.h. wir fordern nicht, daß alle�i verschieden sind.
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Unser Ziel einer Normalformdarstellung eines Endomorphismus ist nach (5.11)
also erreicht, wenn wir eine Basis aus Eigenvektoren des Endomorphismus finden
können. Es geht also nun darum zu untersuchen, unter welchen Bedingungen dies
gelingt.

5.5.2 Lemma Sinda1; : : : ; am Eigenvektoren eines Endomorphismusf , deren zu-
geḧorige Eigenwerte paarweise verschieden sind, so ist die Mengefa1; : : : ; amg
linear unabḧangig.

Beweis: Sei
Pm

i=1 �iai = 0. Allgemein gilt

(f � �l � id )(

mX
i=1

�iai) =

mX
i=1

�i(�i � �l)ai =

mX
i=1
i6=l

�i(�i � �l)ai: (i)

Durch sukzessive Anwendung von (i) erhalten wir

0 =

mY
l=1
l 6=k

(f � �l � id )(

mX
i=1

�iai) = �k �

0
BB@

mY
l=1
l 6=k

(�k � �l)

1
CCA ak: (ii)

Da wegen der Verschiedenheit der Eigenwerte keiner der Faktoren�k � �l ver-
schwindet, folgt aus (ii)�k = 0. Da wir dies für beliebigesk 2 f1; : : : ;mg erhal-
ten, folgt�1 = � � � = �m = 0. ut
Nach Lemma 5.5.2 haben wir uns also nur noch um die Eigenvektoren zum glei-
chen Eigenwert zu k¨ummern. Zerf¨allt das charakteristische Polynom eines Endo-
morphismusf und sind alle Eigenwerte verschieden, so erhalten wirn Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten, die nach Lemma 5.5.2 dann bereits eine Basis
bilden. Bezüglich dieser Basis l¨aßt sichf , wie in (5.11) angegeben, durch eine
Diagonalmatrix darstellen.

5.5.3 Lemma Sind�1; : : : ; �m paarweise verschiedene Eigenwerte eines Endo-
morphismusf , so gilt

mX
i=1

Eig(�i; f) =
mM
i=1

Eig(�i; f):

Beweis: Seiui 2 Eig(�i; f) für i = 1; : : : ;m. Dann sind nach Lemma 5.5.2 alle
von 0 verschiedenen Vektorenui linear unabh¨angig. Aus

Pm
i=1 ui = 0 folgt daher

ui = 0 für i = 1; : : : ;m, denn wären einige derui von 0 verschieden, erhielten
wir eine nicht triviale Darstellung der0 aus linear unabh¨angigen Vektoren, was
unmöglich ist. Damit ist die Summe direkt. ut
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5.5.4 Satz Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum und ist� ein Eigenwert
eines Endomorphismusf 2 End(V ), so gilt

dim(Eig(�; f)) � �(�;Charpol f ): (5.12)

Man nenntdim(Eig(�; f)) diegeometrische Vielfachheitdes Eigenwerts�.

Beweis: Es seifb1; : : : ; bsg eine Basis von Eig(�; f). Ergänzen wirfb1; : : : ; bsg
zu einer BasisB vonV , erhalten wir fürDB;B(f) = (�ij) schon

f(bi) =

nX
j=1

�ijbj = �bi (i)

und damit�ij = Æij � � für i = 1; : : : ; s. Somit ist

DB;B(f) =

0
BBBB@
� 0 � � � � � � � � � 0

0
.. . . ..

...
...

.. . . .. . . .
...

0 � � � 0 � 0

� � � � � � � � � � � B

1
CCCCA (ii)

und daher

C := DB;B(f � x � id ) =

0
BBBBB@

�� x 0 � � � � � � � � � � � � 0

0
. . . . ..

...
...

. . .
. ..

. . .
...

0 � � � 0 �� x 0

� � � � � � � � � � � B0

1
CCCCCA : (iii)

Aus Satz 4.3.11 und 4.3.17 (iii) folgt nun

Charpol f = detC = (�� x)s � det
�
E 0

� B0

�
= (�� x)s � detB0: (iv)

Aus (iv) folgt abers � �(�;Charpol f ). ut

5.5.5 SatzEs seiV ein endlich dimensionaler Vektorraum̈uber einem K̈orperK
undf 2 End(V ). Dann sindäquivalent:

(i) Es gibt eine BasisB, bez̈uglich der die MatrixDB;B(f) Diagonalgestalt hat.

(ii) Das charakteristische PolynomCharpol f zerf̈allt überK in Linearfaktoren,
und es giltdim(Eig(�i; f)) = �(�i;Charpol f ) für jeden Eigenwert�i vonf .

(iii) Es ist V =
Lm

i=1 Eig(�i; f), wobei�1; : : : ; �m alle paarweise verschiedenen
Eigenwerte vonf sind.
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Trifft eine der Eigenschaften auff 2 End(V ) zu, so nennen wirf diagonalisierbar

Beweis: (i) ) (ii): Seien�1; : : : ; �n die Diagonalelemente inDB;B(f). Dann
gilt f(bi) = �i � bi für i = 1; : : : ; n, d.h. jedes�i ist ein Eigenwert. Damit hat nach
Satz 5.4.5Charpol f n-Wurzeln und zerf¨allt daher nach Satz 5.3.4 in Linearfak-
toren. Seien nun�1; : : : ; �m die paarweise verschiedenen Eigenwerte vonf . Für
i = 1; : : : ;m definieren wir

Ii := fj 1 � j � n ^ �j = �ig: (i)

Wir behaupten, daß dann

Vi := hfbj j 2 Iigi = Eig(�i; f) (ii)

gilt. Ist nämlicha 2 Vi, so gilta =
P

j2Ii
�jbj und damitf(a) = f(

P
j2Ii

�jbj) =P
j2Ii

�j�ibj = �i �
P

j2Ii
�jbj = �ia. Damit istVi � Eig(�i; f). Ist umgekehrt

a 2 Eig(�i; f), so gilta =
Pn

j=1 �jbj und damit

nX
j=1

�j�ibj = �i �
nX
j=1

�jbj = f(a) =

nX
j=1

�j�jbj: (iii)

Aus (iii) erhalten wir aber�j�j = �j�i für j = 1; : : : ; n. Also ist �j = 0 für
�j 6= �i, d.h. für j =2 Ii, und wir erhaltena =

P
j2Ii

�jbj 2 Vi.
Aus (ii) folgt dim(Eig(�i; f)) = jIij =: si. Nun ist

mX
i=1

si = n =

mX
i=1

�(�i;Charpol f ): (iv)

Da nach Lemma 5.5.41 � si � �(�i;Charpol f ) ist, impliziert (iv) schonsi =
�(�i;Charpol f ) für i = 1; : : : ;m.
(ii) ) (iii): Seien�1; : : : ; �m die paarweise verschiedenen Eigenwerte vonf .
SeiW :=

Pm
i=1 Eig(�i; f ;). Dann giltW =

Lm
i=1 Eig(�i; f) � V , und es ist

dimW =
Pm

i=1 dim(Eig(�i; f)) =
Pm

i=1 �(�i;Charpol f ) = n. Damit istW =

V .
(iii) ) (i): Sind B1; : : : ; Bm die Basen von Eig(�1; f); : : : ;Eig(�m; f), so ist
B = B1 [ � � � [ Bm eine Basis vonV aus Eigenvektoren vonf . Wie wir in 5.5.1
gesehen haben, hat dannDB;B(f) Diagonalgestalt. ut
Wir wollen noch untersuchen, wann und unter welchen Bedingungen sich zwei
Endomorphismen bez¨uglich einer Basis simultan durch eine Diagonalmatrix dar-
stellen lassen.

5.5.6 SatzSindf; g 2 End(V ) und sindDB;B(f) als auchDB;B(g) Diagonal-
matrizen, so sindf undg vertauschbar, d.h. es giltf Æ g = g Æ f .
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5.6. Algebren

Beweis: Es folgt aus der Definition der Matrixmultiplikation, daßAB = BA für
DiagonalmatrizenA undB gilt. Demnach erhalten wir

f Æ g = (hB
�1 ÆDB;B(f) Æ hB) Æ (hB�1 ÆDB;B(g) Æ hB)

= hB
�1 ÆDB;B(g) �DB;B(f) Æ hB

= hB
�1 ÆDB;B(f) �DB;B(g) Æ hB

= (hB
�1 ÆDB;B(g) Æ hB) Æ (hB�1 ÆDB;B(f) Æ hB) = g Æ f:

ut

5.5.7 SatzSeienf; g 2 End(V ) diagonalisierbar und vertauschbar. Dann gibt es
eine BasisB, so daß sowohlDB;B(f) als auchDB;B(g) Diagonalmatrizen sind.

Beweis: Nach Satz 5.5.5 giltV =
Lk

i=1 Eig(�i; f). Nun ist jeder der Eigenr¨aume
Wi := Eig(�i; f) invariant unterg, d.h. es giltg[Wi] � Wi, denn für w 2 Wi gilt
f(g(w)) = g(f(w)) = g(�i � w) = �i � g(w) und damitg(w) 2 Wi. Um den Satz
zu beweisen, gen¨ugt es nach Satz 5.5.5 daher, jeden der Eigenr¨aumeWi von f in
eine direkte Summe von Eigenr¨aumen vong zu zerlegen. Sei daherWij := Wi \
Eig(�j ; g). Zuw 2 Wi erhalten wir wegenV =

Lm
j=1 Eig(�j ; g) Vektorenwj 2

Eig(�j ; g) mitw = w1+� � �+wm. Dann folgt aberf(w1)+� � �+f(wm) = f(w) =

�i �w = �iw1+ � � �+ �iwm und wegen der Eindeutigkeit der Summendarstellung
damitf(wj) = �iwj, d.h.wj 2Wij . Also istWi =

Pm
j=1Wij und, da�1; : : : ; �m

paarweise verschiedene Eigenwerte vong sind, nach Lemma 5.5.3 schonWi =Lm
j=1Wij. ut

Manüberlegt sich leicht, daß sich die eben gemachtenÜberlegungen sofort auf die
simultane Darstellung endlicher Mengen von Endomorphismen ¨ubertragen lassen.
Hier hat man paarweise Vertauschbarkeit zu fordern. F¨ur unendliche Mengen wird
die Beweisführung verwickelter.

5.6 Algebren

5.6.1 Definition Es seiK ein Körper. Eine MengeA mit den Verknüpfungen
�:K �A �! A, +:A�A �! A und �:A�A �! A heißt eineAlgebra,
wenn die folgenden Bedingungen erf¨ullt sind:

(A.1) Mit den Verkn̈upfungen �:K �A �! A und +:A�A �! A ist die
MengeA einK-Vektorraum.

(A.2) Für �; �; 
 2 K unda; b; c 2 A gilt

a(�b+ 
c) = �ab+ 
ac und (�a+�b)c = �(ac) +�(bc): (5.13)
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Gilt a(bc) = (ab)c für allea; b; c 2 A, so heißt die AlgebraA assoziativ.

Bemerkung Es gibt durchaus nicht assoziative Algebren, die in der Mathematik
eine wichtige Rolle spielen. So spricht man von einerLie–Algebra, wennab =

�ba unda(bc) + b(ca) + c(ab) = 0 ist. Der VektorraumR3 zusammen mit dem
sogenanntenVektorprodukt

(x1; x2; x3)� (y1; y2; y3) := (x2y3 � x3y2; x3y1 � x1y3; x1y2 � x2y1)

ist eine Lie–Algebra.
Jede assoziative Algebra ist mit den Verkn¨upfungen+ und �:A �A �! A ein
Ring. Aus der Tatsache, daß End(V ) mit + undÆ ein Ring ist, und (i) von Bemer-
kung 3.1.10 folgt, daß End(V ) eine assoziative Algebra ist. F¨ur einenn-dimensio-
nalen VektorraumV sindKn�n und End(V ) als Algebren isomorph (s.u). Daher
ist auchKn�n eine Algebra.
Ebenso ¨uberzeugt man sich sofort, daß der PolynomringK[x] eine assoziative Al-
gebraüberK ist.
Ist 0A das Nullelement des Vektorraumes, so erhalten wir wieder0A � a = (b� b) �
a = ba� ba = 0A und analoga � 0A = 0A für allea 2 A.

5.6.2 Definition Unter derDimension einer AlgebraA über einem K¨orperK ver-
stehen wir die Dimension des VektorraumesA überK.
Wir sagen, daßA eine Algebra mit 1-Element ist, wenn es ein Element1A 2 A

mit 1A � a = a � 1A = a gibt. Wegen10A = 10A � 1A = 1A ist das 1-Element einer
Algebra eindeutig bestimmt.
SindA undA0 zwei Algebren, so nennen wirf :A �! A0 einenHomomorphis-
mus der Algebren, wennf ein Homomorphismus der Vektorr¨aume ist undf(ab) =
f(a)f(b) für allea; b 2 A gilt.
Das Bild und der Kern eines Homomorphismus ist wie bei Vektorr¨aumen erkl¨art.
Man überzeugt sich sofort, daß f¨ur einen Homomorphismusf :A �! B der Al-
gebren Im(f) eine Teilalgebra vonB und Kern(f) eine Teilalgebra vonA ist.

5.6.3 Definition Wie in einem Ring definieren wir f¨ur eine assoziative Algebra mit
1-Element unda 2 A die Potenzen vona rekursiv durcha0 = 1A undan+1 :=

an � a. Den durch die Potenzen eines Elementesa 2 A aufgespannten Vektorraum
bezeichnen wir mitK[a]. Es ist also

K[a] := f
nX
i=0

�ia
i n 2 N ^ �i 2 Kg: (5.14)

5.6.4 Lemma SeiA eine assoziative AlgebräuberK unda 2 A. Die Abbildung
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5.6. Algebren

�a:K[x] �! APn
i=0 �ix

i 7�!Pn
i=0 �ia

i
(5.15)

ist ein Homomorphismus der Algebren. Man nennt sie denEinsetzungshomomor-
phismus. Insbesondere istIm �a = K[a] und damitK[a] eine Teilalgebra vonA.
Weiter istKern �a ein Ideal inK[x].

Beweis: Man rechnet sofort nach, daß�a linear ist und(
Pm

i=0 �ia
i)�(Pn

j=0 �ia
i) =Pm+n

k=0 (
P

i+j=k �i�j)a
k gilt. Damit ist �a ein Homomorphismus der Algebren.

Wir haben Im�a = K[a] nach Definition des Einsetzungshomomorphismus. Ist
f(x) 2 Kern �a und g(x) 2 K[x], so ist f(a)g(a) = 0A � g(a) = 0A =

g(a) � 0A = g(a)f(a), d.h.f(x)g(x) 2 Kern �a und g(x)f(x) 2 Kern �a gel-
ten für alleg(x) 2 K[x]. Damit liegt ein Ideal vor. ut

5.6.5 Lemma SeiA eine assoziative Algebra mit 1. Ist für a 2 A der Einsetzungs-
homomorphismus�a nicht injektiv, so gelten:

(i) Kern �a ist ein vom Nullideal verschiedenes Ideal inK[x].

(ii) Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes PolynomMinpola(x) mit
Kern �a = (Minpola(x))K[x]: Man nenntMinpola(x) dasMinimalpolynom
vona.

(iii) Jedes Polynomf(x) 2 K[x] mit f(a) = 0 wird vonMinpola(x) geteilt.

(iv) dim(K[a]) = G(Minpol a(x)).

Beweis: Nach Lemma 5.6.4 ist Kern�a ein Ideal inK[x]. Da�a nicht injektiv ist,
ist es nicht das Nullideal. Nach Satz 5.3.11 gibt es daher ein eindeutig bestimmtes,
normiertes PolynomMinpola(x), das Kern�a erzeugt. Giltf(a) = 0 so istf(x) 2
Kern �a = (Minpola(x)). Daraus folgtMinpola(x) j f(x). Es bleibt also nur

dimK[a] = G(Minpola(x)) (i)

zu zeigen. IstMinpola(x) =
Pm

i=0 �ix
i, so folgt

am =

m�1X
i=0

��iai: (ii)

Aus (ii) folgt aber, daß sich jede Potenzak mit k � m als Linearkombination von
f1; a; : : : ; am�1g darstellen läßt. Damit ist

G(Minpola(x)) = m � dimK[a]: (iii)
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Nehmen wir an, daßf1; a; : : : ; am�1g linear abhängig sind, so erhalten wirPm�1
i=0 �ia

i = 0, wobei nicht alle�i, i = 0; : : : ;m � 1 verschwinden. Damit ist
0 6=Pm�1

i=0 �ix
i 2 (Minpola(x)), worausMinpola(x) j

Pm�1
i=0 �ix

i folgt. Wegen
G(
Pm�1

i=0 �ix
i) = m � 1 < m = G(Minpol a(x)) und (5.4) ist dies unm¨oglich.

Also sind1; a; : : : ; am�1 linear unabh¨angig und es folgt

dimK[a] � m: (iv)

Aus (iii) und (iv) erhalten wir aberdimK[a] = G(Minpola(x)). ut
Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz.

5.6.6 SatzEs seiA eine assoziative Algebra mit 1̈uber einem K̈orperK. Für ein
Elementa 2 A liegt dann einer der beiden F̈alle vor:

(i) Der Einsetzungshomomorphismus�a:K[x] �! K[a] ist ein Isomorphismus
der Algebren. Dann istdimK[a] = dimK[x] =1 und die Mengefai i 2 Ng
ist linear unabḧangig. In diesem Falle heißta 2 A transzendent ¨uberK.

(ii) Die Algebra K[a] hat endliche Dimensionn über K. In diesem Fall sind
1; a; : : : ; an linear abḧangig, und es gibt ein eindeutig bestimmtes, normiertes
PolynomMinpola(x) 2 K[x] vom Gradn mit Minpola(a) = 0. In diesem
Fall heißta 2 A algebraisch ¨uberK undMinpola(x) dasMinimalpolynom
vona.

5.6.7 Korollar IstA eine endlich dimensionale Algebraüber einem K̈orperK, so
ist jedes Elementa 2 A algebraischüberK.

5.6.8 SatzSeiA eine assoziative Algebra mit 1̈uber einem K̈orper K. Für ein
algebraisches Elementu 2 K sind dannäquivalent:

(i) u 2 A�, d.h.u ist eine Einheit inA.

(ii) u 2 K[u]�, d.h.u ist eine Einheit vonK[u].

(iii) 0 ist keine Wurzel des Minimalpolynoms vonu.

(iv) u ist kein Nullteiler vonK[u].

Beweis: (i) ) (ii): Wir definieren die Menge

K1[u] := f
nX
i=1

�iu
i n 2 N ^ �i 2 Kg: (i)

Man rechnet sofort nach, daßK1[u] eine Teilalgebra vonA ist, und wir definie-
ren eine Abbildung�:K1[u] �! K[u] durch�(b) := b � u�1. Durch Nachrech-
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nen verifizieren wir, daß� ein Homomorphismus der Vektorr¨aume ist. Nach De-
finition ist � surjektiv. Wir erhalten die Elemente inK1[u] als Bilder des Einset-
zungshomomorphismus�u angewandt auf Polynome der Formx � f(x). Ist daher
0 = �(b) = �(uf(u)) = uf(u)u�1 = f(u), so folgt auchb = uf(u) = 0. Da-
mit ist � injektiv, und es folgtdim(K1[u]) = dim(K[u]). DaK1[u] ein Teilraum
von K[u] ist, folgt demnachK1[u] = K[u]. Damit ist 1 2 K1[u] und folglich
�(1) = u�1 2 K[u]. Damit istu eine Einheit inK[u].
(ii) ) (iii): Ist u eine Einheit vonK[u], so istu�1 = f(u) für ein f(x) 2
K[x]. Seig(x) := 1 � x � f(x). Dann istg(u) = 1 � uu�1 = 0 und damit das
MinimalpolynomMinpolu(x) von u ein Teiler vong(x). Wegeng(0) 6= 0 folgt
dann aberMinpolu(0) 6= 0.
(iii) ) (iv): Da 0 genau dann eine Wurzel des Minimalpolynoms ist, wennx

ein Teiler vonMinpolu(x) ist und 0 nach Voraussetzung keine Wurzel des Mi-
nimalpolynoms vonu ist, sindMinpolu(x) und x teilerfremd inK[x]. Seia =

f(u) 2 K[u] mit a � u = 0. Dann istuf(u) = 0 und daherMinpolu(x) ein Tei-
ler vonxf(x). Nach Satz 5.1.15 folgt daherMinpolu(x) j f(x). Damit folgt aber
a = f(u) = 0.
(iv) ) (i): Da u kein Nullteiler inK[u] ist, ist die Multiplikation von links
lu:K[u] �! K[u] a 7�! u �a injektiv und nach Satz 2.3.9 auch bijektiv. Damit
existiert ein Urbild der1, d.h., es gibt einv 2 K[u] mit uv = 1. Also ist u eine
Einheit inK[u] und daK[u] � A auch schon inA. ut

5.6.9 Korollar Ist A ein assoziative Algebra mit1 über einem K̈orperK, so gilt
für jede Einheitu 2 A schonK[u] = K[u�1].

Beweis: Ist u 2 A�, so folgt nach Satz 5.6.8u�1 2 K[u]. Also ist auchPn
i=0 �i(u

�1)i 2 K[u] und damitK[u�1] � K[u]. Die Gegenrichtung erhal-
ten wir in analoger Weise, wenn wir vonu�1 ausgehen. ut

5.7 Die Minimalzerlegung eines algebraischen Elements

5.7.1 Lemma Ein Elementa 2 A einer assoziativen AlgebraA heißtnilpotent,
wenn es einn 2 N gibt mit an = 0. Ist n0 := minfn 2 N an = 0g, so ist
Minpola(x) = xn0 .

Beweis: Es istan0 = 0 undxn0 ein normiertes Polynom. Es gen¨ugt daher zu zei-
gen, daß das Minimalpolynom vona den Gradn0 haben muß. Nach Lemma 5.6.5
genügt es dazu,dim(K[a]) � n0 zu zeigen. Wir behaupten, daß1; a; a2; : : : ; an0�1
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linear unabh¨angig sind. Ist n¨amlich
Pn0�1

i=0 �ia
i = 0, so erhalten wir durch Multi-

plikation mitano�1 zunächst�0 = 0 und somit
Pn0�1

i=1 �ia
i = 0. Durch Multipli-

kation mitan0�2 folgt daraus�1 = 0 und durch Iteration schließlich�0 = � � � =
�n0�1 = 0. ut

5.7.2 Satz IstA eine assoziative und kommutative Algebraüber einem K̈orperK,
so ist die Menge der nilpotenten Elemente vonA ein Ideal inA.

Beweis: Sinda; b nilpotent inA, so gibt esr; s 2 N mit ar = bs = 0. Dann folgt

(a� b)r+s =

r+sX
i=0

(�1)i �
�
r + s

i

�
ar+s�ibi = 0

und

(�a)r = 0 sowie (ca)r = crar = 0: ut

5.7.3 Definition SeiA eine assoziative Algebra mit 1 ¨uber einem K¨orperK. Ein
Elementa 2 A heißtsplit überK, wenn

(i) a algebraischüberK ist

und

(ii) das MinimalpolynomMinpola(x) vona überK in Linearfaktoren zerf̈allt.

Hat das Minimalpolynom vona nur einfache Wurzeln, so nennen wira ein halb-
einfaches ElementvonA.

Gilt a2 = a für ein von0 verschiedenes Element der AlgebraA, so nennen wira
idempotent.
Endlich viele idempotente Elementec1; : : : ; cn einer assoziativen AlgebraA mit 1
heißen einvollständiges Orthogonalsystemwenn gilt:

(i) 1 = c1 + � � �+ cn.

(ii) cicj = Æijci für i; j = 1; : : : ; n.

Beachte Ist c1; : : : ; cn ein vollständiges Orthogonalsystem, so ist die Menge
fc1; : : : ; cng linear unabh¨angig, denn aus

Pn
i=1 �ici = 0 erhalten wir durch Mul-

tiplikation mit cj für j = 1; : : : ; n sofort�j = 0.

5.7.4 Satz (Minimalzerlegung eines algebraischen Elements)SeiA eine assozia-
tive Algebra mit 1̈uber einem K̈orperK. Ista 2 A split überK und sind�1; : : : ; �m
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die verschiedenen Wurzeln des Minimalpolynoms vona, so gibt es ein vollständi-
ges Orthogonalsystemc1; : : : ; cm 2 K[a] und ein nilpotentes Elementv 2 K[a]

mit

a =

mX
i=1

�ici + v: (5.16)

Das Elementa 2 A ist genau dann halbeinfach, wenn der nilpotente Anteilv

verschwindet. F̈ur halbeinfachesa gilt

f(a) =

mX
i=1

f(�i)ci (5.17)

für jedes Polynomf(x) 2 K[x].

Beweis: Daa split überK ist, gilt für das Minimalpolynom vona

Minpola(x) =

mY
i=1

(x� �i)
ki : (i)

Setzen wir

qj(x) :=

mY
i=1
i6=j

(x� �i)
ki (ii)

und

pj(x) := (x� �j)
kj ; (iii)

so erhalten wir sofort

qj(x) � pj(x) = Minpola(x) für j = 1; : : : ;m; (iv)

Minpola(x) j qi(x) � qj(x) für i 6= j (v)

und

qj(x) und pj(x) sind teilerfremd für j = 1; : : : ;m; (vi)

denn die Körperelemente�1; : : : ; �m sind paarweise verschieden. DaK[x] ein
Hauptidealring ist, erhalten wir aus (vi) nach Satz 5.1.14 Elementefj(x); gj(x) 2
K[x] mit

1 = qj(x)fj(x) + pj(x)gj(x): (vii)

Sei nun

155



5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

hi(x) := qi(x)fi(x) (viii)

und

ci := hi(a) für i = 1; : : : ;m: (ix)

Wir wollen zeigen, daßc1; : : : ; cm ein vollständiges Orthogonalsystem bilden und
a�Pm

j=1 �jcj nilpotent ist.
Nach (vii) gilt hi(x)2 � hi(x) = hi(x) � (hi(x) � 1) = �qi(x)fi(x)pi(x)gi(x),
und aus (iv) folgt daher

Minpola(x) j (hi(x)2 � hi(x)): (x)

Damit istc2i � ci = hi(a)
2 � hi(a) = 0 und somit

c2i = ci für i = 1; : : : ; n: (xi)

Aus (v) folgt

Minpola(x) j hi(x)hj(x) für i 6= j (xii)

und damit

ci � cj = 0 für i 6= j: (xiii)

Setzen wirg(x) := (
Pm

i=1 hi(x))�1 = (
Pm

i=1
i6=j

hi(x))+hj(x)�1, so erhalten wir

pj(x) j g(x) für j = 1; : : : ;m, dennpj(x) j qi(x) für j 6= i nach Konstruktion und
pj(x) j (hj(x) � 1) nach (vii). Da diepj(x) paarweise teilerfremd sind, erhalten
wir nach Bemerkung 5.1.18 wegenMinpola(x) =

Qm
j=1 pj(x)

Minpola(x) j (
mX
i=1

hi(x)� 1): (xiv)

Aus (xiv) folgt nun
Pm

i=1 hi(a)� 1 = 0 und damit

mX
i=1

ci = 1: (xv)

Aus (xi), (xiii) und (xv) folgt, daßc1; : : : ; cm ein vollständiges Orthogonalsystem
bilden.
Um nachzuweisen, daßa�Pm

i=1 �ici nilpotent ist, untersuchen wir das Polynom
f(x) := x �Pm

j=1 �jhj(x). Wegenhj(�i) = qj(�i)fj(�i) = 0 � fj(�i) = 0 für
i 6= j undhi(�i) = 1 � pi(�i)gi(�i) = 1 folgt, daßf(�i) = �i � �i = 0 für
i = 1; : : : ;m ist. Also ist jedes�i eine Wurzel vonf(x). Damit istf(x) durch
x� �i für i = 1; : : : ;m teilbar, und für k := maxfk1; : : : ; kmg folgt damit
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Minpola(x) j (x�
mX
i=1

�ihi(x))
k: (xvi)

Für v := a�
mX
i=1

�ihi(a) erhalten wir daher

vk = (a�
mX
i=1

�ihi(a))
k = 0 (xvii)

und

a =

mX
i=1

�ici + v: (xviii)

Es bleibt also nur noch die Aussage ¨uber die halbeinfachen Elemente zu zeigen. Ist
a halbeinfach, so hatMinpola(x) nur einfache Wurzeln. Damit istk = 1 und damit
nach (xvii) schonv = 0, d.h. der nilpotente Anteil verschwindet. Ist umgekehrt
v = 0, so erhalten wir aus (xviii), (xiii) und (xi)

ar =

mX
i=1

�ri ci für r � 0: (xix)

Aus (xix) folgt aber für jedesf(x) 2 K[x] wegenf(a) =
Pn

j=0 �ja
j =Pn

j=0 �j(
Pm

i=1 �
j
i ci) =

Pm
i=1(

Pn
j=0 �j�

j
i )ci

f(a) =

mX
i=1

f(�i)ci: (xx)

Wählen wirf(x) =
Qm

i=1(x� �i) in (xx), so istG(f(x)) � G(Minpola(x)) und
f(a) = 0. Damit haben wirMinpola(x) j f(x) und, da beide Polynome normiert
sind, schließlichf(x) = Minpola(x). Damit hatMinpola(x) nur einfache Wur-
zeln, d.h.a ist halbeinfach. ut
Die Zerlegunga = h + v mit h =

Pm
i=1 �ici für ein vollständiges Orthogonal-

systemc1; : : : ; cm 2 K[a] und ein nilpotentesv 2 K[a] nennt man dieMinimal-
zerlegungvona. Dabei heißth derhalbeinfache Anteilundv dernilpotente Anteil
des Elementesa. Man beachte, daß die AlgebraK[a] als homomorphes Bild der
kommutativen AlgebraK[x] kommutativ ist. Dah undv beide inK[a] liegen, gilt
h � v = v � h. Das heißth undv sindvertauschbar. Ebenso sindh unda undv und
a vertauschbar.
Aus der Tatsache, daß die Koeffizienten des halbeinfachen Anteils genau die Wur-
zeln des Minimalpolynoms sind, und Satz 5.6.8 erhalten wir den folgenden Satz.
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5.7.5 SatzEin Elementa 2 A mit der Minimalzerlegunga =
Pm

i=1 �ici + v ist
genau dann invertierbar, wenn alle�i ungleich Null sind.

158



5.8. Die Algebra der Endomorphismen eines endlich dimensionalen Vektorraumes

5.8 Die Algebra der Endomorphismen eines endlich di-
mensionalen Vektorraumes

Wir wollen nun die abstrakt gewonnenen Ergebnisse des Abschnittes 5.7 auf die
Algebra der Endomorphismen anwenden. Wir haben bereits eingesehen, daß End(V )

für einenn-dimensionalenK-Vektorraum eine assoziative Algebra mit1 der Di-
mensionn2 überK ist. Wir wollen, um Verwechslungen mit Polynomen zu ver-
meiden, im folgenden die Elemente von End(V ) mit großen lateinischen Buchsta-
ben bezeichnen.

5.8.1 Satz Ist V ein endlich dimensionalerK-Vektorraum undF 2 End(V ), so
stimmen die inK liegenden Wurzeln des Minimalpolynoms vonF mit den Eigen-
werten vonF überein.

Beweis: Sei� ein Eigenwert vonF undv ein Eigenvektor zum Eigenwert�. Dann
gilt F n(v) = �n �v und damitf(F )(v) = f(�) �v für jedes Polynomf(x) 2 K[x].
Insbesondere erhalten wirMinpolF (�) � v = MinpolF (F )(v) = 0 und damit
MinpolF (�) = 0.
Ist � eine Wurzel des Minimalpolynoms, so giltMinpolF (x) = (� � x) � g(x).
Damit folgt

(� � id � F ) � g(F ) = MinpolF (F ) = 0: (i)

Da ausg(F ) = 0 schonMinpolF (x) j g(x) folgen müßte, was aber wegen
G(g(x)) < G(MinpolF (x)) unmöglich ist, haben wirg(F ) 6= 0. Damit gibt es
ein v 2 V mit g(F )(v) 6= 0, und wir erhalten aus (i)� � g(F )(v) = F (g(F )(v)).
Damit ist� ein Eigenwert vonF . ut

5.8.2 Korollar Die Wurzeln des Minimalpolynoms und des charakteristischen Po-
lynoms eines Endomorphismus stimmen bis auf Vielfachheitenüberein. Insbeson-
dere ist ein Endomorphismus genau dann splitüber dem Grundk̈orper, wenn alle
Wurzeln des charakteristischen Polynoms im Grundkörper liegen.

Ist nunF 2 End(V ) ein Endomorphismus, dessen Eigenwerte alle im Grundk¨or-
per vonK liegen, so istF split überK, und nach Satz 5.7.4 erhalten wir eine
Minimalzerlegung vonF in der Form

F =

mX
i=1

�iCi + V; (5.18)

wobei�1; : : : ; �m alle verschiedenen Eigenwerte vonF sind,C1; : : : ; Cm ein voll-
ständiges Orthogonalsystem bilden undV nilpotent ist. Weiter wissen wir, daß

159



5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

alle Ci und V in K[F ] liegen und daher insbesondere vertauschbar sind. Unser
nächstes Ziel muß daher darin bestehen zu kl¨aren, welche geometrische Bedeutung
vollständige Orthogonalsysteme und nilpotente Endomorphismen haben.

5.8.3 Lemma SindF undN vertauschbare Endomorphismen, wobeiN nilpotent
ist, so habenF undF + N die (m̈oglicherweise bis auf Vielfachheiten) gleichen
Eigenwerte.

Beweis: Sei� ein Eigenwert vonF + N . Für einen Eigenvektorv zu� gilt dann
�v = (F +N)(v) = F (v) +N(v) und damit

(� � id � F )(v) = N(v): (i)

Es istmin fn2 N Nn(v) = 0g = m + 1 für eine nat¨urliche Zahlm. Aus der
Vertauschbarkeit vonN und F folgt aber sofort auch die Vertauschbarkeit von
� � id � F mit allen Potenzen vonN . Damit erhalten wir aus (i)

(� � id � F )Nm(v) = Nm(� � id � F )(v) = Nm+1(v) = 0 (ii)

und erhalten damitNm(v) als einen Eigenvektor zum Eigenwert� vonF . Somit
ist jeder Eigenwert vonF +N auch ein Eigenwert vonF . Setzen wirF 0 := F +N

undN 0 := �N , so bleibtN 0 nilpotent undF 0 undN 0 vertauschbar. Damit ist, wie
wir gerade gezeigt haben, jeder Eigenwert vonF 0 + N 0 = F auch ein Eigenwert
vonF 0 = F +N . ut

5.8.4 Satz IstV ein endlich dimensionalerK-Vektorraum undC1; : : : ; Cm 2 End(V )

ein vollsẗandiges Orthogonalsystem inEnd(V ), so ist

V = C1[V ]� � � � � Cm[V ]:

Beweis: WegenC1+� � �+Cm = 1 erhalten wirv = (C1+� � �+Cm)(v) = C1(v)+

� � �+Cm(v). Also istV = C1[V ] + � � �+Cm[V ]: Für 0 = v1 + � � �+ vm mit vi 2
Ci[V ] erhalten wirvi = Ci(ui) für einui 2 V . Dann ist0 = Cj(v1 + � � �+ vm)=

CjC1(u1) + � � �+CjCm(um) = C2
j (uj) = Cj(uj) = vj für j = 1; : : : ;m. Somit

folgt v1 = � � � = vm = 0, und die Summe ist direkt. ut
Wir haben jedoch auch eine Art Umkehrung von Satz 5.8.4.

5.8.5 SatzGilt V = U1 � � � � � Um für einen endlich dimensionalen Vektorraum
V , so bilden die ProjektionenPi:V �! Ui mit Pi(v1 + � � � + vm) := vi ein
vollständiges Orthogonalsystem inEnd(V ).

Beweis: Nach Definition giltPiPj = ÆijPi. Für v = v1+ � � �+ vm ist (P1+ � � �+
Pm)v = v1 + � � �+ vm = v und damitP1 + � � �+ Pm = id . ut
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Fassen wir die S¨atze 5.8.4 und 5.8.5 zusammen, so erhalten wir den folgenden
Satz.

5.8.6 SatzEs seiV ein endlich dimensionaler Vektorraum. Zwischen der Zerle-
gung vonV in direkte Summen von Teilräumen und den vollständigen Orthogonal-
systemen inEnd(V ) besteht eine bijektive Zuordnung.

Wir müssen uns nun n¨aher mit den nilpotenten Elementen befassen. F¨ur einen En-
domorphismusF 2 End(V ) unda 2 V definieren wir

�(F; a) := min fn2 N F n(a) = 0g (5.19)

und

�(F ) := minfn2 N F n = 0g: (5.20)

In beiden Fällen handelt es sich um partielle Funktionen, die nicht f¨ur jedes Paar
(F; a) bzw. für jedesF definiert sein m¨ussen.

5.8.7 Lemma Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum undF 2 End(V ).
Gibt es ein von Null verschiedenesa 2 V , so daß�(F; a) definiert ist, so ist
U := hfF i(a) i 2 Ngi ein Teilraum der Dimensionm := �(F; a) von V und
fF 0(a); : : : ; Fm�1(a)g ist eine Basis vonU . Man nenntU dann einen bez̈uglich
F zyklischen Unterraum vonV .

Beweis: DafF i(a) i 2 Ng ein Erzeugendensystem ist, gen¨ugt es zu zeigen, daß
a; F (a); : : : ; Fm�1(a) linear unabh¨angig sind. Sei dazu

Pm�1
i=0 �iF

i(a) = 0. Dann
erhalten wir zun¨achst0 = Fm�1(

Pm�1
i=0 �iF

i(a)) = �0F
m�1(a). AusFm�1(a) 6=

0 folgt �0 = 0 und damit0 = Fm�2(0) = Fm�2(
Pm�1

i=1 �iF
i(a)) = �1F

m�1(a).
Damit folgt�1 = 0. Durch Iteration erhalten wir somit�0 = � � � = �m�1 = 0. ut

5.8.8 Lemma Ist U ein bez̈uglich F 2 End(V ) zyklischer Unterraum vonV mit
dimU = m, so giltFm(v) = 0 für alle v 2 U .

Beweis: Seia 2 V so gewählt, daßa 6= 0 unda; F (a); : : : ; Fm�1(a) eine Basis
vonU bilden. Für v =

Pm�1
i=0 �iF

i(a) folgt dannFm(v) =
Pm�1

i=0 �iF
m+i(a) =

0. ut
Das folgende Korollar ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 5.8.8.

5.8.9 Korollar Ist V ein zyklischer Raum bezüglich F , so istF nilpotent. In die-
sem Falle heißt der EndomorphismusF nilzyklisch.
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5.8.10 SatzEs seiV ein endlich dimensionalerK-Vektorraum undF 2 End(V )

nilpotent. Dann gibt es TeilräumeU1; : : : ; Ur vonV mit

(i) Jeder RaumUi ist zyklisch bez̈uglichF undF -invariant, d.h. es giltF [Ui] �
Ui für i = 1; : : : ; r.

(ii) V = U1 � � � � � Ur:

Beweis: Ist F = 0, so wählen wir eine Basisb1; : : : ; bn von V und setzenr := n

undUi := hbii für i = 1; : : : ; n. Sei alsoF 6= 0. Wir beweisen den Satz durch
Induktion nachn := dim(V ).
Ist dimV = 1, so istV selbst zyklisch bez¨uglichF undF -invariant.
Sei alsodimV > 1 und�(F ) =: m+1. Dann gibt es eina 2 V mit �(F; a) = m+

1, und nach Lemma 5.8.7 istU := hF 0(a); : : : ; Fm(a)i ein bezüglichF zyklischer
Teilraum der Dimensionm+1. DaF 0(a); : : : ; Fm(a) eine Basis vonU bilden, ist
U auchF -abgeschlossen. Ist nunU = V , so sind wir fertig. Anderenfalls erhalten
wir dim(V=U) < dimV wegen

dimV = dimU + dim(V=U): (i)

Die Zuordnung

~F (a+ U) := F (a) + U (ii)

ist wohldefiniert. Ist n¨amlicha + U = b+ U , so istb = a+ u für einu 2 U und
wir erhalten ~F (b+U) = ~F (a+ u+U) = F (a+ u) +U = F (a) +F (u) +U =

F (a) + U , denn wegen derF -Abgeschlossenheit vonU ist F (u) 2 U . Damit
haben wir eine Abbildung~F :V=U �! V=U , und aus der Definition von~F folgt,
daß das Diagramm

V
F���! V

�U

??y ??y�U
V=U ���!

~F

V=U

kommutiert. Weiter ist

~Fm+1(a+ U) = Fm+1(a) + U = 0 + U: (iii)

Damit ist ~F nilpotent aufV=U , und wir erhalten nach Induktionsvoraussetzung

V=U = ~U1 � � � � � ~Us; (iv)

wobei jeder der R¨aume~Ui zyklisch bez¨uglich ~F und ~F -abgeschlossen ist. Setzen
wir mi + 1 := dim ~Ui, so erhalten wir aus (i)
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n = (m+ 1) +

sX
i=1

(mi + 1): (v)

Da jeder der R¨aume ~Ui zyklisch bezüglich ~F ist, gibt es ein~ai 2 ~Ui, so daß
�( ~F ; ~ai) = mi + 1 undf ~F j(~ai) 0 � j � mig eine Basis von~Ui ist. Da der ka-
nonische Epimorphismus�U eine Surjektion ist, finden wir zu jedem~ai ein Urbild
ai 2 V . Bei der Wahl vonai haben wir einige Freiheit. Wir wollenai so wählen,
daß

�(F; ai) = mi + 1 (vi)

ist. Um einzusehen, daß dies geht, ben¨otigen wir die folgende Aussage

0 � k � m ^ F k(b) 2 U ) (9c2 V )[F k(c) = 0 ^ b� c 2 U ]: (vii)

Bevor wir (vii) beweisen, ¨uberlegen wir uns, daß (vi) mit (vii) zu bewerkstelligen
ist. Wegen�( ~F ; ~ai) = mi + 1 ist Fmi+1(ai) 2 U für jedes Urbildai von ~ai.
Ist Fmi+1(ai) = 0, so sind wir fertig. Anderenfalls istmi + 1 � m und nach
(vii) finden wir ein bi 2 V mit Fmi+1(bi) = 0. Wegenai � bi 2 U ist dann
�U (bi) = �U(ai) = ~ai.
Nun zum Beweis von (vii). DaF k(b) 2 U ist F k(b) =

Pm
i=0 �iF

i(a). Damit
erhalten wir0 = Fm+1(b) =

Pm
i=0 �iF

m+1�k+i(a) =
Pk�1

i=0 �iF
m+1�k+i(a):

Da dieF i(a) linear unabh¨angig sind, folgt daraus�0 = � � � = �k�1 = 0. Da-
mit ist F k(b) =

Pm
i=k �iF

i(a) = F k(
Pm�k

i=0 �k+iF
i(a)). Setzen wir nunb0 :=Pm�k

i=0 �k+iF
i(a) und c := b � b0, so istF k(c) = F k(b) � F k(b0) = 0 und

b� c = b0 2 U .
Sei nun

B := fF 0(a); : : : ; Fm(a); F 0(a1); : : : ; F
m1(a1); : : : ; F

0(as); : : : ; F
ms(as)g: (viii)

Dann enth¨alt B nach (v) genaun Vektoren. Wir zeigen, daßB eine linear un-
abhängige Menge ist. Sei dazu0 =

Ps
i=1(

Pmi

j=0 �ijF
j(ai)) +

Pm
i=0 �iF

i(a):

Dann ist�U (0) =
Ps

i=1(
Pmi

j=0 �ij
~F j(~ai)). Aus (iv) folgt, daß jeder der Summan-

den
Pmi

j=0 �ijF
j(ai) in V=U verschwindet und, daF 0(~ai); : : : ; F

mi(~ai) linear
unabhängig sind, daß alle�ij für i = 1; : : : ; s und j = 0; : : : ;mi verschwinden.
Damit ist auch

Pm
i=0 �iF

i(a) = 0 und damit auch�0 = � � � = �m = 0. Also ist
B linear unabh¨angig und damit eine Basis vonV . Setzen wir nun

Ui := hF 0(ai); : : : ; F
mi(ai)i; (ix)

so ist jeder der R¨aumeUi F -abgeschlossen und zyklisch bez¨uglich F . DaB eine
Basis vonV ist, folgt
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V = U � U1 � � � � � Us;

und der Satz ist bewiesen. ut

Ist nunF ein nilzyklischer Endomorphismus eines endlich dimensionalenK-Vek-
torraumesV und istB = (b1; : : : ; bn) = (F 0(a); : : : ; F n�1(a)) eine zyklische
Basis vonV , so erhalten wir ausF (bi) = bi+1 =

Pn
i=1 �ijbj, daß�ij = Æ(i+1)j

und damit

DB;B(F ) = (Æ(i+1)j) =

0
BBBBB@

0 1 0 � � � 0
...

. . . . .. . . .
...

...
. .. . . . 0

...
. . . 1

0 � � � � � � � � � � � � � � 0

1
CCCCCA (5.21)

ist. Wir nennen daher Matrizen, die die in (5.21) dargestellte Gestalt haben,nilzy-
klisch.

Ist nun F 2 End(V ) ein nilpotenter Endomorphismus und zerlegen wirV =

U1 � � � � � Ur gemäß Satz 5.8.10, so istF �Ui, d.h. die AbbildungF :Ui �! Ui,
nilzyklisch auf jedem derUi. Stellen wirF bezüglich der im Beweis des Satzes
konstruierten Basis dar, so erhalten wir als Korollar zu Satz 5.8.10:

5.8.11 Korollar Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum undF 2 End(V )

nilpotent, so gibt es eine BasisB mit

DB;B(F ) =

0
BBB@
A1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 Ar

1
CCCA ;

wobei alle MatrizenAi, i = 1; : : : ; r, nilzyklisch sind.

Wir nennen eine MatrixN 2 Kn�n nilpotent, wenn die dazugeh¨orige Abbildung
N nilpotent ist. Das ist ¨aquivalent zu der Forderung, daß es einn 2 N gibt mit
Nn = 0. Da derÜbergang von der kanonischen Basis desKn zu der in Satz 5.8.10
konstruierten Basis durch eine Transformationsmatrix aus GL(n;K) beschrieben
wird, können wir Korollar 5.8.11 wie folgt umformulieren.

5.8.12 SatzIst N 2 Kn�n eine nilpotente Matrix, so gibt es eine umkehrbare
Matrix S 2 GL(n;K), so daß
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SNS�1 =

0
BBB@
A1 0 � � � 0

0
.. . .. .

...
...

.. . .. . 0

0 � � � 0 Ar

1
CCCA

ist, wobei alle MatrizenAi i = 1; : : : ; r nilzyklisch sind.

Ist nun

F =

mX
i=1

�iCi +N (5.22)

die Minimalzerlegung eines EndomorphismusF 2 End(V ), so ist nach Satz 5.8.4

V = U1 � � � � � Um mit Ui = Ci[V ]: (5.23)

Dann folgt aber

Ci�Ui = id für i = 1; : : : ;m und Cj�Ui = 0 für i 6= j; (5.24)

denn zuu 2 Ui gibt es einv 2 V mit u = Ci(v), und damit istCi(u) = C2
i (v) =

Ci(v) = u undCj(u) = Cj(Ci(v)) = 0 für i 6= j.
Als Folgerung von (5.24) erhalten wir mitni := dimUi

DB;B(Ci�Ui) = E(ni;ni) (5.25)

und damit

DB;B(�i � Ci�Ui) = �i � E(ni;ni) (5.26)

für i = 1; : : : ;m und jede BasisB vonUi.
Ist nunF ein halbeinfacher Endomorphismus, so folgt aus (5.26), daßF diagona-
lisierbar ist. Sei umgekehrtF diagonalisierbar und

DB;B(F ) =

0
BBB@
�1E

(n1;n1) 0 � � � 0

0
.. . .. .

...
...

.. . .. . 0

0 � � � 0 �mE
(nm;nm)

1
CCCA ; (5.27)

wobei�1; : : : ; �m die verschiedenen Eigenwerte vonF undni die dazugeh¨origen
Dimensionen der Eigenr¨aume sind. Bezeichnen wir mitCi die Matrix, die aus der
Matrix in (5.27) entsteht, indem man�iE(ni;ni) durchE(ni;ni) und alleübrigen
Kästchen durch Nullmatrizen ersetzt, so rechnet man leicht nach, daß die Endo-
morphismen

Ci := hB
�1 Æ Ci Æ hB

165



5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

ein Orthogonalsystem bilden und

F =

mX
i=1

�iCi

ist. Nach Satz 5.7.4 istF dann halbeinfach. Damit haben wir den folgenden Satz.

5.8.13 SatzSeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum̈uber einem K̈orper K
undF 2 End(V ) ein Endomorphismus, der splitüberK ist mit Minimalzerlegung
F =

Pm
i=1 �iCi +N . Dann sindäquivalent:

(1) F ist diagonalisierbar.

(2) F ist halbeinfach, d.h. das Minimalpolynom vonF besitzt nur einfache Wur-
zeln.

(3) Der nilpotente Anteil in der Minimalzerlegung vonF verschwindet.

(4) Der VektorraumV besitzt eine Basis aus Eigenvektoren vonF .

(5) Es giltEig(�i; F ) = Ci[V ] für i = 1; : : : ;m.

(6) Es ist�(�i;CharpolF ) = dim(Eig(�i; F )) = dim(Ci[V ]).

Beweis: Wir haben uns gerade ¨uberlegt, daß (1) und (3) ¨aquivalent sind. DiëAqui-
valenz von (2) und (3) ist in Satz 5.7.4 gezeigt worden. DieÄquivalenz von (1)
zu (4) folgt aus Satz 5.5.5. Wir zeigen dieÄquivalenz von (5) zu (1). Gilt (5), so
erhalten wir mit Satz 5.8.4, daßV die direkte Summe der Eigenr¨aume vonF zu
dessen verschiedenen Eigenwerten ist. Nach Satz 5.5.5 istF dann diagonalisierbar.
Ist umgekehrtF diagonalisierbar, so ist nach (3)F =

Pm
i=1 �iCi. Wir zeigen

Eig(�i; F ) = Ci[V ] =: Ui: (i)

Für u 2 Ui gilt F (u) =
Pm

i=1 �iCi(u) = �iCi(u) = �iu nach (5.24). Damit
haben wir die Inklusion von rechts nach links in (i). Nach Satz 5.8.4 istV =

U1 � � � � � Um. Für u 2 Eig(�i; F ) erhalten wir

�i(u1+ � � �+um) = �iu = F (u) =

mX
j=1

�jCj(u1+ � � �+um) =

mX
j=1

�juj: (ii)

Damit ist
Pm

j=1(�i � �j)uj = 0. Also haben wiruj = 0 für j 6= i und folglich
u = ui 2 Ui. ut
Kehren wir zum allgemeinen Fall zur¨uck. Da die EndomorphismenCi und N

von (5.22) inK[F ] liegen, sind sie vertauschbar. Als Konsequenz davon sind alle
TeilräumeUi in (5.23)N -invariant. Ausu 2 Ui erhalten wir nämlich wiederu =
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Ci(v) für einv 2 V und damitN(u) = N(Ci(v)) = Ci(N(v)) 2 Ci[V ] = Ui. Da
die nilpotenten Endomorphismen nach Satz 5.7.2 in der kommutativen Teilalgebra
K[F ] ein Ideal bilden, sind die Endomorphismen

Ni := NCi (5.28)

wieder nilpotent. Weiter gilt

N = N(C1 + � � �+ Cm) = N1 + � � � +Nm: (5.29)

und

Ni�Uj = 0 für i 6= j; (5.30)

denn für u = Cj(v) 2 Uj ist Ni(u) = N(Ci(Cj(v))) = 0. Damit folgt für
Fi := �iCi + Ni, daßFi aufUj für j 6= i verschwindet, jeder TeilraumUi somit
Fi-invariant ist und nach (5.22)

F =

mX
i=1

(�iCi +Ni) =

mX
i=1

Fi (5.31)

gilt.
Wählen wir nun BasenBi = (bi1; : : : ; bini) vonUi, so istB =

Sm
i=1Bi eine Basis

vonV , und wir erhalten

DB;B(F ) =

0
BBB@
A1 0 � � � 0

0 A2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 Am

1
CCCA (5.32)

mit Ai = �i �E(ni;ni) +Ni, wobei dieNi = DBi;Bi
(Ni) nilpotente Matrizen sind.

Da die EndomorphismenNi nilpotent sind, k¨onnen wir jeden der Teilr¨aumeUi
gemäß Satz 5.8.10 in eine direkte Summe von Unterr¨aumenUi = Ui1� � � � �Uiri
mit ni � �(Ni) zerlegen, und bez¨uglich der zyklischen Basen dieser Zerlegung
erhalten wir nach Korollar 5.8.11 eine Darstellung

Ni =

0
BBB@
Ni1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 Niri

1
CCCA ; (5.33)

in der dieNij alle nilzyklische Matrizen (vgl. (5.21)) sind. Beachten wir noch
die Tatsache, daß nach Korollar 5.8.2 ein Endomorphismus genau dann split ¨uber
K ist, wenn alle seine verschiedenen Eigenwerte inK liegen, so haben wir den
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folgenden Satz bewiesen.

5.8.14 Satz(Jordansche Normalform eines Endomorphismus)SeiV ein endlich
dimensionaler Vektorraum̈uber einem K̈orperK undF ein Endomorphismus von
V , dessen verschiedene Eigenwerte�1; : : : ; �m alle inK liegen. Dann gibt es eine
BasisB vonV derart, daß

DB;B(F ) =

0
BBB@
A1 0 � � � 0

0 A2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 Am

1
CCCA

ist, wobei

Ai = �i � E(ni;ni) +Ni;

Ni =

0
BBB@
Ni1 0 � � � 0

0
.. . .. .

...
...

.. . .. . 0

0 � � � 0 Niri

1
CCCA

und alleNij nilzyklische Matrizen sind.

5.8.15 Korollar (Jordansche Normalform einer quadratischen Matrix)Ist A 2
Kn�n eine quadratische Matrix, deren charakteristisches PolynomüberK in Li-
nearfaktoren zerf̈allt, so gibt es eine invertierbare MatrixS 2 GL(n;K) mit

SAS�1 =

0
BBB@
A1 0 � � � 0

0 A2
.. .

...
...

.. .
.. . 0

0 � � � 0 Am

1
CCCA ;

wobei

Ai = �i � E(ni;ni) +Ni;

Ni =

0
BBB@
Ni1 0 � � � 0

0
.. . .. .

...
...

.. . .. . 0

0 � � � 0 Niri

1
CCCA

und alleNij nilzyklische Matrizen sind.
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Beweis: Wir wenden Satz 5.8.14 auf den EndomorphismusA an. Da die Wurzeln
des Minimalpolynoms mit denen des charakteristischen Polynoms (bis auf Viel-
fachheiten) ¨ubereinstimmen, istA split überK. Dann hatA bezüglich der nach
Satz 5.8.13 existierenden BasisB die behauptete Darstellung. Definieren wirS
als die TransformationsmatrixTB;En , so folgt die Behauptung mit Satz 3.3.13.ut

5.8.16 Korollar Hat F 2 End(V ) bzw.A 2 Kn�n die in Satz 5.8.14 oder Korol-
lar 5.8.15 dargestellte Jordan-Normalform, so istCharpolF =

Qm
i=1(�i � x)ni

bzw.CharpolA =
Qm

i=1(�i � x)ni .

Beweis: Kürzen wir mitJ die Jordan-Normalform ab, so giltCharpolF = det(J�
x � E) bzw.CharpolA = det(J � x � E). Nach 4.3.17 (ii) erhalten wir daraus die
Behauptung. ut
Für ein halbeinfachesF 2 End(V ) erhalten wir nach Satz 5.7.4CharpolF (F ) =Pm

i=1CharpolF (�i)Ci = 0, da die Eigenwerte alle Wurzeln des charakteristi-
schen Polynoms sind. Wir wollen dies auf Endomorphismen verallgemeinern, die
split sind.

5.8.17 Satz(Hamilton–Cayley) IstV ein endlich dimensionaler Vektorraum̈uber
einem K̈orperK und liegen alle Eigenwerte des EndomorphismusF 2 End(V ) in
K, so giltCharpolF (F ) = 0. Insbesondere teilt das Minimalpolynom vonF stets
dessen charakteristisches Polynom.

Beweis: Nach Korollar 5.8.16 giltCharpolF =
Qm

i=1(�i � x)ni . Damit ist nach
(5.31)CharpolF (F ) =

Qm
i=1(�i � id�F )ni =

Qm
i=1(�i � id�

Pm
j=1 �jCj�Nj)

ni .
Für v 2 V erhalten wirv = u1 + � � � + um mit ui 2 Ui := Ci[V ]. Also ist mit
(5.24) und (5.30)(�i � id � F )(ui) = �iui �

Pm
j=1 �jCjui �N(ui) = �N(ui).

DaUi invariant unterNi ist, folgt (�i � id � F )k(ui) = (�1)kNk
i (ui) und wegen

ni = �(Ni) schließlich(�i � id � F )ni(ui) = (�1)kNni
i (ui) = 0. Damit istUi �

Kern(�i � id�F )ni und folglichV = U1�� � ��Um � Kern(
Qm

i=1(�i � id�F )ni),
d.h.

Qm
i=1(�i � id �F )ni = 0. Aus Lemma 5.6.5 (iii) folgt nun, daßCharpolF von

MinpolF geteilt wird. ut
In der Sprache der Matrizen lautet der Satz von Hamilton–Cayley wie folgt.

5.8.18 SatzIst A 2 Kn�n eine quadratische Matrix deren Eigenwerte alle inK
liegen, so giltCharpolA(A) = 0. Insbesondere ist das Minimalpolynom vonA ein
Teiler des charakteristischen Polynoms vonA.
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6. Euklidische und unitäre Vektorr äume

6.1 Bilinearformen

6.1.1 Definition SeienV undW Vektorräumeüber einem gemeinsamen Grundk¨or-
perK. Eine Abbildung�:V �W �! K heißt eineBilinearform, wenn� in bei-
den Argumenten linear ist, d.h. wenn

�(�u+ �v;w) = � � �(u;w) + � � �(v; w)
und

�(u; �v + �w) = � � �(u; v) + � � �(u;w)
gelten. Wir definieren den linken und rechtenBilinearkerneiner Bilinearform� als
die Mengen

Bkern(�; V ) := fv 2 V (8w 2W )[�(v; w) = 0]g
und

Bkern(�;W ) := fw 2W (8v 2 V )[�(v; w) = 0]g:

6.1.2 Lemma Ist �:V �W �! K eine Bilinearform, so istBkern(�; V ) ein
Teilraum vonV undBkern(�;W ) ein Teilraum vonW .

Beweis: Klar. ut

6.1.3 Lemma SeienV undW K-Vektorr̈aume. Die MengeBL (V;W ) der Linear-
formen aufV �W bildet mit den Verkn̈upfungen(�+�)(u; v) := �(u; v)+�(u; v)

und(� � �)(u; v) := � � �(u; v) einenK-Vektorraum. IstV = W , so notieren wir
BL (V; V ) als BL (V ).

Beweis: Klar durch Nachrechnen. ut

171



6. Euklidische und unit¨are Vektorräume

6.1.4 Definition Eine Bilinearform�:V � V �! K heißt

symmetrisch,wenn (8x2 V )(8y 2 V )[�(x; y) = �(y; x)]

und

alternierendoderantisymmetrisch ,wenn (8x2 V )(8y 2 V )[�(x; y) = ��(y; x)]
gilt.
Für symmetrische und alternierende Bilinearformen stimmen die rechten und lin-
ken Bilinearkerne ¨uberein. Wir notieren beide daher als

Bkern(�) = fv 2 V (8x2 V )[�(x; v) = 0]g = fv 2 V (8x2 V )[�(v; x) = 0]g:
Ein symmetrische oder alternierende Bilinearform heißtnicht ausgeartet, wenn
Bkern(�) = f0g ist. Wenn wir von einer nicht ausgearteten Bilinearform� spre-
chen, antizipieren wir immer, daß� entweder symmetrisch oder alternierend ist.

6.1.5 Bemerkung Ist �:V � V �! K eine Bilinearform unda 2 V , so
erhalten wir eine Abbildung�a:V �! K durch �a(x) := �(a; x). Dann ist
�a 2 V �, und wegen��a+�b(x) = �(�a + �b; x) = ��(a; x) + ��(b; x) =

(��a + ��b)(x) ist die Abbildunga 7�! �a ein Homomorphismus der Vek-
torräumeV undV �.

6.1.6 Satz Ist � eine nicht ausgeartete Bilinearform aufV , so ist die Abbildung
��:V �! V � ��(a) := �a ein Monomorphismus der Vektorräume. IstV end-
lich dimensional, so ist�� ein Isomorphismus.

Beweis: Es gilt

��(a) = 0 , �a = 0

, (8x2 V )[�(a; x) = 0]

, a 2 Bkern �:

Damit ist

Kern(��) = Bkern(�): (6.1)

Ist � nicht ausgeartet, so ist Bkern(�) = f0g und damit�� injektiv. Ist dimV

endlich, so istdimV = dimV �, und nach Satz 2.3.9 ist�� somit bijektiv. ut

6.1.7 SatzSeiV ein endlich dimensionalerK-Vektorraum,� eine nicht ausgear-
tete Bilinearform aufV undF 2 End(V ). Dann gibt es einen Endomorphismus
F � 2 End(V ) mit �(a; F b) = �(F �a; b) für alle a; b 2 V .
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Beweis: Definieren wir�(x) := �(a; Fx), so ist�:V �! K linear, d.h.� 2 V �.
Nach Satz 6.1.6 gibt es daher ein eindeutig bestimmtesc 2 V mit � = ��(c). Wir
definierenF �a := c, d.h.��(F �a)(x) = �(a; Fx). Damit folgt

��(F �(�a+ �b))(x) = �(�a + �b; Fx) = ��(a; Fx) + ��(b; Fx)

= ���(F �a)(x) + ���(F �b)(x)

= (���(F �a) + ���(F �b))(x) = ��(�F �a+ �F �b)(x)

und, da�� bijektiv ist, damitF �(�a + �b) = �F �a + �F �b. Also ist F � 2
End(V ). ut
Man nennt den EndomorphismusF � den bez¨uglich � zu F adjungiertenEndo-
morphismus. GiltA� = A, so nennt manA bezüglich � selbstadjungiert.

6.1.8 Bemerkung Die adjungierte und die duale Abbildung sind eng mitein-
ander verkn¨upft. Wir erhalten n¨amlich ��(F �a)(x) = �(a; Fx) = �a(Fx) =

F �(�a)(x) = F �(��(a))(x), d.h.��(F �(a)) = F �(��(a)) und damit

�� Æ F � = F � Æ ��: (6.2)

Gilt �� Æ F = �� Æ G, so folgt (8v 2 V )[��(F (v)) = ��(G(v))] und wegen der
Bijektivit ät von�� daher(8v 2 V )[F (v) = G(v)], d.h.F = G.

6.1.9 SatzSeiV ein endlich dimensionalerK-Vektorraum und� eine nicht aus-
geartete Bilinearform aufV . Die Abbildung�:End(V ) �! End(V ) ist dann ein
Isomorphismus der Vektorräume und ein involutorischer Antiisomorphismus der
Ringe.

Beweis: Wir zeigen zun¨achst, daß� eine lineare Abbildung ist. Wir erhalten

�� Æ (�F + �G)� = (�F + �G)� Æ �� = (�F � + �G�) Æ �� =
= �F � Æ �� + �G� Æ �� = �� Æ �F � + �� Æ �G� = �� Æ (�F � + �G�)

und damit(�F + �G)� = �F � + �G� , d.h.� ist linear. Nun gilt

F � = 0 , (8a2 V )[F �(a) = 0]

, (8x2 V )(8a2 V )[�(a; Fx) = 0]

, (8x2 V )[Fx 2 Bkern �]:

Da � nicht ausgeartet ist, folgtFx = 0 für alle x 2 V und damitF = 0. Da-
mit ist � injektiv und als Endomorphismus des endlich dimensionalen Vektorrau-
mes End(V ) damit auch bijektiv. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß ein involuto-
rischer Antihomomorphismus der Ringe vorliegt. Dies rechnen wir einfach nach.
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Zunächst ist�((FG)�a; b) = �(a; FGb) = �(F �a;Gb) = �(G�F �a; b). Al-
so folgt (FG)� = G�F � und es liegt ein Antihomomorphismus vor. Aus der
Symmetrie von� erhalten wir weiter�(u; F ��v) = �(F ��v; u) = �(v; F �u) =

�(F �u; v) = �(u; Fv). Da� nicht ausgeartet ist, folgtF ��v = Fv für allev 2 V ,
d.h.F �� = F und� ist involutorisch. Ist� alternierend, so f¨uhren wir die gleiche
Rechnung durch, wobei wir beim Vertauschen der Argumente jedes Mal das Vor-
zeichen zu wechseln haben. Da wir die Argumente genau zweimal vertauschen,
ändert dies am Ergebnis der Rechnung nichts. ut

6.1.10 SatzSeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum und� eine nicht ausgear-
tete Bilinearform aufV . Dann gibt es einen Isomorphismusf :BL (V ) �! End(V )

mit �(x; y) = �(f(�)x; y) für alle � 2 BL (V ), d.h. daß sich jede Bilinearform
aufV in der Form�(x; y) = �(Ax; y) für einA 2 End(V ) darstellen l̈aßt.

Beweis: Istg(x1; : : : ; xn) eine Funktion, so bezeichnen wir mit�xk : g(x1; : : : ; xn)
die Funktion, die sich ausg(x1; : : : ; xn) ergibt, wenn wir nur das Argumentxk als
variabel betrachten und die ¨ubrigen konstant lassen. F¨ur a 2 V und � 2 BL (V )

ist dann�x: �(a; x) eine Linearform. Nach Satz 6.1.6 gibt es daher eina0 2 V

mit �x: �(a; x) = ��(a0). Wir rechnen nach, daß die Abbildunga 7�! a0 linear
ist. Es ist�x: �(�a+ �b; x) = � � �x: �(a; x) + � � �x: �(b; x) = ���(a0) +

���(b0) = ��(�a0 + �b0) und damit(�a + �b)0 = �a0 + �b0. Nun definie-
ren wir f(�)(a) := a0. Damit ist f(�) 2 End(V ), und es gilt��(f(�)a) =

�x: �(a; x) . Wir haben nachzupr¨ufen, daßf ein Homomorphismus ist. Dazu be-
rechnen wir��(f(�� + ��)a) = �x: (�� + ��)(a; x) = � � �x: �(a; x) +

� � �x: �(a:x) = � � ��(f(�)a) + � � ��(f(�)a) = ��(�f(�)a + �f(�)a).
Also ist f(�� + ��) = �f(�) + �f(�) und damitf ein Homomorphismus,
für den�x: �(a; x) = ��(f(�)a) = �x: �(f(�)a; x) gilt. Ist f(�) = 0, so
ist ��(f(�)a) = 0 und damit�x: �(a; x) = 0 für alle a 2 V . Das bedeu-
tet aber, daß� = 0 ist. Also ist Kernf = f0g und f injektiv. Umgekehrt gilt
� := �xy : �(Ax; y) 2 BL (V ) undf(�) = A für jedesA 2 End(V ). Damit istf
auch surjektiv, und wir haben einen Isomorphismus der Vektorr¨aume vorliegen.

ut

6.1.11 Lemma Ist � eine nicht ausgeartete, symmertische Bilinearform und be-
zeichnetf :BL (V ) �! End(V ) den in Satz 6.1.10 definierten Isomorphismus, so
ist

(i) die Bilinearform � genau dann symmetrisch, wennf(�) bez̈uglich � selbst-
adjungiert ist

und
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(ii) Bkern(�) = Kern(f(�)) und damit ist� genau dann nicht ausgeartet, wenn
f(�) 2 GL(V ) ist.

Beweis: (i): Ist � symmetrisch, so folgt�(f(�)y; x) = �(y; x) = �(x; y) =

�(f(�)x; y) = �(y; f(�)x) = �(f(�)�y; x) und damitf(�)� = f(�), d.h.f(�)
ist selbstadjungiert bez¨uglich �. Ist umgekehrtf(�) selbstadjungiert bez¨uglich �,
so folgt�(x; y) = �(f(�)x; y) = �(f(�)�x; y) = �(x; f(�)y) = �(f(�)y; x) =

�(y; x), und� ist symmetrisch.
(ii): Da � als nicht ausgeartet vorausgesetzt ist, gilt

x 2 Bkern(�) , (8y 2 V )[�(x; y) = 0]

, (8y 2 V )[�(f(�)x; y) = 0]

, f(�)x 2 Bkern(�)

, f(�)x = 0 , x 2 Kern(f(�)):

Also ist Bkern(�) = Kern(f(�)), und der Rest ist klar. ut

6.1.12 Definition Für eine Bilinearform� 2 BL (V ) und eine BasisB = (b1; : : : ; bn)

definieren wir die Matrixdarstellung von� bezüglichB durch

DB(�) := (�ij)n;n := (�(bi; bj))n;n:

6.1.13 SatzSeiV ein K-Vektorraum mitdimV = n. Dann ist die Abbildung
DB:BL (V ) �! Kn�n ein Isomorphismus der Vektorräume. F̈ur u; v 2 V gilt

�(u; v) = hB(u) �DB(�) � ĥB(v) = hB(u) �DB(�) � (hB(v))t: (6.3)

Beweis: Zunächst berechnen wir

DB(�� + ��) = ((�� + ��)(bi; bj))n;n = (��(bi; bj) + ��(bi; bj))n;n

= � � (�(bi; bj))n;n + � � (�(bi; bj))n;n = �DB(�) + �DB(�):

Damit liegt ein Homomorphismus vor. F¨ur u =
Pn

i=1 �ibi und v =
Pn

j=1 �jbj
erhalten wir

�(u; v) =

nX
j=1

�j(

nX
i=1

�i�(bi; bj)) =

 
nX
i=1

�i�(bi; b1); : : : ;

nX
i=1

�i�(bi; bn)

!0@ �1
...
�n

1
A

= (�1; : : : ; �n)(�(bi; bj))n;n

0
@ �1

...
�n

1
A = hB(u)DB(�)ĥB(v):

Damit haben wir (6.3) gezeigt. IstDB(�) = 0, so erhalten wir mit (6.3) aber auch
�(u; v) = 0 für alle u; v 2 V und damit� = 0. Also istDB injektiv und, da
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nach Satz 6.1.10dim(BL (V )) = dim(End(V )) = n2 = dim(Kn�n) ist, auch
bijektiv. ut

6.1.14 Korollar Eine Bilinearform� ist genau dann symmetrisch, wennDB(�) =

(DB(�))
t ist. Eine symmetrische Bilinearform� ist genau dann nicht ausgeartet,

wennDB(�) invertierbar ist.

Beweis: Die erste Behauptung erhalten wir direkt aus (6.3). F¨ur die zweite Be-
hauptung lesen wir aus (6.3) ab, daß Bkern� = fu2 V DB(�)ĥB(u) = 0g ist.

Damit ist� genau dann nicht ausgeartet, wenn Kern(\DB(�) Æ ĥB) = f0g ist, und

dies ist genau dann der Fall, wenn\DB(�) bijektiv und damitDB(�) invertierbar
ist. ut
Wir nennen MatrizenS 2 Kn�n, für dieS = St gilt, symmetrisch.

6.1.15 SatzSeiV ein endlich dimensionalerK-Vektorraum und� eine nicht aus-
geartete Bilinearform aufV . Ist B = (b1; : : : ; bn) eine Basis vonV undB� =

(b�1; : : : ; b
�
n) die dazu duale Basis vonV �, so gilt

DB(�) = DB;B�(��): (6.4)

Beweis: SeiDB;B�(��) = (�ij)n;n. Dann erhalten wir aus�x: �(bi; x) = ��(bi) =Pn
j=1 �ijb

�
j sofort �(bi; bk) = (

Pn
j=1 �ijb

�
j )(bk) = �ik und damitDB(�) =

DB;B�(��). ut
Kombinieren wir (6.2) und das Diagramm in Satz 3.3.6, so erhalten wir die Kom-
mutativität des Diagramms in Abbildung 6.1. Diesem Diagramm entnehmen wir
nun sofort

DB;B(A�) = DB;B�(��)
�1 ÆDB�;B�(A�) ÆDB;B�(��):

Daraus erhalten wir zusammen mit Satz 6.1.15

DB;B(A
�) = DB(�) �DB;B(A)

t �DB(�)
�1:

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.

6.1.16 SatzSeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum und� eine nicht ausge-
artete Bilinearform aufV . Dann gilt

DB;B(A
�) = DB(�) �DB;B(A)

t �DB(�)
�1

für jeden EndomorphismusA 2 End(V ).
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Kn Kn

V V

V � V �

Kn Kn
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�

-
DB�;B� (A�)

Abbildung 6.1: Zusammenhang zwischen adjungierter und dualer Abbildung

Zum Ende dieses Abschnittes untersuchen wir noch das Transformationsverhalten
der darstellenden Matrix einer nicht ausgearteten Bilinearform bei Basiswechsel.

6.1.17 SatzEs seiV ein endlich dimensionaler Vektorraum und� eine nicht aus-
geartete Bilinearform aufV . SindB undC Basen vonV , so giltDC(�) = TC;B �
DB(�) � TtC;B.

Beweis: Nach (6.4) istDB(�) = DB;B�(��) für jede BasisB. Damit erhalten wir
mit dem Transformationssatz (Satz 3.3.13)

DC(�) = DC;C�(��) = TC;B �DB;B�(��)�TB�;C� = TC;B �DB(�)�TB�;C� : (i)

Es istTB�;C� = DB�;C�(id V �) = DB�;C�(id �
V ) = (DC;B(id V ))

t = TtC;B.
Setzen wir dies in (i) ein, so folgt die Behauptung. ut

6.2 Positiv definite Bilinearformen

6.2.1 Definition SeiV ein Vektorraum ¨uber dem K¨orperR der reellen Zahlen. Wir
nennen in Zukunft solche R¨aumereelle Vektorr̈aume. Eine symmetrische Biline-
arform �:V � V �! R heißt

positiv definit,wenn (8x2 V )[x 6= 0 ) �(x; x) > 0] gilt,

positiv semi-definit,wenn (8x2 V )[�(x; x) � 0] gilt,
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negativ definit,wenn (8x2 V )[x 6= 0 ) �(x; x) < 0] gilt,

indefinit,wenn (9x2 V )(9y 2 V )[�(x; x) > 0 ^ �(y; y) < 0] gilt.

Die Abbildung

q�:V �! R
x 7�! �(x; x)

heißt die von der symmetrischen Bilinearform� induziertequadratische Form.

6.2.2 SatzSeiV ein reeller Vektorraum. Jede positiv definite Bilinearform aufV

ist nicht ausgeartet.

Beweis: Ist � positiv definit undv 2 Bkern �, so folgt (8x2 V )[�(v; x) = 0]

und damit insbesondere�(v; v) = 0. Daraus ergibt sich aberv = 0, und es ist
Bkern � = f0g, d.h.� ist nicht ausgeartet. ut

6.2.3 SatzEs seiV ein reeller Vektorraum und� eine positiv semi-definite Biline-
arform aufV . Dann gilt dieCauchy-Schwarzsche Ungleichung

(8u; v 2 V )[�(u; v)2 � �(u; u)�(v; v)]: (6.5)

Für positiv definite Bilinearformen� steht in Gleichung (6.5) genau dann das
Gleichheitszeichen, wennu undv linear abḧangig sind.

Beweis: Für �; � 2 R erhalten wir

0 � �(�u+ �v; �u + �v) = �2�(u; u) + 2���(u; v) + �2�(v; v): (i)

Ist �(u; u) = 0, so wählen wir� = 1 und erhalten2��(u; v) + �(v; v) � 0 für
alle � 2 R, was nur für �(u; v) = 0 möglich ist. Ist�(u; u) 6= 0, so wählen wir
� := �(u; u) und teilen Ungleichung (i) durch�. Das ergibt

0 � �2 + 2��(u; v) + �(u; u)�(v; v): (ii)

Nun wählen wir� := ��(u; v) in (ii) und erhalten

0 � ��(u; v)2 + �(u; u)�(v; v); (iii)

d.h.�(u; v)2 � �(u; u)�(v; v).
Sindu undv linear abhängig, so istu = �v für ein� 2 R, und es folgt�(u; v)2 =

�2�(v; v)2 = �(�v; �v)�(v; v). Sindu undv linear unabh¨angig und ist� positiv
definit, so steht f¨ur � 6= 0 in (i) das<-Zeichen. Dann ist aber auch�(u; u) > 0,
womit folgt, daß auch in (iii) das<-Zeichen steht. Damit folgt aber�(u; v)2 <

�(u; u)�(v; v). ut
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6.2.4 Definition SeiV ein reeller Vektorraum. Eine Abbildungjjjj:V �! R heißt
eineNormfunktionoder kurz eineNormaufV , wenn sie den folgenden Bedingun-
gen gen¨ugt:

(No.0) jj0jj = 0,

(No.1) (8x2 V )[x 6= 0 ) jjxjj > 0],

(No.2) (8�2R)(8x 2 V )[jj�xjj = j�jjjxjj],
(No.3) (8x; y 2 V )[jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj].
Ein reeller Vektorraum, auf dem sich eine Norm definieren l¨aßt, heißt einenor-
mierter Raum.

In normierten R¨aumen lassen sich L¨angen messen. Um dies genauer zu erl¨autern,
benötigen wir den Begriff eines metrischen Raumes.

6.2.5 Definition SeiM eine nicht leere Menge. Eine Abbildungd:M �M �! R ,
die die Bedingungen

(D.0) (8x2M)[d(x; x) = 0],

(D.1) (8x; y 2M)[x 6= y ) d(x; y) > 0],

(D.2) (8x; y 2M)[d(x; y) = d(y; x)],

(D.3) (8x; y; z 2M)[d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)]

erfüllt, heißt eineMetrik oderAbstandsfunktionaufM . Das Paar(M;d) heißt ein
metrischer Raum. Die Bedingung (D.3) nennt man dieDreiecksungleichungder
Metrik.

6.2.6 Satz IstV ein normierter Raum, so definiert die Abbildungd:V � V �! R
mit d(u; v) := jju� vjj eine Metrik aufV .

Beweis: Dies folgt durch einfaches Nachrechnen. ut

6.2.7 Satz Ist V ein reeller Vektorraum und� eine positiv definite Bilinearform
auf V , so definiertjjvjj� :=

p
�(v; v) eine Norm aufV . Insbesondere trägt V

dann eine Metrik.

Beweis: Die Eigenschaften (No.0) - (No.2) rechnet man einfach nach. Um (No.3)
zu erhalten, folgern wir aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (6.5)

(8x; y 2 V )[�(x; y) � jjxjj�jjyjj� ]: (6.6)
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Damit berechnen wir

�(x+ y; x+ y) = �(x; x) + 2�(x; y) + �(y; y)

� �(x; x) + 2jjxjj� jjyjj� + �(y; y) = (jjxjj� + jjyjj�)2
(i)

, und aus (i) folgt

jjx+ yjj� � jjxjj� + jjyjj�: ut

6.2.8 Beispiele 1. SeiV = Rn . Für x; y 2 Rn definieren wirhx; yi := x � yt.
Offensichtlich definiert dies eine Bilinearform. F¨ur x = (�1; : : : ; �n) und y =

(�1; : : : ; �n) erhalten wir dannhx; yi =Pn
i=1 �i�i. Insbesondere istjjxjj =

p
hx; xi =qPn

i=1 �
2
i . Daraus ersehen wir, daßh ; i positiv definit ist. Man nennthx; yi das

kanonische SkalarproduktaufRn . Offensichtlich erhalten wirDEn (�xy : hx; yi ) =
En;n.
Es folgt aus (6.3), daß die symmetrischen Bilinearformen aufRn alle die Form
�S(x; y) = x � S � yt mit einer symmetrischen MatrixS haben. Hier erhalten wir
DEn (�S) = S.
Ist die von der symmetrischen MatrixS induzierte Bilinearform�xy : �S(x; y) po-
sitiv definit, so nennen wir die MatrixS positiv definit. Wegen�S(ei; ei) = �ii
für S = (�ij)n;n folgt, daß die Diagonalelemente einer positiv definiten Matrix
stets positiv sind.

2. Es seien�; � 2 R, � � � undV = C[�; �] := ff f : [�; �] �! R ^ f ist stetigg:
Man prüft mühelos nach, daßC[�; �] ein reeller Vektorraum ist. Nun definieren
wir eine Bilinearform aufC[a; b] durch�(f; g) :=

R �
�
f(�)g(�)d�. Es folgt aus

den Rechenregeln f¨ur Integrale, daß eine symmetrische Bilinearform vorliegt. Ist
f 6= 0, so finden wir wegen der Stetigkeit vonf ein 
 2 [�; �], ein � > 0 und ein
Æ > 0, so daßf(�)2 � � > 0 für alle � 2 [
 � Æ; 
 + Æ] gilt. Damit erhalten wir
�(f; f) =

R �
�
f2(�)d� � R 
+Æ


�Æ f
2(�)d� � 2Æ � � > 0. Die Bilinearform ist somit

positiv definit. Diese Bilinearform spielt in der Funktionalanalysis eine Rolle.

6.3 Euklidische Vektorräume

6.3.1 Definition Ein Paar(V; �) heißt eineuklidischer Vektorraum, wenn gilt:

(EVR.1) V ist ein reeller Vektorraum.

(EVR.2) Die Abbildung�:V � V �! R ist eine positiv definite Bilinearform.
Man nennt� dasSkalarproduktdes euklidischen Raumes.

6.3.2 Definition Ist (V; �) ein euklidischer Vektorraum, so ist
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jjxjj� :=
p
�(x; x)

eine Norm aufV . Man nenntjjxjj� die Längedes Vektorsx in (V; �). Ein Vektor
v 2 V heißtnormiert, wennjjvjj� = 1 ist. Wegenjjjjvjj��1vjj� = 1 läßt sich jeder
von Null verschiedene Vektor inV normieren.
Nach Satz 6.2.6 definiert

d�(x; y) := jjx� yjj�
eine Metrik aufV .
Gilt �(x; y) = 0, so heißen die Vektorenx undy orthogonalin (V; �).

6.3.3 Winkelmessung In euklidischen R¨aumen haben wir nach Definition 6.3.2
den Begriff der Orthogonalit¨at. Wir können also das “Senkrecht Stehen” zwei-
er Vektoren beschreiben. Einen ¨ahnlichen Begriff haben wir in Definition 3.2.13
schon zwischen den Vektoren eines beliebigen VektorraumsV und den Vektoren
des dualen RaumesV � eingeführt. Da für endlich dimensionale Vektorr¨aumeV
und V � isomorph sind, k¨onnen wir nach Wahl einer Basis vonB den Begriff
des “Senkrecht Stehens” bez¨uglich einer Basis durchv ? w :, v�(w) = 0

definieren, wobei� der in Satz 3.2.7 eingef¨uhrte Isomorphismus ist. Daß dies
eng mit der in euklidischen R¨aumen eingef¨uhrten Orthogonalit¨at verknüpft ist,
folgt aus Satz 6.1.6. Allerdings k¨onnen wir in euklidischen R¨aumen die Win-
kelmessung verfeinern. Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten wir
j�(x; y)j � jjxjj�jjyjj� und daher

(8x; y 2 V n f0g)
�
�1 � �(x; y)

jjxjj�jjyjj� � 1

�
;

und wir definieren

�(x; y) := arccos
�(x; y)

jjxjj� jjyjj� 2 [0; �]: (6.7)

Wir nennen�(x; y) den vonx und y eingeschlossenenWinkel. Nach Definition
gilt dann

�(x; y) = jjxjj� jjyjj� cos�(x; y): (6.8)

6.3.4 SatzSei(V; �) ein euklidischer Raum undx; y 2 V n f0g. Für den vonx
undy eingeschlossenen Winkel gelten dann

(1) �(x; y) = �(y; x),

(2) �(x;�y) = � ��(x; y),

(3) � 6= 0 ^ � 6= 0 ) �(�x; �y) = �(x; y),
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(4) x undy sind genau dann orthogonal, wenn�(x; y) = �
2

ist,

(5) x undy sind genau dann linear abhängig, wenn�(x; y) = 0 oder�(x; y) =

� ist,

(6) jjx� yjj2� = jjxjj2� + jjyjj2� � 2jjxjj� jjyjj� cos(�(x; y)).

Die Aussage (6) in Satz 6.3.4 ist alsCosinus-Satzbekannt. Stehenx undy senk-
recht, so erhalten wir denSatz des Pythagoras.
Beweis: Die Behauptungen (1) und (3) folgen sofort aus der Definition von�, die
Behauptungen (2) und (4) aus den Eigenschaften des Cosinus. Aus Satz 6.2.3 erhal-
ten wir j�(x;y)j

jjxjj�jjyjj�
= 1 für linear abh¨angige Vektorenx undy. Also istcos(�(x; y)) 2

f�1; 1g, d.h.�(x; y) = � oder�(x; y) = 0.
Um (6) zu zeigen, berechnen wirjjx�yjj2� = �(x�y; x�y) = �(x; x)+�(y; y)�
2�(x; y) = jjxjj2� + jjyjj2� � 2jjxjj� jjyjj� cos(�(x; y)) nach (6.8). ut

6.3.5 Definition Ist U � V , so definieren wir

U?� := fx2 V (8y 2U)[�(x; y) = 0]g
und nennenU?� dasorthogonale KomplementvonU in (V; �).

6.3.6 Lemma Für einen endlich dimensionalen euklidischen Vektorraum(V; �)

und eine TeilmengeU � V gilt ��[U?� ] = U?.

Beweis: Wir haben

x 2 ��[U?� ] , (9v 2U?�)[x = ��(v)]

, (9v)[(8y 2U)(�(v; y) = 0) ^ x = ��(v)]

, (9v)[(8y 2U)(��(v)(y) = 0) ^ x = ��(v)]

, (8y 2U)(x(y) = 0) , x 2 U?:
ut

6.3.7 Satz Ist (V; �) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum undU ein
Teilraum vonV , so giltdimV = dimU + dimU?� undV = U � U?� .

Beweis: Nach Satz 3.2.17 giltdimV = dimU+dimU? für endlich dimensionale
VektorräumeV und TeilräumeU � V . Da��:V �! V � ein Isomorphismus ist,
erhalten wir aus Lemma 6.3.6dimV = dimU+dimU?� . Istu+v = 0 füru 2 U

und v 2 U?� , so folgt0 = �(u + v; u + v) = �(u; u) + �(v; v) + 2�(u; v) =

�(u; u)+�(v; v) und damitu = v = 0. Damit istU +U?� = U �U?� � V und
wegendim(U�U?�) = dimU+dim(U?�) = dimV schließlichV = U�U?� .

ut
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6.3.8 Korollar Ist (V; �) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum und

U ein Teilraum vonV , so gilt (U?�)
?�

= U .

Beweis: Wir habenU � (U?�)
?� . WegendimU = dim((U?�)

?�
) gilt Gleich-

heit. ut
In Abschnitt 3.6 haben wir dieGeradeals Beispiel einer linearen Mannigfaltigkeit
eingeführt. Eine Gerade hatte die FormG = fx+ �y � 2 Kgmit x; y 2 V , d.h.
die Geraden sind gerade die affinen Teilr¨aume der Dimension1. Ist dimV = n,
so nennen wir einen affinen Teilraum vonV , dessen Dimensionn � 1 ist, eine
Hyperebenein V . Die Hyperebenen inV sind also genau die affinen Teilr¨aume der
Gestalt

H = u+ U mit dimU = dimV � 1: (6.9)

Die Hyperebenen durch0 sind dann genau dien�1-dimensionalen Teilr¨aume von
V . Ist (V; �) nun ein euklidischer Vektorraum undH eine Hyperebene inV , so ist
nach Satz 6.3.7dimH?� = 1 und damitH?� = hai für einen Vektora 2 V . Dies
läßt sich folgendermaßen verallgemeinern.

6.3.9 Lemma Ist (V; �) ein euklidischer Vektorraum, so gibt es zu jeder Hyper-
ebeneH in V einen normierten Vektora und ein� 2 R mit

H = Ha;� := fx2 V �(a; x) = �g: (6.10)

Man nenntHa;� die Hessesche Normalformder HyperebeneH.

Beweis: (vgl. Abbildung 6.2) SeiH = v+U mit dimU = dimV � 1. Dann gibt
es eina 2 V mit hai = U?� , und damit istU = hai?� . Ohne Einschr¨ankung der
Allgemeinheit dürfen wirjjajj� = 1 annehmen. Dann giltx 2 H , (9u2U)[x =

v + u] , (9u)[x = v + u ^ �(a; u) = 0] , (9u)[�(a; x) = �(a; v + u) =

�(a; v) + �(a; u) = �(a; v)] , �(a; x) = �(a; v) , x 2 Ha;�(a;v). ut
IstH eine Hyperebene inV undv 2 V , so definieren wir

d�(v;H) := inf fd�(v; x) x 2 Hg (6.11)

und nennend�(v;H) denAbstanddes Vektorsv von der HyperebeneH.

6.3.10 SatzIst (V; �) ein euklidischer Raum undHa;� die Hessesche Normalform
der HyperebeneH, so gilt f̈ur v 2 V d�(v;H) = j�(a; v) � �j.
Beweis: (vgl. Abbildung 6.3) Wir fällen das “Lot” vonv auf H. Dies ergibt
einen Vektorv0 := v + (� � �(a; v))a. Wegen�(a; v0) = �(a; v) + (� �
�(a; v))�(a; a) = � ist v0 2 H. Weiter istv0 � v 2 hai und daher f¨ur x 2 H
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hai = H?�

0

a

�a

H

U = hai?�

x

u

Abbildung 6.2: Hessesche Normalform imR3 . Es gilt�(x; a) = �(�a+ u; a) =

��(a; a) + �(a; u) = �.

stets�(x � v0; v0 � v) = �(x � v0; �a) = ��(x; a) � ��(v0; a) = 0. Da-
her folgt für x 2 H schonjjv � xjj2� = jjx � v0 + v0 � vjj2� = jjx � v0jj2� +

jjv0 � vjj2� + 2�(x � v0; v0 � v) = jjx � v0jj2� + jjv0 � vjj2� � jjv0 � vjj2�.
Damit ist jjv0 � vjj� = inf fjjv � xjj� x 2 Hg = d�(v;H), und wir erhalten
jjv0 � vjj� = jj(�� �(a; v))ajj� = j�� �(a; v)jjjajj� = j�� �(a; v)j: ut

6.3.11 Definition Sei (V; �) ein euklidischer Vektorraum undU1; : : : ; Un Unter-
räume vonV . Wir sagen, daßV dieorthogonale Summeder VektorräumeU1; : : : ; Un
ist, wenn gelten

(OS.1) V = U1 + � � �+ Un,

(OS.2) Ui � Uj
?� für i 6= j.

Wir notieren mitV = U1
? � � � 
?Un, daßV die orthogonale Summe der Un-
terräumeU1; : : : ; Un ist.

6.3.12 Lemma AusV = U1
? � � � 
?Un folgt V = U1 � � � � � Un.

184



6.3. Euklidische Vektorr¨aume

0

v0

v �a

a

H�(a; v)a

Abbildung 6.3: Zum Beweis von Satz 6.3.10

Beweis: Ist V = U1
? � � � 
?Un und 0 = v = u1 + � � � + un mit ui 2 Ui, so
erhalten wir sofort0 = �(uk; v) = �(uk; uk) und damituk = 0 für k = 1; : : : ; n.

ut
Es ist eine einfache Beobachtung, daß f¨ur einen UnterraumU eines euklidischen
Vektorraumes(V; �) der Raum(U; ��(U � U)) wieder ein euklidischer Raum ist.
Dies ben¨otigen wir zum Beweis des folgenden Satzes.

6.3.13 SatzIst (V; �) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum, so gibt
es eine BasisB = (b1; : : : ; bn) vonV mit V = hb1i 
? � � � 
? hbni, d.h.V ist die
orthogonale Summe von Geraden. Eine derartige Basis heißt eineOrthogonalbasis.

Beweis: Wir f ühren Induktion nachdimV: Für dimV = 0 ist nichts zu beweisen.
Ist dimV > 0, so wählen wira 2 V mit a 6= 0 und betrachtenU := hai?� .
Da dimU < dimV und (U; ��(U � U)) wieder ein euklidischer Raum ist, er-
halten wir nach Induktionsvoraussetzung eine Orthogonalbasis(b1; : : : ; bn�1) von
(U; ��(U �U)). WegenV = hai 
?U ist dann(a; b1; : : : ; bn�1) eine Basis vonV ,
und wegenhbii � U gilt �(a; bi) = 0 für i = 1; : : : ; n� 1. Damit isthai � hbii?�

undhbii � hai?� . Dann ist(a; b1; : : : ; bn�1) eine Orthogonalbasis vonV . ut

6.3.14 Definition Sei (V; �) ein euklidischer Vektorraum. Wir nennen eine Basis
B = fbi i 2 Ig eineOrthonormalbasisvon (V; �), wenn�(bi; bj) = Æij für alle
i; j 2 I gilt.
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6.3.15 SatzJeder euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis: Nach Satz 6.3.13 besitztV eine OrthogonalbasisB. Für bi; bj 2 B gilt
daher�(bi; bj) = jjbijj2� � Æij . Definieren wirb0 := 1

jjbjj�
b, so istB0 := fb0 b 2 Bg

eine Orthonormalbasis. ut

6.3.16 Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren Oft steht man vor
dem Problem, eine Basis eines euklidischen Vektorraumes in eine Orthonormalba-
sis zuüberführen. Dazu gibt es einen Algorithmus, den wir im folgenden beschrei-
ben wollen.
Sei also eine Basis(c1; : : : ; cn) gegeben. Wir definieren eine Folged1; : : : ; dn, so
daß gilt:

dk 6= 0 und für bk :=
1

jjdkjj�
dk (6.12)

(8i; j � k)[�(bi; bj) = Æij ] (6.13)

und

b1; : : : ; bk; ck+1; : : : ; cn bilden eine Basis. (6.14)

Wir setzen

d1 := c1 und dk+1 := ck+1 �
kX
i=1

�(ck+1; bi)bi:

Nun zeigen wir (6.13) und (6.14) durch Induktion nachk. Für k = 1 erhalten
wir d1 = c1 6= 0 und �(b1; b1) = 1

jjc1jj2�
�(c1; c1) = 1. Im Induktionsschritt

nehmen wir (6.13) f¨ur k an. Für j � k erhalten wir�(dk+1; bj) = �(ck+1 �Pk
i=1 �(ck+1; bi)bi; bj) = �(ck+1; bj)�

Pk
i=1 �(ck+1; bi)��(bi; bj) = �(ck+1; bj)�

�(ck+1; bj) = 0, da nach Induktionsvoraussetzung�(bi; bj) = Æij für i = 1; : : : ; k

gilt. Nach Induktionsvoraussetzung bildenb1; : : : ; bk; ck+1; : : : ; cn eine Basis. Da-
mit sind insbesondereb1; : : : ; bk; ck+1 linear unabh¨angig und somitdk+1 6= 0,
und wir erhalten�(bk+1; bk+1) = 1

jjdk+1jj2�
�(dk+1; dk+1) = 1. Damit ist (6.13)

bewiesen. Insbesondere sindb1; : : : ; bk+1 linear unabh¨angig, und dabk+1 eine Li-
nearkombination derb1; : : : ; bk undck+1 ist, bildenb1; : : : ; bk+1; ck+2; : : : ; cn eine
Basis. Für k = n folgt aus (6.13), daßb1; : : : ; bn eine Orthonormalbasis bilden.

Als Korollar zu Satz 6.3.15 erhalten wir eine Charakterisierung positiv definiter
Matrizen.

6.3.17 Korollar Eine MatrixS 2 Rn�n ist genau dann positiv definit, wenn es
eine invertierbare MatrixA 2 GL(n;R) gibt mitS = AAt.
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Beweis:): Ist S positiv definit, so definiert�(x; y) := xSyt eine positiv defi-
nite Bilinearform aufRn . Nach Satz 6.3.15 gibt es eine OrthonormalbasisB von
(V; �). Dann giltDB(�) = (�(bi; bj))n;n = E. Für A := TEn ;B folgt aus Satz
6.1.17S = DEn (�) = AAt:

(: Ist S = AAt mit A 2 GL(n;R), so folgt�S(x; x) = xSxt = xAAtxt =

(xA)(xA)t = hxA; xAi: Wie wir in Beispiel 6.2.8 gesehen haben, ist das kanonische
Skalarprodukt aufRn positiv definit. Damit ist�S(x; x) = 0 genau dann, wenn
xA = 0 ist. DaA 2 GL(n;R) ist, ist dies genau dann der Fall, wennx = 0. Also
ist �S positiv definit. ut

6.4 Isometrien euklidischer R̈aume

6.4.1 Definition Es seien(V; �) und(W; �) zwei euklidische R¨aume. Eine Abbil-
dungf :V �! W heißt eineIsometrievon (V; �) in (W; �), wenn

(8x; y 2 V )[�(x; y)) = �(f(x); f(y))]

gilt.

6.4.2 Satz Ist f :V �! W eine Isometrie, so istf ein Monomorphismus der Vek-
torräume.

Beweis: Daf eine Isometrie ist, folgtjjf(x)jj� = jjxjj�. Wir erhaltenjjf(x+ y)�
f(x) � f(y)jj2� = jjf(x + y)jj2� + jjf(x)jj2� + jjf(y)jj2� � 2�(f(x + y); f(x)) �
2�(f(x+y); f(y))+2�(f(x); f(y)) = jjx+yjj2�+ jjxjj2�+ jjyjj2��2�(x+y; x)�
2�(x + y; y) + 2�(x; y) = jj(x + y) � x � yjj2� = 0. Da � positiv definit ist,
folgt darausf(x+ y)� f(x)� f(y) = 0, d.h.f(x+ y) = f(x) + f(y). Analog
erhalten wirjjf(�x)��f(x)jj2� = jjf(�x)jj2� +�2jjf(x)jj2� �2��(f(�x); f(x)) =

jj�xjj2� +�2jjxjj2� � 2��(�x; x) = jj�x��xjj2� = 0. Damit folgtf(�x) = �f(x),
undf ist linear. Istf(x) = 0, so istjjxjj� = jjf(x)jj� = 0 und damitx = 0. Damit
ist f injektiv, und wir haben einen Monomorphismus der Vektorr¨aume. ut

6.4.3 Definition Sei(V; �) ein euklidischer Raum. Wir setzen

O(V; �) := ff f :V �! V ist Isometrie von(V; �) in (V; �)g:

6.4.4 Lemma Sei(V; �) ein euklidischer Raum. Die MengeO(V; �) ist dann eine
Untergruppe derGL(V ). Man nennt sie dieallgemeine orthogonale Gruppevon
(V; �).
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Beweis: Zunächst istid V 2 O(V; �) und damitO(V; �) 6= ;. Es folgt aus Satz
6.4.2, daßO(V; �) � GL(V ) ist. Für f; g 2 O(V; �) ist �(f(g(x)); f(g(y))) =

�(g(x); g(y)) = �(x; y). Damit istfÆg 2 O(V; �). Weiter folgt�(f�1(x); f�1(y)) =
�(f(f�1(x)); f(f�1(y))) = �(x; y) und damitf�1 2 O(V; �). ut

6.4.5 SatzSei(V; �) ein euklidischer Raum. Ein EndomorphismusF 2 End(V )

ist genau dann eine Isometrie von(V; �) in sich, wennF�1 = F � gilt, d.h. wir
haben

F 2 End(V ) ) [F 2 O(V; �) , F�1 = F �]:

Beweis: Ist F eine Isometrie, so gilt�(x; y) = �(Fx; Fy) = �(F �Fx; y). Dar-
aus folgt, da� nicht ausgeartet ist,F �F = id . Also istF�1 = F �. Ist umgekehrt
F�1 = F �, so folgt�(Fx; Fy) = �(F �Fx; y) = �(x; y), undF ist eine Isome-
trie. ut

6.4.6 Korollar Ist F 2 O(V; �) eine Isometrie des euklidischen Raumes(V; �),
so giltdetF 2 f1;�1g.
Beweis: Nach Bemerkung 6.1.8 istF � = ���1 ÆF � Æ��, und nach Lemma 4.3.10
und Korollar 4.3.14 erhalten wir darausdet(F �) = det(F �) = detF . Zusammen
mit Satz 6.4.5 ergibt dies(detF )2 = det(F �) detF = 1, woraus die Behauptung
sofort folgt. ut

6.4.7 Spiegelungen SeiV ein endlich dimensionaler euklidischer Raum undH

eine Hyperebene inV durch den Nullvektor. Dann gibt es einen normierten Vektor
a mit H?� = hai und zu jedem Vektorv 2 V ein eindeutig bestimmtes� 2 R
undu 2 H mit v = �a+ u. Die Abbildung

v = �a+ u 7�! ��a+ u

heißtSpiegelungan der HyperebeneH.

6.4.8 Bemerkung Ist (V; �) ein euklidischer Raum unda 2 V , so hat die Spie-
gelung anhai?� die Form

v 7�! v � 2
�(a; v)

�(a; a)
a =: Sa(v):

Beweis: Sei aN := 1
jjajj�

a die Normierung vona. Für v 2 V gilt dann v =

�(aN ; v)aN+u für ein (eindeutig bestimmtes)u 2 hai?� =: H. Damit gilt für das
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H

�a

v = �a+ u

v
0
= ��a+ u

0

u

a

��a

hai = H
?�

Abbildung 6.4: Spiegelung an einer Hyperebene

Spiegelbildv0 = ��(aN ; v)aN + u = v � 2�(aN ; v)aN . Wegen�(aN ; v)aN =
�(a;v)
�(a;a)

a ist dies die Behauptung. ut

6.4.9 SatzJede Spiegelung ist eine Isometrie.

Beweis: Seienx; y 2 V undSa die Spiegelung an der Hyperebenehai?� für einen
normierten Vektora. Dann istx = �a+ ux undy = �a+ uy mit ux; uy 2 hai?� ,
und wir erhalten�(x; y) = ��+�(ux; uy) = (��)(��)+�(ux; uy) = �(��a+
ux;��a+ uy) = �(Sa(x); Sa(y)). ut

6.4.10 Lemma Ist S eine Spiegelung, so giltdet(S) = �1.
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Beweis: SeiS die Spiegelung an der HyperebeneH durch0. Dann istH?� = hai
für einen normierten Vektora 2 V , und wir erhalten eine BasisB := fa; b1; : : : ; bn�1g
von V , so daßfb1; : : : ; bn�1g eine Basis vonH ist. Dann gilt nach Lemma 4.3.5
detS = �B(S(a); S(b1); : : : ; S(bn�1)) = �B(�a; b1; : : : ; bn�1) =

��B(a; b1; : : : ; bn�1) = �1. ut

6.4.11 Bemerkung Man bezeichnet Isometrien eines euklidischen Raumes auch
als Drehungenoder Rotationen. Dabei heißt eine RotationR eigentlich, wenn
detR = 1 ist. Anderenfalls heißt sieuneigentlich. Ist � ein Eigenwert einer Rota-
tionR, so muß für einen Eigenvektora schonjjajj� = jjRajj� = jj�ajj� = j�jjjajj�
und damit� 2 f1;�1g gelten.

6.4.12 Lemma Die eigentlichen Drehungen eines euklidischen Vektorraumes(V; �)

bilden eine Untergruppe der allgemeinen orthogonalen GruppeO(V; �) . Man
nennt sie diespezielle orthogonale Gruppeund bezeichnet sie mitSO(V; �).

Beweis: SeiSO(V; �) := fR2O(V; �) detR = 1g. Dann ist fürF;G 2 SO(V; �)

auchdet(FG�1) = detF det(G�1) = 1 und damitFG�1 2 SO(V; �). ut

6.4.13 SatzSei(V; �) einn-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist jede
von der Identiẗat verschiedene Isometrie vonV in sich ein Produkt von ḧochstens
n- vielen Spiegelungen.

Beweis: Als erstes haben wir uns zu ¨uberlegen, daß sich jede Spiegelung eines
Teilraumes vonV zu einer Spiegelung aufV fortsetzen läßt. Sei dazuU ein Teil-
raum vonV undHU eine Hyperebene durch0 in U . Dann wird das Komplement
HU

?� vonHU in (U; �) durch einen Vektora 2 U � V aufgespannt. Eine Spie-
gelung anH in U hat dann die Form�a + h 7�! ��a + h mit h 2 H. Nun
betrachten wirhai?� in (V; �). Dies ist eine Hyperebene durch0 in (V; �). Die
Abbildung�a+h 7�! ��a+h für h 2 hai?� definiert eine Spiegelung anhai?�

in V , die die Spiegelung inU fortsetzt. Wir bemerken noch, daß die Fortsetzung
der Spiegelung aufV n U die Identität ist.
Wir beweisen den Satz nun durch Induktion nachn. Ist dimV = 1, so hat jeder
Endomorphismus vonV die Gestalt� � id und wegen Korollar 6.4.6 muß f¨ur eine
Isometriej�j = 1 sein. Damit sindid und�id die einzigen Isometrien aufV , und
wir haben nichts zu beweisen.
Sei nunn > 1 undF eine Isometrie vonV in sich. Gibt es einen Vektora 2 V mit
a 6= 0 undFa = a, so betrachten wir die HyperebeneH := hai?� . Für h 2 H

gilt �(a; Fh) = �(Fa; Fh) = �(a; h) = 0, d.h. Fh 2 H. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es SpiegelungenS1; : : : ; Sr auf (H;�) mit r < n undF �H =
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S1 � � �Sr. Nach unserer Vorbemerkung l¨aßt sich aber jede SpiegelungSi auf(H;�)
zu einer SpiegelungS0i auf (V; �) so fortsetzen, daßS0i(�a) = �a ist. Damit ist
F (�a+h) = �a+(F �H)(h) = �a+(S1 � � �Sr)(h) = (S01 � � �S0r)(�a+h), und
wir erhaltenF = S01 � � �S0r. Wir haben also

(9a2 V )Fa = a ) (9r < n)(9S1; : : : ; Sr)[S1; : : : ; Sr sind Spiegelungen

^ F = S1 � � �Sr]
(i)

gezeigt.
Erfüllt die Isometrie die Voraussetzung des Satzes, so gibt es wegenF 6= id ein
b 2 V mit Fb 6= b. Sei nuna := Fb � b undH := hai?� . Die Spiegelung anH
bezeichnen wir mitSH . Dann istSH(a) = �a und damit

SH(Fb)� SH(b) = �Fb+ b: (ii)

Es ist

�(Fb+ b; F b� b) = �(Fb; F b)� �(b; b) = 0; (iii)

womit Fb+ b unda orthogonal sind und daherFb+ b 2 H ist. Damit gilt

SH(Fb) + SH(b) = Fb+ b; (iv)

und aus (ii) und (iv) folgt(SHF )(b) = b. Aus (i) folgt nun, daßSHF ein Produkt
von höchstensn� 1 vielen Spiegelungen ist. WegenSH � SH = id folgt

F = SH � S1 � � �Sr (v)

für r < n, und wir sehen, daßF das Produkt von h¨ochstensn Spiegelungen ist.
ut

6.4.14 Bemerkung Betrachten wir eine RotationR bezüglich des kanonischen
Skalarprodukts auf demRn , so erhalten wir nach Satz 6.1.16

DEn ;En (R
�) = DEn ;En (R)t;

denn die darstellende Matrix des kanonischen Skalarproduktes ist die Einheitsma-
trix. Damit ist nach Satz 6.4.5A genau dann eine Rotation bez¨uglich des kanoni-
schen Skalarproduktes imRn , wennA�1 = At ist. Daher definiert man

O(n) := fA2Rn�n A�1 = Atg (6.15)

und nenntO(n) die allgemeine orthogonale Gruppe. Die Matrizen der orthogona-
len Gruppe heißenorthogonale Matrizen. Die Menge

SO(n) = fA2O(n) detA = 1g (6.16)
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ist eine Untergruppe derO(n). Sie heißt diespezielle orthogonale Gruppe. Man
prüft leicht nach, daß f¨ur einenn-dimensionalen euklidischen Raum(V; �) und
eine OrthonormalbasisB vonV

O(n) = fDB;B(R) R 2 O(V; �)g (6.17)

und

SO(n) = fDB;B(R) R 2 SO(V; �)g (6.18)

gelten.

6.4.15 SatzEine MatrixA 2 Rn�n ist genau dann orthogonal, wenn sowohl ihre
Zeilen als auch ihre Spalten eine Orthonormalbasis desRn mit dem kanonischen
Skalarprodukt bilden.

Beweis: SeiA =

0
@ a1

...
an

1
A mit ai 2 Rn . Dann giltAt = A�1 genau dann, wenn

aia
t
j = Æij für i; j = 1; : : : ; n gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn

hai; aji = Æij für i; j = 1; : : : ; n gilt, d.h. wenna1; : : : ; an eine Orthonormal-
basis bilden. ut

6.5 Sesquilinearformen

Im folgenden werden wir gezwungen sein, auch Vektorr¨aumeüber dem K¨orper
C der komplexen Zahlen zu betrachten. Obwohl wir die komplexen Zahlen hier
voraussetzen wollen, sind einige Vorbemerkungen angebracht.

6.5.1 Komplexe Zahlen Das Polynomx2+1 hat inR keine Wurzel, da Quadra-
te reeller Zahlen niemals negativ sind. Man “adjungiert” daher eine Wurzel dieses
Polynoms, die ¨ublicherweise miti bezeichnet wird und betrachtet den Einsetzungs-
homomorphismusR[x] �! R[i]. Dann istR[i] eine kommutativeR-Algebra der
Dimension2, denn das Minimalpolynom voni ist x2 + 1. Insbesondere istR[i]
ein kommutativer Ring, in dem jedes Element die Gestalt� + i� mit �; � 2 R
hat. Nun beobachtet man weiter, daß(� + i�) � (� � i�) = �2 + �2 und damit
(� + i�) � 1

�2+�2
(� � i�) = 1 gilt. D.h. R[i] besteht nur aus Einheiten und ist

daher ein K¨orper, den man mitC bezeichnet. Die Elemente vonC heißenkom-
plexe Zahlen. Jede komplexe Zahl hat die Gestaltz = � + i� mit �; � 2 R,
wobei� und� eindeutig bestimmt sind. Man nennt<(z) := � denRealteilund
=(z) := � den Imagin̈arteil der komplexen Zahlz = � + i�. Die Abbildung
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: C �! C , die durch�+ i� := � � i� definiert ist, heißtKonjugation, die
Zahl�� i� die konjungiert Komplexevon�+ i�. Man prüft sofort nach, daß die
Konjugation ein involutorischer Automorphismus vonC ist.
Wegen(�+ i�)(� + i�) = �2 + �2 erhalten wir eine Abbildung

j j: C �! R
z 7�!

p
zz

und rechnen leicht nach, daß dies eine Normfunktion aufC ist, für die jz1z2j =
jz1jjz2j gilt.

Eine wichtige Eigenschaft der komplexen Zahlen wird im folgenden Satz ausge-
drückt, den wir ohne Beweis zitieren.

Fundamentalsatz der Algebra Der KörperC der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen, d.h. jedes Polynomf 2 C [x] zerf̈allt überC in Linearfaktoren.

6.5.2 Bemerkung Man rechnet sofort nach, daß die Abbildung

M : C �! R2�2

�+ i� 7�!
�

� �

�� �

�

ein injektiver Homomorphismus der Ringe ist. Daher ist die Menge

M [C ] =

��
� �

�� �

�
�; � 2 R

�
� R2�2

als Ring isomorph zuC und somit ein K¨orper. Wir erhalten

�
� �

�� �

�t
�
�

� �

�� �

�
=

(�2+�2)

�
1 0

0 1

�
, und es folgt aus Satz 6.4.5, daß die Elemente

�
� �

�� �

�
mit

�2 + �2 = 1 Drehungen desR2 sind. Wegen

(�1; �2)

�
� �

�� �

�
= (��1 � ��2; ��1 + ��2) (6.19)

und

(�1; �2) �
�
��1 � ��2
��1 + ��2

�
= �(�21 + �22)

ist der Drehwinkel der Drehung� = arccos�. Wegen�2 + �2 = 1 ist dann

� = sin�, und die Drehungen haben die Form

�
cos� sin�

� sin� cos�

�
. Übersetzen

wir dies mitM�1 zurück in die komplexen Zahlen und beachten wir, daßjzj =
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p
�2 + �2 für z = � + i� 2 C gilt, so können wir jede komplexe Zahlz 2 C in

der Form

z = jzj � (cos� + i sin�) (6.20)

oder, unter Verwendung der Exponentialfunktion, als

z = jzjei� (6.21)

darstellen. Dabei heißtjzj derBetragund� dasArgumentder komplexen Zahlz.
Betrachten wir die BijektionV : C �! R2 mit V (� + i�) := (�; �), d.h. fassen
wir C als denR2 auf, so ersehen wir aus (6.19), daßV (z1) �M(z2) = V (z1z2) ist.
Übersetzen wir dies mitV �1 undM�1 wieder in die komplexen Zahlen zur¨uck,
so sehen wir, daß sich die Multiplikation mit komplexen Zahlen vom Betrag1 als
Drehung auffassen l¨aßt, wobei der Drehwinkel durch das Argument der Zahl gege-

ben ist. Multiplikationen miti, das durch

�
0 1

�1 0

�
dargestellt wird, entsprechen

daher Drehungen um�
2

und Multiplikationen mit�1 Drehungen um�.

6.5.3 Definition SeienV undW Vektorräumeüber dem K¨orperC der komplexen
Zahlen. Eine AbbildungF :V �! W heißt semilinear(d.h. halblinear) , wenn
F (u+ v) = Fu+ Fv undF (�v) = �F (v) für alleu; v 2 V und� 2 C gilt.

Eine Abbildung�:V �W �! C heißt eineSesquilinearform(eine eineinhalb-
fach lineare Form), wenn�x: �(x; y) linear und�y : �(x; y) semilinear ist, d.h.
wenn�(�u + �v;w) = ��(u;w) + ��(v; w) und�(u; �v + �w) = ��(u; v) +

��(u;w) gelten.

Eine Abbildung�:V � V �! C heißthermitesch, wenn(8u; v 2 V )[�(u; v) =

�(v; u)] gilt.
Man beachte, daß jede hermitesche Form�, für die�x: �(x; y) linear ist, bereits
sesquilinear ist.

Wir übertragen nun die f¨ur Bilinearformen in Abschnitt 6.1 und 6.2 eingef¨uhrten
Begriffe und Sätze auf hermitesche Sesquilinearformen. Die Beweise ¨ubertragen
sich in der Regel m¨uhelos.
Zunächst definieren wir denSesquilinearkerneiner hermiteschen Sesquilinearform
in Analogie zum Bilinearkern als

Bkern � = fv 2 V (8x2 V )[�(x; v) = 0]g = fv 2 V (8y 2 V )[�(v; y) = 0]g
und nennen eine hermitesche Sesquilinearform� nicht ausgeartet, wenn Bkern� =

f0g ist.
Ist � eine hermitesche Sesquilinearform, so definiert
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�a := �x: �(x; a)

eine Linearform, und damit erhalten wir eine semilineare Abbildung

��:V �! V � mit ��(v) := �v = �x: �(x; v)

und

Bkern � = Kern ��:

Für nicht ausgeartetes� ist �� daher eine injektive semilineare Abbildung vonV
in V � und demnach eine semilineare Bijektion f¨ur endlich dimensionaleV .
Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum,F 2 End(V ) ein Endomorphismus
unda 2 V , so ist�x: �(Fx; a) 2 V �, und es gibt daher ein eindeutig bestimmtes
a0 2 V mit �x: �(Fx; a) = ��(a0) = �x: �(x; a0) . Die Abbildunga 7�! a0 ist
wieder linear und heißt die zu� adjungierte AbbildungF �. Es gilt also

�(Fu; v) = �(u; F �v) (6.22)

und

�(u; Fv) = �(Fv; u) = �(v; F �u) = �(F �u; v): (6.23)

Weiter erhalten wir(��ÆF �)(a) = �x: �(x; F �a) = �x: �(Fx; a) = �x: �(x; a)Æ
F = �a Æ F = F �(�a) = F �(��(a)) = (F � Æ ��)(a) und damit

�� Æ F � = F � Æ ��: (6.24)

Wie im Falle von Bilinearformen pr¨uft man nach, daß die AbbildungF 7�! F � ein
involutorischer Antiisomorphismus des Endomorphismenringes ist. Allerdings ist
sie kein Homomorphismus der Algebren, sondern wegen��(�F )� = (�F )��� =

�(F ���) = �(��F �) = ��(�F �) nur semilinear.
Ein Unterschied zur Situation symmetrischer Bilinearformen ergibt sich auch bei
der Matrixdarstellung von hermiteschen Sesquilinearformen. Wir definieren wie
im Falle der Bilinearformen f¨ur eine Sesquilinearform� auf einem endlich dimen-
sionalenC -VektorraumV mit BasisB = fb1; : : : ; bng

DB(�) := (�(bi; bj))n;n: (6.25)

Ist A = (�ij) 2 C n�m , so seiA := (�ij) die konjungiert komplexe Matrix zu
A. (UmA typographisch von der AbbildungA zu unterscheiden, ist diëUberstrei-
chung fetter gesetzt). Ist B = (b1; : : : ; bn) eine Basis vonV undDB;B�(��) =

(�ij), so erhalten wir��(bi)(bk) = (
Pn

j=1 �ijb
�
j)(bk) = �ik und damitDB;B�(��) =

(��(bi)(bj))n;n: Damit erhalten wir f¨ur eine hermitesche Sesquilinearform�
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DB;B�(��) = (��(bi)(bj))n;n = (�(bj ; bi))n;n =
�
�(bi; bj)

�
n;n

= DB(�): (6.26)

Um das Diagramm 6.1 zu modifizieren, f¨uhren wir diekonjungierte Koordinaten-
darstellungbezüglich einer BasisB = fb1; : : : ; bng durch

hB(

nX
i=1

�ibi) := (�1; : : : ; �n)

ein. Dann modifiziert das Diagramm 6.1 zum Diagramm in Abbildung 6.5. Um

C n C n

V V

V � V �

C n C n
?

DB;B� (��)

-DB;B(A�)

?

DB;B� (��)

@
@
@@I hB

-A�

?
��

�
�
���hB

?
��

�
�
��	

hB�

-
A�

@
@
@@R

hB�

-
DB�;B�(A�)

Abbildung 6.5: Zusammenhang zwischen adjungierter und dualer Abbildung
bezüglich einer hermiteschen Sesquilinearform

die Kommutativität des Diagramms zu zeigen, berechnen wir��(
Pn

i=1 �ibi) =Pn
i=1 �i�

�(bi) =
Pn

i=1 �i
Pn

j=1 �ijb
�
j =

Pn
j=1(

Pn
i=1 �i�ij)b

�
j fürDB;B�(��) =

(�ij), woraus sichDB;B�(��) Æ hB = hB� Æ �� ergibt. Damit sind das linke und

rechte Trapez kommutativ. Weiter gilthB(A�(
Pn

i=1 �ibi)) = (
Pn

i=1 �i�i1; : : : ;
Pn

i=1 �i�in) =

(
Pn

i=1 �i�i1; : : : ;
Pn

i=1 �i�in) = DB;B(A
�)(hB(

Pn
i=1 �ibi)), womit auch die Kom-

mutativität des oberen Trapezes gezeigt ist.
Aus dem Diagramm 6.5 ergibt sich die Transformationsformel

DB;B(A
�) = DB(�) �DB;B(A)

t �DB(�)
�1
;

woraus sich durcḧUbergang zum konjugiert komplexen

DB;B(A
�) = DB(�) �DB;B(A)

t �DB(�)
�1 (6.27)
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6.5. Sesquilinearformen

ergibt.
SindB undC zwei Basen eines endlich dimensionalen komplexen Raumes, so
kommutiert das Diagramm in Abbildung 6.6. Die beiden Trapeze haben wir ge-
rade nachgerechnet, die Kommutativit¨at des rechten Dreiecks wurde schon fr¨uher
gezeigt (Satz 3.3.13), und die Kommutativit¨at des linken Dreiecks rechnet man
mühelos nach.

Cm C n

V V �

Cm C n

-
DB;B� (��)

?

TB�;C�

Q
QQk

hB

�
��+

hC

-�
� �

��3
hB�

Q
QQs
hC�

6

TC;B

-
DC;C� (��)

Abbildung 6.6: Basistransformation der Matrix einer hermiteschen Sesquilinear-
form

Aus dem Diagramm in Abbildung 6.6 erhalten wir die Basistransformationsformel

DC(�) = DC;C�(��) = TC;BDB;B�(��)TB�;C� = TC;BDB(�)TC;B
t
: (6.28)

6.5.4 Lemma SeiV ein C -Vektorraum und� eine Sesquilinearform aufV . Die
von� induziertequadratische Formq�:V �! C ist genau dann reellwertig, wenn
� hermitesch ist.

Beweis: Ist � eine hermitesche Sesquilinearform aufV , so ist wegen�(x; x) =

�(x; x) stetsq�(x) = �(x; x) 2 R. Für die Gegenrichtung berechnen wir

q�(x+ y)� q�(x)� q�(y) = �(x; y) + �(y; x) (i)

und

q�(x+ iy)� q�(x)� q�(y) = i�(y; x) � i�(x; y) (ii)

aus (i) und (ii) erhalten wir

[q�(x+y)� q�(x)� q�(y)]+ i[q�(x+ iy)� q�(x)� q�(y)] = 2 ��(x; y): (iii)

Ist q� reellwertig, so sind beide Klammern reell. Vertauschen wirx undy in (iii),
so verändert sich der der Realteil von (iii) nicht. F¨ur die Summe der Imagin¨arteile
ergibt sichq�(x+iy)+q�(y+ix)�2q�(x)�2q�(y) = q�(x)+q�(y)+�(x; iy)+

�(iy; x)+ q�(y)+ q�(x)+�(y; ix)+�(ix; y)� 2q�(x)� 2q�(y) = �i�(x; y)+
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i�(y; x)�i�(y; x)+i�(x; y) = 0. Damit erhalten wir=(2�(x; y)+2�(y; x)) = 0,

woraus sich�(x; y) = �(y; x) ergibt. Somit ist� hermitesch. ut

6.5.5 Definition SeiV ein Vektorraum ¨uberC . Eine hermitesche Sesquilinearform
heißt

positiv definit,wenn (8x2 V )[x 6= 0 ) �(x; x) > 0] gilt,

positiv semi-definit,wenn (8x2 V )[�(x; x) � 0] gilt,

negativ definit,wenn (8x2 V )[x 6= 0 ) �(x; x) < 0] gilt,

indefinit,wenn (9x2 V )(9y 2 V )[�(x; x) > 0 ^ �(y; y) < 0] gilt.

Analog wie für positiv definite Bilinearformen erhalten wir den folgenden Satz.

6.5.6 SatzEs seiV ein komplexer Vektorraum (d.h. ein Vektorraumüber dem
Grundk̈orper C ) und � eine positiv semi-definite Sesquilinearform aufV . Dann
gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(8u; v 2 V )[j�(u; v)j2 � �(u; u)�(v; v)]: (6.29)

Für positiv definite Sesquilinearformen� steht in Gleichung (6.29) genau dann das
Gleichheitszeichen, wennu undv linear abḧangig sind.

Beweis: Der Beweis ist eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 6.2.3. F¨ur
�; � 2 C erhalten wir

0 � �(�u+�v; �u+�v) = ���(u; u)+���(v; v)+���(u; v)+���(v; u): (i)

Ist �(u; u) = 0, so wählen wir� = 1 und erhalten0 � ��(u; v) + ��(v; u) +

�(v; v) = ��(u; v) + ��(u; v) + �(v; v) für alle� 2 C , was nur für �(u; v) = 0

möglich ist. Ist�(u; u) 6= 0, so wählen wir� := �(u; u) = � und teilen Unglei-
chung (i) durch�. Das ergibt

0 � ��+ �(u; u)�(v; v) + ��(u; v) + ��(v; u): (ii)

Nun wählen wir� := ��(u; v) in (ii) und erhalten

0 � �(u; v)�(u; v) + �(u; u)�(v; v) � �(u; v)�(u; v) � �(u; v)�(v; u)

= ��(u; v)�(u; v) + �(u; u)�(v; v);
(iii)

d.h.�(u; v)�(u; v) � �(u; u)�(v; v) und damitj�(u; v)j2 � �(u; u)�(v; v).
Sindu undv linear abhängig, so istu = �v für ein� 2 C , und es folgtj�(u; v)j2 =

j�j2�(v; v) = �(�v; �v)�(v; v). Sindu undv linear unabh¨angig und ist� positiv
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definit, so steht f¨ur � 6= 0 in (i) das<-Zeichen. Dann ist aber auch�(u; u) > 0

womit folgt, daß auch in (iii) das<-Zeichen steht. Damit folgt aberj�(u; v)j2 <

�(u; u)�(v; v). ut

6.5.7 Satz Ist V ein komplexer Vektorraum und� eine hermitesche positiv definite
Sesquilinearform aufV , so definiertjjvjj� :=

p
�(v; v) =

p
q�(v) eine Norm und

d�(u; v) := jju� vjj� eine Metrik aufV .

Die Beweise erfolgen w¨ortlich wie die der S¨atze 6.2.6 und 6.2.7. ut

6.6 Unitäre Vektorr äume

6.6.1 Definition Ein Paar(V; �), wobeiV ein komplexer Vektorraum und� eine
positiv definite hermitesche Sesquilinearform aufV ist, heißt einunitärer Raum.

Wir übernehmen die f¨ur euklidische R¨aume getroffenen Redeweisen und Defini-
tionen sinngem¨aß für unitäre Räume. So nennen wir die positiv definite Sesqui-
linearform dasSkalarproduktdes unitären Raumes und bezeichnen die von dem
Skalarprodukt� induzierte Norm mitjj jj�. Zwei Vektorenu; v heißenorthogonal
odersenkrecht, wenn�(u; v) = 0 ist. Wir übertragen die Definition desorthogo-
nalen Komplementseiner TeilmengeU � V

U?� := fv 2 V (8x2 V )[�(v; x) = 0]g:
Die Definitionen, Lemmata, S¨atze und Korollare 6.3.6 - 6.3.16 ¨ubertragen sich
mühelos auf unit¨are Räume.
Auf demC n erhalten wir daskanonische Skalarproduktdurch

hx; yi := x � yt:
Die darstellende Matrix des kanonischen Skalarproduktes bez¨uglich der kanoni-
schen Basis ist die Einheitsmatrix. Die kanonische Basis bildet eine Orthonormal-
basis bez¨uglich des kanonischen Skalarproduktes. IstS 2 C n�n und giltS = S

t
,

so definiert

�S(x; y) := xSy
t

eine hermitesche Sesquilinearform. Wir nennenS 2 C n�n positiv definit, wenn

S = S
t

und die vonS erzeugte hermitesche Sesquilinearform positiv definit ist.
In Analogie zu Korollar 6.3.17 erhalten wir mit dem gleichen Beweis aus (6.28),
daßS genau dann eine positiv definite Matrix ist, wenn es einA 2 GL(n; C ) gibt

mit S = AA
t
.
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6. Euklidische und unit¨are Vektorräume

6.7 Komplexifizierung reeller Vektorr äume

Wir wollen einen reellen Vektorraum in nat¨urlicher Weise zu einem komplexen
Vektorraum machen. Die Idee dazu besteht darin, aus Vektorenx; y 2 V den
“komplexen” Vektorx + iy zu bilden und die skalare Multiplikation durch for-
males “Ausrechnen”(� + i�)(x + iy) = �x� �y + i(�x + �y) festzusetzen. Die
Elemente des komplexifizierten Raumes m¨ussen somit als Paare(x; y) 2 V � V

aufgefaßt werden, wobeix den Realteil undy den Imaginärteil repräsentiert. Dies
ist der Hintergrund der folgenden Definition.

6.7.1 Lemma SeiV ein reeller Vektorraum. Die MengeV �V wird mit der punkt-
weisen Addition und der Multiplikation(� + i�) � (x; y) := (�x � �y; �y + �x)

ein C -Vektorraum, den wir mit~V bezeichnen wollen. Der Vektorraum~V heißt die
KomplexifizierungvonV .

Beweis: Wir haben bereits fr¨uher gesehen, daßV �V mit der punktweisen Additi-
on eine additive abelsche Gruppe bildet. Die Axiome f¨ur die skalare Multiplikation
rechnet man einfach nach. ut

6.7.2 Lemma Die Abbildung~:V �! ~V mit ~x := (x; 0) ist injektiv, und es gelten

(1) (8x; y 2 V )[(x; y) = ~x+ i~y],

(2) (8�; � 2R)(8x; y 2 V )[ ^(�x+ �y) = �~x+ �~y],

(3) (8�; � 2R)(8x 2 V )[(� + i�)~x = (�x; �x) = �~x+ i�~x].

Beweis: Offensichtlich ist~ injektiv. Die Behauptung (2) ist klar, und die erste Glei-
chung in (3) rechnet man anhand der Definition der skalaren Multiplikation sofort
nach. Dann ist insbesonderei�(y; 0) = (0; �y), woraus sich die zweite Gleichung
in (3) und (1) sofort ergeben. ut

6.7.3 Satz Ist V ein reeller Vektorraum undB eine Basis vonV , so ist ~B :=

f~b b 2 Bg eine Basis von~V . Insbesondere istdimR V = dimC ~V .

Beweis: Ist (x; y) 2 ~V , so ist nach Lemma 6.7.2(x; y) = ~x + i~y. Da B eine
Basis vonV ist gibt es einn, �1; : : : ; �n und�1; : : : ; �n mit x =

Pn
k=1 �kbk und

y =
Pn

j=1 �jbj. Dann folgt mit Lemma 6.7.2(x; y) =
Pn

k=1
g�kbk+iPn

j=1
g�jbj =Pn

k=1 �k
~bk + i

Pn
j=1 �j

~bj =
Pn

k=1(�k + i�k)~bk, und wir haben~B als Erzeugen-

densystem nachgewiesen. Gilt
Pn

k=1 �k
~bk = 0 mit �k = (�k + i�k), so folgt mit

Lemma 6.7.2(0; 0) =
Pn

k=1(�kbk; �kbk) = (
Pn

k=1 �kbk;
Pn

k=1 �kbk), woraus
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sich�1 = � � � = �n = �1 = � � � = �n = 0 und folglich auch�1 = � � � = �n = 0

ergeben. Damit ist~B eine linear unabh¨angige Menge und somit eine Basis. ut
Damit haben wir nachgewiesen, daß sich unsere Ausgangsidee verwirklichen l¨aßt.
Durch die Abbildung~ wird V in ~V eingebettet, und wir k¨onnen daherx und ~x

identifizieren. Nach Lemma 6.7.2 hat dann jedesz 2 ~V die Gestaltz = x+ iy.

6.7.4 Lemma SindV undW reelle Vektorr̈aume undF 2 Hom(V;W ) und defi-
nieren wir ~F : ~V �! ~W durch ~F (x; y) := (Fx; Fy), d.h. ~F (~x + i~y) := fFx +

ifFy, so ist ~F 2 Hom( ~V ; ~W ). Die Abbildung~:Hom(V;W ) �! Hom( ~V ; ~W ) mit

F 7�! ~F ist ein Homomorphismus der Ringe undR-linear, d.h. es gilt ^�F + �G =

� ~F + � ~G für �; � 2 R.
IstB eine Basis vonV undC eine Basis vonW , so folgtD ~B; ~C(

~F ) = DB;C(F ).

Beweis: Klar durch Nachrechnen. ut

6.7.5 Korollar Für F 2 End(V ) gilt detF = det ~F . Insbesondere ist dann
CharpolF = Charpol ~F .

Beweis: WegendetF = detDB;B(F ) erhalten wir die erste Aussage aus Lemma
6.7.4. Nun gilt aberCharpol ~F = det(D ~B; ~B(

~F )�x�E) = det(DB;B(F )�x�E) =
CharpolF : ut

6.7.6 Lemma Ist (V; �) ein euklidischer Raum und definieren wir~�(~x1+i~y1; ~x2+

i~y2) := �(x1; x2) + �(y1; y2) + i[�(x1; y2)� �(x2; y1)] für x1; x2; y1; y2 2 V , so
ist ( ~V ; ~�) ein uniẗarer Raum.

Beweis: Klar durch Nachrechnen. ut

6.7.7 Satz Ist (V; �) ein euklidischer Vektorraum undF 2 End(V ), so gilt fF � =
~F ~�.

Beweis: Es ist ~�(fF �(~x1 + i~y1); ~x2 + i~y2) = ~�(]F �x1 + i]F �y1; ~x2 + i~y2) =

�(F �x1; x2) + �(F �y1; y2) + i[�(F �x1; y2) � �(x2; F
�y1)] = �(x1; Fx2) +

�(y1; F y2) + i[�(x1; F y2) � �(Fx2; y1)] = ~�(~x1 + i~y1;gFx2 + igFy2) =

~�(~x1 + i~y1; ~F (~x2 + i~y2)), woraus sichfF � = ~F ~� ergibt. ut
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6.8 Isometrien unitärer Räume

6.8.1 Definition Eine lineare Abbildung zwischen zwei unit¨aren Räumen, die das
Skalarprodukt respektiert, heißt eine Isometrie.

Mit dem gleichen Beweis wie in Satz 6.4.2 erhalten wir, daß jede Isometrie unit¨arer
Räume schon ein Monomorphismus der Vektorr¨aume und damit im endlich dimen-
sionalen Fall bereits ein Isomorphismus der Vektorr¨aume ist.

6.8.2 SatzSei(V; �) ein endlich dimensionaler unitärer Raum. IstF :V �! V

eine Isometrie vonV in sich, so nennen wirF eineunitäreAbbildung. Ein Endo-
morphismusF 2 End(V ) ist genau dann unitär, wennF�1 = F � ist.
Die Menge

U(V; �) := fF 2End(V ) F�1 = F �g
ist mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe. Sie heißt dieallgemeine
unitäre Gruppevon(V; �):
Für F 2 U(V; �) gilt jdetF j = 1.
Die Menge

SU(V; �) := fF 2U(V; �) detF = 1g
ist eine Untergruppe derU(V; �). Sie heißt diespezielle unit¨are Gruppevon(V; �).

Die Beweise erfolgen wie im euklidischen Fall. ut

6.8.3 Satz Ist (V; �) ein euklidischer Raum undF 2 End(V ) eine Isometrie von
(V; �), so ist dessen komplexe Fortsetzung~F eine Isometrie von( ~V ; ~�).

Beweis: Wir haben nach Satz 6.8.2 nur nachzupr¨ufen, daß~F ~� = ~F�1 ist. Das
ergibt sich aber aus den Lemmata 6.7.4 und 6.7.7 wegen~F�1 = gF�1 = fF � = ~F ~�.

ut
Ist (V; �) ein euklidischer oder unit¨arer Vektorraum, so l¨aßt sich für jeden Endo-
morphismusF 2 End(V ) eine Norm

jjF jj� := sup

(s
�(Fx; Fx)

�(x; x)
x 2 V

)
(6.30)

definieren. F¨ur diese Norm erhalten wir

jj�F jj� =
p
��jjF jj� = j�j � jjF jj� : (6.31)

Die Isometrien sind dann genau die Endomorphismen mit Norm1, d.h. wir haben
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O(V; �) = fF 2End(V ) jjF jj� = 1g (6.32)

für euklidische bzw.

U(V; �) = fF 2End(V ) jjF jj� = 1g (6.33)

für unitäre Räume. Die Normen von Endomorphismen spielen in der Funktional-
analysis und in der numerischen Mathematik eine wichtige Rolle.
Betrachten wir wieder den Spezialfall des unit¨aren RaumesC n mit dem kanoni-
schen Skalarprodukt, so ist dessen darstellende Matrix bez¨uglich der kanonischen
Basis die Einheitsmatrix. Aus (6.27) folgt daher, daßA genau dann unit¨ar ist, wenn

A�1 = A
t

ist. Daher definiert man

U(n) := fA2 C n�n A�1 = A
tg

und nenntU(n) dieallgemeine uniẗare Gruppe. Ebenso setzt man

SU(n) := fA2U(n) detA = 1g
und nenntSU(n) die spezielle uniẗare Gruppe. Die Matrizen inU(n) heißen
unitäre Matrizen. In Analogie zu Satz 6.4.15 erhalten wir

6.8.4 SatzEine Matrix ist genau dann unitär, wenn ihre Spalten- bzw. Zeilenvek-
toren eine Orthonormalbasis desC n bez̈uglich des kanonischen Skalarproduktes
bilden.

6.9 Normale Endomorphismen

Vorbemerkung Unitäre und euklidische R¨aume haben sehr viele gemeinsame
Eigenschaften. Zur Vereinfachung der Notation bedeute daherK im euklidischen
Falle den KörperR und im unitären Falle den K¨orperC .

6.9.1 Definition Sei (V; �) ein euklidischer oder unit¨arer Vektorraum. Ein Endo-
morphismusF 2 End(V ) heißt normal, wenn er mit seiner adjungiertenF � ver-
tauschbar ist, d.h. wennF �F = FF � gilt.

6.9.2 Lemma Ist F ein normaler Endomorphismus, so sind alle Elemente von
K [F ] mit den Elementen inK [F � ] vertauschbar.

Beweis: Ist A =
Pm

k=0 �kF
k und B =

Pn
j=0 �jF

�j, so erhalten wirAB =Pm+n
l=0

P
k+j=l �k�jF

kF �j =
Pm+n

l=0

P
k+j=l �k�jF

�jF k = BA. ut
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6.9.3 Lemma SindF1; : : : ; Fn 2 End(V ) und gilt
Pn

j=1 F
�
jFj = 0, so folgt

F1 = � � � = Fn = 0.

Beweis: Fürx 2 V erhalten wir0 = �(
Pn

j=1 F
�
jFjx; x) =

Pn
j=1 �(F

�
jFjx; x) =Pn

j=1 �(Fjx; Fjx). Das ist nur m¨oglich, wennFjx = 0 ist. Da wirx 2 V beliebig
gewählt haben, folgtFj = 0 für j = 1; : : : ; n. ut

6.9.4 Satz Ist (V; �) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum undF ein norma-
ler Endomorphismus vonV . Dann entḧalt K [F ] keine von0 verschiedenen nilpo-
tenten Elemente.

Beweis: Wir zeigen zun¨achst, daß ein nilpotenter Endomorphismus, f¨ur denF =

F � gilt, bereits0 ist. IstF 6= 0 und nilpotent, so gibt es eink 2 N, so daßF 2k 6= 0,
aberF 2k+1 = 0 ist. Dann folgtF �2kF 2k = F 2k+1 = 0 und damit nach Lemma
6.9.3F 2k = 0. Widerspruch.
Für A 2 K [F ] gilt aber(A�A)� = A�A, und(A�A) ist wegen der Vertauschbar-
keit vonA undA� nilpotent, wennA dies ist. Damit ist(A�A) = 0, woraus sich
�(Ax;Ax) = �(A�Ax; x) = 0 für allex 2 V und damitA = 0 ergibt. ut
Zusammen mit Satz 5.7.4 erhalten wir die folgende Aussage.

6.9.5 Korollar Jeder splitte normale Endomorphismus eines euklidischen und je-
der normale Endomorphismus eines unitären Vektorraumes ist halbeinfach und
damit diagonalisierbar.

6.9.6 Lemma SeiV einK-Vektorraum undF ein halbeinfacher Endomorphismus
vonV mit MinimalzerlegungF =

Pr
j=1 �jCj. Gilt dannF =

Ps
k=1 �kBk für

ein vollsẗandiges OrthogonalsystemB1; : : : ; Bs, so ist r = s, und es gibt eine
Permutation� 2 Sr mit �j = ��(j) undCj = B�(j).

Beweis: Sei F =
Pr

j=1 �jCj =
Ps

k=1 �kBk und sowohlC1; : : : ; Cr als auch
B1; : : : ; Bs ein vollständiges Orthogonalsystem. Dann gilt, wie im Beweis von
Satz 5.7.4 gezeigt,

f(F ) =

rX
j=1

f(�j)Cj =

sX
k=1

f(�k)Bk (i)

für jedes Polynomf 2 K[x]. Wählen wir in (i) für fj :=
Qs

k=1
k 6=j

(x � �k), so

erhalten wirfj(�j)Bj = fj(F ) 2 K[F ] und damit

Bj 2 K[F ] für j = 1; : : : ; s: (ii)
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Demnach gibt esCj1; : : : ; Cjm � fC1; : : : ; Crg und
1; : : : ; 
m 2 K mit

Bk =

mX
i=1


iCj i für k = 1; : : : ; s: (iii)

DaBj idempotent ist, folgt aus (iii)
Pm

i=1 

2
i Cji = B2

j = Bj =
Pm

i=1 
iCj i
und

damit
i 2 f0; 1g. Also gilt

Bk =

mkX
i=1

Cji für k = 1; : : : ; s: (iv)

Aus Symmetriegr¨unden erhalten wir auch

Cj =

njX
i=1

Bki für j = 1; : : : ; r: (v)

Da nun sowohlC1; : : : ; Cr als auchB1; : : : ; Bs linear unabh¨angig sind (vgl. 5.7.3),
folgt mk = 1 für k = 1; : : : ; s und nj = 1 für j = 1; : : : ; r. Also ist Bj 2
fC1; : : : ; Crg für j = 1; : : : ; s undCk 2 fB1; : : : ; Bsg. Damit ist r = s, und
es gibt eine Permutation� 2 Sr mit Cj = B�(j), woraus dann auch�j = ��(j)
folgt. ut

6.9.7 Lemma Ist (V; �) ein endlich dimensionaler unitärer oder euklidischer Raum,
so gilt Im F � = (Kern F )?� undKern F � = (Im F )?� .

Beweis: Mit Lemma 6.3.6 erhalten wir��[(Kern F )?� ] = (Kern F )? = Im F � =

��[Im F �] und damit(Kern F )?� = Im F �. Ähnlich folgt ��[(Im F )?� ] =

(Im F )? = Kern F � = ��[Kern F �]. ut

6.9.8 Lemma Sei(V; �) ein endlich dimensionaler unitärer oder euklidischer Vek-
torraum. F̈ur jeden normalen EndomorphismusF 2 End(V ) gilt dannKern F � =

Kern F und Im F � = Im F . Insbesondere ist dannV = Kern F 
? Im F .

Beweis: Es gilt

x 2 Kern F , �(Fx; Fx) = 0

, �(F �Fx; x) = 0

, �(FF �x; x) = 0

, �(F �x; F �x) = 0 , x 2 Kern F �:

Mit Lemma 6.9.7 folgt dann ImF � = (Kern F )?� = (Kern F �)?� = Im F .
Wegen
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6. Euklidische und unit¨are Vektorräume

V = Kern F 
? (Kern F )?�

= Kern F 
? Im F �

= Kern F 
? Im F

ist alles bewiesen. ut

6.9.9 Lemma Ist (V; �) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum undF 2 End(V )

ein normaler Endomorphismus, so istEig(�; F ) = Eig(�; F �) für jeden Eigenwert
� vonF .

Beweis: Wir betrachten den EndomorphismusG := F � �id . Dann giltG� =

F � � �id , und wir erhalten

G�G = (F � � �id )(F � �id )

= F �F � �F � �F � + ��id

= FF � � �F � � �F + ��id

= (F � �id )(F � � �id ) = GG� :

Damit istG normal, und mit Lemma 6.9.8 folgt

Eig(�; F ) = Kern G = Kern G� = Eig(�; F �): ut

6.9.10 SatzSei(V; �) ein endlich dimensionaler euklidischer oder unitärer Vek-
torraum undF 2 End(V ) split über K (im unitären Fall ist dies immer erfüllt).
Der EndomorphismusF ist genau dann normal, wenn es eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren vonF gibt.

Beweis:(: SeiB eine Basis vonV aus Eigenvektoren vonF . Für b 2 B erhal-
ten wir�(F �b; b) = �(b; F b) = ��(b; b) = �(�b; b) und damitF �b = �b. Also
folgt F �Fb = F ��b = ��b = ��b = �Fb = F�b = FF �b. Damit sindF und
F � auf allen Basisvektoren und damit auf ganzV vertauschbar.
): Ist F normal, so istF nach Satz 6.9.4 halbeinfach. IstF =

Pr
j=1 �jCj die

Minimalzerlegung, so gilt nach Satz 5.8.4V = U1 � � � � � Ur mit Ui := Ci[V ]:

Wir behaupten, daß sogar

V = U1
? � � � 
?Ur (i)

gilt. Sei dazuui 2 Ui und uj 2 Uj für i 6= j. Da Ci; Cj 2 K [F ] sind nach
Lemma 6.9.2Ci undC�

j vertauschbar. Dann folgt�(ui; uj) = �(Ciui; Cjuj) =

�(ui; C
�
i Cjuj) = �(ui; CjC

�
i uj) = 0, denn wegeni 6= j ist uj 2 Kern Ci und

nach Lemma 6.9.8 ist KernCi = Kern C�
i . Damit ist (i) gezeigt. Nach Satz 5.8.13
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gilt nunUi = Eig(�i; F ). Die Räume(Ui; ��Ui) sind wieder euklidisch bzw. unit¨ar
und besitzen daher OrthonormalbasenBi. Dann ist aberB = B1 [ � � � [ Br eine
Orthonormalbasis vonV , die aus Eigenvektoren vonF besteht. ut
Zusammen mit Satz 5.8.13 erhalten wir als Korollar des Satzes 6.9.10

6.9.11 Korollar Jeder splitte normale Automorphismus ist diagonalisierbar.

6.9.12 Bemerkung Wir betrachten nun denC n mit dem kanonischen Skalar-
produkt. Für A 2 C n�n ist der EndomorphismusA genau dann normal, wenn

A
t � A = A � At ist, und dies ist genau dann der Fall, wennA

t � A = A � At

ist. Daher nennen wir eine MatrixA 2 C n�n normal, wennA
t � A = A � At

ist. DaC algebraisch abgeschlossen ist, ist jede normale Matrix split ¨uberC . Da-
mit existiert nach Satz 6.9.10 eine OrthonormalbasisB von Eigenvektoren. Damit
ist TB;En � A � TEn ;B eine Diagonalmatrix, deren Hauptdiagonale alle Eigenwer-
te in ihrer Vielfachheit gez¨ahlt enthält. Da das kanonische Skalarprodukt sowohl
bezüglich der kanonischen Basis als auch der BasisB durch die Einheitsmatrix

dargestellt wird, folgtT�1B;En = TB;En
t

aus (6.28) und die MatrixTB;En ist unitär.
Damit haben wir den folgenden Satz gezeigt.

6.9.13 SatzIst A 2 C n�n eine normale Matrix, so gibt es eine unitäre MatrixS
mit

S � A �St
=

0
BBB@
�1 0 � � � 0

0
.. . .. .

...
...

.. . .. . 0

0 � � � 0 �n

1
CCCA ;

wobei�1; : : : ; �n alle Eigenwerte vonA in ihrer Vielfachheit gez̈ahlt sind.

6.9.14 Bemerkung Um eine normale MatrixA 2 C n�n auf Diagonalgestalt zu
transformieren, muß man nicht zuerst deren Minimalzerlegung kennen. Man weiß
ja aus Satz 6.9.13, daß eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren existiert. Diese
läßt sich finden, indem man zun¨achst die Wurzeln des charakteristischen Polynoms
bestimmt, d.h. die Gleichung

det(A� xE) = 0

löst. Dies liefert alle verschiedenen Eigenwerte�1; : : : ; �r zusammen mit deren
algebraischen Vielfachheiten. Nun bestimmt man die Eigenvektoren durch L¨osen
der Gleichungssysteme

x(A� �iE) = 0:
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Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert�i orthonormalisiert man nach Schmidt
zu einer Orthonormalbasisbi1; : : : ; bini von Eig(�i;A). Dadurch erhalten wir eine
Orthonormalbasis(b11; : : : ; b1n1 ; : : : ; br1; : : : ; brnr) von C n , und für

Bi =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
...
0

bi1
...

bini
0
...
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

gilt BiA = �iBi und daher BiABi

t
= �iCi

mit

�iCi =

0
BBBBBBBBBB@

0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0
...

. . .
...

... 0
...

... �iE
(ni;ni)

...
... 0

...
...

. . .
...

0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0

1
CCCCCCCCCCA
:

Die MatrixB :=

0
@ b1n1

...
brnr

1
A ist unitär, da ihre Zeilenvektoren eine Orthonormalba-

sis bilden, und wir erhalten

BAB
t
=

0
BBB@
�1 0 � � � 0

0
. .. . ..

...
...

. ..
. .. 0

0 � � � 0 �n

1
CCCA :

Damit haben wir ein Verfahren zur Berechnung der unit¨aren Transformationsma-
trix einer normalen Matrix. Der schwierigste Punkt dabei ist die Berechnung der
Eigenwerte, da das charakteristische Polynom den Gradn hat. Hier müssen in der
Regel Methoden der numerischen Mathematik in Anspruch genommen werden.
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6.10 Unitäre und orthogonale Abbildungen

Wir erinnern daran, daß wir die Isometrien euklidischer R¨aume alsorthogonale
und die Isometrien unit¨arer Räume alsunitäre Abbildungen bezeichnen. Wir wol-
len in diesem Abschnitt einige Eigenschaften unit¨arer und orthogonaler Automor-
phismen genauer studieren.

6.10.1 SatzSei (V; �) ein euklidischer oder unitärer Raum. SindB undC zwei
Orthonormalbasen von(V; �), so ist die TransformationsmatrixTB;C orthogonal
bzw. uniẗar.

Beweis: SindB undC Orthonormalbasen, so istDB(�) = DC(�) = E. Nach

Satz 6.1.17 oder (6.28) folgt daherE = TC;B � TC;Bt bzw. E = TC;B � TC;B
t
.

Damit istTC;B
�1 = TtC;B bzw.TC;B

�1 = TC;B
t
: ut

6.10.2 SatzJeder uniẗare und orthogonale Automorphismus ist normal.

Beweis: Ist F ein orthogonaler oder unit¨arer Automorphismus, so giltF �F =

F�1F = id = FF�1 = FF �. ut

6.10.3 SatzIst F ein orthogonaler oder unitärer Automorphismus und� ein Ei-
genwert vonF , so istj�j = 1. Damit sind1 und�1 die einzigen m̈oglichen reellen
Eigenwerte.

Beweis: IstF orthogonal oder unit¨ar, so istF eine Isometrie, und f¨ur einen Eigen-
vektorv zum Eigenwert� erhalten wirjjvjj� = jjFvjj� = jj�vjj� = j�jjjvjj� . Damit
ist j�j = 1. ut

6.10.4 SatzJeder uniẗare AutomorphismusF ist halbeinfach. Damit istF diago-
nalisierbar. IstF =

Pr
j=1 �jCj die Minimalzerlegung vonF , so ist jeder der

EndomorphismenCj selbstadjungiert, d.h. es giltC�
j = Cj:

Beweis: DaF insbesondere normal ist, istF nach Korollar 6.9.11 diagonalisier-
bar. SeiF =

Pr
j=1 �jCj die Minimalzerlegung. Nach Satz 6.10.3 ist��1i = �i,

und wir erhalten(
Pr

j=1 �jCj)(
Pr

j=1 �jCj) =
Pr

j=1 �j�jCj = id : Damit istPr
j=1 �jCj = F�1 = F � = (

Pr
j=1 �jCj)

� =
Pr

j=1 �jC
�
j . Da C�

1 ; : : : ; C
�
r

ebenfalls ein vollst¨andiges Orthogonalsystem bilden, folgt aus der in Lemma 6.9.6
gezeigten Eindeutigkeit der DarstellungCj = C�

j für j = 1; : : : ; r. ut
Wir erinnern an die orthogonale und unit¨are GruppeO(n) := fA2Rn�n A�1 = Atg
bzw.U(n) := fA2 C n�n A�1 = A

tg.
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6.10.5 SatzSei(V; �) ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum. Eine Matrix ist
genau dann uniẗar oder orthogonal, wenn sie die darstellende Matrix eines or-
thogonalen bzw. unitären Automorphismus bezüglich einer Orthonormalbasis von
(V; �) ist. D.h. wir haben f̈ur eine OrthonormalbasisB von(V; �)

O(n) = fDB;B(F ) F 2 O(V; �)g

bzw.

U(n) = fDB;B(F ) F 2 U(V; �)g:

Beweis: Für F 2 O(V; �) bzw. F 2 U(V; �) folgt nach (6.27) bzw. nach Satz

6.1.16DB;B(F )�1 = DB;B(F
�1) = DB;B(F

�) = DB(�)�DB;B(F )
t�DB(�)

�1 =

DB;B(F )
t
: Damit ist fDB;B(F ) F 2 O(V; �)g � O(n) im euklidischen und

fDB;B(F ) F 2 U(V; �)g � U(n) im unitären Fall. Ist umgekehrtA 2 O(n)

bzw.A 2 U(n), so erhalten wir f¨ur F := hB Æ A Æ hB�1 sofortDB;B(F ) = A

und damitDB;B(F
�) = DB(�)A

t
DB(�)

�1 = A
t
= A�1 = DB;B(F

�1): Damit
ist F 2 O(V; �) bzw.F 2 U(V; �), und wir haben auch die umgekehrte Inklusion
gezeigt. ut

6.10.6 SatzIst A 2 C n�n eine uniẗare Matrix, so gibt es eine unitäre MatrixS
mit

SAS
t
=

0
BBB@
�1 0 � � � 0

0
.. . .. .

...
...

.. .
.. . 0

0 � � � 0 �n

1
CCCA ;

wobei�1; : : : ; �n alle Eigenwerte vonA in ihrer Vielfachheit gez̈ahlt sind.

Wir wollen nun Normaldarstellungen orthogonaler Automorphismen studieren. Die
Schwierigkeit, auf die wir hier unmittelbar stoßen, ist, daß die Endomorphismen
euklidischer R¨aume nicht notwendigerweise split ¨uberR sind. Hier müssen wir die
Theorie der Komplexifizierung des Abschnitts 6.7 zu Hilfe nehmen.

6.10.7 SatzSei(V; �) ein euklidischer Vektorraum undF ein orthogonaler Auto-
morphismus vonV . Dann gibt es es eine OrthonormalbasisC von(V; �), so daß
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DC;C(F ) =

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

E(p;p)
0 � � � � � � � � � � � � � � 0

0
�E(q;q) . ..

...

...
. . .

�1 �1

��1 �1 . . .
...

...
. . . . .. . . . 0

0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0

�r �r

��r �r

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

;

wobeip die Anzahl der Eigenwerte1, q die Anzahl der Eigenwerte�1 und mit
�k := �k + i�k für k = 1; : : : ; r die Zahlen�1; �1; : : : ; �r; �r alle komplexen
Eigenwerte vonF in ihrer Vielfachheit gez̈ahlt durchlaufen.

Beweis: Wir setzen den AutomorphismusF komplex zu ~F fort. Nach Satz 6.8.3
ist ~F dann unitär. Die charakteristischen Polynome von~F undF stimmen nach
Korollar 6.7.5überein und sind daher Polynome inR[x]. Dann zerfällt Charpol ~F
überC in die Linearfaktoren

Charpol ~F = (x+ 1)p � (x� 1)s � (x� �1)(x� �1) � � � (x� �r)(x� �r):

Insbesondere ist mit jedem Eigenwert auch dessen konjungiert Komplexe ein Ei-
genwert. Sind�1; : : : ; �s die verschiedenen reellen und�s+1; : : : ; �t die verschie-
denen komplexen Eigenwerte von~F , so ist

~F =

sX
j=1

�jCj +

tX
k=s+1

�kCk (i)

die Minimalzerlegung von~F . (Hier ist zu bemerken, daß f¨ur j � s wegen Satz
6.10.3�j 2 f�1; 1g ist und damits � 2 ist). Dann erhalten wir

~V = U1
? � � � 
?Ut (ii)

mit Uk := Ck[ ~V ] = Eig(�k; ~F ) für k = 1; : : : ; t. ZuUk seiUk := fz z 2 Ukg.
Zu jedem�k ist �k 2 f�s+1; : : : ; �tg und damit�k = �k0 . Dann erhalten wir auch

Uk = Uk0 : (iii)

Definieren wir nämlich für einen EndomorphismusG 2 End( ~V ) dessen Konjugati-

on durchG(z) := G(z), so gilt für die Fortsetzung eines reellen Endomorphismus
~F (z) = ~F (z). Für u 2 Uj folgt daher ~F (u) = ~F (u) = �ju = �ju = �j0u

und damitu 2 Eig(�j0 ; ~F ) = Uj0 . Umgekehrt erhalten wir f¨ur u 2 Uj0 , daß
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~F (u) = ~F (u) = �j0u = �ju und damitu 2 Eig(�j ; ~F ) = Uj, d.h.Uj0 � Uj ist.
Damit erhalten wir

~V = U1
? � � � 
?Us
?Us+1
?Us+1
? � � � 
?Ul
?Ul (iv)

für ein geeignetesl. Nun wählen wir Orthonormalbasen der R¨aumeUi und Ui,
die zusammen eine Orthonormalbasisb1; : : : ; bp+q; z1; z1; : : : ; zr; zr von ~V mit
b1; : : : ; bp+q 2 V ergeben. Wir wollenB zu einer “reellen” BasisB0 � V trans-
formieren. Dazu betrachten wir eines der Paarez; z von konjungierten Eigen-
vektoren. F¨ur z = x + iy ergibt sich0 = ~�(z; z) = ~�(x + iy; x � iy) =

�(x; x) � �(y; y) + i[�(x; y) + �(x; y)], worausjjxjj2� = jjyjj2� und

�(x; y) = 0 (v)

folgen. Aus1 = ~�(z; z) = �(x; x) + �(y; y) + i[�(x; y) � �(x; y)] erhalten wir
jjxjj2�+ jjyjj2� = 1. Damit istjjxjj~� = jjxjj� = jjyjj� = jjyjj~� = 1

2

p
2. Zusammen mit

(v) zeigt dies, daß(
p
2x;

p
2y) orthonormale Vektoren sind. Wegen

2x = z + z; �2y = iz � iz (vi)

ergibt sich als Transformationsmatrix

T(
p
2x;

p
2y);(z;z) =

1

2

p
2

�
1 1

�i i

�
: (vii)

Ist � + i� der Eigenwert zuz = x + iy und definieren wirUz := hz; zi sowie
Cz := fp2x;

p
2yg, so ist

D(z;z);(z;z)(
~F �Uz) =

�
� + i� 0

0 � � i�

�
; (viii)

und wir erhalten

DCz;Cz(
~F �Uz) = TCz;(z;z) �D(z;z);(z;z)(

~F �Uz) � TCz;(z;z)
t
=

1
2

p
2

�
1 1

�i i

�
�
�
� + i� 0

0 � � i�

�
� 1
2

p
2

�
1 i

1 �i
�

=

1
2

p
2

�
� + i� � � i�

� � i� � + i�

�
� 1
2

p
2

�
1 i

1 �i
�

=

1
2

p
2

�
2� �2�
2� 2�

�
1
2

p
2 =

�
� ��
� �

�
:

(ix)

Weiter erhalten wir

~V = U1
? � � � 
?Up+q
?Uz1 
? � � � 
?Uzr ; (x)
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und für Cz := (
p
2<z;p2=z) undC := fb1; : : : ; bp+qg [ Cz1 [ � � � [ Czr ist ~C

eine Orthonormalbasis von~V mit

D ~C; ~C(
~F ) =

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

E(p;p)
0 � � � � � � � � � � � � � � 0

0
�E(q;q) . ..

...

...
. ..

�1 �1

��1 �1 . . .
...

...
. .. . .. . . . 0

0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0

�r �r

��r �r

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Mit Lemma 6.7.4 folgtDC;C(F ) = D ~C; ~C(
~F ) und dies war die Behauptung. ut

6.11 Selbstadjungierte Endomorphismen

6.11.1 Definition Es sei(V; �) ein euklidischer oder unit¨arer Vektorraum. Ein En-
domorphismusF 2 End(V ) heißtselbstadjungiert, , wennF � = F ist. (Wir haben
diese Terminologie schon vorher benutzt).
Eine MatrixA 2 Rn�n heißtsymmetrisch, wennA = At ist.

Eine MatrixA 2 C n�n heißthermitesch, wennA = A
t

ist.

6.11.2 Lemma Sei(V; �) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum undB eine
Orthonormalbasis von(V; �). Ein EndomorphismusF 2 GL(V ) ist genau dann
selbstadjungiert in(V; �), wenn seine darstellende MatrixDB;B(F ) symmetrisch
bzw. hermitesch ist.

Beweis: WegenDB;B(F
�) = DB(�)�DB;B(F )

t �DB(�)
t
= DB;B(F )

t
folgt dies

unmittelbar. Im euklidischen Falle entf¨allt derÜbergang zum konjungiert komple-
xen. ut

6.11.3 SatzJeder selbstadjungierte Endomorphismus eines unitären oder euklidi-
schen Vektorraumes ist normal.

Beweis: Dies ist klar wegenF �F = FF = FF �. ut
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6.11.4 SatzIstF ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen oder
unitären Vektorraumes, so besitztF nur reelle Eigenwerte. Insbesondere ist jeder
selbstadjungierte Endomorphismus eines euklidischen Raumes splitüberR.

Beweis: Im euklidischen Fall setzen wirF zu ~F fort. Dann ist~F split überC . DaF
normal ist, besitzt~V nach Satz 6.9.10 eine OrthonormalbasisB aus Eigenvektoren.

Dann gilt nach (6.27)DB;B(F ) = DB;B(F
�) = DB;B(F )

t
. DaDB;B(F ) eine

Diagonalmatrix mit den Eigenwerten vonF in der Hauptdiagonalen ist, folgt� =

� und damit� 2 R für jeden Eigenwert� vonF . Die gleiche Argumentation gilt
auch im unitären Fall. Im euklidischen Fall folgt nun, daßF schon split ¨uberR
ist. ut

6.11.5 Satz(Hauptachsentransformation einer symmetrischen Matrix) IstA 2
Rn�n eine symmetrische Matrix, so gibt es eine orthogonale MatrixS 2 O(n), so
daß

S � A �St =

0
BBB@
�1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 �n

1
CCCA ;

wobei�1; : : : ; �n alle Eigenwerte vonA in ihrer Vielfachheit gez̈ahlt sind.

Beweis: Wir betrachtenRn mit dem kanonischen Skalarprodukt. Der durchA in-
duzierte EndomorphismusA ist dann selbstadjungiert und nach Satz 6.11.4 damit
split überR. Aus Satz 6.9.10 erhalten wir die Existenz einer OrthonormalbasisB

aus Eigenvektoren vonA. Dann hatDB;B(A) die verlangte Diagonalgestalt, und
die TransformationsmatrixTB;En ist nach Satz 6.10.1 orthogonal. ut

6.11.6 Satz(Hauptachsentransformation symmetrischer Bilinearformen) Es sei
�:Rn � Rn �! R eine symmetrische Bilinearform undA = DEn (�). Dann gibt
es eine OrthonormalbasisB vonRn derart, daß

DB(�) =

0
BBB@
�1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 �n

1
CCCA

ist, wobei�1; : : : ; �n alle Eigenwerte vonA in ihrer Vielfachheit gez̈ahlt sind.
Sind die Eigenwerte so geordnet, daß�1; : : : ; �p > 0, �p+1; : : : ; �p+q < 0 und
�p+q+1 = � � � = �n = 0 sind, so gibt es eine OrthogonalbasisC, so daß
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DC(�) =

0
BBBBB@

E(p;p) 0 � � � � � � � � � � � � � � � 0

0 �E(q;q). .. ...
...

. . . 0
. . .

...
...

. .. . . . . . .
...

0 � � � � � � � � � � � 0 0 0

1
CCCCCA

ist.

Beweis: Die Matrix A ist symmetrisch, da� eine symmetrische Bilinearform ist.
Wenden wir Satz 6.11.5 aufA an, so transformiert sich die kanonische Basis zu
einer OrthonormalbasisB, bezüglich derDB(�) die geforderte Diagonalgestalt
hat. IstB = fb1; : : : ; bng, so definieren wir

ci :=

�
j�ij�

1

2 � bi für i = 1; : : : ; p+ q

bi sonst.

Dann istC := fc1; : : : ; cng eine Orthogonalbasis, und es gilt�(ci; cj) =
1
j�ij

�(bi; bj) =
�i
j�ij

Æij für i � p+ q, womitDC(�) die behauptete Gestalt erh¨alt. ut

6.11.7 Bemerkung Die Tatsache, daß eine reelle symmetrische MatrixA nur
reelle Eigenwerte hat, ist zun¨achst erstaunlich und hat “analytische” Gr¨unde. Wir
arbeiten imRn mit dem kanonischen Skalarprodukt und betrachten die quadrati-
sche Form

qA(x) := xAxt:

Diese definiert eine stetige FunktionqA:R
n �! R . Dien-Sphäre

Sn := fx2Rn jjxjj = 1g
ist kompakt, und daher gibt es einv 2 Sn mit qA(v) = max fqA(x) x 2 Sg. Wir
behaupten, daßv ein Eigenvektor vonA ist. Dazu betrachten wir den RaumU :=

hvi?. Gilt w ? vA für allew 2 U , so istvA 2 hvi und damitv ein Eigenvektor.
Sei alsow 2 U . Wir könnenw normieren, so daß wirw 2 Sn annehmen d¨urfen.
Nun wählen wir ein� 2 [0; 1] und� :=

p
1� �2 und setzen

u := �v+ �w:

Dav undw senkrecht aufeinander stehen, folgtu 2 Sn, und wir erhalten

qA(v) � qA(u) = �2qA(v) + �2qA(w) + 2��vAwt

und damit

�2qA(v) � �2qA(w) + 2��vAwt;
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6. Euklidische und unit¨are Vektorräume

woraus sich nach Division durch�

2�vAwt � �(qA(v)� qA(w))

ergibt. SindvA undw nicht orthogonal, so d¨urfen wir, indem wir gegebenfallsw
durch�w ersetzen,vAwt > 0 annehmen. Setzen wir nun� = 1 und damit� = 0,
so ergibt sich der WiderspruchvAwt = 0. Also warenvA undw orthogonal und
v ist ein Eigenvektor. Wegenvvt = 1 folgt für den dazugeh¨origen Eigenwert�
schonvAvt = v�vt = �vvt = �. Damit istvAvt = qA(v) der Eigenwert zum
Eigenvektorv. Das Verfahren l¨aßt sich nun iterieren, indem man die quadratische
FormqA�U betrachtet, diese nimmt auf der(n � 1)-Sphäre wieder ihr Maximum
an einem Eigenvektor an, und ein reeller Eigenwert l¨aßt sich wie eben berechnen.
So erhält man letztendlich, daß alle Eigenwerte reell sind. Dies liefert auch ein
Verfahren zur numerischen Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren.

6.11.8 Bemerkung Der NameHauptachsentransformationerklärt sich aus der
vorherigen Bemerkung. Durch die einer symmetrischen Bilinearform� zugeord-
nete quadratische Formq� wird eineKurveK = fx2 V q�(x) = 1g im eukli-
dischen RaumRn erklärt. ImR2 kann dies ein Ellipse oder Hyperbel, imR3 ein
Ellipsoid oder Hyperboloid sein. Istx ein Vektor inK, der Eigenvektor zum Eigen-
wert� der darstellenden Matrix von� bezüglich der kanonischen Basis ist, so gilt
x = �v für v 2 Eig(�;A) \ Sn und damit1 = q�(x) = q�(�v) = �2q�(v) = �2�

und damitjjxjj = j�j = 1p
j�j

. Die Eigenvektoren der Matrix, welche die quadra-

tische Form bez¨uglich der kanonischen Basis darstellt, zeigen dann, wie in 6.11.7
gezeigt, in die Richtung der Hauptachsen der quadratischen Kurven.

Wir wollen dies an einem Beispiel imR2 klarmachen. Sei�:R2 � R2 �! R eine

Bilinearform mit darstellender MatrixDE2 (�) =

�
� �

� �

�
. Für x = (x1; x2) und

y = (y1; y2) ist dann

�(x; y) = �(x1y1 + x2y2) + �(x1y2 + x2y1):

Das charakteristische Polynom vonDE2 (�) erhalten wir zu

CharpolD
E2

(�) = det

�
�� x �

� �� x

�
= x2 � 2�x+ (�2 � �2):

Daraus errechnen sich die Eigenwerte

�1 = �+
p
�2 � �2 + �2 = �+ � und �2 = �� �

und die dazugeh¨origen normierten Eigenvektoren
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6.11. Selbstadjungierte Endomorphismen

v1 =
1

2

p
2(1; 1) und v2 =

1

2

p
2(�1; 1):

Die zu� gehörende quadratische Formq�(x) := �(x; x) definiert einequadratische
Kurve

K := fx2R2 q�(x) = 1g:
Ist x = (x1; x2), so erhalten wirq�(x) = �(x1

2+x2
2)+ 2�x1x2. IstB = (v1; v2)

die Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, so erhalten wir

DB(�) =

�
�+ � 0

0 �� �

�

und damit für hB(x) = (z1; z2)

q�(x) = (�+ �)z21 + (�� �)z22 = �1z
2
1 + �2z

2
2 : (6.34)

Die gemischten Glieder sind also verschwunden. Um diese Tatsache anschaulich
darzustellen, nehmen wir�1 > 0 und�2 6= 0 an und setzen� := 1p

�1
und� :=

1p
j�2j

. Dann erh¨alt (6.34) die Form

q�(x) =

�
z1

�

�2

�
�
z2

�

�2

:

Im Falle von+ ist die KurveK eine Ellipse und im Falle von� eine Hyperbel,
deren Hauptachsen� � v1 und� � v2 sind. Die Hauptachsentransformation bewirkt
also eine Drehung des Koordinatensystems in Richtung der Hauptachsen.
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