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\Vorwort

Das vorliegende Skript ist eine Mitschrift der Vorlesung, die ich im Wintersemester
1997/98 und Sommersemester 1998 an der \Akgstfien Wilhelms-Universit 'ge-
halten habe. Ein Teil der Mitschrift — etwa bis Kapitel 4 — beruht auf Aufzeichnun-
gen der von mir vorgetragenen Definitionen uratzg, die mir Herr stud. math.
PETER HORN bereits in gefXter Formuberlassen hat. Allerdings habe ich die-
sen Text so weit varidert und ergrizt, daf? alle eventuellen Ungenauigkeiten zu
meinen Lasten gehen. Die Niederschrift désiden Textes erfolgte vorlesungsbe-
gleitend.

Mein ganz besonderer Dank gdiit den Studierenden FrauAVKE WALTHER,
Herrn HENRIK BucHHOLZ, Herrn KEVIN BUcHIN und Herrn HENDRIK KLAVER,

die den vorliegenden Text Korrektur gelesen und einen Grof3teil der Korrekturen
auch eigenhiidig eingearbeitet haben.

Ich hoffe, daf3 dieses Skript sich als hilfreialr {die Prifungsvorbereitungen er-
weisen wird.

Im Januar 1999

Wolfram Pohlers
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0. Vorbemerkungen, Notationen,
Konventionen

0.1 Etwas Aussagenlogik

Beispiele von Aussagen

e Die Sonne scheint.

e Esregnet.

e Ich spanne den Schirm auf.

Eine Aussage besteht also aus einem (oder mehreren) Objdide&3gnneEs ich,
der Schirmund Pedikaten, die auf die Objekte angewendet werden. &iane
scheint; esregnet, ich spanne denSchirmauf.

Mehrere Aussagen lassen sich zu einer neuen AussageupéeknZ.B.:

e Die Sonne scheintndes ist warm.
e Die Sonne scheirdder es regnet.
¢ Wennes regnetdannspanne ich den Schirm auf.

Durch Negation lassen sich Aussagen in ihr Gegenteil umformen. Dies ist bei
wenn..dann Aussagen nicht immer ganz einfach. So erhalten wir beispielswei-
se als Negation der Aussage

e Wennes regnetdannspanne ich den Schirm auf
die Aussage
e Esregneundich spanne den Schirmicht auf.

Um den umgangssprachlichen Begriffen wie oder, wenn . .. danmndnichtei-
ne pazise mathematische Bedeutung zu gebamefi wir aussagenlogische Junk-
toren ein. Aussagen sind dadurch gekennzeichnet, dal3 sie wahr oder falsch sein
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0. Vorbemerkungen

konnen. Die Verkopfung von Aussagen ist also dadurch festgelegt, dal3 wir ver-
einbaren, welcher Wahrheitswert der veupften Aussage in Akdrigigkeit der
Wahrheitswerte der zu verkpfenden Aussagen zukommen soll. Ewstellige
aussagenlogische Operation ist also eine Funktiony diahrheitswerte{ w, f}

einen Wahrheitswert zuordnet. Wir kommen mit den folgentteund 2—stelligen
aussagenlogischen Operationen aus. (Mit Mitteln der Mathematischen laftik 1
sich zeigen, dal jede aussagenlogische Operation schon aus den folgenden aufge-
baut werden kann.)

0.1.1 Definition Die aussagenlogischen Operationglunktoren)

e und(A)
e oder(V)
e nicht(—)

e wenn-dann=-) und
e genau dann wenf=)

werden durch die folgenden Wahrheitstafeln definiert:

- [ [Aafw]f] [vw][f][=]w][f] [e]w]f]
w | f w | w|f Wl w|w w||w]|f w||w|f
flw f f|f f{lw]f fllwlw f flw

Dabei sind die Wahrheitstafeln so zu lesen, daf3 in der Spalte unter dem Junktor
dessen erstes Argument und in der Zeile neben dem Junktor dessen zweites Argu-
ment steht. Der Wahrheitswert der veurften Aussage steht dann im Schnittpunkt

von Zeile und Spalte.

Legen wir die Wahrheitstafeln zugrunde, so erhalten wir durch einfaches Nach-
rechnen die folgenden

0.1.2 Rechenregelndi’ Aussagenlogische Operationen
0) (ANB)=(BANA),(AV B)=(BV A)

(i) ANC=AN(BAC)

(ii) vC=AV(BVC)

(iv) VC=(AVC)AN(BVC)

(v) ANC=(ANC)V(BACQC)

2



0.2. Etwas Quantorenlogik

(vi)y —-—A=A4

(viy —-(AAB)=-AV-B
(vii) —(AVv B)=-AA-B
x) (A=B)=-AVB
xX) —-(A=B)=ANA-B

x) (A=f)=-4

(xi)y (RA=f)=A4

(xii) (A< B)=(A= B)A(B=A4)
(xiv) (A= B)=(-B=-4)

0.2 Etwas Quantorenlogik

Neben reinen Aussagen wie “die Sonne scheint” spielen auch quantifizierte Aus-
sagen eine Rolle, wie z.Balle Studenten sind flei3ig” oder$ gibtStudenten,

die fleiRig sind”, die etwasiber alle Studenten aussagen oder die Existenz (von
fleiBigen Studenten) behaupten. Solche Aussagen nenntjuaautifizierte Aussa-

gen Die Theorie, die solche Aussagen untersucht, ist die Quantorenlogik (oder
Pradikatenlogik, wie sie &wifiger genannt wird). Man kommuaif die tiblichen ma-
thematischen Anwendungen mit den beiden folgenden Quantoren aus.

e VY (fur Alle)
e J(Esgibt)

Als Beispiel wollen wir eine Formel angeben, die die Stetigkeit einer reellen Funk-
tion in einem Punkte, ausdtickt.

(Ve)le >0 = (3)(6 >0 A (Va)(Jlz -z <0 = [f(x) = f(z0)] <€))]

Oft steht man vor dem Problem, quantifizierte Aussagen negierenigsan.’'Schon

das obige Beispiel der Stetigkeit zeigt, dalR dies im allgemeinen nicht einfach ist.
Folgt man der inhaltlichen Bedeutung der Aussage “ Es gilt nicht, da@llg x

die Aussagéd(z) zutrifft”, so kommt man zu dem SchluB3, daf} es dann zumindest
einz geben muf3, Ui’ dasF (x) nicht zutrifft. Ebenso wird die Aussageuffalle z

gilt F'(z)” falsch, wenn es eir mit =F'(z) gibt. Damit erlglt man die folgenden
“Rechenregeln” i die Negation quantifizierter Aussagen (die sich im Rahmen
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0. Vorbemerkungen

der Mathematischen Logik genauer hagién lassen, ohne daf? wir dies hier tun
wollen).

o —(VzF(x)) =3Jz—F(x)
e —(3xzF(x)) =Vz—F(x)

Wenden wir dies auf das Beispiel der Stetigkeit an, so erhalten wir, daf? eine Funk-
tion in einem Punkt nicht stetig ist, wenn gilt:

(@F)e>0A (V)T >0 = (@)(lr w0l <6 A€ < (@) = Flao))):

UmVzF(z) zu zeigen, mdsen wir nachweisen, ddi{n) fur ein beliebiges Ele-
mentn gilt.

Um JzF(z) zu zeigen, gemgt es, ein Objekt mitF'(z) zu finden. Man kann
JzF(z) jedoch auch zeigen, indem w(ivz)—F(x) annehmen und daraus etwas
Falsches schlieRen. Damit haben wir

(Vo)-F(z) = f
und mit 0.1.2 (xi) folgt—(Vz)—F(x), was(3z)——F(x) und damit
() F ()

bedeutet.

0.3 Etwas Mengenlehre

Alle in der Mathematik betrachteten Objekte lassen sich als Mengen auffassen. Da-
bei verstehen wir eine Menge naiv als eine Zusammenfassung von Objekten zu ei-
nem Oberbegriff. Diese Objekte bezeichnen wir dann al&tienenteder Menge,

die durch den Oberbegriff repsentiert wird. Es mag einem zagtist merkwidig
vorkommen, dal3 sich sogar ndiche Zahlen als Mengen darstellen lassen, ob-
wohl wir uns gar nicht so recht vorstellertien, was wohl die Elemente einer
natirlichen Zahl sein sollen. Wir wollen uns daher kurz klarmachen, dal dies
tatsichlich geht. Es s€) das Symbol 6 die leere Menge, d.h. die Menge, die
keine weiteren Elemente hat. Dann setzen wir

° 0:@

o 1={0}

e 2={0,{0}} ={0,1}
e 3=1{0,1,2}
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e USW....

und erhalten so alle natichen Zahlen als Mengen. Es ist ein Ergebnis iden-
genlehre dal sich tatchlich alle in der Mathematik betrachteten Objekte als Men-
gen darstellen lassen. Daher hat sich die Sprache der Mengenlehre als eine in der
Mathematikublicherweise gebrauchte Sprache einggbit. Dies zwingt uns, uns

hier kurz mit einigen Grundbegriffen der Mengenlehre auseinanderzusetzen. Da-
bei wollen wir nicht definieren, was eine Menge ist (dagevéin viel zu schwieri-

ges Unterfangen, bis heuterkien wir nicht genau sagen, was eigentlich Mengen
sind). Wir wollen uns daher nur mit den Beziehungen auseinandersetzen, in denen
Mengen untereinander steheorkien.

Die wesentlichste Beziehung der Mengenlehre ist

a € b,

die ausdutken soll, dal? die Mengeein Element vorb ist. Die Klasse aller Men-

gen (die selbst keine Menge sein kann) bezeichnen wir als das mathematische Uni-
versumi/, in dem alle mathematischen Objekte zu finden sind.

Die NotationM € U bedeutet daher? ist eine Menge” und damit ein mathema-
tisch verninftiges Objekt. Zusammenfassungen von Mengen, von denen wir noch
nicht so genau wissen, ob sie mathematisch weftige Objekte, also Mengen,
sind, bezeichnen wir vorsichtshalber aghst als Klassen. Insbesondere sind alle
Mengen auch Klassen. Obwohl wir Klassen nicht als die eigentlichen Objekte un-
seres Interesses betrachten, wollen wir einige ihrer grundlegenden Eigenschaften
charakterisieren. So wollen wir zwei KlassBhund N als gleich betrachten, wenn

sie die gleiche Extension haben, d.h. die gleichen Elemente besitzen. In Formel-
schreibweise bedeutet dies:

(Extensionaliat) M=N:eViz(re M &z e€N).

Beachte, dal3 alles, waarfKlassen definiert wird, auchuf"Mengen gilt, die ja
selbst alle auch Klassen sind. So sind zwei Mengen gleich, wenn sie als Klassen
gleich sind, d.h. die gleichen Elemente besitzen.

Wir sagen, daf@/ eine Teilklasse voiv oder N eine Oberklasse voi/ ist, wenn

jedes Element vo/ auch ein Element voiV ist. Wissen wir, dafl3/ und N Men-

gen sind, so sprechen wir auch von Teil- und Obermengen. In Formelschreibweise

MCN & (Vr)(zreM = xz€N).
Wir definieren
MCN & MCNAM#N

und nennen\/ eineechteTeilklasse (Teilmenge) voiv.
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031LemmaM =N MCNANCM.

Beweis: Nach 0.1.2 gilz € M < z € N genau dann, wenfx € M = z € N)
A (z € N = z € M) gilt. Daraus erhalten wir

M=N <= (Vz)[re M & =z € N]
— (Vz)[re M =>z€ N|A(Vz)lz € N= 2z € M]

<~ MCNANCM. o
Um Klassen bilden zudtinen, nussen wir ihre Objekte beschreibeonkien. Da-
zu berotigen wir eine Sprache. Wir wollen diese Sprache hier nicht exakt festle-
gen (das e fir diese Vorlesungibertrieben pingelig), sondern unsergiche
Umgangssprache, angereichert um die bereits bekannten mathematischen Symbo-
le benutzen. Wir drcken durch die Schreibweid&(a) aus, dall dem Objektdie
EigenschaftF'(a) (die in unserer Sprache beschrieben ist) zukommt. Haben wir so
eine Eigenschaft, so bilden wir den Ausdrugk| F(z)} und sprechen von der
Klasse der: mit der Eigenschaff'(z). Eine Mengez ist genau dann ein Element
dieser Klasse, wenn es die Eigensclie(ft:) hat. In Formeln ausgedckt schreiben
wir dies als

a€{z| F(z)} & a€lU AN Fla).
Insbesondere definieren wir die leere Klasse durch
0:={z| -(Fy)(y € =)}

Wir wollen nun einige Prinzipien angeben, wie wir Mengen (also Elemente des
Universumd/) bilden kbnnen. Wir beginnen mit

(Leere Menge) 0 eU.

Haben wir bereits eine Meng¥, so wollen wir aus dieser die Elementec M
aussonderndtinen, denen die Eigensch&f{x) zukommt. Wir fordern daher

(Aussonderungsaxiom) MeUd = {zeM| F(z)} €U.

Wir werden es in dieser Vorlesung nie mit echten Klassen zu tun haben, d.h. mit
Klassen, die keine Mengen sind. Da esuter hinaus oft klar oder unerheblich ist,
aus welcher Meng#/ ausgesondert wird, schreiben wir einfach salépp F(z)}
anstatt{z € M| F(z)}, falls M festgelegt ist.

Als Beispiel wollen wir endlich viele Objektey, ..., a, zu einer Klassé\l zu-
sammenfassen. Dieafit sich beschreiben durch:

M={z|z=a1Vz=ayV ... Vz=a,}
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oder kirzer durch
M ={a1,...,an}.
Dann gilt
reEM & zceclUANzx=aqa;fUreinimitl <i<n.

Natirlich wollen wir M wieder als Menge haben, wean, ..., a,, Mengen sind.
Das erreichen wir durch die folgende Vereinbarung

(Paarmengenaxiom) aceUNbeU = {a,b} €U.

Um weitere Mengenbildungen zu beschreibermr&n wir zumchst die folgenden
Operationen auf Klassen ein.

Klassenoperationen

Fur zwei Klassen/ und N sei:

(Vereinigung zweier Klassen) MUN :={z| z€ M Vz €N}
(Durchschnitt zweier Klassen) M NN :={z| x € M ANz € N}
(Klassendifferenz) M\N :={z| ze M ANz ¢ N}

Allgemeiner definieren winif eine Klass¢ M, | « € I} —eine solche Klasse nennt
man auch eindlengenfamiliemit Indexmengd — die Klassen

(Vereinigung) UM, = {z| GreDze M]}
el

und

(Durchschnitt) (M, = {z| (VeeD)z e M]}.
el

Wir fordern nun, daf3 die Vereinigungér eine Mengenfamilie, deren Indexmenge
eine Menge ist, ebenfalls wieder eine Menge ist. Dies wird formuliert im

(Vereinigungsmengenaxiom) I e U A (Vo€ I)[M, e U] = U M, elU.
el
Man beachte, da man jede Mengkals eine Mengenfamili¢z| = € M} auf-

fassen kann. Daher schreibt man oft kuf2/ und) M anstatt|_| = bzw. [ =.

o . . . reM zeM
Das Vereinigungsmengenaxiom vereinfacht sich dann zu
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Meu = |JMeu.
Eine weiteres Axiom zur Mengenbildung ist das
(Potenzmengenaxiom) MeUd = Pow(M):={z| 2 C M} ecl.

Dabei nennt maRow(M) die Potenzmengeéwerset) voni/. Das sind die we-
sentlichen Mengenbildungsoperationen, mit denen wir in dieser Vorlesung aus-
kommen werden. Zu em¥inen ist noch, dal’ wir die Existenz einer unendlichen
Menge aus den bisher eingéften Axiomen nicht folgerndeinen. Daher fordert
man im Unendlichkeitsaxiom die Existenz einer unendlichen Menge. Bezeichnen
wir mit N die Menge der naiTichen Zahlen, so gemyt es zu fordern:

(Unendlichkeitsaxiom) Nel.

Wir geben das folgende Lemma ohne weiteren Beweis an. Die Beweise werden
in der Vorlesunguber Mengenlehre gefiit. Hier konnen wir die Aussagen des
Lemmas einfach als Grundtatsachéyei’ Mengen voraussetzen.

0.3.2 LemmaEs gelten
0] MNeld = MUNeclUundM NN el
(i) MecUNM#AD = NNMecU

Eine rEufige AngEingerunsicherheit resultiert aus der extensionalen Gleichheit von
Mengen. So sollte man beachten, dal3

{a,a} = {a} (1)

und
{a'ab}:{baa}:{aabaa}:{aaaab}:"' 2
gilt.

0.4 Relationen

Will man die Reihenfolge der Elemente in einer Menge respektiert wissen, so mufl3
man geordnetet Paare aihféen. In der Sprache der Mengenleha&tl'sich das
geordnete Paar definieren.

0.4.1 Definition Wir definieren
(a,b) := {{a},{a,b}}
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und nennerfa, b) dasgeordnete Paavon a undb.

0.4.2 Lemma (al,bl) = (ag,bg) < a; =as A by = bo.

Beweis: Wir zeigen zuachst die einfache Richtung=:" Aus a; = as undb; =
by erhalten wir zuathst{a;} = {a2} und{ai,b1} = {a2,b2} und damit auch

a1}, {a1, 011} = {{az}, {az, b2} }.

Die Gegenrichtung=-" ist deutlich aufwendiger zu zeigen. Hier beginnen wir mit

u=a; < u€{a;} 0
< u € {ai} Nu € {a;, b}
furi =1,2. Wegen
y € (a1,01) & y={ar} Vy={a,b} (ii)
folgt aus (i) und (ii)
u=a; & (Yy)ly € (ai,b;) = u€y| (iii)
Aus der Voraussetzun@:, b1) = (a2, b2) erhalten wir aus (iii)

U =a < (‘v’y)[ye(al,bl):>u€y]
< (YY)ly € (a2, b2) = u € y] (iv)
< U = asg.

Damit folgta; = as und wir haben(ay, b1) = (a1, b2), was

{a1,b1} € {{ar}, {a1, b2}} (v)
und

{a1, b2} € {{ar}, {a1,b1}} (vi)

nach sich zieht. Nun haben wir zwealfé¢' zu unterscheiden:

1. Fall: a; = b;. Dann ist nach (vi{a1,b2} C {a1,b1} = {a1} und damitby =
a1 = bl.

2.Fall: a; # by. Dann ist nach (vV{a1,be} = {a1,b1} und mit Extensionalét
folgt by = by. O

0.4.3 Definition SeienM und N Mengen, dann definieren wir
M x N ={(a,b)] ae M Nbe N}

und nennenV x N daskartesische Produkton M und N.
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Wegen(a, b) € Pow(Pow(M U N)) erhalten wirM x N C Pow(Pow(M UN)).
Mit Lemma 0.3.2 erhalten wir daher

MecUNNelU == MxNEclU. 3)

0.4.4 Definition Eine MengeR C M x N heif3t eineRelationzwischenM und
N. Wir sagen, dafé» € M undn € N in RelationR stehen, wenim, n) € R ist.
Im allgemeinen notieren wir dies in der “Infixnotation”, d.h. wir schreiberR n
statt(m,n) € R.Ist M = N, alsoR C M x M, so sprechen wir von einer
Relation aufdf.

0.4.5 Definition SeiR C M x M eine Relation auf/. Wir nennenR

symmetrisch & VeeM)VMye M)z Ry = y Rz
antisymmetrisch : & (Vze M)(Vye M)z RyAy Rz = y=zx,
reflexiv & (Ve M)z R z);

antireflexiv & (VzeeM)[-(z R x));

transitiv & VzeM)VyeM)VzeM)lx RyAyRz = z Rz
linear oder & VeeM)VyeM)xRyVyRx Vz=y]

konnex & VeeM)VyeM)lz#y = zRyVyRzl.

Die RelationR heil3t eine

Halbordnung wennR reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist;
strikte HalbordnungwennR antireflexiv und transitiv ist;
Ordnung wennR eine lineare Halbordnung ist;

strikte OrdnungwennR eine lineare strikte Halbordnung ist;

AquivalenzrelationwennR reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

0.4.6 BeispieleFtr folgende, von der Schule her bekannten Relationer:, =
auf der MengeN der natiilichen Zahlen gilt:

< st lineare strikte Ordnung,
< istlineare Ordnung,
= ist Aquivalenzrelation.

Als Beispiel einer vielleicht weniger bekanntdguivalenzrelation dhren wir die
Kongruenzrelation “modulé” auf der MengeZ der ganzen Zahlen wie folgt ein:

10



0.5. Funktionen

a=bmodk :& kl|(a—Db),

wobeik|(a — b) fur die Aussage steht, daB die ganze Zaklie Differenza — b
teilt. Man rechnet leicht nach, dal3 dies ekguivalenzrelation definiert.

Die Relationn R m :& n|m definiert dann eine Halbordnung auf der Merfge
der ganzen Zahlen.

Ein weiteres Beipiel di eine Halbordnung ist die Teilmengenbeziehung auf der
Potenzmeng®ow(M) einer Mengel/.

0.4.7 Definition Ist R C M x N eine Relation zwischeM und N, so seiR :=
{(b,a)| (a,b) € R} (gesprochen alsR konvers) eine Relation zwische@v und
M,d.h.R C N x M. Wir nennenk die zuR konverse Relation.

0.4.8 Definition Wir fuhren die folgenden Bezeichnungen und Redeweisen ein. Es
seiR C M x N eine Relation. Dann definieren wir

dom(R) := {z € M| (y e N)[(z,y) € R]}.

Wir nennendom(R) denDefinitionsbereichdenVorbereichoder derDomainvon
R;

mg (R) :={y e N| (3z € M)[(z,y) € R]}.
Wir nennenrng (R) denNachbereich(englischrange von R.
feld (R) := dom(R) Urng (R)
heil3t dad-eld der RelationR.
0.4.9 Definition SindR; C M x N undRs C N x L Relationen, so sei

Ryo Ry :={(a,b) e M x L| (3y € N)[(a,y) € Ri A (y,b) € Ra]}.

Wir nennenR; o R, die Kompositionder Relationer; und Rs.

0.5 Funktionen

0.5.1 Definition Eine RelationR C @ x Z heiltrechtseindeutigwenn gilt:
VzeQ)Vye Z)Vze€ Z)[(z,y) € RA (z,2) ER = y=2z].

Eine rechtseindeutige RelatighC @ x Z heil3t eingpartielle Funktionmit Quelle
Q@ und Ziel Z.

11



0. Vorbemerkungen

Wir notieren durchf: Q —, Z, dal3 F eine partielle Funktion mit Quelg: und
Ziel 7 ist.

Ist f: Q —, Z und istz € dom(f), so gibt es genau ein Elemenmit (z,y) € f.
Diesesy bezeichnen wir miff (x), also(z, f(z)) € f. Die Mengedom(f) heif3t
derDefinitionsbereichvon f. Es ist

dom(f) = {z € Q| F)(z,y) € f]}.

Ublicherweise betrachten wir FunktiongnQ —p Z mit dom(f) = Q. Solche
Funktionen nennt man audhtal und schreibt sie alg: ) — Z. Anstelle von
totalen Funktionen sprechen wir auch vabbildungen

Die Menge Im(f) := rng (f) heil3t dasBild von der Funktionf. Es gilt
Im (f) = {f(z)| = € dom(f)}.

Oft schreibt man Funktionen in der Form
[:Q—Z
0.5.2 Definition Eine (totale) Funktiory : D — Z heil3t
injektiv = (Vo) (Vy)[z,y € dom(f) A f(z) = f(y) = z=y]
surjektiv & (Yye Z)(Fz e D)y = f(2)];
bijektiv = fistinjektiv und surjektiv.
Durch Kontraposition der Definition der Injektigit'erhalten wirdir f: D — Z

finjektv & (YreD)(vyeDe £y = fla)# f(y)). @)

Schreibweisen
Fir f:D — ZundM C D sei
fIM]:={f(z)| = € M}.

Wir nennenf[M] das Bild der Mengé/ unter der Abbildung’. Mit dieser Schreib-
weise istf: D — Z surjektiv, wennf[D] = Z ist.
Fir N C Z sei

fYN]:={zeD| f(zr) € N}.
Die Mengef~'[N] heit die Urbildmenge voiV.
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0.5. Funktionen

0.5.3Lemmalstf: M — N injektiv, so istf: N —, M eine partielle Funktion
mit dom(f) = Im(f). Ist f: M —> N bijektiv, so istf : N — M eine (totale)
bijektive Funktion, digiblicherweise mif ! bezeichnet wird und die ztiinverse
Funktion genannt wird. Diese Bezeichnung ist von der SchreibvfeiSé//] wohl
zu unterscheiden.

Beweis: Wir haben fir die erste Behauptung zu zeigen, daguf Im(f) definiert
und rechtseindeutig ist. Aus der Injektaitvon f folgt sofort die Rechtseindeutig-
keit von f. Zuy € Im(f) gibt es einz € M mity = f(z). Damitist(z,y) € f
und somit(y, z) € £, d.h.y € dom(f). Damitist Im(f) C dom(f). Isty ¢ Im(f),
so folgt (Vz € M)[~(z,y) € f] und damit auchVz € M)[—(y,z) € f]. Damit
ist abery ¢ dom(f), und wir haben aucton(f) C Im(f) gezeigt. Istf daniber
hinaus auch noch surjektiv, so o f) = Im(f) = N und f somit total. O

0.5.4LemmaSind f: M — N und ¢:N — L Funktionen, so ist auch
go f:M — L eine Funktion.

Beweis: Nach Definition 0.4.9 is§ o f C M x L. Nachdemf undg Funktionen
sind, istf (x) durchz undg(y) durchy eindeutig bestimmt. Damit ist abe(f (x))
durchz eindeutig bestimmt und es folgy o f)(z) = g(f(z)). Somitistg o f
rechtseindeutig und damit eine Funktion. O

0.5.5Lemmalst f: M — N bijektiv und bezeichne igf = {(z,z)|z € M}
(Identitat auf M), sogilt f Lo f =id pyundfo f~1 =id y.

Beweis: Nach Lemma 0.5.3 und Lemma 0.5.4 sind sowphf ~! als auchf ~'o f
Funktionen. i z € M erhalten wir(z, f(z)) € f und (f(z),z) € f'. Damit
ist (z,2) € f~'of und damitistf~'o f = id y;. Ganz analog zeigt mafo f ! =
id y. O

0.5.6 Lemmalst f: M — N bijektiv, und istg : N — M derart, dal3f o g =
id v, soistg = f L.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafyy) = f~'(y) fur alley € N gilt. Dies tun wir
indirekt und nehmen dazu

ByeN)gly) # f ' (y)] (i)
an. Wegen der Injektivét von f folgt darausy = f(g(y)) # f(f~'(y)) = y, was
absurd ist. 0
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0. Vorbemerkungen

0.5.7 LemmaSindf:M — N undg : N — L bijektive Funktionen, so ist
auch(g o f) bijektiv, und es gil{go f) ' = ftog !

Beweis: Wir zeigen zu@achst, dafy o f injektiv ist. Seien dazw,y € M mit
x # y. Dann folgt wegen der Injektivatt'von f zuréchstf (x) # f(y) und wegen
der Injektivitit vong dann auct(g o f)(y) = g(f () # 9(f(2)) = (g 0 f)(x).

Um die Surjektiviit vong o f zu erhalten, beginnen wir mit einegn € L und
finden wegen der Surjektiat'vong dazu einu € N mity = g(u). Wegen der
Surjektivitit von f erhalten wir einc € M mit u = f(x). Setzen wir dies zusam-
men, so folgty = g(f(z)) = (g o f)(x), und wir haben ein Urbild vory unter
g o f gefunden.

Zum SchluR berechnen witf * o g 1(g o f)(z) = f g *(g9(f(2)))) =
f(f X)) = z und erhalten mit Lemma 0.5@ o f) ' = flog L O

0.6 Natirliche Zahlen

Eine wesentliche Rolle in mathematischen Betrachtungen kommt der Niedge
natirlichen Zahlen zu. Wir wollen daher einige Grundtatsacdhieer diese Menge
zusammenstellen. Alle hier aufgelisteten Tatsachen lassen sich im Rahmen einer
Mengenlehre mit Unendlichkeitsaxiom folgern. Wir wollen darauf hier aber nicht
naher eingehen, sondern diese Tatsachen als GrundeigenschatidicheatZah-

len ansehen.

Natuirliche Zahlen werdenber den Prozel3 desflens eingeftirt. Eine Menge zu
zahlen, heifdt ihre Elemente zu ordnen. Eine Elemagkbmmt vor dem Element

b wenna vor b gezahlt wurde. Umgekehrtdtinen die Elemente einer geordneten
Menge ihrer Ordnung nach gaalt werden. Allerdings eignet sich nicht jede Ord-
nung zum Zhlen. So muf3, damit wir weiteahlen lohnen, die Ordung geatii-
leisten, dal jede verbleibende Restmenge von noch nichhtien "Elementen ein
kleinstes Element besitzt. Mit diesem Elemeoabhkén wir dann weitegtilen. Ord-
nungen mit dieser Eigenschaft heil&bhlordnungendie wir im folgenden formal
korrekt einfihren wollen.

0.6.1 Definition Eine strikte lineare Ordnung auf einer MengeM heil3t eine
Wohlordnungvon M, wenn gilt:

o feld(<)=M
e VX)IXCMAXZD = (FreX)(VWweM)(y<z = y¢&X)|,
d.h. wenn jede nicht leere Teilmenge des Feldes-wvain beziglich < kleinstes

Element besitzt.
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0.6. Natirliche Zahlen

Wir wollen hier die<—Relation auf den natlichen Zahlen als bekannt vorausset-
zen. Es ist die Ordnung, die sich durch deshirozess ergibt. (Im Rahmen einer
Mengenlehre wide sich die Ordnung durch die Beziehung ergeben.) Wir wollen
die folgende Vereinbarung treffen.

0.6.2 Vereinbarung Die Menge der natflichen ZahlerN := {0, 1,2, ...} wird
durch ihre kanonische Ordnurgwohlgeordnet.

0.6.3 Eigenschaften natrlicher Zahlen Ohne weitere Begmdung halten wir
die folgenden Eigenschaften ndicher Zahlen fest:
(N0) 0eN;

(N1) Jedesn € N besitzt einen Nachfolget + 1 € N mitn < n + 1 und
(Vk <n+1)(k < n);

(N2) Istn+1=m+1,soistn =m;

(N3) Istn € N, soistn = 0 oder der Nachfolger einer natlichen Zahl, d.h.
(VneN)[n =0V (ImeN)(n =m + 1)].

(N4)  (Vn € N)[0 £ n + 1]

0.6.4 Vollséindige Induktion Gilt

(Vn € N)[(Ym)(m <n = F(m)) = F(n)],
so folgt

(Vn € N)[F(n)].

Das Prinzip der vollstiidigen Induktion besagt also, daf3 wir, (Ma € N) F'(n) zu
zeigen, aus ddnduktionsvoraussetzuny'k < n)F'(k) die Induktionsbehauptung
F(n) folgern missen.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung indirekt und nehmen

(Fz eN)[=F(2)] (i)
an. Dann ist
M :={zeN| =F(z)} #0 (i)

und hat, da< eine Wohlordnung ist, ein kleinstes Element. Damit gilt aber
(VE <mno)[k ¢ M], d.h.(Vk <ng)[F(k)]. Nach Voraussetzung folgt daraus aber
F(np) im Widerspruch zwy € M. a
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0. Vorbemerkungen

Aquivalent und vielleicht auch vertrauter ist eine Umformulierung der \aoidic”
gen Induktion, wie wir sie im folgenden angeben:

0.6.5 Vollséndige Induktion Gilt der InduktionsanfangF'(k) und derindukti-
onsschritt(Vn e N)[k < n A F(n) = F(n + 1)], so erhalten wir bereits
(VneN)[k <n = F(n).

Beweis: Wir gehen wieder indirekt vor und nehméaz € N)[k < z A =F(z)]
an. Dann gibt es wieder ein kleinstes mit & < ng A =F'(no). Wegen der Vor-
aussetzung’(k) istng # k und damit istog = m + 1 mit & < m < ng nach(N3)
und(N1). Wegenm < ny haben wir abeF'(m) und schlieRen nach Voraussetzung
daraus auf’(m + 1), d.h. F'(ng), was absurd ist. 0

Man wird sich als Anfihger Gedanken davér machen, wo denn in der ersten Fas-
sung (0.6.4) der Induktionsanfang geblieben ist. Sehen Sie genauer hin, so werden
Sie bemerken, daf? die Fornteln)[m < 0 = F(m)] aus logischen Giriden wahr

wird. Um die Implikation(Vm)[m < n = F(m)] = F(n)also auchdfn =0

zur Verfligung zu haben, mul3 mdH0) haben. Dies ist der Induktionsbeginn.

0.6.6 Definition durch Rekursion Sind die Abbildungery: M — N und
h:Nx N x M — N gegeben, so ist die durch die Rekursionsvorschrift

f(ka IL") = g(:L")
(VneN)[k <n = f(n+1,2) = h(n, f(n,z),z)]
definierte Funktiornf:N x M — N eindeutig bestimmt.

(®)

Beweis: Vorbemerkung: Die durch die obige Rekursionsvorschrift definierte Funk-
tion ist wieder eine Menge, d.h. ein mathematisch sinnvolles Objekt. Im Rahmen
einer Mengenlehreal3t sich die Existenz vofiauch beweisen. Wir wollen hier auf
einen solchen Beweis verzichten, denn wir “sehen die Funktion” ja als sinnvolles
Objekt. Allerdings werden wir nachweisen, dal3 es nur eine Funktion geben kann,
die den obigen Rekursionsgleichungen gehorcht.

Sie alsof eine weitere Funktion, die die Rekursionsgleichungen (8)llerfivir
zeigen

(vneN)[f (n,2) = f(n, )] ()
durch vollseindige Induktion. Bi'den Induktionsbeginn hat man aahst

f(k,z) = f(k,2) (i)
und flir den Induktionsschritt haben wir die Induktionsvoraussetzung

f(n,z) = f(n,x) (iii)
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0.6. Natirliche Zahlen

woraus sich, dg und f beide die Rekursionsgleichungen (5)uién,

f(n+1,2) = h(n, f(n,z),2) = h(n, f(n,z),2) = f(n +1,) (iv)
ergibt. Mit vollstéindiger Induktion erhalten wir daraus aber (i). O
Als Beispiel tir eine Anwendung der Definition durch Rekursion wollen wir

tupel fiir alle natirlichen Zahlem definieren.

0.6.7 Definition Wir beginnen die Rekursion béj d.h. wir setzerk := 1in 0.6.6
und definieren

(a1) == a1
und
(al, e ,a,n_|_1) = ((al, e ,an),an+1),

wobei wir von der in Definition 0.4.1 definierten Funktion ausgehen, die zwei Men-
gena, b das geordnete Paét, b) zuordnet.

0.6.8 Lemma (al,...,an):(bl,...,bn) S ap=b A ... Nap, =by,.

Beweis: Wir fuhren Induktion nach. Flir n = 1 ist die Behauptung klar. Gehen
wir von der Induktionsvoraussetzung

(a1 yan) = (biy.. by) & a1 =01 A ... Aay=by 0)

aus so erhalten wir mit 0.4.2

(al,...,an_H) = (bl,... abn—i-l) = ((al,... ,an),an+1) = ((bl,... ,bn)abn—i—l)
& (a1, ran) = (b1 ba) A st = bai
S ar=bi A ... Nap="by A apt1 = bpya,

wobei wir bei der letzterAquivalenz die Induktionsvoraussetzung eingesetzt ha-
ben. O

Als Anwendung den-tupel wollen wirn-fache kartesische Produkte aihfén.

0.6.9 Kartesisches ProduktSindA,, ..., A, Mengen, so definieren wir
Ay x oo x Ay i={(a1,...,an)| a1 €A AN ... Nay € Ap}.
Ebenso definieren wir
A=A
At = A" x A
17



0. Vorbemerkungen

und nenneM™ dasn—fache kartesische Produkt veh Es ist dann

A" = Ax...x A.
~—_——

n—fach
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1. Vektorraume

1.1 Gruppen, Ringe und Korper

1.1.1 Definition SeiH # (und-: H x H — H eine Abbildung. Wir schreiben
a - b anstatt(a, b) und nennen eineVerkriipfungauf H.

Das Paaf{ = (H, -) heil3t eineHalbgruppe wenn die Verkapfung- die folgende
Identitit erfullt.

(Vae H)(VMbe H)(Nce H)[a-(b-¢c) = (a-b) -]
Wir sprechen dann von einassoziativei/erknlipfung.

1.1.2 Bemerkunglst # = (H,-) eine Halbgruppe und sing, ...,a, € H, SO
hangt wegen der Assoziatiaitvon- der Wert des Produkis, - - - a,, nicht von der
Beklammerung ab. Wir definieren daher

a' =aunda"”tt =q-a”
und erhalten
a"t =" . ™ und(a")™ = ™. (1.2)

1.1.3 Definition SeiH = (H,-) eine Halbgruppe. Ein;, € H heif3tlinksneutral
in H, wenn

(Va€ H)ler, - a = al
gilt. Analog heilter € H rechtsneutrain #, wenn

(Va€ H)|a-er = al
gilt. Wir nennene € H neutral wenne sowohl links- als auch rechtsneutral ist.
1.1.4 SatzEine Halbgruppe besitztdthstens ein neutrales Element.

Beweis: Sindey, e € H neutral, so folgt soforé; = ey - e = es. |

19



1. Vektordume

1.1.5 Definition Sei# = (H,-) eine Halbgruppe und;, € H ein linksneutrales
Element in#H. Gilt a - b = ey, fur a,b € H, so heil3ta ein Linksinverses/on

b. Analog heil3ta € H ein Rechtsinversefir b € H, wennb - a = ep fur ein

rechtsneutralesp € H qilt.

1.1.6 Definition Eine Gruppeist ein Paalg = (G, -) , wobei- eine Verknipfung
auf @ ist, die den folgenden Bedingungen geit”
(G1) G = (G,") ist eine Halbgruppe.
(G2) Es gibt ein linksneutrales Elemént € G.
(G3) Zujedemu € G existiert ein Linksinverses bzdly .
In Formelschreibweise lautds2) und (G3)
(31 €@)[(Vae @)1 -a=a) A (VaeG)(FbeG)(b-a=1L)].

1.1.7 SatzlstG = (G, -) eine Gruppe mit linksneutralem Elemdnt, so gelten:
() Jedes linksinverse Element Biglich 1, ist auch rechtsinvers bzgl,,.
(i) 1y ist das eindeutig bestimmte neutrale Elemerg.in

(iii) Das linksinverse Element jedese G ist eindeutig bestimmt.

Beweis: (i) Seiena,b € G mitb-a = 1. Wir wahlenc € G so, dalk- b = 1y,
gilt. Dannista-b=17-a-b=c-b-a-b=c-1-b=c-b=1p.

(i) Seia € G. Nach(i) gibt eseinb € Gmita-b = b-a = 17. Dann gilt
a-1p =a-(a-b) =(a-b)-a =11 -a = a. Nach 1.1.4 ist dani;, eindeutig
bestimmt.

(i) Seia € Gundb-a =a-c = 1p. Dannfolgtb =b-1; =b-(a-c) =
(b-a)-c=1p-c=c 0

Mit 14 bezeichnen wir das nach 1.1.7 eindeutig bestimmte neutrale Element einer
GruppeG = (G,-), zua € G seia ! das eindeutig bestimmte Inverse. Ist aus
dem Zusammenhang klar, um welche Gruppe es sich handelt, so schreiben wir im
allgemeinenl anstattl ;. Anstelle vona - b schreiben wir in Zukunft oft kurzb.

1.1.8 SatzEin HalbgruppeG = (G,-) ist genau dann eine Gruppe, wenn die
Gleichungeru - y = bundy - a = bfur alle a, b € G eine LWosung inG haben.

Beweis: Ist G eine Gruppe, so ist := ¢~ 'b eine Losung vomaz = bundy :=
ba~"' eine Losung vorya = b.
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Fur die Gegenrichtung gehen wir davon aus, dafine Halbgruppe ist und die o.a.
Gleichungen inG losbar sind. Dann igt # () und wir wahlen daher eih € G
und suchen eine dsung der Gleichungb = b. Sei diesee. Zu jedema € G
gibt es dann eine @asung vonby = a, d.h. einc € G mit bc = a. Damit folgt
ea = ebc = bc = a. Also iste linksneutral. Da wir die Gleichunga = e fur alle
a € G lbsen kbhnen, hat jedes € G beziglich e ein linksinverses Element. Somit
ist G eine Gruppe. O

1.1.9 Definition SeiG = (G,-) eine Gruppe und/ C G. Wir nennenU eine
Untergruppe vorg, wenn(U, -) eine Gruppe ist, d.h. wenn

(VzeU)(VyeU)[zy € U]

gilt und alle Gruppenaxiome et sind.

1.1.10 SatzSeiG = (G, -) eine Gruppe. Eine nicht-leere MengeC G ist genau
dann eine eine Untergruppe véh wenn(Va € U) (Vb€ U)[a - b * € U] gilt.

Beweis: Ist (U, -) eine Untergruppe und sindb € U, so ist auchs, b~ ! € U und
damit auchab=! € U. Gelte nun umgekehftva € U) (Vb€ U)[ab~! € U]. Dann
folgt insbesonderé = aa~' € U und flirb € U damitauchl - b= = b~ € U.
Wegen(b=1) " - b=l =1 =b-b" folgt (b=1) " = bund fiir a, b € U erhalten
wir demnacha, b1 € U und schlieRlicha - (5~ 1) " = a - b € U. Damit ist
U abgeschlossen unter der Vedgiling -, enttélt das neutrale Elemetund mit
jedem Elemenb auch sein inverses. Also i§l, -) eine Gruppe und somif eine
Untergruppe vorg;. ad

1.1.11 Definition Ist G = (G, -) eine Gruppe und gilt
(Va€eG)(VbeG)a-b=>b-al,

so heil3tG kommutativoder abelsch Oft werden abelsche Gruppen additiv ge-
schrieben, d.h. wir schreiben+ b statta - b , 0 statt1 und —a statta~!. Anstelle
vona + (—b) schreibt mar — b.

1.1.12 Beispiele(i) Wir sehen leicht, dafl} die Menge der natirlichen Zahlen
zusammen mit der Addition ein Halbgruppe bilden. We@en n = n fur alle
n € Nist (N,+) eine Halbgruppe mit neutralen ElementJedoch ist(N, +)
keine Gruppe, da wir zu eineme N keinm € N mit n + m = 0 finden kdnnen.
(i)  Wollen wir (N, +) zu einer Gruppe machen, saisséen wir zu jedem € N
sein Inverse$—n) hinzunehmen. Dies ergibt die Menge= NU {—n| n € N}
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1. Vektordume

der ganzen Zahlendie mit der Addition eine abelsche Gruppe bildet. Die Moti-
vation zur Eintihrung ganzer Zahlen liegt natich darin, Gleichungen der Form
n 4+ x = m l0sen zu kihnen.

(i) Die MengeZ der ganzen Zahlen zusammen mit der Multiplikation bildet
wieder eine Halbgruppe mit neutralem Elemé&nbDiese B3t sich nicht so leicht zu
einer Gruppe machen, da sialr ) keine inverses Element definiereal3t. Den-
noch ERt sichZ durch Hinzunahme derdsungen der Gleichungen- z = b fur

a # 0 zu der Mengd) derrationalen Zahlererweitern, deren vof verschiedenen
Elemente zusammen mit der Multiplikation eine Gruppe bilden.

(iv) Ein Ihnen vielleicht weniger vertrautes Beispiel einer Gruppe erhalten wir,
wenn wir Permutationerbetrachten. Dazu bezeichdg, die n-elementige Men-

ge{l,...,n}, die wir als paradigmatischuf eine beliebige:-elementige Menge
betrachten wollen. Sei nun

Sy = {r| mN, — N, bijektiv}. (1.2)
Ein 7 € S, heildt einePermutationder Zahlenl, ..., n. Wir beobachten, daf}

(Sn, o) eine Gruppe bildet, wobei wie im Abschnitt 0.5 die Komposition von
Abbildungen bedeutet. Zahst folgt aus Lemma 0.5.4, dal3 mito € S,, auch
moo € S, gilt. Aus Lemma 0.5.5 folgt, dafél 5, ein neutrales Elementf die
Komposition ist und zu jedem € S, ein inverses Element~! existiert. Man
nenntS,, die symmetrische Gruppé&berzeugen Sie sich, daR diese Grupjmht
kommutativ ist.

1.1.13 Definition SeienR # (), +: R x R — Rund-: R x R — R Verknlip-
fungen aufR. Das TripelR = (R, +, -) heil3t einRing wenn die folgenden Bedin-
gungen et sind:

(R1) (R, +) isteine additive abelsche Gruppe,
(R2) (R,-) isteine Halbgruppe,
(R3) es gelten di®istributivgesetze
(Va € R)(Vb€ R)(Vc€ R)[a-(b+c) = a-b+a-c A (a+b)-c = a-c+b-(]
Hat (R, -) ein neutrales Element, so heiRtein Ring mitl. Nach Satz 1.1.4 hat ein

Ring hochstens einé.
Gilt (Va € R)(Vb€ R)[a-b=1b- a], so heil3tR kommutativ

1.1.14 Einige Rechenregelnui'Ringe
(0) —(-a)=a
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1.1. Gruppen, Ringe undd{per

i) 0-a=a-0=0
(i) (—a)-b=—(a-b)=ua-(-b)
(i) (—a)-(=b)=a-b

Beweis: (0) Wegen—(—a) + (—a) =0unda + (—a) = 0ist —(—a) = a nach

Satz 1.1.7 ().

(i) 0-a+b-a=0+0b)-a=">0-a. Alsoist0-a = 0. Analog erfalt man

a-0+a-b=a-(0+b)=a-bunddamitz-0 = 0.

(i) ab+ (—a)b = (a —a)b = 0-b = 0. Also ist —ab = (—a)b. Analog gilt
a(—b) + ab = a(b—b) = a-0 = 0und damit—ab = a(—b).

(i)  (—a)(=b) = —((—a)b) = (=(—(ab)) = ab. 0O

1.1.15 Definition SeiR = (R, +,-) ein Ring. Ein Element. € R heil3tlinker
Nullteiler in R, wenna # 0 ist und es eirb € R gibt mitb # 0 undea - b = 0.
Analog heil3ta € R rechter Nullteilerin R, wenna # 0 ist und es eirb € R gibt
mitb # 0undb - a = 0.
Ein Ring ohne Nullteiler heif¥ullteilerfrei.
Ein nullteilerfreier Ring mit 1 heif3integritatsring
1.1.16 Lemmalst R nullteilerfrei, so gelten die Krzungsregeln
b-ra=b-cAb#0 = a=c
und
a-b=c-bANb#0 = a=c

Beweis: Aus ba = bc undb # 0 folgt b(a — ¢) = 0. Dab # 0 und R keine Null-
teiler hat, mull — ¢ = 0 sein. Damit folgt abet: = c. Die zweite Kirzungsregel
folgt analog. O

1.1.17 Definition SeiR = (R, +,-) ein Ring. IstU C R, so heil3t(U, +,-) ein
Unterring oderTeilring von R, wenn(U, +, -) ein Ring ist, d.h. wenn gilt

e (U, +) ist eine Untergruppe vofiR, +)

und

e (Va,beU)la-beUl.

1.1.18 Beispiele(i) Die MengeZ ist mit den Verknipfungen+ und- ein Ring.
Der RingZ ist nullteilerfrei und besitzt eing, damit istZ ein Integrigitsring.
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1. Vektordume

(i) Eine weiteres Beispiel ist die endliche Meriggt - Z := {0, 1,2, 3}, dessen
Verkntipfungen durch die Verlkupfungstafeln

IR [IO]IW|IN|IN

IN|IR|IO]lw||lw

|

INO]|IN]|IN

=[Nl 1w

I[N |
I[N

I[Nkl +
TN I™Y (=) |[l=)
IOl |IN|IF || I~

gegeben sind. Man rechnet leicht nach, dal3 es sich mit den angebenempifenkn”
gen um einen Ring handelt. Man athZ/4 - Z, indem man in den ganzen Zah-
len “modulo 4” rechnet. Das heif3t, man addiert und multipliziert die Elemente in
{0,1,2,3} als ob sie ganze Zahlenaren, teilt dann durch und befalt nur den
Rest. Dies ergibt dann immer eine Zahl zwischamd 3.

Beachte, dalZ /4 - 7Z wegen2 # 0 aber2 - 2 = 0 Nullteiler besitzt.

(i) Das obige BeispieHRt sich verallgemeinern Zyk -7 = {0,1,...,k — 1}
indem man “moduld” rechnet, d.h. die Elemente vd®, 1, ...,k — 1} wie ganze
Zahlen addiert und multipliziert, duradhteilt und nur den Rest balt. Versuchen
Sie einmal, sich davon aubérzeugen, dal3 dieser Ring genau dann ein Inagpit”
ring wird, wennk eine Primzahl odet = 1 ist.

1.1.19 Definition Ein Ring C = (K, +, -) heif3t ein(Schief-) Korper, wenn gilt

(K1) Kistein Ring,
(K2) K*={ke K| k # 0} bildet zusammen miteine Gruppe.

1.1.20 Folgerungen(i) Jeder Korper hat mindestens zwei Elemente.

(i) Jede Gleichung der Form + x = bist in einem Krper eindeutig dsbar.

(iii) Jede Gleichung der Form-x = bundy-a = bistfur a # 0in einem Krper
eindeutig bsbar.

(iv) Jeder Korper ist ein Integriftsring.

Einen Schiefkfper mit kommutativer multiplikativer Gruppe heif3t dommutati-

ver Korper. Oft spricht man nur von Erfpern und meint damit kommutativeokper

im Gegensatz zu Schiafkpern.

Im folgenden betrachten wir nur noch Korper, d.h. Schiefkdrper mit kommu-
tativer multiplikativer Gruppe.
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1.2. Vektoraume

1.2 Vektorraume

Seiim Folgenderk stets ein kommutativer étper. Die Elemente voK bezeich-
nen wir durch kleine griechische Buchstabens, v, . ...

1.2.1 Definition Eine Mengel” heil3tVektorraumiber dem Kiper K — oderK-
Vektorraum —, wenn gilt:

(V1) Es gibt eine Verkipfung+:V x V. — V so, da(V, +) eine additive
abelsche Gruppe ist.

(V2) Es gibt eine Abbildung K x V. — V (skalare Multiplikation) mit fol-
genden Eigenschaften:

(V21) (a+pB)-a=a-a+f-a.
(V22) ao-(a+b)=a-a+a-b.
(V23) a-(f-a) = (a-p)-a.
(V24) 1-a = a.

Die Elemente vorV heilRenVektoren Anstatta - a schreiben wir oft kurzva.

1.2.2 Folgerung SeiV ein K-Vektorraum. Es giltea = 0y genau dann, wenam =
0y odera = 0 ist, wobei0y das neutrale Element (Nullelement) der additiven
abelschen GruppéV, +) und0x das Nullelement desd{pers K bedeuten.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Richtung=: Wir erhaltenaa = (o + Ox)a =
aa + 0ga. Damit istOxa = 0y. Analog istaa = a(a + Oy) = aa + a0y und
somitaOy = Oy .

Zum Beweis der Gegenrichtung seiaa = Oy fur o # 0. Dann folgtl - a =
a laa = a 10y = 0y. Also ista = 0y nach(V24) |

1.2.3 Einige Rechenregeln
(i)  (—a)a=—(aa)
(i)  a(—a) = —(aa)

Ist f:N — V eine Abbildung, so definieren wiirfn > m rekursiv
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1. Vektordume

> f) =

ntl (1.3)
Zf(i Zf )+ f(n+1).

Dann gelten:

(iii) a(z a;) = Z(aai)

V) (3 ei)a=) (wia)

(V) Z(aiai) + Z(/Bz'ai) = Z((Oti + Bi)ai).

Beweis: (i) aa+ (—a)a = (o —a)a=0-a=0. Damitist—(aa) = (—a)a.

(i) a(-a)+aa=a(-a+a)=a-0=0.Alsoist—(aa) = a(—a).

(i)  Wir fuhren Induktion nach. Den Induktionsbeginn liefest = m. Dann
erhalten wira > a; = aa, = Y-, aa; Fir den Induktionsschritt ha-
ben wir die Induktlonsvoraussetzumgz = Y i, aa;. Damit erhalten
wir o S0 a; = (i, @i+ ang) = azzzm ai + aapy =, oa; +
Qlpi1 = El maa.

Analog zeigt mar{iv).

(v) Auch hier fihren wir Induktion nach. Fir n = m erhalten wiry ;" «;a;+

Z:nm Bit; = Cmam + Bmtm = (G + Bm)am = E (ai + Bi)a;. Der Induk-
tionsschritt ergibt sich aug’”rl o;a; + th}l Bia; = Z?:m ;i + oy y1ap41 +

Zz:m Bia; + ﬁn+1an+1 = Zzzm(az + /Bz)az I" On+t10n4+1 + ,Bn+1an+1 =
S (a4 Bi)ai + (ang1 + Bag1)angt = Soit ) (e + Bi)ai. 0

1.2.4 Definition Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmeng& C V mit U # ()
heil3t einTeilraum( oderUntervektorraurh von V', wenn

Ul) (MueU)(VveU)u+wvelU]

(U2) (VaeK)(VYueU)lau € U]

gilt.

1.2.5 SatzSei V' ein K-Vektorraum. Dann isU C V, U # () genau dann ein
Teilraum vonV, wennU mit den OperationeR-, - vonV ein Vektorraum ist.
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1.2. Vektoraume

Beweis: =: SeiU ein Teilraum vonV. Dann istU # () und flir a,b € U folgt
(—1)b = —b € U. Dann ist auchu — b € U und somit nach Satz 1.1.10 eine
Untergruppe der abelschen Gruppe. DadnitE K unda € U auchaa € U ist,
Ubertragen sich diabrigen Vektorraum-Axiome volr, wo sie ja nach Vorausset-
zung gelten, aut/.

<: IstU ein Vektorraum, so idt/ # (), da zumindesh € U gelten muf3. Darter
hinaus mufdJ als Vektorraum gegeioer Addition und skalarer Multiplikation ab-
geschlossen sein. O

1.2.6 SatzSeiV ein K-Vektorraum undU;| i € I} eine Familie von Teitiumen
vonV. Dannist{U;| i € I} wieder ein Teilraum voi¥.

Beweis: Sei U := ({U;| i € I'}. Da jedes deU; zumindest die0 enthalten
muf, folgtd € U. Damit istU # (). Gilt a,b € U unda € K so erhalten wir
(VieI)[a,b € U;] und, da alleU; Teilraume sind,(Vi € I)[a + b € U;] sowie
(Vi € I)[aa € U;]. Damitista + b € U als auchwa € U undU ist ein Teilraum.
a

1.2.7 Definition SeiV ein K-Vektorraum undl C V. Dann definieren wir
(M) := ﬂ{U CV| M CU AU ist Teilraum vonV }.

Wir nennen(M) dasErzeugnisoder denSpanvon M oder auch den voiM auf-
gespannten Raurie MengeM heil3t einErzeugendensystefar (M).

Nach Satz 1.2.6 istM) ein Teilraum vonV'. Als Beispiele erhalten wir den Null-
vektorraum, dessen einziger Vektor der Nullvektor ist als

(0) =0 (Null-Vektorraum)

und irv e V

({v}) ={aw]| a € K}
den von einem einzigen Vektoraufgespannten Raum. Anstelle vidm, . .., v, })
schreiben wir in Zukunft einfackwy, ..., v,). Wir wollen dieses Beispiel im fol-

genden Satz noch vertiefen.

1.2.8 SatzSeiV ein K-Vektorraum undv/ C V', dann gilt

n
(M) ={)_eai| neNAo; €K Aa; € M}.
=1
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1. Vektordume

Man nennt einen Ausdruck der Fofm;", «;a; eineLinearkombinatiorder Vek-
torenay, ..., a,. Der Span vornV/ ist damit die Menge aller Linearkombinationen
von Vektoren in M.

Beweis: Sei

n
U::{Zaia” neENANw; € KAa; € M},

i=1
d.h. U ist die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren dds Zuréchst
ist klar, dal3 die Summe zweier Linearkombinationen von VektorenAwgeder
eine Linearkombinationen von Vektoren alis ist. Damit istU gegemiber der
Addition abgeschlossen. Offensichtlich isiriz = > , aa; € U auchfa =
S o(Bag)a; € U. DamitistU ein Teilraum vorl/. Wegeru = 1 -« gilt natlirlich
aucha € U fur allea € M. DamitistM C U. Um auch die umgekehrte Inklusion
zu erhalten, ra§sen wir zeigen, daf3 jeder Teilraum vidnder M umfaldt, auci/
umfafdt. Sei alsd4 C W undW ein Teilraum vonl/. Wahlen wira € U, so gilt
a =Y aa; mite; € Kunda; € M. WegenM C W erhalten wir dann aber
soforta = )" , wia; € W, daW als Teilraum gegambier skalarer Multiplikation
und Addition abgeschlossen ist. O

1.2.9 Definition Ein K-Vektorraum hei3endlich erzeugtwenn es eine endliche
TeilmengeM C V mit (M) =V gibt.

1.2.10 Satzlst V' endlich erzeugt und gl = (M) fur M C V, so gibt es eine
endliche Teilmeng@/, C M mitV = (M,).

Beweis: SeiV = (v1,...,v,). Dann gibt es zu jedem; fur 1 < 7 < n ein
n; € N und Vektorena;i,...,am, € M mitv; = > )" | a;,a,,. Dann erhalten
wir My = {ai| i=1,...,n;k=1,...,n;} als eine endliche Teilmenge von
M und flir jedesv € V folgt nach Satz 1.2.8

n n;

n
v = Z av; = Z Z ;0GR € <M[)>
=1

i=1 k=1
DamitistV = (M). 0
1.2.11 Definition SeiV ein K-Vektorraum. Eine Teilmeng&/ C V heif3tlinear

abhangig genau dann, wenn es eine endliche Teilmefgge...,a,} € M und
Elementeny, ..., a, € K gibt mit

n
(1 Z0V ... Va, #0) A Zaiaizo.
i=1
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1.2. Vektoraume

Anderenfalls hei3l/ linear unablaingig D.h. M ist genau dann linear unadgig,
wenn {ir jede endliche Teilmenggu1, . .., a,} C M und fiir alle Tupely, ..., ay,
von Elementen auk gilt:

n

Zaiaizo = a1 =...=a, =0.

i=1
Der Begriff der linearen Unalamgigkeit istder zentrale Begriff der linearen Al-
gebra. Ist nuqvy,...,v,} eine endliche Menge linear adhgiger Vektoren eines
VektorraumesV/, so bedeutet das, daR si@lausvy,...,v, als nicht triviale Li-
nearkombination darstellem®t, d.h. dal es;,...,a, € K gibt, die nicht alle
verschwinden und doch™? ;| a;v; = 0 gilt. Sind vy,...,v, jedoch linear un-

ablangig, so &Rt sich died nur trivial darstellen, d.h. auy_!" , a;v; = 0 folgt
ar=...=a, =0.

1.2.12 Bemerkungst M C V mit0 € M, so istM linear abrangig wegen

n
a1y ., ap €E M ANa; =0 = Zaiai:0fUra1:1,a2:...an:0.
i=1

1.2.13 Satzlst V ein K-Vektorraum unday,...,a, € V mitn > 1, so sind
aquivalent:

@) a1,-..,a, sind linear abkngig,

(i) eines dera;,i € {1,...,n} ist eine Linearkombination darbrigen, d.h. der
Vektoren infa;| j € {1,...,n} A i #j},

(i) (ai,...,an) wird bereits durchn. — 1 viele Elemente;, , ..., a;, _, erzeugt.

Beweis: ()= (ii): Sinday,...,ay linear ablangig, sogibteseipe {1,...,n}
und einaj € K mit Q; ;é 0 und Z?:l aza; = 0. Also aj = Z?:l ozj_l(—ai)ai.

i#]
(II) = (III) Seiaj = Z?:l a;a;. FUrb € (a,l, ce ,an> gllt dannb = ZZ:l Bray =
i#]

>kt Brap+Bi Y1, ciai = Y (BrtBiow)ar € (a1, ... 451,011, ., an).
k£ i#j kg

(i) = (i): Ohne die Allgemeinheit einzus@mken, difen wir (a1,...,a,) =

(ag,...,an)annehmen. Dannisy = >, a;a; und damitl-a; +Y ;. , —wia; =

0. Dal # 0 ist, folgt daraus, daB,, ..., a, linear ablngig sind. O

1.2.14 Korollar Jeder endlich erzeugt& -VektorraumV' besitzt ein linear un-
abhangiges Erzeugendensystem.
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Beweis: Wir fuhren den Beweis durch Induktion nachSei{a4,...,a,} Erzeu-
gendensystem vowi. Fiirn = 0 ist V' = 0, und wir sind fertig, da die leere Menge
linear unabhngig ist. Istn = 1, so folgt die Behauptung aus der Tatsache, daf3
ein einzelner Vektow # 0 immer linear unabdrigig ist. Sei alsm > 1. Sind
ai,...,a, linear unabhngig, so sind wir fertig. Anderenfallsokhen wir nach
Satz 1.2.13 (iii) einen der Vektoren im Erzeugendensystems weglassen und er-
halten so(ay,...,a,) = (a;,,-..,ai,_,). Nach Induktionsvoraussetzung esith”
(aj,,...,a;, ,)einlinear unablrigiges Erzeugendensystem und wir sind fertig.

0

1.2.15 Definition Ein linear unabhigiges Erzeugendensystehfur einen K-
VektorraumV heil3t eineBasisvon V.

1.2.16 Satzlst V ein K—Vektorraum undB eine Basis vorV/, so [t sich jedes
von( verschiedene € V eindeutig (bis auf Umnummerierung) als Linearkombi-
nation von Elementen aus darstellen.

Beweis: Da B ein Erzeugendensystem véhist, finden wir zuv € V mitv # 0
Vektorenby,...,b, € B und Korperelementey;,...,a, mitv = > 1" a;b;.
Um die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen, nehmen wir an, daf} @auch
>oiy Bib; mith; € Bundp; € K gelte. Sei nur{cy, ..., ¢k} = {b1,..., by} N

{t/1,...,V'n}. Nach geeigneter Umnummerierung erhalten wir dann
k n k m
v = Z a;c; + Z a;b; und v = Zﬁlcl + Z sz;
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1

Damit folgt 0 = 3% (a; — Bi)ei + 04y cibi + S, —Bib.. Da B eine
linear unabhhgige Menge ist, folgern wir daraug = 3; = 0 fur k& < 7 und damit
m=n=kundg; = g; furl <i <k. O

Wir wollen eine MengeB C V von Vektorenmaximal linear unab&ingig nennen,
wennB linear unabhngig ist, aber die MengB U {v} fur jedesv € V' \ B linear
abhéangig ist.

Analog nennen wir eine Menge C V' ein minimales Erzeugendensystemenn
V = (E)ist, aber(E \ {v}) # V fur jedesv € E qilt.

1.2.17 SatzFur einen K—Vektorraumy und B C V sind aquivalent:
() B ist eine Basis vorv'.
(i) B ist eine maximale linear unalingige Menge.

(i) B ist ein minimales Erzeugendensystem.
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Beweis: ()= (ii): Istv € Vundv ¢ B, so folgtv = Y | e;a; und damit
S aja; — v = 0. Also ist BU {v} linear ablingig. Damit istB eine maximal
linear unabhhgige Menge.

(i) = (iii): Sei B maximal linear unakdrigig. Dann gibt es zw € V' \ B
Korperelementey, ay,...,a, € K sowieby,...,b, € Bmita # 0 undav +
S ;b = 0. Damitistv = Y° | (—a;a )b, Damit ist jedesy € V eine
Linearkombination von Elementen 8 und B ist ein Erzeugendensystem.avé”
B nicht minimal, so éinden wir eirb € B so, dalRB \ {b} noch immer ein Erzeu-
gensystem ware. Insbesondereasé danrb = " | o;b; mitb; € B\ {b}. Das
steht aber im Widerspruch zur linearen Unabgigkeit vonB.

(i) = (i): Nehmenwir an, daB® noch keine Basis ist, so muRlinear ablaihngig
sein. Dann gibt e8y,...,b, € Bunday,...,a, € K, die nicht alle verschwin-
den mit0 = 37 | a;b;. Ista; # 0, so folgth; = >°7 , (—a;e;~")b; und damit

1]
V = (B\ {b;}). Dies steht aber im Widerspruch zur Minimatition 5 als Erzeu-
gendensystem. O

Unser Ziel wird es nun sein, den folgenden Satz zu beweisen.

1.2.18 SatzJederK-VektorraumV mit V' # 0 besitzt eine Basis.

Die Schwierigkeit im Beweis dieses Satzes liegt darin, daf3 es nicht endlich er-
zeugte Vektomime gibt. EF endlich erzeugte Vektatime ist Satz 1.2.18 eine
sofortige Folgerung aus Korollar 1.2.14. Man kann ihn im Vereine mit Satz 1.2.10
sogar in der folgenden Art versatien.

1.2.19 SatzJeder endlich erzeugte Vektorraum, der nicht der Nullraum ist, besitzt
eine endliche Basis.

Im Falle von unendlich erzeugten Vektaarnen wird sich der Beweis schwieri-
ger gestalten, da wir etwas maliver die zugrunde liegende Mengenlehre wissen
mussen. Wem diesuf"den Anfang zu schwierig erscheint, sollte den folgenden
Abschnitt iberschlagen und im Beweis von Satz 1.2.20 den “Limesfall” einfach
auslassen.

Ein kleiner Exkurs ins Unendliche

Wir haben die natflichen Zahlen als eine durch die kanonische Ordnung wohlgeordnete
Menge eingefhrt. Man abstrahiert nun von der zugrunde liegenden Menge und betrachtet
nur den Typus der Ordnung (Mathematisch exakt ist der Ordnungstypués)diealenz-
klasse von Ordnungen, wobei zwei Ordnungenivalent hei3en, wenn sie sich ordnungs-
treu und bijektiv aufeinander abbilden lassen.). Die Ordnungstypen von Wohlordnungen
bezeichnet man al®rdinalzahlen Endliche Mengen lassen sich bis aduivalenz nur
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auf eine Art ordnen. Den Ordnungstypus eimeelementigen Menge identifiziert man
mit der natirlichen Zahln. Natirliche Zahlen lassen sich also als endliche Ordinalzahlen
auffassen. Den Ordnungstypus der Ordnung allasrtieien Zahlen in ihrer kanonischen
Ordnung

0,1,...
——

w

bezeichnet man als. Dies ist der einfachste unendliche Ordnungstypus.ufiendliche
Mengen gilt nun aber nicht mehr, daR sie sich bis/Aatiivalenz nur auf eine Art ordnen
lassen. So erhalten wir eine neue Ordnung, wenmiwik, n < (m # 0An #
0Am<n)V (m#0An=0)setzen. Dann haben wir eine Ordnung

1,2,...,0, (1.4)

die sich offensichtlich nicht mehr bijektiv ordnungstreu auf eine Menge vom Ordnungs-
typusw abbilden 13t, da sie ein @fdtes Element,arilich0, besitzt, was beb nicht der

Fall ist. Andererseits sind aber der Ordnungstypus %o ... und 1,2, ... offensicht-

lich gleich. Damit ist der Ordnungstypus var2, .. ., 0 offenbar goRRer alsv, da er einen
Ordnungstypus als ein echtes Anfangsaik entlalt. Anschaulich kann man sich das so
vorstellen, da? man eine Menge vom Ordnungstypiestiggezhlt hat und dann um eines
weiter zhlt. Es handelt sich also um eine Fortsetzung dddptozesses in das Unendli-
che. Die in (1.4) gezeigte Ordnung ist offensichtlich wieder eine Wohlordnung. Da sie um
genau ein Elemeniberw hinauszhlt, sagen wir, dal3 sie den Ordnungstypysl hat. Wir
kdnnen den Prozel3 fortsetzen, indem wir eine Wohlordrayg. . ., 0, 1 vom Ordnungs-
typusw + 2, eine Wohlordnungc, kE+1,. .;,9, 1,....k— 1Jvom Ordnungstypus + &,

-~

w k
eine Wohlordnung, 2, .. .,1,3...vom Ordnungstypus +w angeben, in der alle geraden
—— ——
w w
Zahlen vor den ungeraden kommen und so fort.

Was man aus diesen Beispielen lernen sollte ist die Tatsache, dal? drei Arten unendlicher
Ordinalzahlen auftretendkinen:

e Die Ordinalzahl0 als der Ordnungstypus der leeren Menge, die detif@hen Zahl
0 entspricht;

¢ Ordinalzahlen die einen Ordnungstypus rapentieren, der ein @fites Element be-
sitzt, wie z.B. jede endliche Ordinalzahl, die Ordinalzahles 1, w + &, ...; diese
Ordinalzahlen heiBeMNachfolgerzahlenda zwischen ihrem Voémnger, den man als
Ordnungstypus der Ordnung €ih, in der man das gif3te Element einfach fo#ft,
und der Ordinalzahl selbst keine weiteren Ordinalzahlen liegen.
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e Ordinalzahlen, die einen Ordnungstypus régentieren, der kein gfdites Element be-
sitzt, wie z.bw, w + w, etc. Diese Ordinalzahlen nennt maimeszahlenHat man
namlich eine Limeszahl und eine Ordinalzaht kleiner als), d.h. der Ordnungs-
typuso ist aquivalent zu einem echten Anfangsst einer durch)\ reprasentierten
Ordnung, so ist der Nachfolger + 1 vono noch immerquivalent zu einem echten
Anfangsdick der durch\ reprasentierten Ordnung und damit kleiner als

Die Klasse On der Ordinalzahlen erweist sich selbst als wohlgeordnet. Damit folgt das
Prinzip der Induktioruber Ordinalzahlen genauso, wie wir @s fiatitliche Zahlen gefol-
gert haben. Wir erhalten also in Verallgemeinerung von 0.6.4:

Gilt (V¢ € OM[((VO)(¢ <& = F(())) = F(£)], sofolgt(v¢ e OMF(E).  (1.5)

Wollen wir 0.6.5 verallgemeinern, so habe wir die drei Typen von Ordinalzahlen zu beach-
ten.

Gilt der Induktionsanfang’(0),

der InduktionsschritfV¢ € On)[F'(€) = F(€ + 1)]

und der Limesschrittvé < A\)F(¢) = F(\) fur Limeszahlen,
so folgt(V¢ € On) F ().

(1.6)

Ebenso lassen sich Funktionen rekunsbei Ordinalzahlen definieren. Wir erhalten die
folgende Verallgemeinerung von 0.6.6

Definition durch transfinite Rekursion Sind die Abbildungeg: M — N und
h:Onx N x M — N gegeben, so ist die durch die Rekursionsvorschrift
f(0,z) = g(x)

(V€€ ON)[f (£ + 1,2) = h(E, (£, 2), )]
fA ) = Ugcy f(§ o) far Limeszahlen

definierte Funktiorf: Onx M — N eindeutig bestimmt.

Natirlich muB hierbei sicher gestellt sein, dd@_, f(¢, z) immer wieder ein Element von
N ist. Man kann die Rekursion wie in 0.6.6 statt Baiuch bei jeder beliebigen Ordinalzahl
beginnen lassen.

Die Annahme, die wiuber unsere Mengenwelt nun machen, ist der

Wohlordnungssatz ~ Jede Mengé/ € U/ lal3t sich wohlordnen.

Der Ordnungstyp derndkzesten Wohlordnung, die sich auf einer Meddealefinieren &l3t,

heif3t dieKardinalzahlder MengeM/ und wird im allgemeinen mitd/| bezeichnet. Man
kann daher die Forderung des Wohlordnungssatzes auf die“Beda Menge besitzt eine
Kardinalzahl” bringen.

Der Wohlordnungssatz mag einem achst merkwidig anmuten. Eine Wohlordnung der
Menge der reellen Zahlen kann man sich beispielsweise kaum vorstellen. Vor dem Hin-
tergrund demubrigen Annahmenber unser Mengenuniversum ist der Wohlordnungssatz
jedochaquivalent zu einem anderen Prinzip, dem Auswahlaxiom, welches besagt:
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1. Vektordume

Auswahlaxiom  Zu jeder Indexmengé und Familie {},| + € I} von nicht leeren

Mengen), gibt es eine Auswahlfunktioh I —s | J M,, so daB
el

(Vee)(f(v) € M,)

gilt.

Das Auswahlaxiom besagt also, daf’ sich aus jedem Mitglied einer Familie nicht leerer
Mengen in uniformer Weise ein Element awdven BRt. Das klingt schon viel plausi-

bler als der Wohlordnungssatz und ist auch ein in der Mathematik allgemein akzeptiertes
Prinzip. Auf der anderen Seite leuchtet es ein, daf? sich das Auswahlaxiom aus dem Wohl-
ordnungssatz folgermf3t. Wir ordnen die Vereinigung der Meng&f) und wahlen dann

aus jedem Familienmitglied das kleinste Element aus. Auf der anderen Seite ist es auch
madglich, mit Hilfe des Auswahlaxioms jede nicht leere Merdezu zihlen. Wir fangen
einfach mit einem beliebigen Element amhien und entfernen dies an$ und setzten

diese Prozedur mit Hilfe einer Auswahlfunktion auf der Potenzmengeloso lange

fort, bis wir zur leeren Menge gelangen.

Algebraikern ist der Begriffsapparat, der mit der Einfling von Ordinalzahlen verbunden

ist, in der Regel viel zu aufwendig. (Obwohl dieses Gehiesich geseheauRerst faszi-
nierend ist. David Hilbert hat die Einfirung der transfiniten Zahlen als eine des(gen
Leistungen der Mathematik bezeichnet.) Daher machen sie sich oft eine weitere Tatsache,
das Lemma von Zorn, zu Nutze, die ihrerseits zum Auswahlaxiom und damit auch zum
Wohlordnungssataquivalent ist. Um das Lemma zu formulieren, erinnern wir uns an den
Begriff der Halbordnung. Das ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation,
die nicht unbedingt linear sein muf3, d.h. zwei Elemente des Feldes der Relatssem ™
nicht unbedingt vergleichbar sein. Haben wir eine TeilmeRge feld (R) in der je zwei
Elemente vergleichbar sind, d.h. gifz € K)(Vye K)[rt RyVx =yVy R z], sO
nennen wirK eineKettein R. Ein Element- € feld (R) ist eine obere Schrankarféine

Kette K, wenn(Vk € K)[k R r] gilt. Wir nennen ein Element. € feld (R) maximal,
wennm R r immer schonm = r nach sich zieht.

LemmavonZorn Ist R eine Halbordnung, in der jede Kette eine obere Schranke be-
sitzt, so hatR maximale Elemente.

Die Aquivalenz von Zornschen Lemma und Auswahlaxiom plausibel zu machen, ist nicht
ganz so einfach, und deshalb will ich hier auch nicht weiter darauf eingehen. Dies ist die
Angelegenheit einer Vorlesundpér Mengenlehre. Wir wollen daher hier unseren Exkurs
ins Unendliche beenden.

1.2.20 SatzSei V' ein K-Vektorraum undA ein ErzeugendensysterarfV/. Zu
jeder linear unabkngigen MengeB C V gibt es eine Teilmengé' C A mit
BnNC =pundB U C ist eine Basis voiv.

Beweis: Seix := |A|. Dann lohnen wirA schreiben alst = {a¢| ¢ < x}. (Wer
den Exkurs in das Unendliche nicht mitgemacht hat, soll Hieals endlich an-
nehmen. Dann ist eine natifliche Zahl und er kann den Limesfalbérgehen, da
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unterhalb naiilicher Zahlen keine Limeszahlen liegen. Der Beweis bleibt aber un-
ter der Voraussetzung, dal3ein endliches Erzeugendensystem istlig'korrekt.)
Durch Rekursion nach < « definieren wir uns Mengef/;.

M() =B

Ao o I MeU {a¢} falls diese Menge linear unabhgig ist
ST M sonst

M) := g, M fur Limeszahler

und setzen
M= | M.

Dann zeigen wir durch Induktion nagh dal alle Menger/, linear unabhngig
sind. Rir My = B gilt dies nach VoraussetzunguiFM,_; gilt dies nach Kon-
struktion, und haben wir schlieR3liahy, ..., a, € M, fur eine Limeszahf und
nehmen wiry_"" | a;a; = 0 an, so gibt es ein < ¢ mitay,...,a, € M,. Nach
Induktionsvoraussetzung ist abgf; linear unabhingig und damit erhalten wir
a1 = ... = ay = 0. Wir behaupten nun weiter, dal? die Menemaximal linear
unabfangig ist. DaM = |J,_,, M¢ und alle M, linear unabhngig sind, erhalten
wir wie im vorherigen Limesfall, daf3 audif linear unabhngig ist. Sei num € A
undv ¢ M. Dann gibt es ei < x mit v = a¢. Damitistag ¢ M, C M. Nach
Konstruktion vonM, . muB3 daheiM; U {a¢} linear ablaingig sein. Dann gibt es
aber Vektorenuy,...,a, € Mg C M und Kérperelementeyy, ..., o, undj so,
daRy"" | a;a;+Bag = 0ist, aber nicht alley; und g gleichzeitig0 sind. Damit ist

v eine Linearkombination von Elementeniy C M. Firv € M N A gilt dies tri-
vialerweise. [t ein beliebiges € V finden wir, daA ein Erzeugendensystem ist,
Vektorenag, , ... ,ag, € A und Kérperelementey;,..., o, Mitv = Y | wag,.
Wir haben aber gerade gesehen, daR jedeg.dey A eine Linearkombination von
Elementen inM ist. Dann ist aber auch eine Linearkombination von Elementen
in M, und M ist auch ein Erzeugendensystem. Damiti$teine Basis. Setzen
wir C := M\ B,soistC C A,BNC = (undM = B UC, und der Satz ist
bewiesen. |

Wir wollen, einfach weil man es in der Literatur oft so findet, den Satz noch-
mals mit Hilfe des Lemma von Zorn beweisen. Dazu betrachten wir die Menge
P:={BUD| D C AA BU D istlinear unabhigig}. Diese Menge wird durch

die MengeninklusionC halbgeordnet. Sei nufiE,| « € I} eine Kette in dieser
Halbordnung. Jedes, hat die Gestali? U D, und damit hat’ := |J,.; E, die
GestaltBU|J,; D,. Wie im vorherigen Beweis folgt, dal als Vereinigung linear
unabtaingiger Mengen selbst linear unaloigig ist. Damit hat jede Kette i3, C)
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eine obere Schranke und besitzt nach dem Lemma von Zorn maximale Elemente.
Sei M ein solches maximales Element. Wegkh € B ist dannM linear un-
ablengig. Istv € A, so folgt aus der Maximabit'von M, dalRM U {v} = M oder

M U{v} linear ablkahgig ist. In beiden &len ARt sichw als Linearkombination von
Elementen inV/ darstellen. D& ein Erzeugendensystem war, gile= > | oia;

mit aq,...,a, € Afurjedesy € V. Da sich jedes; € A als Linearkombination

von Elementen il darstellen &f3t, erhalten wir auch als Linearkombination

von Elementen aus/. Damit ist M auch ein Erzeugendensystem und somit eine
Basis, und wir setzen wie im vorherigen Beweéis= M \ A. 0

Beide Beweise unterscheiden sich nur in der Konstruktion der MéhgBie sich
daran anschlieBende Argumentation ist im wesentlichen identisch. Die Konstruk-
tion der MengeM ist im ersten Beweis durchsichtiger (beim Zornschen Lemma
fallt sie vom Himmel), und der Vorteil des ersten Beweises durch transfinite Rekur-
sion liegt auch darin, daf3 sich der endlich erzeugte Fall einfach durch Weglassen
des Limesfalles ergibt. Der Beweaibér das Zornsche Lemma hat seinerseits den
Vorteil, dal3 er neben dem Zornschen Lemma keineatziishien Begriffsapparat
berotigt.

Wie bereits gesagt werden in dieser Vorlesung endlich erzeugte \aktoer die
Hauptrolle spielen. & diese Vektormiume erhalten wir Satz 1.2.20 ohne den Ex-
kurs ins Unendliche.

1.2.21 Korollar Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis: Jeder Vektorraun” besitzt ein Erzeugendensystem, ABselbst. Da die
leere Menge linear unahhgig ist, lohnen wir in Satz 1.2.2B = () setzen und
erhalten so die Behauptung. O

1.2.22 Satzlst V' ein K-Vektorraum und sind3; und By Basen vonV/, so gilt
einer der folgenden &le:

(i) V=0undB; = By =),
(i) By und B, sind beide unendlich,
(i) Vistendlich erzeugt unB,| = | Ba|.

Beweis: SeiVV # 0. Ist V' nicht endlich erzeugt, so karii keine endliche Ba-
sis besitzen. Sei dahéf endlich erzeugt und3; = {ai,...,a,} und By =
{b1,...,b,} Basen. Dann ist die Meng#, := {as,...,a,} linear unabhngig
und nach Satz 1.2.17 keine Basis. Nach Satz 1.2.20 finden wir eine M&nge
By mit A;NC, = 0 so, dal4; UC; eine Basis ist. Damit ist insbesondé&re # ().
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Nun definieren wirdy := {as,...,a,} U C;. Diese Menge ist wieder linear un-
abhéngig und kein Erzeugendensystem. Nach Satz 1.2.20 finden wir eine Menge
Cy C B, so, dal4; N Cy = (0 und A5 U C,, eine Basis ist. Wir iterieren nun dieses
Verfahren und erhalten naeh-vielen Schritten eine BasiS; U ... U C,, C Bs,

so daR alleC; paarweise verschieden sind. Also j&;| = n < |By|. Vertau-
schen wir die Rollen vorB; und B,, so erhalten wir mit dem gleichen Verfahren
|Ba| < |Bi. 0

Diese Stelle erscheint mir geeignet zu sein, einmal azipieren, wie das obige
Argument“Wir iterieren nun dies Verfahren. .. zu verstehen ist. Dahinter steckt
eine Definition durch Rekursion und ein Beweis durch Induktion.attist defi-
nieren wir durch Rekursion Mengety = {a;1,...,a,} undC; C By derart, daf3
A;Ul;; Cj eine Basis bilden uni4; U, ; C;) N C; = { gilt. Wir setzenCy :=

(. Als Induktionvoraussetzung gehen wir davon aus, 4a& {a;1,...,a,} und

C; definiert sind und die geforderten Eigenschaften besitzen. Dann ist die Men-
ged; 1 U U].<i Cj; linear unabhngig und, da sie eine echte Teilmenge der Basis
A; U, <; Cjist, nach Satz 1.2.17 keine Basis. Baein Erzeugendensystem ist,
gibt es nach Satz 1.2.20 eine Mer@g.; C By, sodal{ 4,11 U Uj<z. C;) U Cita

eine Basis und 4,11 U U,<; Cj) N Ciy1 = 0 ist. Damit sind 4; und C; fur

i = 0,...,n definiert, es ist4,, = 0, C; U ... U C, eine Basis und all€; sind
paarweise verschieden.

Wann immer Konstruktionen durchteration” fortgesetzt werden, sind diese ana-
log wie im obigen Beispiel zu pZisieren.

1.2.23 Definition (Dimension eines Vektorraumey SeiV ein K-Vektorraum.
Wir definieren dessen Dimension durch

0, fallsV = 0 ist;
dimg V := { oo, falls V nicht endlich erzeugt ist;
|B|, falls B eine Basis vorV ist.

Ist es klar oder unerheblich, um welchen Gruogi€r K es sich handelt, so schrei-
ben wir kurzdim V stattdimg V.

1.2.24 Satzlst V ein K-Vektorraum und sind, ... ,a, € V linear unablangige
Vektoren, so sindquivalent:

(i) dimV =mn.
(i) ai,...,ay isteine Basis.

Beweis: (i) = (ii): Ist B eine Basis vorV/, so gibt es nach Satz 1.2.20 eine Men-
geC C B,sodal¥ay,...,a,} UC eine Basis voiV und{ay,...,a,} NC =0
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ist. Nach Satz 1.2.22 us5en dann abé? und{ay, ..., a,}UC genaun Elemente
besitzen, woraus sich’ = () ergibt, und daher isfas,...,a,} schon eine Basis.
(i) = (): Ist{ai,...,a,} eine Basis, soistimV = |{aq,...,a,}| =n. O

1.2.25 SatzSeiV ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann gelten folgende Aussa-
gen:

() Sindaq,...,a, € V linear unablangig, soisth < dim V.
(i) Wird V vonby,..., b, € V erzeugt, soislimV < m.

Beweis: (i): Sindaq,...,a, linear unabhhgig, so lassen sie sich nach Satz 1.2.20
zu einer Basiday, . ..,a, } UC mit C C V erggnzen. Also isk < dim V.

(i): IstV = (by,...,by), SO entlalt {by,...,b,} nach Satz 1.2.10 ein minima-
les Erzeugendensystem. Alsodstn V' < m. O

1.2.26 BemerkungMan beachte, daf3 die Kontraposition der Aussage (i) in Satz
1.2.25 besagt, daffif m > dim V' je m viele Vektoren stets linear abhgig sind.

1.2.27 Satzlst V' ein endlich dimensionaler Vektorraum ubdein Teilraum von
V, so gelten:

0] dimU < dimV.

(i) dimU =dimV & U=V.

Beweis: (i): Ist B eine Basis voit/, so istB eine inV linear unabhngige Men-
ge. DamitistdimU = |B| < dim V.

(i): =: Ist B eine Basis voii/, so istB linear unabhigig inV'. Aber B ist auch
maximal linear unakdrigig inV, da jede Erweiterung voB mehr alsdimU =

dim V' viele Elemente enthalten ufite, was nach Bemerkung 1.2.26 wgiich

ist. Damit istB eine Basis vori” und wir erhalterlV = (B) = V.

Die Gegenrichtung= gilt offensichtlich.

1.3 Einige Beispiele
1.3.1 Der Vektorraum K"

Sei K ein Korper. Wir definieren

K":={(aq,...,ap)| ey € Kfuri=1,...,n} 1.7)
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und nennenkK™ die Menge dem-tupel tiber K. Wir wollen Verknipfungen auf
dem K" so definieren, dalK™ mit diesen Verkopfungen zu einem Vektorraum
wird. Wir beginnen mit der Addition und setzen

(al,...,an)-f—(,ﬁl,...,ﬂn):(0114-,61,...,0{714-5“). (18)

Man nennt diese Art der Definition, die sich in jeder Komponentendtgels auf
Addition im Grundlorper bezieht, auch eirkomponentenweiseder punktweise
Definition. Die Addition imK™ wird also komponentenweise festgesetzt. Ebenso
definieren wir die skalare Multiplikation punkt- (oder komponenten)weise durch

a-(ag,...,ap) = (@ ag,..., 0 qy). (1.9)

Die Tatsache, da¥, +) eine Gruppe istubertégt sich dank der komponenten-
weise Definition unmittelbar aufK™, +). Man rechnet dies leicht nach. Das neu-
trale Element ist das-tupel, das aus lauter Nullen besteht. Das inverse Element
zu (aq,. .., ay) ergibt sich sofort al§—ay, ..., —ay,). Die Axiome (V21)—(V24)
rechnet man ebenfalls sofort nach. DamitASt ein Vektorraum. Dies ist natlich
auch fir n = 1 richtig. Jeder Kfper kann also als Vektorrauobér sich selbst
aufgefal3t werden.

Setzen wirK = R, so erhalten wir die bekannten VektarneR!, die Gera-
de, R?, die euklidische Ebene, urig®, den euklidischen Raum. Diese mag man
sich als anschauliche Beispielgr fVektorldume vor Augen halten. Dabei soll man
sich aber stets bewul3t sein, dalR diese Ve&toné noch viel zwgzliche Struktur
tragen (z.B. rechtwinkelige Koordinatensysteme), die wir im bisher eifgtdi
allgemeinen Fall noch nicht zur Vergung haben.

Kehren wir daher wieder zum allgemeinen Fall eines beliebigemp&rsK zurick.
Eine nitzliche Notationshilfe ist das von Kronecker eingatée Symbol

_J1 fallsi=j
0ij = {0 falls 7 # j. (1.10)
Mit Hilfe dieses Kroneckersymbols definieren wir die Vektoren
e? = ((5“,,5“1) (111)

Die Komponenten des Vektoed sind daher all® bis auf diei-te Stelle, an der eine
1 steht. Das Superskript lassen wir im allgemeinen weg, da es sich im Regelfall
aus dem Zusammenhang ergibt. Gilt fujY_, o;e; = 0, so erhalten wiry; -1 = 0

furs = 1,...n. Dajeder Korper nullteilerfrei ist, folgt daraug; = ... = «,, = 0.
Damit sinde, . . ., e, linear unabhngig. Anderenfalls giltdi (o1, ..., a,) € K*
stets(av,...,an) = Y.i; a;e;. Damitistey,..., e, auch ein Erzeugendensy-

stem und somit eine Basis. Also haben wir
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1.3.1 SatzDie MengeK™ dern-tupeliiber einen Krper K bilden mit der kompo-
nentenweisen Addition und skalaren Multiplikation einen Vektorraum der Dimen-
sionn. Die MengeE" := {e"y,...,e",} ist eine Basis de& ™. Sie heil3t dessen
kanonischeBasis.

1.3.2 Der Vektorraum der Abbildungen von einer Menge in einen
Korper

Ein n-tupel (aq,...,a,) € K™ lalit sich auch als eine Abbildung der Menge
f:{1,...,n} — K auffassen, die gegeben ist durf¥) := «;. Die nahelie-
gende Verallgemeinerung ist, nun die Menge aller Abbildungen einer M&rige
einen Korper zu betrachten. Sei also

Abb(X,K) := KX :={f| f: X — K}. (1.12)
Wir definieren auf AbBX, K') eine Addition und skalare Multiplikation durch

(f +9)(z) = f(z) + g(z)

(a- f)(z) = a- f(z).
Die Definition (1.13) ist so zu verstehen, dald zwei Abbildungamd g zu einer
neuen Abbildungf + g verkniipft werden, die wie in (1.13) definiert ist. Ddx)
undg(z) Elemente vorK sind, istf (z)+g(z) durch die Addition im Ktper wohl-
definiert. Ebenso werdem € K und f € K~ die in (1.13) definierte Abbildung
«- f zugeordnet. Man rechnet wieder sofort nach, @& , +) eine additive abel-
sche Gruppe bildet, deren neutrales Element durch die Nullabbil@(ng:= 0
fur allez € X gegeben ist. Das inverse Element einer Abbildyingrhalten wir

(1.13)

als—f=-1-f.
Wir erhalten einen Unterraum vaii* durch die Festsetzung
Abb[X, K] := {f € KX| f(z) = 0furfast allez € X}. (1.14)

Dabei bedeutetf ur fast allex € X", dald diesdf allexz € X bis auf endlich
viele Ausnahmen gilt. Wir wollen uns als erstes dauberzeugen, dal ApK, K|
auch tatachlich ein Unterraum ist. Sinflundg in Abb[ X, K], so gibt es endliche
MengenI, I, C X mit (Vz € I)[f(z) # 0] und (Vz € I3)[g(z) # 0]. Dann gilt
aber(f+g)(z) #0 = z € UL, d.h.(f+g)(z) = 0furfastaller € X, denn
mit I; und I, ist auchl; U I, endlich. Ebenso erhalten wir, daB rfiie Abb[X, K]
unda € K auchaf € Abb[X, K] ist.

Ist X bereits eine endliche Menge, so sind ABhK) und AblX, K] offen-
bar identisch. IstX| = n, so ist, wie bereits eingangs eatuit, Ab{ X, K) =
Abb[X, K| = K", denn fir X = {z;,...,z,} kannf € Abb(X, K) mit dem
n-tupel (f(z1),..., f(zn)) € K™ identifiziert werden.
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Bei unendlichemX liegt die Situation jedoch allig anders. Definieren wir ein
verallgemeinertes Kroneckersymbol durch

1 fallszx=ua
da(7) := {0 sonst,

so sehen wir, daf3 die Mendé,| « € X} in Abb(X, K) linear unabhngig ist.
Aus " | aid,, = 0 erhalten wir @imlich}"" | a;d,,(a;) = 0 und damite; = 0

furi =1,...,n. Andererseits ist nicht zu sehen, dal? die Funktiofgfiir a € X

auch ein Erzeugendensystem bilden. Betrachten wir jedoch den Rauj Afsh,

so ist die Menge{d,| a € X} auch ein Erzeugendensystem. Istmiich f €

Abb[X, K], so finden wir eine endliche Teilmende;,...,a,} C X, so dal
f(z) =0furallez € X\ {ai,...,a,} gilt. Dann erhalten wir offenbaf (a;) =

f(a;) - 04, (a;) und somitf (z) = D7, f(a;)dq, () fur beliebigess € X, d.h. es
ist f =", f(a;)d,,. Somit erhalten wir

1.3.2 SatzDie Menge der Funktionefy, | a € X'} bilden eine Basis des Raumes
Abb[ X, K]. Damit istdim(Abb[ X, K]) = |X]|. Ist X eine endliche Menge mit
| X| = n, soistAbb(X, K) = Abb[X, K] = K.

1.3.3 Polynome

Wahlen wir im vorherigen Beispiel al& die MengeN der natiflichen Zahlen, so
erhalten wir den Vektorraum der Polynome mit Koeffiziente&inWir definieren

K[z] := Abb]N, K]. (1.15)

Wie wir im Abschnitt 1.3.2 gesehen haben, ist die Menge der Kroneckersymbole
{6n| n € N} eine Basis de&[z]. Zu jedem von der Nullabbildung verschiedenen

f € K|z] gibt es dann ein kleinstes € N derart, da¥f(m) = 0 fur allem > n

gilt. Wir nennenn denGradvon f und notieren ihn mi&(f). Als Konvention set-

zen wirG(0) := —oo, wobei 0 die Nullabbildung ist. Jedes Elem¢gn& K|[x] ist
daher durch das Tupéf(0), ..., f(n)) mitn := G(f) vollstandig charakterisiert.
Damit bietet sich die folgende Schreibweise an. Wir schreiben

f=fO)+f)-z+f2) - -22+...+ f(n) z",

wobeiz einfach als ein Symbol eine Unbestimmte zu lesen ist. So er&it sich
auch die NotationK [z]. Diese Schreibweise hat den Vorteil, da3 wir unagok- -
chen Rechenregeln “formal” anwendeoriien. So ist z.B.uf' f = f(0) + f(1) -
T+ f(2) 22 +...+ f(n) 2" undg = g(0) +g(1) -z +g(2) 2% +...+g(m)-z™
die Summef +g = (f(0)+g(0) +(f(1)+g(1))-z+...+(f (k) +g(k))-z* mit
k= max{m,n}unda-f = af(0)+af(l)-z+...+af(n)-2". Die eigentlichen
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Vorteile dieser Schreibweise ergeben sich dann, wenn man eine Multiplikation auf
K [z] definieren und somif[x] zu einem Ring machen will. Hier definiert man

fur f =370, f(0)d; undg = 37, g(i)d;

m-+n
Frg=> (> (fG)-9()) -
k=1 i+j=k

und sieht sofort, da man dieses Produkakrfvenn mary (0) + f(1) -z +... +
f(m)-z™undg(0)+g(1)-z+...+g(n)-z" formal ausmultipliziert und dann nach
Potenzen vor: ordnet. Der Polynomrind([z] spielt in der Algebra eine wichtige
Rolle und wird uns auch in dieser Vorlesung noch mehrfach begegnen.

1.3.4 Produkte und Summen von VektoraAumen

Ist {V¢| & € T} eine Familie von Vektoatimenuber einem Grundkper K, so
definieren wir

[IVe=1sf1 £:T — |JVe A (VED)f() € VEl} (1.16)
gel ¢el

und
B Ve :={f| fe[]Ve A f(&)=o0furfastallet € I}. (1.17)
gel ¢cl

Man nennt[ ], V¢ das Produkt der Vektaatime Ve und .., V¢ das Kopro-
dukt oder die direkte Summe der VektaurneV,. Warum man von einer Summe
spricht, wird uns in Abschnitt 2.4 klarwerden.

Die Addition und skalare Multiplikation in beidena®imen wird wieder punktwei-
se definiert, d.h. durch

(f +9)(&) :== f(&) +9(¢)

und

(- £)(&) == af(E).

Da f(£) undg(¢) bei im Vektorrauml liegen, ist dies wohldefiniert.

Ist die Indexmenge endlich, z.B.= {iy, ..., iy}, So schreiben wiv;, x---xV;
anstat [,.; V;undV;, @---@V;, anstatid,_; V;. (Hierbei ist aber zu bemerken,
daR endliche Produkte und endliche Summen sich nicht unterscheiden.)
Spezial@ille erhalten wir, wenn wif = {1,...,n} undV; = V furi € I wahlen.
Dann erhalten wir den Vektorrauii™ der n-tupel von Vektoren au¥’. Untersu-
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1.3. Einige Beispiele

chungeruber Basen und Dimension Vi ; Ve und@®,; Ve wollen wir zuttick-
stellen, bis uns mehr Hilfsmittel zur Vergung stehen.
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2. Lineare Abbildungen

2.1 Homomorphismen (am Beispiel von Gruppen)

Wir haben bereits bemerkt, daf? Abbildungen zwischen Mengen eine wichtige Rol-
le in mathematischen Untersuchungen spielen. Tragen die Mengdmed&inaus
noch eine Struktur (handelt es sich also beispielsweise um Gruppen, RmgerK”™
Vektorrdume, ...), so sind die Abkilingen von besonderem Interesse, die diese
Struktur respektieren. Solche Abbildungen nennt ilamomorphismenwir wol-

len den Begriff des Homomorphismus und einige seiner wichtigsten Eigenschaften
am Beispiel der Struktur von Gruppen studieren.

2.1.1 Definition Es seien (G,o¢) und (H,op) Gruppen. Eine Funktion
f:G — H heil3t einHomomorphismusder Gruppen, wenn gilt:

(Va € G)(Yb € G)[f(aoq b) = f(a) o f(b)]-
Fur einen Homomorphismus definieren wir
Kern f ={a € G| f(a) =1g},

wobeily das neutrale Element der Grup{#, o) bedeutet. Wir nennen Kerfi
den Kern des Homomorphismyis

2.1.2 FolgerungenSei f: G — H ein Homomorphismus der Gruppen. Dann
gelten:

0 f(le) =1

@i  fla)=(fa)™"

(i)  Kern f ist eine Untergruppe vot.
(iv)  Im f ist eine Untergruppe VOR/ .

(V) fistinjektiv < Kern f = {14}.
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2. Lineare Abbildungen

Beweis: (i): Es |stf(1G) =
fe)™" fe) = f(1la)™ R
(i) f(™) - fla) = f(a” -a) = /(1
(i):  FuUra,b € Kern f gllt f(ab™ 1)
lg~ ' =1y -1y = 1y. Alsoistab! €
Untergruppe vort ist.

(iv): Sinda,b € Im f,sogibtesc,y € G mita = f(xz) undb = f(y). Damit
erhalten wirab™' = f(z)f(y) ' = f(=)f(y~") = f(zy~"'). Damit istzy~"
ein Urbild vonab—!. Damit istab~! € Im f, und Im f ist nach Satz 1.1.10 eine
Untergruppe vort.

(v): = |Ist f injektiv unda € Kern f, so folgt wegenf(a) = 1y = f(lg)
soforta = 1¢. D.h. Kern f C {14}, aber{ls} C Kern f folgt aus (iii), denn
jede Untergruppe mul3 das neutrale Element enthalten.

<: lIstKern f = {15} und f(a) = f(b), so erhalten wil gz = f(a)f(b)"" =
f(ab~") und damitab~—! = 1, woraus soforz = b durch Multiplikation mitb
von rechts folgt. O

:f( )
H-
)f

f(1
1 )

— Alsoistf(a) ' = f(a™") .
f(

-

¢ lg) =
c) - f(1
b7 = fla)f)™" = 1p -

q)=1
= a
Kern f, der damit nach Satz 1.1.10 eine

2.1.3LemmaSindf:G; — G9 und g: Go — G3 Homomorphismen, so ist
auchg o f: G; — G3 ein Homomorphismus.

Beweis: Es ist(g o f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b)) =
(go f)(a)(go f)(b). O

214 Lemmalst f:G — H ein bijektiver Homomorphismus, so ist
f~%:H — @ ebenfalls ein bijektiver Homomorphismus.

Beweis: Seiena,b € H. Daf surjektiv ist finden wirz,y € G mit f(z)

und f(y) = b. Damit folgt f ~*(ab) = f~1(f(2)f(y)) = f(f(zy)) = ;
fHa) [ ().

Ol o

Bezeichnungen

e Ein surjektiver Homomorphismus heil3t &pimorphismus

e Ein injektiver Homomorphismus heif3t édfonomorphismus
e Ein bijektiver Homomorphismus heil3t dsomorphismus

e Ein Homomorphismug : G — G heil3t einEndomorphismus

e Ein bijektiver Endomorphismus heil3t evutomorphismus
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2.2. Kanonische Faktorisierung von Homomorphismen

2.1.5 Definition Zwei Gruppen hei3eisomorph wenn es einen Isomorphismus
zwischen den Gruppen gibt.
Die Isomorphie der Gruppe@ und H wird mit G = H notiert.

2.1.6 Lemma Die Isomorphie von Gruppen ist eifquivalenzrelation auf der
Menge aller Gruppen.

Beweis: Es gilt G = G vernoge der Identdt, die offensichtlich ein Isomorphis-
mus der Gruppen ist. Damit ist die Relatighreflexiv. Gilt G = H vermoge des
Isomorphismusf: G — H, so ist nach Lemma 2.1.4 ' H — G ebenfalls

ein Isomorphismus der Gruppen, und wir haldér? G. Damit ist> als symme-
trisch nachgewiesen. Gilt schlieRli¢h= H und H = L vermoge der Isomorphis-
menf:G — Hundg:H — L,soist(go f):G — L nach Lemma 2.1.3

ein Homomorphismus der Gruppen und nach Lemma 0.5.7 auch bijektiv. Damit ist
G = L vermoge (g o f), und wir haber® auch als transitiv nachgewiesen. 0O

2.2 Kanonische Faktorisierung von Homomorphismen und
der Homomorphiesatz

22.1Lemmalstf:G — H ein Homomorphismus der Gruppé@, o) und(H, o),
so ist die Relatiom ~; b :&  f(a) = f(b) eineAquivalenzrelation aufs.

Beweis: Wegenf(a) = f(a) ist ~ reflexiv, wegenf(a) = f(b) = f(b) =
f(a) symmetrisch und wegefi(a) = f(b) = f(c) = f(a) = f(c) auch
transitiv. a

2.2.2 Lemma Die Aquivalenzklassefu]; := {b€ G| a ~ b} bilden eine Parti-
tion vonG.

Beweis: Wir nennen eine Famili¢/,| . € I} von Teilmengen vor@G eine Par-
tition von G, wennG = | J,.; M, gilt und die Vereinigung disjunkt ist, d.h. wenn
MeeI)(Vke )M, # M, = M, N M, = 0] gilt. Wir haben demnach zu zei-
gen, dalls = (J,cq[7]y ist und audal; # [b]; schonfa]; N [b]; = 0 folgt. Nach
Definition derAquivalenzklassen ist), .[z]; C G. Ist umgekehra € G, so
folgt a € [a]; C U,cqlz]r- Damit haben wir auclis C (J,c[z];. Nehmen wir
[a]f N [b]f # 0 an, so gibt es ein € [a]f N [b]7, d.h. es giltf (a) = f(c) = f(b).
Also folgt a ~¢ b und damit[a]; = [b]. Die Kontraposition dieser Aussage ist
aber geradéu]s # [b]; = [a]; N [b]; = 0, und wir sind fertig. 0

2.2.3LemmaEsgiltfal; = {a-z| z € Kern f} =:a-Kern f.
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2. Lineare Abbildungen

Beweis: C: Istb € [a]f, sO gilt f(b) = f(a). Die Gleichungb = a - z hat in
G eine Losung und wir erhalterf(b) = f(az) = f(a)f(z) = f(a). Es folgt
f(xz) = 1und damitz € Kern f. Also istb = az € a - Kern f.

D: Istb € a-Kern f, soistb = ax fur einz € Kern f, und es folgtf(b) =
flaz) = f(a)f(z) = f(a) -1 = f(a). Also giltb ~¢ a und damith € [a];. O

2.2.4 Lemma Die MengeG /Kern f := {a-Kern f| a € G} wird mit der Ver-
knipfung(a - Kern f)o (b-Kern f) := (ab) - Kern f eine Gruppe. Diese Gruppe
heil3t dieFaktor-oder Quotientengruppgon G modulo dem Kern vor.

Beweis: Zundchst haben wir zu zeigen, dal3 die im Lemma definierte Wgrkmg
tatsichlich eine Abbildung: G /Kern f x G /Kernf — G /Kern f ist. Man
sagt, daf’ wir digVohldefiniertheitler Verknipfung zeigen m$sen. Nachzupfén
ist nur die Rechtseindeutigkeit. Seien als&ern f = o’-Kern f undb-Kern f =
b’ -Kern f. Wir habenab-Kern f = a't' -Kern f nachzupnfen. Mit Lemma 2.2.3
erhalten wir abex € ab-Kern f < f(z) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a)f(V) =
f(d'b) < 2z € dV -Kern f. Damitistab - Kern f C &'t - Kern f und die
Gegenrichtung erhalten wir aus Symmetrigggén in wllig analoger Weise. Nun
Uberzeugen wir uns davon, d&B- Kern f) o (a - Kern f) = la - Kern f =
a-Kern f ist und haben damit ein linksneutrales Element. Wegen - Kern f) o
(a-Kern f) = a 'a-Kern f = 1-Kern f besitzt jedes Element- Kern f das
Elementz—' -Kern f als inverses Element. Damit i§,/Kern f eine Gruppe. O

2.2.5 LemmaDie Abbildung 7;:G — G /Kern f, die definiert ist durch
mf(a) := a - Kern f, ist ein Epimorphismus der Gruppen riiern 7y = Kern f.
Man nenntr; denkanonischen Epimorphismu®nG aufG/Kern f.

Beweis: Wegenr¢(ab) := ab-Kern f = (a-Kern f)o(b-Kern f) = w¢(a)-m¢(b)
liegt ein Homomorphismus vor. Ist € G “Kern f, so gibt es eims € G mit
z = a-Kermn f = 7¢(a). Damit ista ein Urbild vonz unter 7. Da dies fir
beliebiger € G /Kern f gilt, ist 7 surjektiv.

Ista € Kern 7y, soistrf(a) = a-Kern f = 1-Kern f. Also ista ~; 1, d.h.
f(a) = f(1) = 1. Damit ist Kernm; C Kern f. Ist umgekehrtz € Kern f, so
ist f(a) = f(1) und damitrs(a) = a - Kern f = 1-Kern f, d.h.a € Kern 7.
Somit ist Kern f = Kern ry. 0

2.2.6 LemmaDie Abbildung ts: G /Kern f — H, die definiert ist durch
tr(a-Kern f) := f(a), ist ein Monomorphismus der Gruppen.
Man nennt. ; die kanonische EinbettungonG “Kern f in H.
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2.2. Kanonische Faktorisierung von Homomorphismen

Beweis: Zunéchst wollen wir betonen, daf3 die Abbildungwegena - Kern f =
o-Kem f & f(a) = f(a') & p(a-Kern f) =1s(a’-Kern f) wohldefiniert
(d.h. rechtseindeutig) ist. Aber da wirgdoérallAquivalenzen stehen haben, ist sie
ebenso linkseindeutig, d.h. augz) = ¢f(y) folgt = y. Damit ist.; injektiv.
Wegen.s((a - Kern f)o (b-Kern f)) = vf(ab- Kern f) = f(ab) = f(a)f(b) =
ti(a-Kern f)-up(b-Kern f)ist.y auch ein Homomorphismus der Grupperm

2.2.7 Homomorphiesatz @it Gruppen Ist f:G — H ein Homomorphismus
der Gruppen, so istG “Kern f eine Gruppe, und es gibt einen surjektiven Ho-
momorphismusr;: G — G /Kern f und einen injektiven Homomorphismus
tp:G /Kern f — H derart, dai das folgende Diagramm kommutiert.

f

/

G/Kern f

H

D.h.esqiltf = vfomy.
Insbesondere ist /Kern f = f[G] = Im f.

Beweis: Nach den Lemmata 2.2.5 und 2.2.6 erhalten wir sowohl den kanonischen
Epimorphismus7;: G — G /Kern f als auch die kanonische Einbettung
vi:G/Kemnf — H. Fira € G erhalten wir(vp o mf)(a) = tf(mf(a)) =
tf(a-Kern f) = f(a), und wir haben die Kommutativit des Diagramms gezeigt.
Istz € Im f, soistz = f(a) fur eina € G, und es folgtr = f(a) = vf(a -

Kern f). Damit ist der Monomorphismug: G /Kern f — Im f surjektiv und
folglich ein Isomorphismus. O

Wir wollen die Situation, die zum Homomorphiesatz wat" hat, nochmals von

einem anderen Standpunkt aus betrachten. Als erstes haben wir eingesehen, daf3
Kern f eine Untergruppe der Grupg@ist. Dann haben wir eindquivalenzrela-

tona ~r b & f(a) = f(b) eingetinrt. Nun gilt f(a) = f(b) & 1g =
F®O)'f(@) = f(b'a) & b la € Kern f. Die erste Frage, die wir uns

hier stellen knnen, ist, ob i jede Untergruppé/ von G durch die Definition

a~b = b lae U eineAquivalenzrelation definiert wird. Dies wollen wir im
folgenden Lemma untersuchen.

2.2.8 Lemma st U eine Untergruppe einer Grupp&, so definiert die Relation

a~bmodU & b lacU
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2. Lineare Abbildungen

eineAquivalenzrelation auf. Fiir derenAquivalenzklassen
[a]y :={b|] a ~b mod U}

gilt
al =a-U:={a-z| z €U}

Man nenniz-U dielinke Nebenklasse vombzgl. U. Die Nebenklassen bilden eine
Partition vonG, d.h. es giltG' = J,cqa-U unda-UNb-U #0 = a-U=0-U

Beweis: Wegena 'a = 1 € U ist ~ mod U reflexiv. Ausa ~ b mod U folgt
b='a € U und daraugb='a) ' = a~'b € U, d.h.b ~ a mod U. Damit ist
~ mod U symmetrisch. Die Transitivati erhalten wir wegen ~ b mod U A
b~ecmodU = blacUAchelU = (¢ la)=clacU =
a~c modU.

Istb € [a]y, so folgta ~ b mod U und dahem'a € U. Damit ist aberb =
a(a='h),und esist~'b € U. Damitistb € a - U. Ist umgekehrb € a - U, so gibt
es einu € U mit b = au. Dann folgt abeb'a = v 'a~'a = u € U und damit
b~a mod U, d.h.b € [a]iy. Damit haben wifa]; = a - U gezeigt. Die Tatsache,
dal? die Nebenklassen eine Partition V@rbilden, wollen wir etwas allgemeiner
nachweisen. Wir zeigen:

Hilfssatz Ist M eine Menge und- eineAquivalenzrelation auf/, so bilden die
Aquivalenzklassefu] := {b€ M| a ~ b} eine Partition von}/.

Es ist klar, da’3 dann die letzte noch offenen Behauptung des Lemma 2.2.8 dann
aus dem Hilfssatz folgt. 0

Beweis des Hilfssatzes Wir haben zu zeigen, dal3

M= ]Jlal (i)

aceM

und

[a] #[b] = la]N[b] =0 (ii)

gilt. Wegen[a] C M fur allea € M ist die InklusionD in (i) klar. Umgekehrt
gilt aber wegen der Reflexiat von~ immera € [a], womit auchM C (J,c,,[a]

folgt. Damit ist (i) gezeigt. Ist nura] N [b] # 0, so gibt es eirc € [a] N [b], und
damit folgta ~ ¢ ~ b, was wegen der Transitiét von~ auch

a~b (iii)

nach sich zieht. Wir behaupten nun
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2.2. Kanonische Faktorisierung von Homomorphismen

a~b = [a] =[b]. (iv)

Aus (iii) und (iv) folgt dann die Behauptung. Um (iv) zu zeigen, nehmen wir
z € [a], d.h.a ~ z an. Dann haben wié ~ b A a ~ x, worausb ~ a A a ~ x
mit der Symmetrie und daraus~ z mit der Transitivigit von ~ folgt. Also ist
[a] C [b]. Vollig symmetrisch erhalten wir augh] C [a], und alles ist gezeigt. O

Die Tatsache, dal3 die Nebenklasseruigdizhi einer Untergruppe eine Partition der
Gruppe bilden, gibt die Motivation zur folgenden Definition.

2.2.9 Definition Die Ordnungeiner endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer Ele-
mente.

Der Index einer Untergruppd/ in einer endlichen Gruppé& ist die Anzahl der
Nebenklassen beglich U.

Der Index wird notiert durchiG : U]. D.h. es gilt

[G:U]:=|{a -U| a€G}.

Betrachten wir die triviale Untergruppgl} C G, die nur aus dem neutralen

Element besteht, so erhalten wir die Nebenklassen(1} := {a}. Damit ist
{a-{1}| a € G}| = |G|, und es folgt
G :1] =G| (2.1)

Allgemein erhalten wir

2.2.10 Satzlst G eine endliche Gruppe untf eine Untergruppe voir, so ist
[G:1] =[G :U]-[U : 1]. D.h. die Ordnung einer Untergruppe ist stets ein Teiler
der Ordnung der Gruppe.

Beweis: Die Abbildungl,:U — a-U mit l,(u) := au ist offensichtlich sur-
jektiv und wegermu = bu = a = auu”! = buu~' = b auch injektiv. Damit
folgt |U| = |a - U|. Nun ist wegen Lemma 2.2[& : 1] = |G| = |U,cqa-U| =
[G:Ulla-U|=[G:U)U| =[G:U]U :1]. 0

Wir haben nun gesehen, daR jede Untergrupmener Gruppés eineAquivalenz-
relation~ mod U auf G und damit auch eine Partition va# in [G : U] viele
Nebenklassen erzeugt. Diacliste Frage, die sich daran anschlief3t, ist, ob sich
auf der Menge der Nebenklassen wieder eine Gruppenstruktur defirdemst’

U = Kern f fur einen Gruppenhomomorphismys so wissen wir bereits, dal3
dies noglich ist. Entscheidenduf"die Wohldefiniertheit der damals eingéften
Verkntipfung auf den Nebenklassen war, daf3 die durch den Homomorphjgmus
induzierteAquivalenzrelationvf mit der Gruppenverkipfung aufG vertrdglich

51



2. Lineare Abbildungen

war, d.h. daR aus ~¢ o’ undb ~; b" auchab ~y o'b’ folgte. Das ist im allge-
meinen fir die durch eine Untergrupdé erzeugteAquivalenzrelation~ mod U
nicht richtig. Umab ~ o'b’ mod U ausa ~ «' mod U undb ~ & mod U zu
folgern, miten wir(a't') ™" - ab € U, d.h.b/ "o’ "ab € U, ausa’'a € U und

Y ilveu folgern. Hinreichend daif"ist esp lubeU fur jedesu € U undb,b/
mit 5 ~'b € U zu haben. Nun giltvuc U)[ 'ub € U] & U-b=1V-U
und wegenb ~ b mod U ist, wie (iv) im Beweis des Hilfsatzes gezeigt hat,
¥-U = b-U. Hinreichend fii die Vertdglichkeit derAquivalenzrelation~ mod U
mit der Gruppenverkipfung ist daher, daB- U = U - b fur alleb € G qilt. Dies
ist der Hintergrunddr die folgende Definition.

2.2.11 Definition Eine Untergruppé’/ einer Gruppé&7 heil3t einNormalteilervon
G,fallsb-U = U - bfuralleb € G gilt.

Warnung Die Aussage
b-U={b-z|2€Ut=U-b={z-b| z e U}

bedeutenicht, dalRbu = ub furu € U gilt, sondern
VzeU)(FvelU)b-z=v-bjund(VyeU)(FveU)y-b="0b-v].

Bemerkung Ist G eine abelsche, d.h. kommutative, Gruppe, so ist jede Untergrup-
pe vonG bereits ein Normalteiler.

2.2.12 Satzlst U ein Normalteiler vorGG, so istG /U := {a - U| a € G} mit der
Verkriipfung(a - U) o (b-U) := ab - U eine Gruppe. Man neni@ /U die Faktor
oder Quotientengrupp&on G nach dem Normalteilet/.

Die Abbildungm;: G — G/U, die definiert ist durchrir(a) := a - U, ist ein
Epimorphismus der Gruppen ni{ern(r) = U. Sie heif3t der kanonische Epimor-
phismus vor; auf G/U. Fur endliche Grupper@ gilt |G| = |G/U| - |U|.

Beweis: Wir haben in unseren Vorbetrachtungen bereits festgestellt, daf3 die Eigen-
schaft, Normalteiler zu sein, hinreicht, um~ o’ mod U A b~V mod U =

ab ~ a'b’ mod U zu erhalten, d.h. aus- U = o' - U undb-U = V' - U folgt
ab-U = o't/ - U. Das bedeutet aber, dal die Vaupfuing (a - U) o (b - U)
wohldefiniert ist. Offensichtlich isU = 1 - U ein linksneutrales Element und
a~!- U invers zua - U. Damit istG//U mit dieser Verknpfung eine Gruppe. We-
genm(ab) = (ab) - U = (a-U)o (b-U) = w(a) ow(b) istm: G — G/U ein
Homomorphismus. Zu - U € G/U ista € G ein Urbild unterr. Damit ist 7
surjektiv und ausr(a) = 1-U = U folgta = 1-a € U, d.h. Kernm C U.
Umgekehrt istit u € U stetsr(u) = u-U = U. Damitist Kernm = U. 0
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2.3. Lineare Abbildungen

2.2.13 SatzEine Untergruppel/ C G ist genau dann ein Normalteiler, werih
der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis: Ist U ein Normalteiler, so folgt nach Satz 2.2.12, ddXern des ka-
nonischen Epimorphismus ist. IstG — H ein Homomorphismus, so gilt €
a-Kern f genau dann, wenn = qu fur einu € Kern f ist. Die Gleichungya = x
istin G losbar und es gilf (a) = f(z)f(u) = f(x) = f(ya) = f(y)f(a), woraus
f(y) = 1 folgt. Also isty € Kern f und damitz € Kern f - . Damit haben wir
a-Kern f C Kern f -« und wllig analog ergibt sich auch Kertfi-a C a-Kern f.
a

Wir wollen diesen Abschnitt mit der Bemerkung beschliel3en, dal3 die hier ge-
machten Untersuchungen keinesfalls auf Gruppen und deren Homomorphismen
beschankt sind, sondernuf”beliebige algebraische Strukturen gelten. In dieser
Vorlesung werden wir jedoch vorwiegend Gruppen und Vektomé betrachten.

2.3 Lineare Abbildungen

2.3.1 Definition SindV und W K-Vektorrdume, so nennen wir eine Abbildung
f: V. — W linear oder einervektorraumhomomorphismusenn f ein Homo-
morphismus der additiven abelschen Gruppen ist umdlié « € K unda € V
auchf(aa) = af(a) gilt.

Benticksichtigen wir die Tatsache, dal3 wir nun additiv notierte abelsche Gruppen
vorliegen haben, so erhalten wir die anschlieRenden Folgerungémlichier Wei-
se wie die Folgerungen 2.1.2.

2.3.2 Folgerungenist f:V — W linear, so gelten:

M) f(Ov) =0w;

(i)  f(=a)=—f(a);

(i)  Kern(f) ={a€V| f(a) = 0w} ist ein Unterraum vorv;
(iv) Im(f)={f(a)| a € V}istein Unterraum von W,

(v) fistinjektiv < Kern(f) = {0y} =0.

Beweis: Die Behauptungen (i), (ii) und (v) folgen nach 2.1.2 sofort aus der Tatsa-
che, dafl¥f ein Homomorphismus der abelschen Gruppen ist. Um (iii) zu zeigen,
beachten wir zuerst, dal3 nach 2.1.2 Kgraine Untergruppe der abelschen Gruppe
vonV ist. Ista € K unda € Kern f, so folgt f(aa) = af(a) = a- Oy = Oy,

d.h. dal3 Kernf gegeniber skalarer Multiplikation abgeschlossen ist. Damit ist
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2. Lineare Abbildungen

Kern f ein Unterraum vor¥/. Ahnlich erhalten wir (iv). Zuathst ist Imf ei-
ne Untergruppe der abelschen Gruppe VBnFir « € K undb € Im f folgt
aberb = f(x) fur einz € V, und wir erhaltemd = af(z) = f(ax), woraus
ab € Im f folgt. O

2.3.3LemmasSindf:V — U,q:U — W linear,soistgo f:V — W eben-
falls linear.

Beweis: Nach Lemma 2.1.3 igj o f ein Homomorphismus der Gruppen. Wegen

(g o f)aa) = g(f(aa)) = g(af(a)) = ag(f(a)) = a(ge f)(a) istg o f dann

aber auch linear. O

2.3.4 Lemmalst f: V — W linear und bijektiv, soisf 1: W — V linear.

Beweis: Nach Lemma 2.1.4 isf~': W — V ein Homomorphismus der abel-
schen Gruppen. Durch Nachrechnen erhalten fwit(ca) = f'(af(z)) =
' (f(azx)) = ar = a(f~'(f(z))) = af ~'(a), wobeiz das Urbild vona unter
f war. Damitistf ~! linear. 0

2.3.5Lemmalst f:V — W linear, so gelten:

) V=A(a,...,a0) = [IVI=Im(f)={f(ar),....f(an));

(i) ai,...,a, linear abréngig = f(a1),..., f(ay) linear abrangig;

@iy  f(a1),..., f(an) linear unabkéngig = ay,...,a, linear unabtangig.

Beweis: (i): Istb € f[V], sogbtest € Vmitb = f(z) = f(3 L, va;) =

Yooy aif(ai), d.hb € (f(ar),. .., fan)).

Die Aussagen (ii) und (iii) sind wechselseitig Kontrapositionen. Esigedaher,
eine zu beweisen. Wir zeigen (jii). AJS " | aa; = 0folgt 0 = f(D 1| wia;) =

S 1 i f(a;) und wegen der linearen Unadafgigkeit vonf (a1), ..., f(ay) dar-
ausa; = ... =a, = 0. a

2.3.6 Satzlst f: V' — W linear, so istdim(Im (f)) < dim(V).

Beweis: Ist {b1,...,b,} eine Basis vorV/, so ist{f(b1),..., f(by)} nach Lem-
ma 2.3.5 (i) ein Erzeugendensystem von fmDamit istdim(lIm f) < n =
dimV. O

2.3.7 Korollar Gilt V= W, so istdim(V) = dim(W).
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2.3. Lineare Abbildungen

Beweis:Ist f:V — W ein Isomorphismus, so gilt nach Satz 2.3 V' >
dim f[V] = dim W. Da nach Satz 2.3.4 augh \: W — V ein Isomorphismus
ist, folgt gleichermalRedim W > dim V. O

2.3.8Lemmalst f:V — W linear, so sindaquivalent:
0] f istinjektiv.
(i) ai,...,ap linear unabkangig < f(a1),..., f(a,) linear unablangig.

Beweis: (i) = (ii): Ist f:V — W linear, so folgt nach Lemma 2.3.5 (jii) aus
der linearen Unakdmigigkeit vonf(ay),..., f(ay) auch die lineare Unalaimgig-
keitvonay,...,a,.Sindai,...,a, linear unabhngig und gilty ;" | @;f(a;) =0,
so erhalten wirf (37" | a;) = 0, d.h. 37 | aa; € Kern f. Ist nun f injektiv,
so folgt darausy_;" , @ja; = 0 und somitey = ... = «, = 0. Damit sind
f(a1),..., f(ay) linear unabhhgig.

(i) = (i): Sei{by,...,b,} eine Basis des Unterraums KefnFira € Kern f
erhalten wir0 = f(a) = f(>01, aibi) = > 1 o, f(b;), woraus wirey, = ... =
a, = 0 wegen der linearen Unabhgigkeit vonf (by), ..., f(b,) erhalten. Damit
ista = > | a;b; = 0 und somit Kernf = 0. D.h. f ist injektiv. |

2.3.9 SatzSindV und W K-Vektoriaume mitdim(V) = dim(W) < oo und
f: V. — W eine lineare Abbildung, so sirdtjuivalent:

0] f istinjektiv;

(i) f ist surjektiv;

(iiiy  fist bijektiv.

Beweis: Es genigt natirlich (i) < (ii) zu beweisen. Beginnen wir mit (iy= (ii):

Sei f:V — W injektiv. Nach Satz 2.3.6 folglim(Im f) < dimV und nach
Lemma 2.3.8lim(Im f) > dim V. Damitistdim(Im f) = dimV = dim W. Da
Im f ein Unterraum vori¥ ist, folgt nach Satz 1.2.27 (ii) Inf = W, und f ist
surjektiv.

(i) = (i):Ist{a1,...,a,} eine BasisvoV, soist(f(a1),..., f(ap)) =Im f =

W, daf surjektiv ist. Damit sind abef(a,),. .., f(a,) linear unabhngig. Nach
Lemma 2.3.8 folgt daraus die Injektigitvon f. a

2.3.10 Satzlst U C V ein Teilraum eines<-Vektorraumed/, so ist die Menge
V/U :={a+U| a € V} mitden Verkiipfungena+U)+ (b+U) := (a+b)+U
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2. Lineare Abbildungen

unda- (a+U) := a-a+ U ein Vektorraum. Man nenit/U denQuotientenraum
vonU in V.

Der kanonische EpimorphismusV — V/U, der definiert ist durchr(a) :=
a + U, istlinear mitKern(w) = U.

Beweis: Zundchst istl/ als Teilraum eine Untergruppe der abelschen Gruppe von
V. Damit istU ein Normalteiler, und’/U wird nach Satz 2.2.12 mit der oben
definierten Verknpfung eine Gruppe. Es bleibt also zu zeigen, dal? die skalare
Multiplikation wohldefiniert ist und die Axiome in (V2) euflt. Wir beginnen mit

der Wohldefiniertheit. Sei dazu+ U = b+ U undz € a(a + U). Dann gibt es
einu € Umitz = aa + u. Wegena + U = b+ Uista = b+ v fureinv € U,

und wir erhaltenz = aa + v = a(b+v) + u = ab+ (aw +u) € a(b+U), da
av+u € Uist. Damitista(a+U) C «(b+U), und die umgekehrte Inklusion folgt
analog. Die skalare Multiplikation ist also wohldefiniert. Nun(istt- 8)(a+U) =
(a+pB)-a+U=(a-a+p-a)+U = (aa+U)+ (Ba+ U). Damit gilt (V21).
Weiter erhalten wiev- ((a+U) + (b+U)) = a-(a+b+U) = (a(a+b))+U =

(aa + ab) + U = (aa + U) + (ab + U), womit (V22) erfillt ist. Nun berechnen

wir a(B(a +U)) = a(fa+U) = a(fa) + U = (af)a +U = (af)(a + U)

und haben damit (V23) nachgewiesen. Schlie3lich erhalten wir auch (V24) wegen
l-(a+U)=(1-a)+U=0a+U.

Wir wissen bereits nach Satz 2.2.12, dal/ — V/U ein Epimorphismus der
Gruppen mit Kernr = U ist. Wegenr(aa) = (aa) + U = ala + U) = an(a)

ist w aber auch linear, und alles ist bewiesen. O

2.3.11 Homomorphiesatz @i Vektorr aume SindV, W beidesK -Vektorrau-
me und istf: V' — W eine lineare Abbildung, so gibt es einen Epimorphismus
7y und einen Monomorphismusg derart, daf? das folgende Diagramm

V/Kern f

kommutiert, d.h. daff = .y o ¢ gilt. Insbesondere ist danvi/Kern f = f[V].

Beweis: Nach dem HomomorphiesatarfGruppen (Satz 2.2.7) wissen wir bereits,
daf die Aussage des Satzas fiie den Vektomiimen zugrunde liegenden Grup-
pen Korrekt ist. Es bleibt daher nur zu zeigen, daR die Abbildungamd. ; auch
linear sind. Fif den kanonischen Epimorphismus haben wir das in Satz 2.3.10 be-
reits eingesehen. Wir ussen uns also nur noch davoberzeugen, dal3 sich die
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kanonische Einbettungs(a + Kern f) := f(a) linear ist. Dazu berechnen wir
ti(a(a + Kern f)) = tf(ca + Kern f) = f(aa) = af(a) = awp(a + Kern f).
Damitist. linear, und alle Behauptungen folgen aus Satz 2.2.7. O

2.4 Direkte Summen von Unterdaumen

2.4.1 Definition SeiV ein K-Vektorraum und/y, . .., U,, Unteridume vorV/. Wir
definieren

ZUi = {ZQSZ| x; € Ui}

i=1 i=1
und nennery ;" , U; die Summe der UntedumeU;.
2.4.2 SatzSindUy, ..., U, Teilraume vorV/, so ist)_" , U; wieder ein Teilraum
vonVundesgilty" , U; = (U1 U...UUy,).

Beweis: Es gemigt natitlich ", U; = (U; U ... U U,) zu zeigen, dgU; U
... U U,) per definitionem ein Teilraum ist. Gilt; € U; furi = 1,...,n, so
ist> ", z; € (U;—, Ui). Damit haben wiry_"" |, U; C (Ui, U;). Ist umgekehrt
v e (U, U;), sogibteg; € U;unde; € K mitv = Y1 | oyy;, wobei wir ggf.
«; = 0 zulassen. Da all&; Unterdume sind, ist mit;; auche;y; € U;. Setzen wir
z; = azy; € U;, so erhalten wiv = Y0 2, € >0, U, O

Wir erinnern an die Definition voép;" ; U; in (1.17).

2.4.3 Satz Die Abbildung

n n
B S

i=1 i=1
(T1,..y@n) > Yo T

ist ein Epimorphismus der Vekt@ume. Wir nennen die Summe der Uréeime
direkt, wenn® ein Isomorphismus ist. Direkte Summen von Usgtenmen notieren
wirals @; , U; oderU; @ ... & U,.

Beweis: Zundchst ist klar, dalR die Abbildung surjektiv ist. Wir haben daher
nur die Linearitit nachzuprfen. Es ist®(a(ay, ..., a,)) = ®(aay,...,aa,) =
St aa=adyr a;=a®(ar,...,a,) und®((a, ..., a,)+(b1,...,by))
®(a1+b1,...,an+by) = D0 (ai+b;) = >0 ai+Yy iy bi = ®(a1,...,an)
®(b1,...,b,). Damitist® linear.

o+ |
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2. Lineare Abbildungen

n n
2.4.4 SatzSeien’y, ..., U, Teilraume vor. Die Abbildung®: (P U; — > U

i=1 i=1
ist genau dann ein Isomorphismus, wenn gilt:

(Vie{1,...,n})[U;n>_ U; = {0}].
j=1
J#
Insbesondere giV + W =U@ W < UNW = {0} =: 0.
Beweis: Wegen seiner Surjektit ist® genau dann bijektiv, wenn es injektiv ist.
=: Dazu gehen wir voi; N %, U; # {0} fur eini € {1,...,n} aus und
J#
wahlen0 # z; € U; N Y7, U; # {0}. Dann istz; = >%_, y; und damit
i j#i
zi+y_ 7 (=yi) = 0und somit(—y1, ..., —yi—1,Ti, ~Yit1, ..., —yn) € Kemn &.
J#
Damit ist& nicht injektiv.
<: Hier gehen wirvori; N 377, U; = {0} aus und betrachtef, ..., z,) €

J#
Kern @. Dann gilt aberz; = 2?21 —zjfuri = 1,...,n und damitz; € U; N
J#
> Uj = {0}. Also istz; = 0 furi = 1,...,n und damit(z1,...,2,) = 0,
JFi
d.h. Kern® = 0 und & ist injektiv. 0

Beachte Gilt V = Uy & --- ® U,, so hat jedes € V eine Darstellungy =

up + -+ + up. IsStv = u) +--- + ul, eine weitere Darstellung, so folgt wegen
der Injektivitit von® schon(ci,...,cp) = (d),...,¢,), d.h.¢; = ¢ furi =
1,...,n. Die Darstellung als Summe ist bei direkten Summen von Uniaren
also eindeutig.

2.4.5 Satz SeiV ein K-Vektorraum undJ ein Teilraum vori/. Dann gibt es einen
TeilraumW vonV mitV = U & W. W heildt dasKomplementvonU in V.

Beweis: Sei B eine Basis voi/. Nach Satz 1.2.20 finden wir eine MengeC V,

so daBRB N C = ( und B U C eine Basis vonV ist. Wir definierenWV :=
(C). Istv € V, so gibt es endliche Mengeh C BundJ C C mitv =

Y oper avb + > .c;Bec € U+ W. Es bleibt als nur noch die Direktheit der Sum-
me nachzuweisen. Ist € U, w € W mit u + w = 0, so erhalten wir wieder
0=u+w=> b+ ;pB.c mitendlichen Menged C B undJ C C.
Wegen der linearen Unabhgigkeit der Menge3 U C folgt darausa;, = 0 fur
alleb € Tundp. = 0 furallec € J. Alsoistu = ), .;apb = 0 undw =
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2.4. Direkte Summen von Untauimen

Y ecsBec =0,d.h. Kem® = {(u,w) €U x W| u+w =0} = {(0,0)}, und
&: U W — U+ W istinjektiv. O

2.4.6 Satzlst V ein K-Vektorraum midim (V') = n, soistV = K",

Bemerkung Satz 2.4.6 besagt insbesondere, dal3 K-Vektone gleicher (end-
licher) Dimension isomorph sind. Es gilt sogar, daf3 zwei endlich dimensionale
K-Vektoraume genau dann isomorph sind, wenn sie die gleiche Dimension haben.

Beweis: Wir wollen uns als erstes die Bemerkung klar machen. Sind zwei Vek-
torrAume isomorph, so haben sie nach Korollar 2.3.7 gleiche Dimension. Haben
umgekehrt zwei VektoatimeV und W die gleiche endliche Dimensian so gilt

V= K" 2 W und damitV = .

Nun zum Beweis des Satzes. Wiahlén eine Basi® := {b1,...,b,} und defi-
nieren dieKoordinatendarstellungiz(v) vonv = Y | a;b; beaiglich der Basis

B durch

h,B:V — K"
Z?:l aibi — (al,...,an).

Wir behaupten, daBp ein Isomorphismus der Vekt@uime ist. DaB eine Basis
ist, hat jedesy € V nach Satz 1.2.16 eine eindeutige Darstellung in der Form
v = Y .=, o;b;. Damit isthp auf ganzV” wohldefiniert. Man rechnet nun leicht

2.2)

nach, dafhp linear ist. Zu jedem(a,...,qp) € K™ istv :== > | a;b; ein
Urbild. Damit isth g surjektiv. Gilthg (Y., a;b;) = (a1, .., a,) = 0, so folgt
a; = ... = ay = 0und damitv = 0. Damit ist Kernhp = {0} und somithp
auch injektiv. O

2.4.7 Satz Fur endlich dimensionale VektéumeV und W gilt dim(V x W) =
dim(V') + dim(W).

Beweis:Ist dimV = m und dim W = n, so folgt nach Satz 2.4.8 = K™
undW = K", SeienB und C Basen vorV bzw. W undhg:V — K™ und
hc: W — K" die Koordinatendarstellungen bz@.undC. Fir (aq, ..., ap,) €
K™ und(Bi,...,0,) € K™ definieren wir

(al,...,an)*(ﬂl,...,ﬁm) = (al,...,am,ﬁl,...,ﬁn) S Kmtn,
Die Abbildung

hpxc:V x W — K™tn
(v, w) —> hp(v) x he(w)
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2. Lineare Abbildungen

definiert dann, wie man leicht nachrechnet, einen Isomorphismus der \fakioer”

Damitistdim(V x W) = dim K™ =m +n =dimV + dimW. 0
2.4.8 SatzSindV; fur: =1, ..., n endlich dimensionale Vekt@ume, so gilt
n n n
dim(J[ Vi) = dim(@ Vi) = > dim(V).
i=1 i=1 i=1
Beweis: Der Beweis folgt durch Induktion nachaus Satz 2.4.7. O

2.4.9 SatzSindU, W endlich dimensionale Tedilume eines Vektorraumés, so
gilt:
U+W=UsW < din(U + W) =dim(U) + dim(W).

Beweis: Die Abbildung®: U @ W — U + W ist surjektiv. Nach Korollar 2.3.7
und Satz 2.3.9 isb genau dann injektiv, wendim(U + W) = dim(U & W) =
dimU + dim W ist. O

2.4.10 SatzSind U und W endlich dimensionale Tediume eines Vektorraumes
V, so giltdim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Beweis: DaU N W ein Teilraum vonU und W ist, erhalten wir nach Satz 2.4.5
TeilraumeU; undW, mitU = U, @ (UNW)undW = W & (U N W). Damit
istU+W =U, + W, +(UnNW).Rirz € Uy N (W + (UnNW)) folgt wegen
Uy C U schonz € UyN(UNW) und damitz = 0. Ausz € Wi N(U; +(UNW))
undz € (UNW)n (U, + W) folgt in analoger Weise: = 0. Damit ist nach
Satz 244U + W = Uy & Wy & (U N W), und wir erhalterdim(U + W) =
dimU; +dim W) +dim(UNW) = dimU —dim(UNW) +dim W — dim(U N
W) +dim(U N W) = dimU + dim W — dim(U N W). O

2.4.11 SatzSeiV ein Vektorraum. Is¥ = U & W, so istiW = V/U.

Beweis:Da V.= U & W ist, gibt es zu jedemy € V eindeutig bestimmte
Vektorenu € U undw € W mitv = u + w. Wir definieren eine Abbildung
f:V.— W durchf(u + w) := w. Man rechnet mtelos nach, daf3 danheine
lineare Abbildung mit Kernf = U und Im f = W ist. Nach dem Homomorphie-
satz fir Vektoridume folgtV/U = V/Kern f =1Im f=W. O

2.4.12 Satzlst f:V — W eine lineare Abbildung, so giltdim(V) =
dim(Kern f) + dim(Im(f)).
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Beweis: Da Kern f ein Teilraum vonV ist, erhalten wir nach Satz 2.4.5 einen
TeilraumW mit V' = Kern f @ W. Nach Satz 2.4.11 gilt dari¥’ = V/Kern f =
Im f. Damit folgtdim V' = dimKern f + dimIm f. O

2.5 Der Vektorraum Hom(V, W)

2.5.1 Definition Es seierl und W beidesK -Vektorrdume. Wir definieren

Homg (VW) :={f| f:V — W A fistlinear.
Ist es klar oder unerheblich, um welchenndér K es sich handelt, schreiben wir
Hom(V, W) statt Homg (V, W).

2.5.2 Satz Die MengeHomy (V, W) wird mit den Verkipfungen

e (f+9):=f(v)+g(v)

und

e (a-f)(v):=a-f(v)

zu einemK -Vektorraum.

Beweis: Durch Nachrechnen erhalten wir aus der Definition yor g und «.f
f,g e Hom(V, W) = f+ g e Hom(V,W) (i)

und
feHomM(V, W) = af € Hom(V,W). (i)

Wegen(f + (g9 + h))(v) = f(v) + (9 + h)(v) = f(v) + (9(v) + h(v)) =
(f(0) +g(v)) + h(v) = ((f +9) + h)(v) erhalten wir

(Hom(V, W), +) ist Halbgruppe (iii)

Definieren wir0: V' — W durch0(v) := Oy, so ist0 € Hom(V, W), und wir
erhalten:

0 ist ein neutrales Element beglich + . (iv)
Ebenso folgt
—f:=—1- fistinvers zuf. (V)

Wegen(f +g)(v) = f(v) +g(v) = g(v) + f(v) = (g + f)(v) folgt

61



2. Lineare Abbildungen

(Hom(V, W), +) ist abelsch (vi)

Schlief3lich rechnen wir die folgenden Eigenschafterneiés nach:

a(f +g) =af +agund(a+B)f = af +Bf (vii)

a(Bf) = (aB)f (viii)
und

1-f="1. (ix)
Mit (i) — (ix) haben wir Hom{V, W) als Veektorraum nachgewiesen. O

2.5.3 SatzGilt f, f1, fo € Hom(V, V') undg € Hom(V', W), so folgt
() (gof)eHom(V, W)

und

(i) go(fi+f2)=(g90f1)+ (g0 f2)

Beweis: Die Behauptung (i) folgt aus Lemma 2.3.3. Die Behauptung (ii) rechnet
man einfach nach. 0

2.5.4 SatzDer VektorraumHomg (V, V') der Endomorphismen ist mit der Kom-
position von Abbildungen ein Ring mit Einselement.

Beweis: Aus Satz 2.5.3 erhalten wir sofort, daR H@mV') ein Ring ist. Die Iden-
titat aufV ist natirlich linear und liefert das Einselement des Ringes. O

2.5.5 Definition Man nennt Eng (V') := Homg (V, V) den Endomorphismen-
ring von V.

2.5.6 SatzDie MengeGLx (V) := {f| f:V — V A fistlinear und bijektiy}
bildet mit der Komposition eine Gruppe. Sie heil3t dilgemeine lineare Gruppe
von V (GeneralLinear Group). In der Regel lassen wir das Subskriptveg und
schreiben kur6GL(V). EsistGL(V) C EndV).

Beweis: Die Identitit aufV ist linear und bijektiv. Damit besitzt GI) ein neu-
trales Element. & f € GL(V) ist nach Lemma 2.3.4 ! ebenfalls linear und
bijektiv. Damit hat jedes Element in GL') ein Inverses. 0

2.5.7 BemerkungEndk (V') ist ein Ring mit 1, denicht nullteilerfrei ist.
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Beweis: SeiV = U @ W. Dann sind die Abbildungeff;;: V- — V mit fy(u +
w) = wund fy: V. — V mit fiy(u + w) := w beide linear und nicht die
Nullabbildung. Es gilt abeffy o fir) (u+w) = fww(u) = 0furallev = u+w € V.
Damitist fy o fy = 0, d.h., fy und fy, sind Nullteiler. O
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3. Matrizen

3.1 Basisdarstellung linearer Abbildungen

3.1.1 Beobachtundes seieri” undW endlich dimensional& -Vektorrdume und
B = {by,...,bn} eine Basistii V sowieC = {ci,...,c,} eine Basisdii W. Ist
f € Homg (V, W) undv € V, so gilt

v= Z(Oéibi)
=1

und somit

m m

F@) = £ (b)) = (i f (b))

=1 =1

Damit ist die Abbildungf durch die Wertef (b1), ..., f(b) eindeutig bestimmt.

Umgekehrt definiert jede Abbildunkt B — C eine lineare Abbildung; durch
die Festsetzung

m m

EO (b)) == (ciki(bi)) € W

i=1 i=1

Nunist f(b;)) € W furi = 1,...,m. Da{ec;...¢,} Basis vonW ist, gibt es
Qij e Kfurj=1,...,nmit

f(b;) = Z Q;jCj.
7=1

Damitist f durch die Korperelementéa;;)—..... eindeutig bestimmt.
=1

j=l.n

3.1.2 Definition Einem x n Matrix Uber einem KiperK ist ein Schema der Form
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3. Matrizen

iy o Olp

Qm1  ° Qmp

mit ;; € K. Die Menge dern x n Matrizenuber K bezeichnen wir mit™*",
d.h. esist

K(mmn) .= gmxn.— 9] 2 ist einem x n-Matrix UberK}.

Die n-tupel (a1, ..., ;) furi = 1,...,m heiBen dieZeilen der Matrix, die
Vektoren
alj
furj=1,...,n
Otm]'
heil3en dieSpaltender Matrix. Die Elementey;; furi = 1,..., min{m,n} bilden
die Hauptdiagonaledie Elementey(,, (1) furk = 0,..., min{m,n} — 1 die

Nebendiagonaleler Matrix.

Bemerkung Die Schreibweise von Matrizen als rechteckige Schemata hat ledig-
lich (sehr gute) pragmatische @nde. Man kann eing x n-Matrix

a1 e A1n
Om1 - Oyp
als einm-tupel vonn-tupeln(aq1,...,@1n), .-, (@1, - -, @mn) also als Vektor

aus(K™)™ auffassen.

Dies ist der Hintergrund des folgenden Satzes.

3.1.3 Satz Mit den Verkitipfungen

o (ij)mm + (Bij)mn = (@ij + Bij)mm
und

o a (Bij)mm = (@ Bij)mn

wird der K™ zu einem Vektorraum.

Beweis: Die eben eingeffirten Verknipfungen sind genau die Verspfungen des
(K™™ = K™™. Wir wissen aber schon, daB™™ ein Vektorraum ist. Im we-
sentlichen ist dien x n-Matrizen-Schreibweise nur eine bequemere Schreibweise
fur den Vektorraunik ™™,
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3.1. Basisdarstellung linearer Abbildungen

DasNullelemenim K™*™ bezeichnen wir durch
0O --- 0
O:=|[: "
0O --- 0
Das Inverse (bzgl. der Addition) Zuy;;) ist (—«;;). Wir wollen in Zukunft immer
vom Negativereines Elementes einer additiven abelschen Gruppe sprechen, wenn

wir das Inverse baegjlich der Addition meinen. Das erspart Verwirrungen, da wir
auf den Matrizen auch eine multiplikative Struktur eihfén werden.

3.1.4 Lemma stV ein Vektorraum der Dimension, so wird die Abbildung igt €
Hom(V, V') bediglich jeder BasisB vonV' durch die Matrix(d;;),,, dargestellt.
Die Matrix

1 0 0
0 1 0
(0ij)nn = | - .
0 0 1

heiRtEinheitsmatrixund wird mit&(™m) bezeichnet. Oft ist aus dem Zusammen-
hang klar, welches gemeint ist. Dann schreiben wir kue¢z

Beweis: Es istid V(bz) =b;, = 2?21 5ijbj- O

Notationen

Anstatt K™*! schreiben witk,,, und nennerk,, den Vektorraum deBpaltenvek-
torentiberK.

(e7]
Kpi=K™ .={| || s €K}

Qm,

Statt K1 %™ schreiben wirK™ und nennerik™ den Vektorraum deZeilenvektoren
UberK.

K":= K" .= {(a,...,0,)| i € K}.
3.1.5 SatzSeienV und W K-Vektoriaume undB = {by,...,b,} sowieC =
{ci1,...,c,} Basen vorV bzw.W. Wir definieren eine Abbildung

QB,C’: HomK(V, W) — KmXn
durch
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3. Matrizen

QB,C(f) = (aij)i_il ..... m

falls
Fb) = aije
=1

furalle: =1,...,m gilt.
Die Matrix ® g «(f) hei3t dieMatrixdarstellungvon f bediglich der Baser3 und
C. Die Abbildung® p ¢ ist ein Isomorphismus der Vektaume.

Beweis: Wir haben bereits in 3.1.1 beobachtet, daR die Ma@rix(f) fur al-
le f € Hom(V, W) definiert ist. Umgekehrt erzeugt jede Matfk = (;;)m,n
vermoge kg .o (bi) == Y77 ajjc; eine Abbildungky s c: B — C, die sich,
wie in 3.1.1 bemerkt, zu einer linearen Abbilduhg s :V — W fortsetzen
lakt. Dann giltd g ¢ (kap.c) = A und istD s ¢ eine surjektive Abbildung. Wir
haben ihre Lineardt nachzurechnen. Dazu beobachten wir, daR®mitc(f) =
(i) undD p,c(g) = (Bi5) gilt
n n n
(f+9)(bi) = F(b:) +9(bi) =Y aijej + > Bijej = > (i + Bij)e

j=1 j=1 j=1
und damit®p ¢ (f + g) = Dp,c(f) + Dp,c(g). Analog erhalten wikxf (b;) =
- 37 aijeg = 37 aaije; und damitd p o (af) = o Dp.c(f).
Ist®pc(f) =0,sofolgtf(b;) =0furi=1,...,m. Damitistf die Nullabbil-
dung, d.h. Keri® 5 ) = {0}, und® ¢ ist injektiv. 0

3.1.6 Korollar SindV und W endlich dimensionale Vekt@ume der Dimensio-
nenm undn, so gilt:

Hom(V,W) = K™*"
und

dim(Hom(V, W)) = dim(V) - dim(W).

3.1.7 BeobachtungSeienV, V' und W Vektorrdume, f € Hom(V,V’),
g € Hom(V' W), B = {b1,...,b,} eine Basis vorV/, C' = {cy,...,c;} ei-
ne Basis vorV’ undD = {dy,...,d,} eine Basis voriv.

IstDp.c(f) = (ij)mie UndDc,p(g) = (Vij)k,n, SO ist

Dp,nlgof) = ail'ﬂj);:_ll,’...,m-
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3.1. Basisdarstellung linearer Abbildungen

Die eben gemachte Beobachtung ist die Motivatiandie folgende Definition des
Produktes von Matrizen.

3.1.8 Definition (Matrixmultiplikation) Seil € K™%, 98 ¢ K" mit A =
(@ij)i=1,..m UNADB = (Bi;)i=1.... Wir definieren
1= n

7;:
1,..., k ji=1,...,

und nenner®! - B dasProduktder Matrizen( und‘B.

Aus der Definition der Matrixmultiplikation und Beobachtung 3.1.7 erhalten wir
sofort den folgenden Satz.

3.1.9 SatzEs seierV, V' undW K-Vektoridume mitim (V') = m, dim(V') = k
unddim(W) = n. SindB, C und D Basen vorV/, V' undW, f € Hom(V, V")
undg € Hom(V', W), so gilt

Dp,plgo f)=Dp,c(f) Dc,n(9)-

Warnung Das Ergebnis des Satzes 3.1.9 wird oft als ubscempfunden, da
die Abbildung® g g: Hom(V,V) — K™*" kein Homomorphismus der Ringe,
sondern ein sogenanntémtinomomorphismusvird. D.h. es giltDp g(g o f) =
D,8(f) Dp,p(g) anstattD p g(g o f) = Dp,p(9) - Dn,z(f). Willman dies ver-
meiden, so mul map ¢ (f) := (Bij)m,n definierendr f(b;) = >7_; ajic; und
Bij = aj; furi =1,...,nundj = 1,...,m. Die so erhaltene Matrix ist dann
die transponierte (s.u.) der von uns eirigmten Matrix. Wir haben uns hiefif
diese etwas einfachere Definition entschlossen und nehméndiafUnsclinheit

in Kauf. Die meisten Lehrhicher gehen jedoch den anderen Wed-ur die Ent-
wicklung der Theorie ist die Definition der darstellenden Matrix jedoch nicht ent-
scheidend.

Beachte Wenn Sie zwei Matrizefll und 5 multiplizieren wollen, so muB( €
K™k yndB € K**" sein, d.h. die hinge der Zeilen voRl mufRR mit der lahge
der Spalten vof3 Ubereinstimmen.

Ein Spezialfall der Matrixmultiplikation ist die Multiplikation eines Zeilenvektors

A
a:= (ar,...,q,) € K" = K" mit einem Spaltenvektdr := ( : ) €K, =
Bn

K<l die das Kiperelement
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3. Matrizen

n
a-b= Zaj,@j
=1

ergibt. Dem einen oder anderen mag dieses Produkt als “Skalarprodukt” oder “in-

neres Produkt” zweier Vektoren von der Schule her bekannt sein. Schreiben wir
ai
: ) von Zeilenvektorem; € K* und8 =

Om

(b1,...,b,) als Matrix von Spaltenvektoret; € Ky, so erhalten witl - B8 =

(a;b;)m,n. Die MerkregelZeile mal Spalteist hier oft sehr ntzlich.

Man kann eine Matrix auch in “BStchen” unterteilen. Schreiben wir beispielswei-

se

o 9[1 QLQ _ %1 ‘BZ
o= (% Q[4> unds — <%3 %4>
mit A, € KPX9, Ay € KP<(n=a) 9y ¢ K(m-p)xa 9 ¢ Km-p)x(n=a) 95, ¢
K155 9By € K1x(k=s) 8, ¢ K(n—0)xs 95, ¢ K(n—a)x(k=s) 5o erhalten wir

A B — A - B + A - Bz Ay - By + Ay - By
Az - By + Ay -Bs A3 -Bo +As-By /)’

wie man leicht nachrechnet. Auch hier gilt das Prinzip “Zeile mal Spalte”.

die Matrizen als Matrix2 = (

3.1.10 Bemerkungrur Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

i) (a-2A)-B=A-(a-B)=0a-(A-B)fura e K,A e K™*" B c K=k,
(i) A-(B+E)=A-B+A-CfurA € K™", B, ¢ ¢ K*F,

(i) (A+B)-€=A-C+B-&fur2, B € K™<", ¢ e K™k,

(iv) (A-B)-¢=A-(B-¢)furA € K™*", B ¢ K™k ¢ ¢ Kk,

Beweis: Nach der Wahl geeigneter Basen erhalten Wir= ® g ¢(f) fur ein
f € Hom(K™ K¥), 8 = Dcplg) fur eing € Hom(K* K™). Wegen
a(go f)(v) = a-g(f(v)) = g(af(v)) = (g ° af)(v) haben wir

a(go f) =(goaf)unda(ge f) =ago f. (i)

Damit erhalten wifa20)®B = (a®5,c(f)) - De,n(9) = Dp,.c(af) - De,plg) =
Dpp(goaf)=Dpplalge f)) =aDpp(go f) = a-(Dp,c(f)Dcplg) =
a(AB) und(a)B =Dp p(goaf) =Dpplago f) =Dpco(f)De,plag) =
A(«B). Damit ist die Aussage (i) bewiesen.

Sei ¢ = D¢op(h) fur ein h € Hom(K* K™). Dann istA(B + ¢) =
Dep((g+h)of) = Deplgof+hof) =Deplgof)+Deplhof) =

70



3.1. Basisdarstellung linearer Abbildungen

(D@B,c(f)-Deplg) + (Dc(f) Deo,p(h)) =AB + AC. Womit (i) bewiesen
ist. Die Aussage (iii) zeigt manoliig analog.

Sei nun¢€ = ®pg(h) fur ein b € Hom(K", K?). Dann folgt (AB)¢ =
(DB,c(f)De,p(9)Pp,e(h) =Dpplgo f)Dpr(h) =Dpr(ho(gef)) =
DpE((hog)o f)) = Dpc(f) - Deplhog) = ADce,plg) - Dp,e(h))
2A(B¢). Damit ist dann auch (iv) bewiesen. O

3.1.11 SatzDie quadratischen Matrizen de&™*"™ bilden mit der Matrixadditi-

on und der Matrixmultiplikation einen Ring mit der Einheitsmatrix als Einsele-
ment. IstV ein Vektorraum midimV = n und B eine Basis vorl¥/, so ist
DppEndV) — K"*" ein Antisomorphismus der Ringe, d.h. es gilt
D90 f) =DB5(f) DBB(9)

Beweis: Die Ringaxiome wurden in 3.1.10 nachgerechnetiDgag in Satz 3.1.5

als Vektorraumisomorphimus nachgewiesen wurde, ist diese Abbildung bijektiv.
Dal’ ein Antihomomorphismus vorliegt, folgt aus Satz 3.1.9. Wir werderaichn”
sten Abschnitt sehen, dal3 dieser Antiisomorphismus sigheto$ zu einem Iso-
morphismus erarizen &i3t. O

3.1.12 BemerkungEin K-VektorraumV, auf dem noch zw@Zzlich eine Ver-
knipfung-: V' x V. — V definiert ist, heil3t eindlgebra Der K"*™ bildet mit

der Matrixmultiplikation die Algebra der quadratischen Matrizen. Ebenso bilden
die Endomorphismen eines Vektorraumes mit der Komposition von Abbildungen
eine Algebra.

3.1.13 Definition Eine Matrix2l € K™*™ heil3tinvertierbar, wenn es eine Matrix
B e K" gibt, mit2A - B = ¢n),

Die Menge der invertierbaren Matrizen d&¢ " bezeichnen wir mit Gln, K),
d.h.

GL(n, K) := {2 € K™"| (3B € K™")[A- B = ¢]}

3.1.14 SatzDie MengeGL(n, K) bildet mit der Matrixmultiplikation eine Grup-
pe. Sie heil3t diellgemeine lineare GruppEur eine Basis3 einesK -Vektorraums
der Dimensiom gilt GL(n, K) = {®p 5(f)| f € GL(V)}.

Beweis:Ist f € GL(V) und? = Dpp(f), so gibt esf~' € GI(V), und
es gilte™™) = Dpp(fof ') = Dra(f ') - Dpa(f), und wir sehen, daR
Dp,B(f) € GL(n, K) ist. Ist umgekehrl € GL(n, K), so sind die Abbildungen
kop,p Und ky-1 5 5 (vgl. den Beweis des Satzes 3.1.5) in B¢l und es folgt
Dpp(dy) = € = A" A = Dp p(ka,p,p o ka1 p,) und damitky z 5 €

71



3. Matrizen

GL(V). Damit ist GL(n, K) = {Dp (f)| f € GL(V)} und eine Gruppe, da
GL(V) eine Gruppe un@® g, ein Antiisomorphismus ist. 0

Wir wollen den Abschnitt damit beschlieRen, eine kanonische BasigKdes®
anzugeben. Dazu definieren wir die Matrizen

i = ik * Oj1)izt,.m- (3.1)

Das bedeutet, dag&;" diem x n-Matrix ist, die genau im Schnittpunkt dérten

Zeile undi-ten Spalte einé und sonst lauter Nullen stehen hat. Wenrund n

aus dem Zusammenhang ersichtlich sind, lassen wir die oberen Indizes weg und
schreiben kurz, ;.

3.1.15 SatzDie MengeE™" := {&/"| k=1,...,m; [=1,...,n} ist eine
Basis desk™*",

Beweis: Offensichtlich istE™"™ genau die kanonische Basis d€§'". O

3.2 Der duale Raum und die transponierte Matrix

..........

3.2.1 Definition Flir 2 = (;;)i1,...m € K™ " seiA! := (B”)Z . € KMXm
=1 m
mlt,@z] :aﬁfl}ri: 1,...,m; 5 = 1,...,m.
2! heilRt die zu transponierte Matrix. Sie entsteht durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen.

Um die geometrische Bedeutung der transponierten Matrix genauer zu studieren,
fuhren wir den Begriff des dualen Raumes ein.

3.2.2 Definition Sei V' ein K-Vektorraum. Wir definierer* := Hom(V, K).
Man nenntV* den zuV' dualen Raum.

In der obigen Definition wird der &fper K als ein eindimensionaler Vektorraum
Uber sich selbst aufgefal3t. Eine lineare Abbildung von einem Vektorfdum
dessen Grundkper bezeichnet man auch als eineearform Der duale Raum
V* ist also die Menge der Linearformen véhin K.

3.2.3 Satzlstdim(V') < oo, so istV = V*,

Beweis: Wegendim V* = dimHom(V, K) = dim V - dim K = dim V folgt dies
aus der Bemerkung zu Satz 2.4.6. 0

Der Isomorphismus, der sich auf Grund von Satz 3.2.3 ergibt, ist allerdings kein
sehr natrlicher. Wir erhalten ihn nach Wahl von Basénhfur V und C fur V*
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3.2. Der duale Raum und die transponierte Matrix

als Kompositionh~! o h, wobei die BaserB und C' nichts miteinander zu tun
haben nussen.

Ein Vektorraum und sein dualer Raum sind jedoch viel enger miteinander ver-
knipft. Das wollen wir im folgenden herausarbeiten.

3.2.4 Satzlst B = {b;| i € I} eine Basis voiY und setzen wir

b;‘V — K bj(z Ozjbj) = Zajéij,
7=1 7=1

so ist die MengeB* := {b;| i € I} C V* linear unabléngig, und es gilb; (b;) =

dij-

Beweis: Es folgt nach 3.1.1, daR durch die Festsetzsfigh _, a;b;) =
-1 a;jd;; eine Linearform mib} (b;) = d;; definiert wird. Giltnund 2, a;bf =
0, so erhalten wif) = (3°7, ;b)) (br) = Doy cbf (b)) = D oiy by, = oy fur

kE=1,...,n.Alsoista; =... = a, =0, undB* ist linear unabhngig. O

3.2.5 Korollar Istv € V undwv # 0, so gibt es eil\ € V* mit A\(v) # 0.

Beweis: SeiB eine Basis voiV undv = """ | a;b;. Dann giltey; # 0 fur minde-
stens eiry € {1,...,n}. Damit erhalten wir abelr; (v) = Y°7 | a;b% (b)) = o #
0. O

3.2.6 Lemmalstdim(V) = dim(W) = n, f:V — W eine lineare Abbildung
und gibt es eine Basi® vonV, so dal3f[B] eine Basis vori¥V ist, so istf ein
Isomorphismus.

Beweis: Die Abbildung f ist surjektiv, da sich jedes € W als Linearkombinati-
onw =>" a;f(b) = fF(O1 a;b;) mitb; € B darstellendBt. Ist) = f(v) =
FOo, aibi) = >0, i f(b;), so folgt wegen der linearen Unadigigkeit von

f(b1),..., f(by)schona; = ... =, = 0und damitv = " | ;b; = 0. Damit
ist Kern f = {0} und f ist injektiv. O
3.2.7 Satzlst V ein endlich dimensionaler Vektorraum uBd= {by, ..., b,} eine

Basis vonl/, so istB* = {b7,..., b} } eine Basis voiv* und die Abbildung
2V — VvV
v = Zaibi — Zaib;‘ =:v*
i=1 i=1
ein Isomorphismus der Vektégume. Man nennB* die zuB duale Basis
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Beweis: Wir wissen nach Satz 3.2.4, dafy, ..., b*, linear unabhhgig sind. Zu
zeigen bleibt daher, daf3 sie auch ein Erzeugendensystem bildencldt™*, so
zeigen wir, da®\ = 3" | X(b;)b; ist. Dies ist aber wege( ;" ;| A(b;)b;)(b;) =
S A(B)bE(by) = Yo Abi)dij = A(b;) furj = 1,...,n sofort klar. Da die
Abbildung*: V' — V* die BasisB auf die BasisB* abbildet undi” undV* die
gleiche Dimension haben, folgt nach Lemma 3.2.6, dai® Isomorphismus ist.
0

Man sollte im vorherigen Beweis beachten, daf’ er oarefidlich dimensiona-
le Vektoridume funktioniert. Is¥ namlich unendlich dimensional, so wissen wir
zwar, dal3 @i jedesv € V eine endliche Teilmengéb,,...,b,} C B mitv =
S aqb; existiert und erhaltenuf’ein A € V* daraush\(v) = Y7, a;A(bi) =
Doy @i(D05_ A(bj)b7) (bi), d.ho A(v) = (327, A(b;)bj)(v), aber die Menge
{b1,...,b,} &Rt sich nicht uniform angeben, sondeamft von der Darstellung
von v durch Basisvektoren ab. So ist die Abbilduh§ir unendlich dimensionale
Vektorrdume zwar injektiv, aber im allgemeinen nicht surjektiv.

3.2.8 Satzlst f € Hom(V, W) und\ € W*, soistdie Abbildung™: W* — V™,
die definiert ist durchf*(\) := Ao f in Hom(W*, V*). Wir nennenf* die zu f
duale AbbildungSindV undW endlich dimensional und singt undC Basen von
VundW, so giltDc- g+ (f*) = Dp,c(f)".

Beweis: Aus der Definition vonf* folgt die Kommutativitit des folgenden Dia-

gramms.

V—>f w

Aof
A
N

K

Damitistf*(\) € Hom(V, K) = V*. Wegenf*(aX; +8X2) = (a\1+BA2)o f =
a(Adof)+ B8N0 f) =af*(A1) + Bf*(Xe2) ist f* linear.

Sind nunV und W endlich dimensional mit BaseB = (by,...,b,) undC =
(01, C ,Cn) und@B,C(f) = (aij), SO folgtf(b,) = Z?:l Q;;Cj furi = 1,...,m.
SeiDc- p-(f*) = (Bi;). Wir behaupten, daf} dann

,Bij:ozji furi=1,...,nundj=1,...,m 0]

gilt. Zunédchst erhalten wirarnlich
FHe)by) = O Bibip) (b)) = Bubiu(bs) = Bij (ii)
k=1 k=1

74



3.2. Der duale Raum und die transponierte Matrix

und dann auch
FAE)b) = G (F(0) = ¢ (Y wer) = Y oguei(er) = i (i)
k=1 k=1
Aus (ii) und (iii) folgt aber sofort (i). O

3.2.9 SatzDie Abbildung*:Hom(V,W) — Hom(W* , V*) mit f —— f* ist
ein Monomorphismus der Vektéume. Sind” und W endlich dimensional, so ist
* ein Isomorphismus.

Beweis: Seif € Hom(V,W). Nach Satz 3.2.8 gilf*: W* — V*. Um die Li-
nearigit nachzuweisen, berechnen wir (vgl. den Beweis von Satz 3.1ol0)
Bg)*(N) = Ao (af +Bg) = a(ho f) + B(Aog) = a- [*(X) + 8- g*(A), woraus
(af + Bg)* = af* + Bg* folgt. Damit ist* linear.

Sei f € Kern(*). Nehmen wirf # 0 an, so gibt es eim € V mit f(v) # 0
und nach Korollar 3.2.5 damit eih € W* mit 0 # A(f(v)) = (Ao f)(v) =
(f*(A))(v). Damitist f*(X\) # 0 und folglich auchf* # 0, was unserer Annahme
f € Kern(*) widerspricht. Damit ist injektiv.

Ist nundimV = m < counddimW = n < oo, so gilt dim Hom(V, W) =
dimV-dimW = dim V* - dim W* = dim Hom(W*, V*) und nach Satz 2.3.9 ist
dann* bereits ein Isomorphismus. O

3.2.10 SatzFur f € Hom(V, V"), g € Hom(V', W) ist(go f)* = f* o g*. Damit
ist die Abbildung': EndV' — End V™ ein Antimonomorphismus der Ringe.
Insbesondere gilt danf®( - B)! = B! - 2! fur Matrizen2l und8. Nach Wahl einer
BasisB fir einen Vektorrauny” der Dimensiom < oo ist die Abbildung

Yo®Dp p:EndV — K™X"
fr—Dp5(f)
ein Isomorphismus der Algebren.

Beweis: Die erste Behauptung des Satzes entnehmen wir direkt dem folgenden
Diagramm
!

1% N VAL 7
(g<>f)*(k)lf*(g*(k)) lm) Al
K K K.

Da* nach Satz 3.2.9 injektiv ist, folgt wegdnf)* = f*¢* sofort, dal3 ein Anti-
monomorphismus der Endomorphismenringe vorliegtVlgndlich dimensional,
so ist* ein Antiisomorphismus.

75



3. Matrizen

IstA = Dpc(f) undB = Do plg) fur f € Hom(V, V'), g € Hom(V', W)
und geeigneten BaseB, C' und D fur V, V' und W, so erhalten wi(A8)! =
(®p.c(f)Den(9)' = ®@p(go f) =Dp-p-((go f)*) =Dp-p-(f*og") =
Dp+c-(9%) - Do+ (f*) = De,n(9) - Dpe(f) =B - A

Wir haben das folgende kommutative Diagramm

*

End V) End V™)
DB*,B*OX\ ;/93*,3*

Kan

Im Zusammenhang mit Satz 3.1.9 haben wir schon bemerkt, dal3 die Abbildung
Dp- p-:EndV*) — K"*" ein Antihomomorphismus der Ringe ist. Nach Satz
3.1.5 ist sie ein Isomorphismus der Vektrie. Da auchi ein Isomorphismus
der Vektoreume und ein Antihomomorphismus der Ringe ist und die Komposi-
tion zweier Antihomomorphismen einen Homomorphismus ergibt, erhalten wir
Dp-,p=0* als einen Isomorphismus sowohl der Vektomie als auch der Ringe
und damit als einen Isomorphismus der Algebren. Nun gilt &bgr - (f*) =
@B,B(f)t, d.h.tOQByBZQB*yB*O*. O

Bemerkung Satz 3.2.8 ist der Grund, weswegen nidaticherweise die darstel-
lende Matrix eines Homomorphismyiss Hom(V, W) beziglich zweier Base3
und C vonV bzw.W als (Dp,c(f))" (in unserer Notation) definiert. Man et
die Abbildungf —— darstellende Matrix vorf dann direkt als einen Isomorphis-
mus der Algebren.

Sieht man sich Satz 3.2.9 nochmal genauer an, so bemerkt man, da® der Isomor-
phismus zwischen Hof#, W) und Hom(W*, V*) einfacher anzugeben ist, als

der zwischerl/ und V*, zu dessen Definition wir eine Basis lmigen. Der Ho-
momorphismusf — f* ist dagegen unalamgig von der Wahl einer Basis. Man

sagt daher, daf3 Hof, W) und Hom{W*, V*) kanonisch isomorpkind.

ZwischenV und dem dualen Raurir* sind solche kanonische Isomorphismen
nicht bekannt. Anders ist die Situation, wenn wir zum dualen des dualen Raum-
es, d.h. zd/** Ubergehen. Dort erhalten wir im endlich dimensionalen Fall einen
kanonischen Isomorphismus.

3.2.11 SatzDie Abbildung*™: V. — V™,V 3 v — v™ € V* mitv™*()) :=
A(v) fur A € V* definiert einen kanonischen, d.h. basisuréatdigen, Monomor-
phismus vor in V**. Istdim(V') < oo, S0 ist** ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: Wegenv** (aX + Bu) = (aX + pu)(v) = a(A(v)) + B(p(v) = a -
v (A) + B - v (p) istv*™ € Hom(V*, K) = V**.
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Weiter erhalten wiav + fw)**(A) = AMav + pw) = a- A(v) + 8- AM(w) =
a-v*(N)+8-w*(A) = (a- v+ 8- w*™*)(A), d.h.(av+Lw)™ = a-v** +[-w**,
und wir haben die Abbildung* als linear erkannt.

Istv € Kern **, so giltv**(X\) = A(v) = 0 fur allex € V**. Rirv # 0 gibt es
aber nach Korollar 3.2.5 eih € V* mit A(v) # 0. Damit folgtv = 0 und die
Abbildung** ist injektiv.

IstV endlich dimensional, so folgtim V** = dim V* = dim V und nach Satz 2.3.9
ist dann** ein Isomorphismus. O

Man nennt die Abbildung” > v — v** € V** die kanonische Einbettung vdn

in V**. Es hat sich als ungemeintzlich erwiesen, die Urbilder und Bilder kano-
nischer Einbettung zu identifizieren, d.h. als gleiche Objekte zu betrachten. Daher
werden wir im folgenden sehr oft einen Vekior V' und die mit ihm kanonisch
assoziierte Abbildung™:V* — K als die gleichen Objekte betrachten. Auf
diese Weised[3t sichl” als Teilraum vori/** auffassen. Ist’” endlich dimensional,

so betrachten wiv’ undV** in der Regel als die gleicheraRime. Die Nitzlichkeit
dieser Betrachtungsweise soll im folgenden klarer werden. Eine erste Anwendung
bringt bereits der folgende Satz.

3.2.12 SatzSindV und W endlich-dimensionale Vekt@ume, so giltf** (v**) =
(f(v))*™ fur alle f € Hom(V, W). Ist B eine Basis voiV und C eine Basis von
W, so folgtD g c(f) = D+ o= (f*).

Beweis: Fir beliebigesh € W* erhalten wir f**(v**)(X) = v™*(f*(\)) =
(f* (M) () = A(f(v) = f(0)™(A), d.h. f** (™) = f(v)™.

Ist Dp,c(f) = (o), so erhalten wirf**(b;*) = f(b;)™* = (Z;;l a;jci)* =
E?:l Ozijc}’f* und damit@B,c(f) = D pes o (f*). a

Bemerkung Wir wollen einmal studieren, wie die Aussage des Satzes 3.2.12 mit
der Identifikation vorw und v** aussieht. Die Aussagg™* (v**) = f(v)** wird
dann zu

Mo eV)[f*(v) = f(v)], d.h.f*=Ff. (3.2)

Es folgt aus (3.2), dal3 die Abbildurig zweimal angewandt, die Idergitérgibt.
Solche Abbildungen nennt mamvolutorisch Da B** = {b**| b € B} = B und
C* = C folgt auch® o (f**) = Dp,c(f), was im Einklang zur Identifikation
f** = f steht.

Identifizieren wir fir endlich dimensionale Vekt@udmel” und V**, so sind auch
die Riume EndV') und EndV**) ihrer Endomorphismen gleich und die Abbil-
dung®:EndV) — End V™) ist somit eininvolutorischer Antiautomorphismus
der Ringe
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In Satz 3.2.7 haben wir einen basisabgigen Isomorphismus vdiauf V* de-
finiert. Um zu studieren, ob auch dieser Isomorphismus unter der Identifikation
V** = V involutorisch wird, studieren wir ziathst dessen Wirkung auf die Ele-
mente der Basi® = (b1, ..., b,). Wir erhalten

(b:*)" = b, (3.3)

denn es gilth}*(b;*) = b;"(b;) = ¢;;, d.h.b}* erflillt die Definitionsgleichung
(b;*)*(b;*) = 6. Aus (3.3) folgt jedoch sofort

W) = (O] b)) = u(b*) =D aib; = . (3.4)
i=1 i=1 i=1

Es folgt sofort aus der Definition des Transponierens von Matrizen, dal3 die Trans-
position eine involutorische Operation auf Matrizen ist (zweimal spiegeln an der
Hauptdiagonalen). Mit Hilfe von (3.3) erhalten wir diese Tatsache auf anderem We-
ge. Rir 2 = D c(f) gilt namlich ((A)")" = ((Dp,c(f))")" = (D=, (f*))' =
Do+ (") =Dp,e(f) =24

3.2.13 Definition Zwei Vektorenv € V undw € V* heil3enorthogonal oder
senkrechtwennw(v) = 0 ist. Geschrieben wird dies als | v.

Fir U C V definieren wirU* := {w € V*| (Yu € U)[w L u]}. Wir nennenlU+
dasorthogonale Komplemenbn U.

Aus Definition 3.2.13 folgt
UCV = Utcv AU Ccv™ DV,

wobei wir in der letzten Inklusion wieder von der Identifikatioa= v** Gebrauch
gemacht haben.

Man sollte beachten, dal3 die Relation des “senkrecht Stehens” bislang nicht sym-
metrisch definiert ist. &'w € V* undv € V ist bislang nurw L v aber nicht

v L w definiert, d.h.LC V* x V. Betrachten wir aber wieder die Identifikation

v = v*™*, so kdhnen wirv L w alsv™ L w, d.h. durchv**(w) = 0 definiert
betrachten. Dann git .. w < w L v. Wir haben nun zu untersuchen, wie
sich die orthogonalen Komplemente hgiich dieser unterschiedlichen Definition
verhalten. Dazudfiren wir tir W C V* die folgende Notation ein

W= {veV| YweW)w L v}, (3.5)

d.h. W ist das orthogonale Komplement igtich der eben in Eragjung gezo-
genen Relation C V' x V*.
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3.2. Der duale Raum und die transponierte Matrix

3.2.14 LemmaFur W C V*ist *W C W, Istdim(V) < oo, so ist*W =
W,

Beweis: Ausv € *W folgt w L v, d.h.w(v) = 0 fur allew € W. Wegen0 =
w(v) = v**(w) folgt dann soforty € W+, wobei wir die Identifikation** = v
benutzt haben. Ist” endlich dimensional, so ist' surjektiv, und jedes Element
von W+ hat die Gestalt** fur einv € V. Damit folgt0 = v**(w) = w(v) fur
allew € W und damit auchy = v** € LW 0O

3.2.15 LemmaFur U C V istU ' ein Teilraum vorV/*. Es giltU C U+,

Beweis: Fir v,w € U™* gilt v(u) = w(u) = 0 fur allev € U. Damit folgt
(aw + pw)(u) = aw(u) + Bw(u) = 0 fur allew € U. Also istU~ ein Teilraum
vonV'*.

Firu € U gilt w** (v) = v(u) = 0 fur allev € U+, Damit folgtu = v** € U++
und wir haberl7 C UL+, O

3.2.16 SatzFur f € Hom(V, W) gelten

() Kern f =" (Im f*)

und

(i) Kern f* = (Im f)*.

Beweis: Wir erhalten (i) wegen
veKenf & f(v)=0

& (Vu' e WH)w(f(v))
& (Vo' e WH[(f*(w ))()20]
) L o]

Il
=

[(
& (Yw* e WH[f* (w*
& (Vuelm f*)|u L v]
& vebtlm ().
Ahnlich erhalten wir (i) wegen

veKemn f* < f*(v)=0

vof=0

(Ve € V)[o(f () = 0]
(Vo e V) L f()]
Vuelm f)v L ul
velm fr

te o
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3. Matrizen

3.2.17 Satzlst dim(V) < oo und U ein Teilraum vonV, so gilt dim(V) =
dim(U) + dim(U~+) undU++ = U.

Beweis: Ist U ein Teilraum vonV/, so erhalten wir ein Komplemef¥ mit V' =
U @& W und wédhlen eine Basif3; U By mit By := (by,...,b,) und By :=
(bmt1,---,bp), SO dalRB; eine Basis vor/ und B, eine Basis vorW ist. Schon
im Beweis von Satz 2.4.11 haben wir gesehen, daf} die AbbilduAgy — w
linear ist. Dann ist aber auch die Abbildung

fiVv—Vv

u~+v+— v*
als Komposition linearer Abbildungen linear mit Kefn= U. Nach Satz 2.4.12
gilt damit

dimV = dimU + dim(Im f). 0)

Istnunu € U undw* € Im f, soistu = ;" a;b; undw* = Y70 ) o;by.
Wegenb; (b;) = ¢;; folgt dannw* (u) = 0 und damit

Im f C UL (ii)
Istv* € U+, so finden wiru = 31" | b € U undw = 31| a;b; € W, SO
dalv* = u*+w* ist. Wegerv*(b;) = 0furj =1,...,mfolgt 0= (uv* + w*)(b;) =
Sy aibi(by) + D00 ibi(bj) = oy furj = 1,...m. Damitistu = 0 und
somitv* = w* € Im f, und wir erhalten

Ut cCim f. (iii)
Aus (i),(ii) und (iii) folgt dann

dimV = dimU 4 dim U=, (iv)
Wegen

dimV = dimU + dim U+ (v)
und

dimV* = dimU* + dimU*++ (vi)
erhalten wir

dim U+t = dimV — dim U+ = dimU. (vii)

Nach Lemma 3.2.15 haben wif C U+1. Dann istU bereits ein Teilraum von
UL, und zusammen mit (vii) folgt nach Satz 1.227= U+, 0
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3.3 Basistransformationen
3.3.1 Definition Sei2l € K™*™. Die Matrix 2( kann in zweifacher Weise als eine
Abbildung aufgefal3t werden
A K™ — K"
ro— -
A K, — K,
r — A1

Wir erinnern an die in Satz 1.3.1 eingéffe kanonische Basis des Vektorraums
K", In (1.11) definierten wir

e;' = (0i1,- -+, 0in)-

Damit iste]* dasn-tupel, das aus lauter Nullen besteht bis auf die Kompongnte

an der eind steht. Die kanonische Basis d&¥' notierten wir als
E" = (e],...,e}).

N

Dual dazu definieren wir
E, = (e’ft, .. ,ezt) —: Ent (3.6)

als die kanonische Basis d&5,. Damit ist die kanonische Basis d&8' gegeben
als die folgende Menge von Zeilenvektoren

E* = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)}

und die degX,, als die folgende Menge von Spaltenvektoren

1 0 0 0
0 1 : :
E”L - . Y ) Y 1 ) O
0 0 0 1

Wenn aus dem Zusammenhang Klar ist, zu welchem Raum die kanonischen Basis-
vektoren gebfen, lassen wir den oberen Index weg.

3.3.2LemmaFur die darstellenden Matrizen der Abbildungeh und A gilt

Beweis: Sei 2 = (aj;)mn. Dann folgtA(e?) = e - A = (a1y...,qip) =
> i1 aijef, und damit folgtDpm (2A) = 2.
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3. Matrizen

SeiDx, i, (A) = (Bij)n.m, d.h.2A(el) = ST Bijet. Wegen2i(e!) = 2 - e! =
(65T

= Y7L, aj;e} erhalten wir nach Satz 1.2.18; = oy furi = 1,...,n

Omyg

undj =1,...,m. O

3.3.3 BeobachtungFiry € K, = K™ ist: K" — K und damitt €
Hom(K", K) = (K™)*,und fliry € K™ = K" istT € Hom(K,,, K) = K,,*.
Identifizieren wirr mit der Abbildungz, so sehen wir, dal3 déf,, der zuK™ duale
Raum ist. Umgekehrt erhalten wit™ als den dualen Raum vaii,,, wenn wirg
undy identifizieren. Damit sind die &imeK ™ und K,, paarweise zueinander dual.
Um die zuE" duale Basis zu finden, berechnen wlite;) = e, - e} = 4;;. Damit
ist E,, die zuE" duale Basis. Ebenso erhalten wir we@(\e;-) =e; - e§- = 8ij,
daRE" die zuE, duale Basis ist.

Den nach Satz 3.2.7 durch die dualen BaBBrundE,, erzeugten Isomorphismus

* zwischen den dualendRien erhalten windi'y € K™ alsy* = Y | aje;* =
S el =rtundfiry € K, alsy* =Y ael” =30 | ayell =t

Damit sehen wir, dal déibergang zum transponierten Vektor ein Dualisierungs-
prozeld ist. Das entspricht der in Satz 3.2.8 festgestellten Tatsache, dal3 die duale
Abbildung durch die transponierte Matrix dargestellt wird.

3.3.4 Beobachtungst2 € K™*" soist: K™ — K™. Fiir die duale AbbiIA-
dung”™: K,, — K, giltdann®x, 5, (A") = (Dpn m (A))! = A = D, g, (A)
nach Satz 3.2.8. Damit i€f" = 2, d.h.2l ist die zu duale Abbildung. Ebenso
erhalten Wirdgn m (2*) = (D, 1, (A))! = (A)! = A = Dy (A) und da-

mit 20* = 2. Die Abbildungerfl und% sind also wechselseitig dual.
Dartiber hinaus beobachten wir, dal3 die folgenden Diagramme kommutativ sind:

Km 2, Kn K, —25 K,

g L J

Ky — Ky K" — K,
At At

Die Identifikationy = ¥ furr € K,, undxr = T furr € K™ lat sich noch weiter
beguinden. Istt € K,, so folgtr**(H) = (x) = v-r = x(y), d.h.r** = z. FUr
p € K™ erhalten wir analog** (¥) = t(n) = v -r = b(r) und damity™* = . Die
Identifikationent™ = 1, T = r undp = y sind also die gleichen.
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3.3.5 Definition SeiV ein K-Vektorraum mitdim(V') = nundB = (by, ..., by)
eine Basis vorV. Wir definieren (vgl.(2.2))

hg:V — K" Zaibir—>(a1,...,an)
=1

und

n ap
hp:V — Ky Y oubi— |
i=1

On

und nennen die Abbildungeig und igB die Koordinatendarstellungebeaziglich

der BasisB. Die Vektorenhz(v) undf g (v) nennen wir diekoordinatenvektoren

von v beaiglich der BasisB. Offensichtlich gilthg(v) = hg(v)! undhp(v) =
hB(U)t.

Die Koordinatendarstellungen von Vektoren entsprechen der Basisdarstellungen

von Abbildungen. Wie beide zusammemgjen, kit der folgende Satz und dessen
Folgerung.

3.3.6 Satz Die Koordinatendarstellungehs undh s sind bijektiv, und das folgen-
de Diagramm kommutiert:

o o
v L ow
hBl he
Km Dp,c(f) Kn
Beweis: Gilt hp(v) = 0 furv =37 | a;b;, so folgte; = ... = a, = 0 und da-

mit v = 0. Damit isth g injektiv und wegenlim V' = dim K™ damit auch bijektiv.
Die analoge Aussage ergibt sich auch . Zum Nachweis der Kommutatieit”
des Diagrammes beginnen wir mit dem unteren Rechteck. $eier(by, ..., by,)
undC = (c1,...,c,) Basen vorV bzw. W. Firv € V mitv = >, 8;b; und
D,c(f) = (a;;) erhalten wir

ho(f(v) = he(3oiL Bif (b)) = ha (322, Bi(327=1 @ijej)
ho (51 (im Bicij)es) = (3032, Bicns -+, 3250 Bictin)
= By, Bn) - (i) = hp(v) - Dp,c(f) =Dp,c(f)(hp(v)).
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3. Matrizen

Fur das obere Rechteck erhalten @i p-(f*) = (Dp,c(f)! = (Vij) ic1n
j=1

mity;; = aj; furi =1,...,nundj =1,...,m. Also folgt
> Biair > B
R i=1 i=1 b o
he(f(v)) = = : = (7ij) ( : ) = D¢+ B+ (*)(hp(v)),
Brm

> Bictin > Bivmi
i=1 i=1
d.h.
ho o f =Dcep-(f*) 0 hp.

3.3.7 Folgerunglst f: V' — W linear und®l die Basisdarstellung voif be-
ziglich zweier BaserB ung C von ‘{\bZ\{V.W, so gilthco f = ﬁ o hp, d.h.
he(f(v)) = hp(v) - Aundhc o f = A o hp, d.h.he(f(v)) = A - hp(v).

Der Beweis der Folgerung ergibt sich sofort aus Satz 3.3.6 und der Definition der

Abbildungen® g «(f) und® ¢+ g« (f*).

3.3.8 Lemma SindV undW endlich dimensionalé(-yektorraurrle,B yndC Ba-
sen vonV bzw. W und gilthc o f = Ao hg (bzZW.hc o f = A o hp), SO ist
A=Dpc(f).

Beweis: Nach Satz 3.3.6 und Voraussetzung fifto f = Ao hp = D c(f) o
hp. Wegen der Bijektiviat von hy folgt daraust = D p (f) und damit nach
Lemma 3.3.2( = D p ¢ (f). Analog zeigt man dann die zweite Behauptung

3.3.9 Definition Sei V' ein K-Vektorraum mitdim(V) = n < oo, seienB =
{b1,...,bp} undC = {ci,...,c,} Basen vorV. Dann gilth; = >_" | ;- ¢;.

. . . J= .
Wir definierenTp ¢ 1= () » und nennerk g ¢ die Transformationsmatrix

.....

i=1
Jj=1,...,

oderUbergangsmatriwon B nachC.

Beachte Nach der Definition vorEz ¢ haben wirfz ¢ = D c(id v).

3.3.10 SatzEs gelten
() hc=%pcohp

und
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(i) he =Tl e ohs.

Beweis: (i): Sei ¥pc = (wi;), undv = > ", B;b. Dann folgtv =

Y BiXjoicije; = X (X Bicij)ej. Damit st ho(v) =
(X Bitir, .oy >oiy Biciin) = hp(v) - Tp,c = (Tp,c 0 hp)(v).
>oin Bici -
(i): Esisthe(v) = : =T o hp(v) = (T cohp)(v). O
Sy Bicvin

3.3.11 Korollar g ¢ € GL(n, K).

Beweis: Die Abbildungenhp und ke sind beide bijektiv. Nach Satz 3.3.10 gilt
dannTp o = he o hp . Nach Lemma 0.5.7 ist darifiz ¢ bijektiv . DaTp ¢
deren darstellende Matrix beglich der kanonischen Basis d&%' ist, folgt nach
Satz 3.1.14& 5 ¢ € GL(n, K). |

3.3.12 Bemerkunglst dim(V) = n, A = (ajj)i=1..... € GL(n,K)undC =
j=1 n

=1,...,

(c1,...,cn) €ine Basis vori/, so definierth; := Z?Zlaijcj eine BasisB =
(biy...,by) MitTp o =2

Beweis: Es genigt zu zeigen, dafl3 die Vektordh,...,b,) linear unabhhgig
sind. Zurachst haben wir

AeGL(n,K)Ar-A=0 = =0, 0)

denn esist = (pA)A~" = p(AA~') = r. Sei nunY_" | B;b; = 0. Dann folgt
0 = 35y Bibi = 2y Bi(Cjoy i) = 3251 (305 Bickij)c;. Damit folgt
Yoy Bicig =0furj =1,...,n,d.h.(Bi,...,05,) -2 = 0. Mit (i) erhalten wir
damit (51,...,0,) = 0,d.h. 5y = ... = B, = 0, und {by,...,b,} ist linear
unablahgig. O

3.3.13 Satz(Transformationssatz) Es seién und W endlich-dimensionalex -
Vektoriaume, B und B’ Basen vonl/ sowie C' und C' Basen voni¥ und f €
Hom(V, W). Dann kommutiert das folgende Diagramm
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3. Matrizen

Km Kn
N
Tp.p hy V—W \h(:/ Te,or
K™ —— K"
Dpr,or(f)

D.h. es qilt

Dpc(f)=hceofohy =T oDpe(f)oTpp
und damit auch

Dpo(f) =Ty'p - Dpof) - Too =Tpp-Dpolf) Too-

Beweis: Die Kommutativitit der beiden inneren Trapeze haben wir bereits in Satz 3.3.6
gezeigt. Um auch die Kommutatigit dlesauiReren Rechtecks zu zeigen, haben wir
die folgenden Gleichungen zur Vadiing

1

hcof=Dpc(f)ohs 0)

her = % o hc (i)
und

hi =%pp o hs. (ii)

Damit erhalten wir
hero f=%ccrohcof
=%ccroDpc(f)ohn

1 (iv)
=TocoDpc(f) o ohp
=T Dpo(f) Tee ohp,
wobei wir uns noch davon aubérzeugen haben, daf
A =T V)

gilt. Aus der dritten Zeile von (iv) folgt die Kommutatiat desaul3eren Rechtecks
des Diagramms. Aus der letzten Zeile von (iv) fol@®p o (f) =

T;B, : @B,C(f) : chf und daher’}DB/,C/(f) = T;}B, : @B’C(f) : 10701. Der
guten Form halber wollen wir auch (v) nachrechnen. EStist(A(x)) = (r- 2) -

A1 =g (AA 1) = - & = . DamitistA~" o 2 = id und folglichA " =2A .
O
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3.4 Der Rang linearer Abbildungen und der Rang einer
Matrix

3.4.1 Definition Seif € Hom(V, W). Dann definieren wir Rangf) := dim(Im (f)).

Fur2 € K™*" sei Rang2() := Rang(2(). Wir nennen Rangf) denRangder
linearen Abbildungf und Rang2l) den Rang der Matril.

3.4.2SatzSeif € Hom(V, W) mitdimV,dim W < oo. Dann giltRang(f) =
Rang(f*). Insbesondere ist dariRang(2l) = Rang(2(*).
Beweis: Fur f € Hom(V, W) haben wir nach Satz 2.4.12 und Satz 3.2.16
dimV = dim(Kemn f) + dim(Im f)
= dim(Im £*%) 4+ dim(Im f)
und nach Satz 3.2.17 auch

(i)

dimV = dim(Im f*) + dim(Im f**). (ii)
Aus (i) und (ii) folgt dann

Rang f = dim(Im f) = dim(Im f*) = Rang f*. (iii)
Firl € K™ ™ undy € K™ folgt

Ar(y) =y’ = (A" =AW (iv)
Aus (iv) folgt also, daf? das Diagramm

n A m
K" — K

lt Tt (3.7)

K, 2 K,

kommutiert. Damit folgt Ran¢l’) = Rang(2!) = Rangﬁ = Rang® = Rang¥,
denn? und®l sind nach Satz 3.3.4 dual. 0

3.4.3 SatzlstA = D g ¢(f) bediglich zweier beliebiger Base undC desK™
bzw.K", so giltRang(2() = Rang(f).

Beweis: Nach Satz 3.3.13 gilt

hn o f o hen ' =T 0 Dp.a(f) 0 Tylgm- (i)
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3. Matrizen

Nun ist hg» = id g» und hg» = id gm, und damit kommutiert das folgende
Diagramm

k™ L gn

TB’]EWT TTO,]ETL

Km 2, gn,

Da die Abbildunger z g» undTc g beide bijektiv sind, folgt Imf = Im 2( und
damit auch Rangf = Rang¥l. O

3.4.4 Korollar Ist2l € K™*™ und sind®B € GL(m, K) und¢ € GL(n, K), so
gilt Rang(2() = Rang(B - A - €).

Beweis: Nach Bemerkung 3.3.120khen wir®s und ¢ als Transformationsma-
trizen auffassen. Damit stelleth und®B - 2 - ¢ die gleiche Abbildung bamjlich
verschiedener Basen dar. Die Behauptung folgt daher aus Satz 3.4.3. O

3.4.5 SatzSeif € Hom(V,W). Die Abbildungf ist genau dann injektiv, wenn
Rang(f) = dim(V) ist.

Beweis: Wegendim V' = dim(Kern f) 4+ dim(Im f) ist Kern f genau dann der
Nullraum, wenndim V' = dim(Im f) = Rang f ist. O

3.4.6 Korollar Eine Matrix2l € K™*™istgenau dann invertierbar, weriRang(2() =
n ist.

Beweis: Nach Satz 3.1.14 istt € GL(n, K) genau dann, wenfd bijektiv ist.
Nach Satz 2.3.9 ist aber die Abbildufggenau dann bijektiv, wenn sie injektiv
ist. Nach Satz 3.4.5 ist dies genau dann der Fall, wenn Rarg dim K™ = n
ist. 0

3.5 Elementare Umformungen

3.5.1 NormalformensatzSei f € Hom(V,W) mit dim(V) = m < oo und
dim(W') = n < oo. Dann gibt es Base® vonV undC vonW, so dald

el = (" ) mitr = Rang()

ist.
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Beweis: Nach Satz 2.4.5 erhalten wir einen Unterratirvon V, so dalV =
Kern f & U ist. WegendimU = dimV — dim(Kern f) = dim(Im f) = r

erhalten wir eine Basié,...,by, by41,...,b,) vONV, so dalyby,...,b,) eine
Basis vonU und (b,1,...,b,) eine Basis von Kerry ist. Wir behaupten, dai
dann(f(b1),..., f(b.)) eine Basis von Imf ist. Dazu gengt es zu zeigen, dald

die Menge{f(b1),..., f(b;)} linear unabhingig ist. Seialsé = Y, | o; f(b;) =
f(Ooi_; @ib;). Dann ist) ;| a;b; € Kern f N U und dahery ;| a;b; = 0.
Wegen der linearen Unahhgigkeit von{b, ..., b, } folgtdahera; = ... = a, =
0. Damit ist f(b1),..., f(b,)) eine Basis von Imf, die wir zu einer Basig' =
(c1,...,cn) vOn W ergdnzen. D.h. wir haben, = f(b;) furi = 1,...,r. Damit
erhalten wir tir © 5 ¢ (f) = ()

n . .
, _Z e furi=1,...,r
f(b’)_.la“cf_{o furi=r+1,...,n,
1=
& furi=1,...,r

0 furi—r+l....n folgt. Damit hat® p ¢ (f) die behaup-
tete Gestalt. O

worausa;; =

3.5.2 Definition Die elementaren Basistransformationen sind:
() Addieren eines Basisvektors zu einem anderen,

(I Multiplikation eines Basisvektors mite K, « # 0.

3.5.3 Lemma GehenC und D aus einer BasisB durch eine elementare Basis-
transformation des Typs (1) bzw. (1) hervor, so sifidind D wieder Basen, und es
geltenfir k,l € {1,...,n}

Tr:=%pc=€""— (’EZ’ln
und
T = Tip = €4 (- e
Beweis: SeienB = (by,...,b,), C = (c1,...,cp) UNdD = (dy,. .., d,) mit

b furi # k b furitk
Q_{@+m furi = UNd %_{abkai:h

wobei k # [ ist. Um einzusehen, da® und D wieder Basen sind, gent es,

die lineare Unabérigigkeit von{ci,...,c,} und{dy,...,d,} zu zeigen. Ish =
Z?:l o;c; = Z?:l a;b; —{—ak(bk +bl) = Z?:l a;b; + (Ozl —i—ak)bl, SO folgtai =0
i#k i#l
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furi € {1,...,n} \ {{} und(ey + ax) = 0. Wegenay, = 0 impliziert das letztere
aucho; = 0. Ist0 = Z?:l o;d; = Z?:l a;b; + a - agbg, SO folgtai = 0 fur

i#£k
i€{l,...,n}\ {k}unda - ar = 0. Daa # 0 und jeder Kirper nullteilerfrei ist,
erhalten wir auchy;, = 0. Damit sindC und D Basen.
Um die Transformationsmatri€ z - zu erhalten, berechnen wir

n n n
b; = Z QjCj = Z Ozijbj + a;r (b + by) = Z Ozijbj + (e + agg) by
j=1 j=1 j=1
j#k j#l
Daraus folgt zuachsta;; = d;; furi € {1,...,n}\{k}undj € {1,...,n}\{l}.
Wegenb; = ¢jistay = 1, und fliri # k,lista; = 0. Wegenb, = ayrbr + (g +
akk)bl folgt ap = 1 und app = —ogr = —1. Fl'jrj 7é l,j 7'5 k ist schlieBlich
Qgj = 0. DamitistT; = szc = (aij) = gnn — Q:,Z’ln
Um Tp p zu berechnen, setzen wir ’

n n
b; = Z Ozijdj = Z Ozijbj + o by
£k
Daraus folgta;; = d;; furi # k oderj # k. Wegenb, = aoyby ist gy, = é
DamitistT;; = Tpp = (i) = € = EL+LE = €M (L -1, O

3.5.4 BemerkungEs folgt aus Korollar 3.3.11, daf3 die Matrizes™" — &'
unde&™ " +(L—1)e " beide umkehrbar sind, und man rechnet sofort nach, daf f
deren Inverser{¢&™" — (’EZ:Z”)*I = @™ 4+ & und (€™ + (1 — I)Q‘EZ”Z)*I =
EMT 4 (o — 1€ gilt.

Die Matrizen der Gestal¢ + &, ; und der Gestaltt + (o — 1) - & ;, nennen wir
Elementarmatrizen

Um die Wirkung der Multiplikation von Elementarmatrizen zu studieren, stellen
wir einige Rechnungen an.

ai
3.5.5 Lemma Schreiben wir die Matrifl = («;;)i-1,..... in der Form =
j=1,..., n
J am
mita; = (Otil, c. ,am), SO gllte;” -2A = q;.
ai;
Dual erhalten wir fir 2 = (by,...,b,) mitb; = [ : | auchA- (e)! = b;.
Omi
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m m
Beweis: Es iSte;n - = (Zéijajl’ ceey Zénjajn) = (Ozil, e ,Ozin) = q;. Der
j=1 j=1

Beweis der dualen Behauptung ergibt sich durch Transposition. 8s i&t!")! =
(e - A" = (a))" = 0.

ap
a1 :

3.5.6 Lemma Schreiben wiRl = ( : ) ,sofolgt(& + &) - A= | ar +
(o :

Om
ai

und(€+(a—1)€k,k)-ﬂ: a - ag

am
Fur2A = (bq,...,by) gilt dual A - (& + &) = (by,...,b; + b;,...,b,) und
Q['(Q:,—F(Oé—l)@k,k):(bl,...,a-bk,...,[]n).

Beweis: Schreiben wiig + &, ; als Matrix von Zeilenvektoren, so erhalten win-

e ep - A ar
Cri=| ek ;—el und damit(€+€&;;)-A = | (ex +.el) A =] + Oy
em em.- A Om
e - A ar
Analog folgt (€& + (o — 1)&; 1) - A = aek: A = Ckl'lk : |
e, A G

3.5.7 Definition Die elementaren Zeilen- und Spaltenumformungereinerm x
n—Matrix sind:

(Z1) Addition einer Zeile zu einer anderen (d.h. die Multiplikation mit der Ele-
mentarmatrix(& + & ;) von links.)

(S1)  Addition einer Spalte zu einer anderen (d.h. die Multiplikation mit der Ele-
mentarmatrix(& 4 & ;) von rechts.)
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(Zn) Multiplikation einer Zeile mitv € K, a # 0 (d.h. die Multiplikation mit
(€+ (o —1) - €& y) von links.)

(Si) Multiplikation einer Spalte mitv € K, o # 0 (d.h. die Multiplikation mit
(€ + (o —1) - &%) von rechts.)

Durch sukzessives Augfifen elementarer Zeilen- bzw. Spaltenumformungen er-
halten wir Umformungen der folgenden Typen:

(Zimn) Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.
(Si) Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen.

(Ziv) Vertauschen zweier Zeilen.

. : a—(a+b —.b
c.l Zl c.l Zll| (_ ) . Zl
N : -— : = : —
b a+b a+b a+b
—b —
. .b Z1 b

at+b—0 a a

(SIv) Vertauschen zweier Spalten.

(Zv) Addition einer Linearkombination van(l < r < n) Zeilen zu einer ande-

ren.
o101
[+51 a0y .
) Zl Zl ) Z Z QpQy
a, = s . i § :
: : r ’
b b Zaiai +b
. . =1

(Sv) Addition einer Linearkombination von (1 < r < n) Spalten zu einer
anderen.
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Beachte Elementare Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation mit ei-
nem Produkt von Elementarmatrizen von links, elementare Spaltenumformungen
der Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen von rechts. Aus Z
bzw. Q11 folgt, da3 auch die zu einer Elementarmatrix inverse Matrix ein Produkt
von Elementarmatrizen ist.

3.5.8 Satzlst f € Hom(V, W) und B’ eine Basis vori/, die ausB durch ele-
mentare Basistransformationen entsteht, so entsghtc(f) aus® g ¢(f) durch
elementare Zeilenumformungen.

Dual entsteh® 5 ¢ (f) aus® g, (f) durch elementare Spaltenumformungen, wenn
C' aus einer Basi€’ vonW durch elementare Basistransformationen hervorgeht.

Beweis: Nach Satz 3.3.13 isDp ¢(f) = T3y - Dp,c(f). Die Inversen der
Transformationsmatrizen elementarer Basistransformationen sind aber genau die
Elementarmatrizen, und Multiplikation mit Produkten von Elementarmatrizen von
links entspricht elementaren Zeilenumformungen. Analo@igicr (f) = ©,c(f)-
To,on, UndZ e o ist als Inverses einer Elementarmatrix ein Produkt von Element-
armatrizen. Multiplikation mit Produkten von Elementarmatrizen von rechts ent-
spricht aber elementaren Spaltenumformungen. O

3.5.9 Satzlst r = Rang(2(), so istr die maximale Anzahl linear unaéhgiger
Zeilenvektoren — dezeilenrang- vongl. Ebenso ist die maximale Anzahl linear
unabténgiger Spaltenvektoren — d8paltenrang- von%!.

a1
Beweis: Fur 2l = : ist A(ay,...,00) = (g,...,0p) - A = Yo oid;.

Gm
Damit ist Im2 = (ay,...,a,). Wegendim(Im 2() = Rang®l = r sind da-
her hochstens- Zeilenvektoren linear unabhgig. Nach Satz 3.4.2 ist aber auch
Rang?2’ = r, und die zweite Behauptung folgt durtibergang zur transponierten
Matrix. O

3.5.10 BemerkungAus Satz 3.5.9 folgt, dal’ eine Matrix genausoviele linear un-
abhangige Zeilen- wie Spaltenvektoren eiithDer Zeilenrangeiner Matrix ist
also stets gleich ihrerSpaltenrang

3.5.11 Lemmalst2l € K™*™ mitRang(2() = r, dann gibt es Produkt® undJ
von Elementarmatrizen derart, d&B- 20 = (8,0) mitB € K™*" und¥ - A =

(g) mit¢ € K=",
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Beweis: Die elementaren Spaltenumformungen entsprechen genau der Multiplika-
tion mit einem Produkt von Elementarmatrizen von rechts. Durch elementare Spal-
tenumformungen vom Typi8 bringen wirdl in die Form(ay, ..., a,, 8,41, ..,05,),
wobeiay, ..., a, linear unabhngig sind und jedes; fur: € {r +1,...,n} eine
Linearkombination voru,, ..., a, ist. Dann bringen wir mit elementaren Spalte-
numformungen vom Typ&diea, 1, . . . , a, zum Verschwinden. Durciibergang
zur transponierten Matrix folgt aus der ersten Behauptung auch sofort die zweite.
0

3.5.12 SatzZu jeder Matrix2l € K™*™ mit Rang(2() = r gibt es Produkt&d

r,r
undU von Elementarmatrizen, so daR- 2( - 20 = (QSO 8) ist.

Beweis: Mit Lemma 3.5.11 kihnen wir2l durch elementare Spalten- und Zeile-

%3 8 mitB € K™*" und Rang®B = r
bringen. Se = (f;j)m,». Dann sind nicht allgg;; = 0. Durch Vertauschen von

Spalten (9v) erreichen wirg}; # 0 und durch 8 8%, = 1. Durch Zeilenumfor-

numformungen auf die Gestalt:=

mungen Zil erhalten wirg3 = 0 furi = 2,...,m. Durch Spaltenumformungen

S erhalten wirﬂfj = 0furj = 2,...,n. Damit haben wiRl durch elementare
1 0 0

Zeilen- und Spaltenumformungen auf die Gestalt= [ 0 %; 0 | gebracht,
0 0 O

wobeiB; € K(~Dx(=1) mit Rang(%8,) = r—1 ist. Nun wenden wir das gleiche

Verfahren aufB; an und erhalten durch Iteration die gawsChte Gestalt. O

Eine Anwendung von Satz 3.5.12 ist die explizite Berechnung von Basen des Kernes
und des Bildes einer Abbildung € Hom(K™, K™). Wir berechnen zuachst2l :=
D mr (f). Ist RangA = r und (by41,...,b,) eine Basis des Kernes, so d&l =
(biy...ybr,bry1,...,by) €ine Basis de&™ undC = (f(b1),..., f(br)sCrits---5Cn)

eine Basis de&™ ist, so ist nach dem Normalformensatz (Satz 3.5f1):),. .., f(b.))
eine Basis des Bildes, und es @itz «(f) = (QEO’ 8) Nach Satz 3.5.12 gibt es um-

r,r
kehrbare Matrizes und 20, so daB( 60 g) =9 -2 - 20 ist. Nun gilt aber nach

Satz 3.3.13 auc®p ¢ (f) = TpE~ - O~ g (f) - Te~ ¢ (Hierbei haben wir benutzt, da

ap
Tppm = ‘I]g,,{ B ist.) Also kdnnen wirfg g» = U setzen. Kennen witf = ( : )

Um
mit a; = (a1, .-, Qm), SO isth; = E;”Zl a;jel" = a;. Damit sinda, 1, ..., a, €ine

Basis des Kernes undf(a;), ..., f(a,)) = (A(a1),...,A(a,)) = (2, ..., a,2A) eine
Basis des Bildes. Es geht also nur dar@frgzu berechnen. Wegéi = U - € erhalten wir
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¥ aber dadurch, dal’ wir die gleichen Zeilenumformungen auf die Einheitsnetrik
anwenden, die wir anzuwenden haben, 2inauf Normalform zu transformieren. Diese
Transformation liefert uns gleichzeitig den Rang W@rso dafd wir alle wesentlichen Da-

ten dann vonrg ablesen kihnen.

In der eben skizzierten Anwendung waren nur die Zeilenumformungen von Inter-
esse. Wir werden sehen, daf3 dies auch in anderen Situationen der Fall ist. Daher
wollen wir uns Zeilentransformationen genauer ansehen.

3.5.13 Definition Eine Matrix2l ist in Zeilenstufenformwenn sie die Gestalt

9 — O creern i 0 Qp—1j,_y |rreerereeees
0 o 0
0 I 0
0 T 0
hat, wobei die eingerahmten Elemenig, in der Stufenliniec,, ..., a5, un-

gleich0, die Elemente unterhalb der Stufenlinie O und digien Elemente belie-
big sind. Die Elemente in dend&tchen heiReRivotsoderAngelpunkteler Matrix
in Zeilenstufenform.

Beachte Da bei der Matrix2l in Zeilenstufenform die erstenZeilen linear un-
abhangig sind, haRl den Zeilenrang- und damit giltRang2( = r.

3.5.14 SatzZu jeder Matrix2l € K™*" gibt es ein Produk® von Elementarma-
trizen, so daf¥y - 2l in Zeilenstufenform ist.

Beweis: Die Zeilenstufenform wird durch daGauRsche Eliminationsverfahren
gefunden, das wie folgt adulift:

Erster Schritt:  Man bestimmej; als den Index der ersten Spalte v die
nicht nur aus Nullen besteht. Mitiv bringt man ein vord) verschiedenes Element
dieser Spalte in die erste Zeile. Dieses ist schop.

Zweiter Schritt:  Durchm — 1 Umformungen vom Typiil macht man die Ele-
mente unterhalb von;;, zuO0.
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Iteration: Jetzt haben wir eine Matrix der Gestalt

0 -+ 0 aiy -

O-vvvenne 0 A’
und wenden den ersten und zweiten Schritt auf die unten rechts stehende Rest-
matrix 2 € K(m=1)x(n=j1) an. Alles, was auRerhalb valtf steht, bleibt dabei

unve@ndert. Dies wiederholen wir so lange, bis die verbleibende Restni#trix
die Nullmatrix ist.

Da wir im GauR3schen Eliminationsverfahren nur Zeilenumformungen vornehmen,
erhalten wir die Zeilenstufenform a8 - 2, wobeil ein Produkt von Elementar-
matrizen ist. a

Zur Erlauterung des Gaulschen Eliminationsverfahren wollen wir ein Beispiel
rechnen.

Ausgangsmatrix
0 0 0 2 -1
0 1 -2 1 0
A= o -1 2 1 -1
0O 0 0 1 2

Erster Schritt: Nach 4v: Z; < Z,

O O OO
— =N
|

Zweiter Schritt: Nach Zii: Z3 + Z;

Erster Schritt’: Nach 4v: Z, < Z5

oSO O O
SO O =
NN — =
|
—

co oo
coo R
ooo[lg
— o b
o o
[N
N—— N—— R .
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Zweiter Schritt: Nach 21: Z; —2Z, undZ, — 225

01 -2 1 0
0O 0 0 1 2
0 0 0 0 =5
0 0 0 0 =5
und 7 — 73
01 -2 1 0
00 0 1 2
0 0 0 0 -5
00 0 0 O

Alsoistr = 3, j1 =2, jo =4, j3 = 5 und Rang®l) = 3.

3.5.15 Korollar Jede Matrix2 € GL(n, K) ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis: Ist2 € GL(n, K), soist nach Korollar 3.4.6 Rar®y = n. Nach Satz 3.5.12
gibt es Produkt&j und 20 von Elementarmatrizen, so daR- 2 - 25 = &™" jst.
Damitist2 = B! - 20~L. Wie wir nach Definition 3.5.7 bemerkt haben, ist aber
w1 . 25~ wieder ein Produkt von Elementarmatrizen. 0

3.5.16 Korollar Ist 2l € GL(n, K), so kann2l bereits allein durch elementare
Zeilen-oder Spaltenumformungen in die Einheitsmatiiixerfuhrt werden.

Beweis: Sei2( = [[;-, ¥, mit Elementarmatrizefj;. Dann gilt& = A~ A =

(ITi=; ;) ' - A Nun ist aber [T, B;) ! = [1I~, B, ', wieder ein Produkt

von Elementarmatrizen. Die Multiplikation mit Produkten von Elementarmatrizen
von links entspricht aber elementaren Zeilenumformungen. Die zweite Behauptung
folgt durchUbergang zur transponierten Matrix. O

3.5.17 SatzSeiA € GL(n, K). Man ertalt 2~!, indem man dieselben Zeilen-
und Spaltenumformungen, dlein & Uberfihren, an€ vornimmt.

Beweis: Nach Korollar 3.5.16 gibt es ElementarmatrizBpmit € = []"_; ;- 2.
Dannist~! = [, ;- €. O
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3.6 Lineare Gleichungssysteme und affine &ume

3.6.1 Definition Sei K ein Kérper. Ein System vom Gleichungen
anzy + -+ apr, = A
: : (3.8)
amiz1 + 0+ agnn = Bm

mit o;;; € K undg; € K heil3t einlineares Gleichungssystemmit n» Unbekannten
LlyeresLp-

T b1
Setzen wWirdl = (@j)i=1,..m, t = : undb = : ], so B3t sich (3.8)
B

Tn
schreiben als

A-r=0. (3.9
Wir untersuchen die folgenden Fragen:

(A)  Unter welchen Bedingungen ist (3.9)dbar, d.h. wann gibt es eine K,
mit2A - r =b?

(B)  Unter welchen Bedingungen ist (3.9) eindeutigbar, d.h. wann gibt es
genaueinrt € K, mit-r = b?

(C)  Unter welchen Bedingungen &hist (3.9) universelldsbar, d.h.dsbar tir
jedesb € K,,,?

(D)  Wie lassen sich die asungen von (3.9) beschreiben?

Fassen wir (3.9) in der Foré\t(zc) = b als Abbildung auf, so hilft uns die bislang

entwickelte Theorie linearer Abbildungen bei der Beantwortung dieser Fragestel-
lungen.

3.6.2 BeobachtungSei2l € K™*", b € K. Das Gleichungssysteft-r = b
ist genau dannosbar, wenrb € Im (1) ist. Damit ist2 - ¢ = b universell bsbar,
wenn Im(2() = K, ist, d.h. wenn Ran@() = m ist.

Diese Beobachtun@ft sich in zwei 8tze fassen.

3.6.3 SatzDas Gleichungssystefh-r = b fur2A € K™*™ undb € K,, ist genau
dann universelldsbar, wennn = Rang(2() < n ist.

Beweis: Wie wir bereits beobachtet haben, ist das Gleichungssystem genau dann
universell tisbar, wenn Rang( = m ist. Dal: K,, — K, istm = dim(Im &) <
n. d
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3.6.4 SatzDas Gleichungssystefh- ¢ = b fur 2l € K™*™ undb € K,, ist genau
dann bsbar, wenrRang(2l) = Rang(2, b) ist, wobei(2, b) € K™*(+1) durch
Hinzufugen der Spalté aus?l entsteht. Man nennf(, b) die gerdinderte Matrix
des Gleichungssystems.

Beweis: Wie wir bereits beobachtet haben, ist das Gleichungssystem genau dann
losbar, wenrb € Im (1) ist. RirAd = (a4,...,a,) istaber Im2A) = (a,...,a,).
Nunistb € (ai,...,a,) genau dann, wendim(ay, ..., a,, b) = dim(ay,...,a,)

ist. Wegen Ran@(, b) = dim(a4, ..., a,, b) folgt daraus die Behauptung. O

3.6.5 SatzDas Gleichungssystegh-r = b fur 24 € K™*", undb € K,, istgenau
dann eindeutigdsbar, wenm = Rang(2l) = Rang(2l, b) ist.

Beweis: =: Ist Rang2l < Rang(%,b), so ist das Gleichungssystem nach Satz
3.6.4 nicht bsbar. Istn > Rang®? = Rang(2l, b), so istdim(Kern QA[) =n—
Rang® # 0. Nach Satz 3.6.4 gibt es eire K, mit2-r = b. Dadim(Kern 2) #

0 ist, gibt es eim € Kern 2A mit p # 0. Dann folgty # r +pundA - (r + 1) =
A-r+2A-y=>b+0 = b. Das Gleichungssystem hat daher mindestens zwei
Losungen.

«<: Ist Rang? = Rang(2,b), so ist das Gleichungssystem nach Satz 3.6.4
losbar. Ausdim(Kern §[) — n — Rang2 = 0 erhalten wir Kern2 = 0. Da-

mit ist A injektiv, undb besitzt genau ein Urbild. |

3.6.6 SatzDas Gleichungssysteit - ¢ = b fur 2 € K™*", b € K, ist genau
dann eindeutig und universebdbar, wenrRang(2) = m = n (und damit €
GL(n, K)) ist. Die Losung ist dann durch = 2~ - b gegeben.

Beweis: Das Gleichungssystefii - ¢ = b ist genau dann universell und eindeutig
l[osbar, wenrRl bijektiv ist. Nach Satz 3.1.14 ist dies genau dann der Fall, wenn
A" invertierbar ist. Nach Korollar 3.4.6 ist diggjlivalent dazu, dal Ramf =
Rang®l = n ist. Durch Multiplikation des Gleichungssystefis r = b mit A~!

von links erhalten wir die bsungr = 24! - b. O

Damit haben wir die Fragen (A)—(C) beantwortet und wollen nun die Struktur der
Losungsmenge studieren.

3.6.7 SatzlstAQL e KM*" b ¢ KmAundzc € QAl‘l(b), so erhalten wir die bsungs-
menge durckl 1 (b) = ¢ + Kern(2l).

Beweis: Seir € A~ (b). R
2:  Wir haben bereits im Beweis zu Satz 3.6.5 gesehen, daR demmfKern ()
auchg +1 eine Losung des Gleichungssystems ist. Alsogiltkern 2 C 20~ (b).
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C: Fur die umgekehrte Inklusion nehmen wjire A1 (b) an. Dann gilt (y —
r) = A(n) —A{x) = b~ b = 0und damity — r € Kern L. Damit isty =
t+(m—r) €r+Kern. 0

Affine Raume und lineare Mannigfaltigkeiten
Um die Losungsmengen linearer Gleichungssysteme genauer studierenrmnk”
fuhren wir affine RUme und lineare Mannigfaltigkeiten ein.

3.6.8 Definition Sei M # 0, V ein K-Vektorraum undp: M x M — V eine
Surjektion. Anstelle vorp( P, ) schreiben wir@ aus Grinden, die gleich afier
erlautert werden sollen.

Das Tripel(M, ¢, V') hei3t einaffiner Raumwenn die folgenden Axiome et
sind

(Al) (VP e M)(VaeV)(3Q € M)a = PO,
(A2) (YP,Q.R € M)[PQ + QL = PR,
(A3) (VP,Q e M)[PQ=0 = P=Q).

Wir nennenM die Menge dePunktedes affinen Raumeg| P, Q) =: 1@ € Vist
die Streckedie P und @ verbindet. Man nennt’ denDifferenzenraundes affinen
Raumel = (M, ¢, V).

In einem affinen Raum gelten weiterhin

(A4) PP =0,

denn es es ist nach (AZTg - PP + P_}g, worausPP = 0 folgt.
(A5) PQ=PR = Q=R,

denn es gilt nach (A2PQ + QR = PR = PO, worausQE = 0 und daraus nach
(A3) Q = R folgt.

Es folgt aus (A1) und (A5), dal3 es Zue M unda € V einen eindeutig bestimm-
ten Punki) € M gibt mitlﬁ = a. Wir schreiber) =: P+a,d.h.P, P + a = a.
Man sagt: Q entsteht durch Abtragen des Vektarsom PunkteP aus.”

(A6) (P+a)+b=P+(a+b),

denn setzen wiR := (P + a) + b, so erhalten WIPE = PP + 4 + P+ ak =
a+b=PP+ (a+b),dh.R=P+ (a+Db).

(A7) PQ=RS < PR=Q5,
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denn nach (A2) kommutiert das folgende Diagramm:

,

P Q
P |@s
r B8, g

3.6.9 Satzlst V' ein K-Vektorraum,U ein Teilraum vonV undv € V, so ist
das Tripel(v + U, ¢, U) mit ¢(v 4+ u1,v + uz) := uz — uq ein affiner Raum mit
Differenzenraum U.

Beweis: Fiiru € U istv, v + 1 = ¢(v,v 4+ u) = u — 0 = u. Damit ist¢ surjektiv.
Wir prifen nun die einzelnen Axiome nach.

(Al) AusP=wv-+u; €v+Uunda € U folgt v + uy,v + uq —i—&zul +a—
u1 = a. D.h. wir kdnnen@ = v + (u; + a) € v + U setzen.

(A2) SeiP =v+wu;,Q =v+uundR = v + uz. Dann istm + Q—R> =
D F U, 0 T Ub+0 T Ug, U T U = Us—uy +Huz—us = uz—ug = 0 + ug,v + us =
PR.

(A3) Ausm = 0 erhalten wiruy — u; = 0, worausu; = uy und
damit auchw + u; = v + us folgt. O

Es folgt aus Satz 3.6.9, daB sich jeder Vektorradnals affiner RaumV, ¢, V)

mit ¢(u,v) := v — u auffassendRt. Der Begriff des affinen Raumes ist also der
allgemeinere. In Abbildung 3.1 haben wir de# als affinen Raum dargestellt.

Wir wollen nun zeigen, dal3 sich jeder affine Radnbis auf Isomorphie als ein
“um einen Vektor parallel verschobener” Vektorraurh = (v + U, ¢, U) darstel-
len laRt. Dazu m$sen wir den Begriff der Isomorphie auf affinalRiie ausweiten.
SeiendazWl = (M, ¢,U) und A’ = (M', ¢',U) zwei affine Riume mit gleichem
DifferenzenraumlJ. Eine Bijektion f: M — M’ heifRt einlsomorphismus der
affinen Rume wenn gilt:

(VP,Q e M)[(P,Q) = ¢'(f(P), f(Q))], d.h. (3.10)
(vP,Q € M)[PG = FP)F(@)) |

Bemerkung Eine Bijektionf: M — M’ ist genau dann ein Isomorphismus der
affinen Rwume(M, ¢, U) und (M’ ¢',U), wenn

(VPe M)Na€eU)[f(P+a)= f(P)+al (3.12)
gilt.

Beweis:=: SeiP € M unda € U. Dann gilt fir Q := P + a bereitsa =
PG = [(P)J(Q). Alsoistf(P) + a= f(Q) = [(P +a).
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’ X

Abbildung 3.1: DeiR? als affiner Raum. Die Punkte des Raumes sind die Vektoren
{(z,y)| =,y € R}, die wir hier als Endpunkte der “Zeiger” dargestellt haben. Die
Strecken sind die Verbindungen dieser Endpunkte.

«<: SeienP,Q € M unda := l@ Dann ist) = P + a und damitf(Q) =
F(P+a) = f(P)+ a. Damitfolgt PQ = a = [(P)/(Q). 0

3.6.10 Lemmalst f ein Isomorphismus der affineraBme2l = (M, ¢,U) und
A = (M, ¢,U) und istS € M, soistf durch das Bildf(S) von S bereits
eindeutig bestimmt. Umgekehrt definidéit 5 € M und S’ € M’ die Abbildung
fiM — M,P+—— 5+ 5P einen Isomorphismus der affine@uirne.

Beweis: Sei f: M — M' ein Isomorphismus der affinenaBRine. ZuP € M

finden wir eina € U mit P = S +a, und es folgf (P) = f(S)+a = f(S) +SP.

Istg: M — M’ ein weiterer Isomorphismus mft(.S) = ¢(9), so folgtg(P) =

g(8) + 5P = f(S) + SP = f(P). Damitistf = g.

Seien nunS € M und S’ € M’ gegeben. Wir definierefi(P) := S’ + SP. Ist
P' € M', so seiq := S'P'. Nach (A1) finden wir einP € M mit SP = a,und es
ist f(P) = S"+a = P'. Damitistf surjektiv. Gilt f(P) = f(Q) furP,Q € M, so
istS'+5P = f(P) = £(Q) = §'+50. Es folgtSP = §'f(P) = §'f(Q) = 50

und daraus nach (A%y = Q. Also ist f auch injektiv. SchlieRlich folgt mit :=

PQ f(P+a) = f(Q) = §'+5Q = 8'+ 5P+ PQ = f(P)+ PQ = f(P) +a.

Damit ist f ein Isomorphismus. O
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3.6.11 Satzlst A ein affiner Raum mit Differenzenraulh, so istA = (U, ~,U)
mit 7% = v — v. Insbesondere sind affineéaBme mit gleichem Differenzenraum
isomorph.

Beweis: Sei A = (M, ¢,U). WahleS € M. Dann ist nach Lemma 3.6.10 die
Abbildung f: M — U mit f(P) := SP ein Isomorphismus. ]

3.6.12 Definition SeiV ein K-Vektorraum undV C V', M # (). Wir nennenM
einelineare Mannigfaltigkeiin V', wenn gilt

m m
(Vul,...,umEM)(Val,...,ozmGK)[Zai =1= Zaiui € M].
=1 =1

Zu einer linearen Mannigfaltigkeit/ definieren wir den Differenzenraum

AM = {u —v| u,v € M}.

3.6.13 Lemmalst M eine lineare Mannigfaltigkeit iV, so istAM # (), M =
v+ AM fur jedesv € M und AM ein Teilraum vor¥/.

Beweis:Da M # () ist0 € AM und damit auclAM # (). Seiv € M. Dann
lalt sich jedes € M darstellen als: = v + (v — v) € v + AM. Ist umgekehrt

r €v+ AM,sogibte,w € M mitz =v+ (u—w). Dal +1—1 =1 folgt
darausr € M. Es bleibt zu zeigen, daR M ein Teilraum vonV ist. Ista € AM
unda € K, so finden wiru,w € M mitaa = a(u —w) = au — aw +w — w =
au+ (1 —a)w—w e AM,dennwegem+1 —a = 1listau — (1 —a)w € M.
Damit haben wir gezeigt, daf M unter skalarer Multiplikation abgeschlossen ist.
Etwas schwieriger gestaltet sich der Nachweis der Abgeschlossenheiubegen”
der Addition. Hier missen wir uns den Grundkper genauer ansehen. Unter der
Charakteristik eines Brpers K versteht man die Anzahl déen, die man beotigt

um 0 darzustellen, d.h.

Chark — min{n € N| 1-n =0} fallsessoeim € N gibt
' sonst,

wobeil -n als Abkirzungl + ... + 1 steht. Ohne dal3 wir hierahér darauf einge-
——

n—fach

hen wollen, sei ohne Beweis bemerkt, dafl3 die Charakteristik eiogseks’immer
eine Primzahl odef ist. (So ist z.B. ChdrQ) = 0). Alles, was wir hier beatigen,

ist die Tatsache, daf3 einder einer Charakteristi#¢ 2 mehr als zwei Elemente
besitzt. Das folgt daraus, daf3 eimiér immer mindestens zwei Elemente besit-
zen muf3) und 1, die neutralen Elemente der additiven und der multiplikativen
Gruppe. Wiren dies die einzigen, soufdtel beaiglich der Addition zu sich selbst
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invers sein, d.h. es ufdtel + 1 = 0 gelten, was im Widerspruch zu Chiar# 2
stlinde.

Wir nehmen nun an, daf’ der Grummdgér des Vektorraumes eine Charakteristik
# 2 besitzt. Wir wahlen nun eimx € K, das von0 und 1 verschieden ist, und
erhalten fif a,b € AM sowohla~'a € AM als auch(1 — o) 'b € AM. Wegen
M = v+ AM erhalten wirv +a o € M undv + (1 — o) ~'b € M. Damit folgt
vt+a+b=aw+aa)+(1—a)v+ (1 —«) '] € M undsomita+be AM.

Ist ChatK = 2,soistl+1 =0undwegen +1+1 =1 folgtausv+a € M und
v+b € M auchl(v+0)+1(v+a)+1(v+b) = (1+1)v+v+a+b=v+a+be M
und damit wieder + b € AM. O

3.6.14 SatzDie linearen Mannigfaltigkeiten vol sind genau die affinendame
der GestaltM = v + U, wobeiv € V undU ein Unterraum vori/ ist.

Beweis: Wir haben in Lemma 3.6.13 gesehen, daf sich jede lineare Mannigfaltig-
keit M auf V in der FormM = v + AM darstellen &3t, wobeiw €¢ M C V

und AM ein linearer Teilraum vorV ist. Nach Satz 3.6.9 istM, ¢, AM) mit
#(u,v) = v — u ein affiner Raum.

Ist umgekehrtM = v + U fur einv € V und einen Teilraun/ C V und sind

wi,...,w, € U, so erhalten wirdf oy,..., 0, € Kmity " oy =1
n n n n
Zai(v—i—wi) = (Zai)v—i—z:aiwi :v—i—z:oziwi cev+U=M.
i=1 i=1 i=1 i=1
Damit ist M eine lineare Mannigfaltigkeit. O
Ein Beispiel

Als Beispiele fir lineare Mannigfaltigkeiten wollen wiGeradeneinflihren. Wir
definieren

Definition Sei V' ein Vektorraum unds, v € V, so heil3t die Mengé&r,, =
{v+ a(u—v)| a € K} dieGeradedurch u und v.

Zuerst wollen wir uns davonberzeugen, da,, eine lineare Mannigfaltigkeit
ist. Sinday,...,a, € Gy,, SO hat jedes;; die Gestalta; = v + Si(u — v).
Sindai,...,an, € Kmit > ;o = 1,50 folgtd " aia; = D0 v +
(Ximy @ifi)(u—v) = v+ Bu —v) € Gy Mit =321, aiff;.

Andererseits &hnen wir einsehen, daf} eine lineare MannigfaltigRéiimit zwei
Punkteru, v auch immer die Gerad&,, ,, durch diese Punkte eral.'Sind réimlich
u,v € M undistz € Gy, sofolgtz = v+ a(u —v) =v+au—av € M, da
l+a—-—a=1.
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3.6. Lineare Gleichungssysteme und affirmuRie

Abbildung 3.2: Eine Gerade ifR”. Ein Vergleich mit Abbildung 3.1 zeigt, daR der
R? als affiner Raum aufgefaRt alle Geraden alith”

Die Stze 3.6.7 und 3.6.14 liefern uns nun den Zusammenhang zwischen linea-
ren Gleichungssystemen und linearen Mannigfaltigkeiten. Fassen wir beide zusam-
men, so erhalten wir den folgenden Satz.

3.6.15 Satzlst € K™*™undb € K,,, so ist die [bsungsmenge des Gleichungs-

system2l - ¢ = b eine lineare Mannigfaltigkeit ink,, der Gestalta + Kern(2l),
wobeia eine partikubre Losung ist, d.h. es giftl - a = b.

3.6.16 BemerkungWir wollen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zum
praktischen lbsen linearer Gleichungssysteme abschlieRen. Dabei werden wir uns
jedoch auf grundszliche Verfahren besclinken. Wirklich effiziente Verfahren,

die auch mit grof3en Gleichungssystemen zu Rande kommen, werden Sie in der
numerischen Mathematik kennenlernen.

Nach Satz 3.6.7 hat jedeokiing der Gleichun® - ¢ = b, so sie existiert, die Ge-

A~

stalta + u mit 2 - a = b, d.h.a ist partikubire Losung undt € Kern(2(). Um
einu € Kern(2() zu erhalten, m&sen wir das Gleichungssystéfy) = 0, d.h.
2L - ¢ = 0 losen. Das Gleichungssystein ¢ = 0 wird als das zum Gleichungssy-

stem®( - r = b geldrendehomogene Gleichungssystéereichnet. Das homogene
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Gleichungssystem hat also die Form:

1121 + x12T9 + .- + A1npTy =0

Om1T1  + Q2T+ -+ app®, = 0

Nun ist2l: K, — Ky, und damitn = dim K, = RarngAl+dim(Kern QAL). Also

ist dim(Kern %) = n — r. Um eine Basis von Kerf zu erhalten, m$sen wir
dahern — r linear unabhngige Vektoren finden, die das homogene Gleichungs-
system ¢5en. Haben wir so eine Badis, ..., b,_,) gefunden, erhalten wir die
allgemeine losung in der Form

at+ > aib;, (3.12)
=1

wobeiq; alle Korperelemente durchlaufen uneine partikudire Losung ist.

Um einen Algorithmus zur @Sung von Gleichungssystemen zu erhalten, erinnern
wir uns an die Elementaroperationen. Nach Satz 3.5.14 gibt es ein Pf5duckt
Elementarmatrizen, so d&B-2( Zeilenstufenform hat. Das Gleichungssystem lau-
tet dann

B-A-r=7-b, (3.13)

woraus folgt, dal3 jededsung des Gleichungssystems (3.13) auch eip&ubg

des urspuiglichen Gleichungssystems ist. In der Mafiix:= 0 - 2, die sich laut
Satz 3.5.14 au durch das Gaul3sche Eliminationsverfahren ergibt, sind die Zeilen
415 --,0y, alle 0. Daher missen die Komponente#._ ,,..., 3, des Vektors

b’ := - b alle verschwinden. Den Vektof erhélt man am besten, indem man das
Gauf3sche Eliminationsverfahren auf dieayetérte Matrix(2(, b) anwendet. Der
Vektor in dern + 1-ten Spalte ist danf’. Das Gleichungssysteft’ - ¢ = b’ hat

nun die folgende Gestalt

Ii1+ O/l(il-{-l)wil‘i‘l _|_ ............. _|- O/ITLIW« = 161
Tiy, + Oy Tipp1t + ah,m, = ﬁ'é. (3.14)
Tip + O Titt T+ Gn = By
Wir wahlen fir die Komponenterx; mit j ¢ {i1,...,%,} beliebige Elemente

& € K und setzen diese in die letzte Zeile von (3.14) ein wskh’ diese nach
z;, auf. Dies liefert einen Wedg;, , und wir setzen die geatilten Wertef; und¢;,
in die vorletzte Zeile von (3.14) ein und bekommen so einen \Wert fur z;,_,.
Dieses Verfahren setzen wir fort und erhalten naalielen Schritten einen Vektor
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(&1,...,&n), der eine partikdie Losung des Gleichungssystems (3.14) und da-
mit auch des urspiriglichen Gleichungssystems ist. Einesihg des homogenen
Gleichungssystems

! ! —
le+ a1(21+1)$21+1 + ............. _.l_ alnmn — 0
!/ !/
Tiy Oy T b t ooyt = 0 (3.15)
!/ !
Tip, + 0 )Tipt1t T+ gty = 0

erhalten wir durch das gleiche Verfahren. Da wir r viele Komponenten des
Losungsvektors frei ahilen lonnen, erreichen wir, beispielsweise indem wir die
kanonischen Basisvektoren d&§ . auswahlen, daf3 win — r linear unabhngi-

ge Lésungen erhalten unabkinen damit die allgemeineoksiing des Gleichungssy-
stems darstellen. Zur weiteren &ukerung des Verfahrens wollen wir ein einfaches
Beispiel rechnen.

Wir betrachten das Gleichungssystem

e + o + x3 — T4 - Iy = 2
—x1 + 390 + 3 — x4 + x5 = 0 (316)
2:171 + 6(172 + x3 — 2:174 - Iy = 3.

Die geanderte Matrix lautet dann

1 11 -1 -1 2
131 -1 10}, (3.17)
26 1 -2 -1 3
die sich zuachst auf
1 1 1 -1 -1 2
04 2 -2 0 2 (3.18)
0 4 -1 0 1 -1
und dann auf die Form
1 1 1 -1 -1 2
0 4 2 -2 0 2 (3.19)
0 0 -3 2 1 -3

bringen Kf3t. Dies ist bereits die Zeilenstufenform. Dieayatérte Matrix sowie die
Koeffizientenmatrix haben den RaBgDamit ist das Gleichungssystewsbar.
Losen wir die unterste Zeile naahy auf, so erhalten wir

3w = 3+ 214 + w5, (3.20)

Nun wéhlen wirz, = z5 = 1 und erhalten aus (3.2@) = 2. Damit ergibt sich
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aus der mittleren Zeile von (3.19)
2:4$2+2$3—2$4:4$2+2
und damitze = 0. Schlief3lich erhalten wir aus der ersten Zeile von (3.19)

2:$1+ZE2+$3—$4—ZE5ZZE1+O+2—1—12331.

2
0
Damit haben wir eine partikaté Losungr = | 2
1
1
Um die allgemeine bSung zu erhaltenpsen wir das homogene Gleichungssystem
11 1 -1 -1 0
0 4 2 -2 0 x=10 (3.21)
0 0 -3 2 1 0.

Wir beginnen wieder mit der letzten Zeile von (3.21) und haben
=33+ 24+ 25 =0 (3.22)

Zu lésen. Wir setzems = 0 undz4 = 3 und erhalten daraus; = 2. Aus der
mittleren Zeile von (3.21) folgt

4re + 223 — 224 =0, d.h. (3.23)
4o +4—-6=0.
Damitistzy = % Aus der ersten Zeile von (3.21) erhalten wir

1+ 29+ 23 —24 —25 =0, d.h. (3.24)

1
Tt 5 +2-3=0,

woraus sichr; = % ergibt. Damit haben wir einendsungsvekton =

L DN NI—=Nol—

0
Nun istdim(Kern QAL) =n—r =5 —3 = 2, und wir haben eine weitere linear
unablaigige Losung von (3.21) zu finden. Dazu setzen wir in (3.22)= 0 und
x5 = 3. Dann ergibt siclx3 = 1. Setzen wir dies in (3.23) ein, so erhalten wjir=
—%. Dies in (3.24) eingesetzt ergibt = % Damit erhalten wir einen weiteren
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3
2

N[

Losungsvektoy = 1 |, der offensichtlich vom linear unablngig ist. Damit
0

3
ergibt sich die losungsmenge des Gleichungssystems (3.16)

=~ 5 1 11
Q[_l(b) = {(270727 ]-7 1)t + 01(5, _57 17073)t +/6(§7 5727370)t| aaB € R}

Ist die Koeffizientenmatri®l des Gleichungssystems: ¢ = b invertierbar, sodf3t
sich nach Korollar 3.5.19 schon durch Zeilenumformungen allein in die Einheits-
matrix tiberfihren. Die Zeilenstufenform voA ist also bereits die Einheitsmatrix.
Die Umformung der geriderten Matrix liefert also eine Matrix der Form

1 0cevvvve-- 0 !
| 0 ;
L (3.25)
Q-vvvvens 10 B
Ocevvennn 0 1 .
Wir konnen nun den eindeutig bestimmtemsungsvektor = (5], ..., 3,)" direkt

aus (3.25) ablesen.

LaRt es sich im allgemeinen Falle einer Matfixe K™*" erreichen, daf} die
Umformung der gafiderten Matrix eine Matrix der Gestalt

TR 0 iy - A, B
T oevnnnn. A A

@) | 0 10 0471’”1 0471’“ 1(71 (3.26)
Q-vvvnnne 0 1 o, . o, !
( - v v v e e e e e 0
( - v v v e e e e 0

ergibt, so lohnen wir sofort die allgemeinedsung aus (3.26) ablesen. Setzen wir
namlich
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_all,r—i-k

_a;",rJrk
0

g, = : € K, mitderlinderr + k-ten Zeile,
0
1
0
0
—O1 4k + A1 r+k
so folgt A’ - &, = _O‘Tﬂ"+’€0+ rr+k | = 0, d.h. die Vektorert,, ..., &,_,
0

spannen Kerr2l auf. Wir sehen aber auch, daf= B, 8,,0,...,0)t € K,
eine partikutire Losung ist. Bezeichnen wiramilich das Produkt von Elementar-
matrizen, das den Zeilenumformungen entsprichtidieif die Gestal?l’ gebracht
haben, mitg, sofolgtW - A -a =A' - a = b’ =L - b und damit - a = b. Damit

n—r
erhalten wir die losungsmenge als: + Z pite| pr € R}

i=1
Leider k&Rt sich im allgemeinen Fall die Form in (3.26) nicht durch Zeilenumfor-
mungen allein erreichen. Was sich aber erreiclag, list eine Transformation der
Form$y - 2 - 27, die die Gestalt in (3.26) bewirkt. Dabei folgt aus Satz 3.5.14,
daf das Produkt von ElementarmatriZ&hnur Spaltenvertauschungen bewirken
muf3. Durch Spaltenvertauschungen der Zeilenstufenmatrirdsi wir r@imlich er-
reichen, dal3 alle Pivots in der Hauptdiagonalen stehen. Aus dieser Form erreichen
wir aber die Gestalt in (3.26) durch Zeilenumformungen allein. Das Gleichungssy-
stem2l - ¢ = b wird damit umgeformt zu

B-A-W- W r =0 -b. (3.27)
Die Losungen des Gleichungssystems
U-A-W-n=T-b (3.28)

lassen sich wie eben beschrieben aus der Mairigl - 20 ablesen. Dann gilt aber
n = 20" . r und damity = 20 - y. D.h. die Spaltenvertauschungenirnwerden
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zu Zeilenvertauschungen imund Zeilenvertauschungen inbedeuten nur Um-
benennung der Unbekannten. Wir erhalten also disubngen:, wenn wir in den
abgelesenen dasungem die Komponenten entsprechend der®firvorgenomme-

nen Spaltenvertauschungen vertauschen. Auch dies wollen wir an einem Beispiel
klarmachen.

Sei
1 2 3 4 6
01 2 2 3
A=12 1 0 1 und b= | 2
3 21 3 5
4 3 2 1 4

Wir wollen das Gleichungssystef- x = b ldsen. Die gaiiderte Matrix ist dann

1 2 3 4 6

0o 1 2 2 3

A=12 1 0 1 2

3 2 1 3 5

4 3 2 1 4

Durch GaufRRelimination erhalten wir die Zeilenstufenform

1 2 3 4 6
0o 1 2 2 3
000 -1 -1
0 0 0 0 0

000 0 O

Wir vertauschen nun digte und dieite Spalte und erhalten

Durch Zeilenumformungen erreichen wir die Diagonalgestalt

1 00 -1 0
01 0 2 1

0 0 1 0 1
00 0 00
000 00

Wir lesen nun die bsungsmenge aus dieser Matrix ab, wobei wir beachten, dal3
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wir die 3te und4te Komponente derasungsvektoren vertauschemssén, da wir
ja die 3te und4te Spalte zum Erreichen der Diagonalgestalt vertauschen muf3ten.
Damit erhalten wir die bsungsmenge als

{(0,1,0,1) + (1, -2,1,0) | p € R} = {(p, 1 —2p,1,1)| p € R}.
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4.1 Permutationen

4.1.1 Definition SeiN,, := {1,...,n}. Eine Bijektionm: N, — N, heif3t ei-

ne Permutationder Zahlent, ..., n. Die Hintereinanderaushirung von Permuta-
tionen bezeichnen wir als Produkt der Permutationen. Wir notieren dies auch als
Produktr - o. Wir definieren

Sy = {r| mN, — N, istbijektiv}.

4.1.2 Lemma Die MengesS,, bildet mit der Komposition von Abbildungen eine
Gruppe. Man nennt sie deymmetrische Gruppe

Zum Beweis vergleiche man die Beispiele in 1.1.12.

4.1.3 Definition Ein Elementr € S,, heil3t eineTransposition wennr zwei Zah-
len vertauscht und diabrigen unveaindert &f3t, d.h. wenn ef j € N,, gibt mit
i # jund fir allek € N, qilt

i furk=y
T(k):{j furk =1
k sonst.

Es ist aus der Definition sofort klar, da? 7 = id , d.h.7—! = 7 ist. Insbesondere
ist das Inverse einer Transposition wieder eine Transposition.

4.1.4 SatzJede Permutatiom € S,, (n > 2) laf3t sich als ein Produkt endlich
vieler Transpositionen darstellen.

Beweis: Wir wollen vorausschicken, dal nach Definition 4.1.3 die Idantifcht
als Transposition betrachtet wirduFr € S,, definieren wir

- {min {jeN,| n(j) #j} falls dies existiert
" n sonst.
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Wir zeigen nun durch Induktion nach — k., da’ es ein Produklt—[ﬁ.:1 7; von
Transpositionen gibt, mit

!
Hn-w:id. (i)
i=1

Ist kx = n, soistwt = id und es istid = 7 - 7! fur jede Transpositiorr.
Sei nunk, < n undr die Transposition, dié, und = (k) vertauscht. Dann ist
(15 - ) (kz) = Te(m(kr)) = kr und (1 - w)(m) = w(m) fur m < k.. Damit
ist kr < k;,.r. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher ein Produkt
M., 7 - () = ([T.L, 7 - 7)w. Damit st (i) gezeigt. Aus (i) folgt aber

-1
= HTlfi_la (ii)
i=0

und dies ist die Behauptung, da die Inversen von Transpositionen wieder Transpo-
sitionen sind. 0

4.1.5 Definition Fir 7 € S,, definieren wir desse8ignatur

(m = [[ (i) — (7).

i1<icj<n v
4.1.6 Lemma Ist 7 eine Transposition, so is{7) = —1.

Beweis: Vertauschtr die Zahlenj und &, wobei wir ohne Einsclarikung der All-
gemeinheitj < & annehmen dffen, so erhalten wir

(=TT T =)y rlm) = ()

j—k l—m . m—7
1<l<m<n 1<m<j
I#j;m#k
I 7(j) —7(m) 1 7(m) —7(k) I 7(k) — (m)
j<m<n J—m 1<m<k m =k k<m<n ke —m
m#k m#]
m—k m—k m—j m—j
=(=1)-1- . . .
(=1) H,m—j H m—j H m—k H m—k
1<m<y j<m<n 1<m<k k<m<n
m#k m#j
= —1.
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4.1. Permutationen

4.1.7 LemmaFir m,p € S, gilt e(mp) = e(m)e(p).

Beweis: Es iste(mp) = [] mp()—7pls) _ I1 ”58:2&()35 : P(izzg(j) —
1<i<j<n 1<i<j<n

H % - €(p) = e(m)e(p), da wir im ersten Produkt, wann immer
1<i<j<n

p(5) < p(4) ist, den Faktor’% durch% ersetzen &inen. 0

4.1.8 SatzDie Abbildunge: S, — {1, —1} ist ein Homomorphismus der Grup-
pen.

Beweis: Es folgt aus Lemma 4.1.7, da@ie Multiplikation respektiert. Aus Satz 4.1.4
und Lemma 4.1.6 erhalten wir S,, — {1, —1}. a

4.1.9 Korollar Istm € S, und gilt7 = [[%_, 7, und= = []'_, 7/ fur Transposi-

2

tionent; und7/, so istk — 1 = 0 mod 2, d.h. entweder siné und/ beide gerade
oder beide ungerade.

Beweis: Ausm = [[F_, 7; = [[._, 7/ folgt mit Satz 4.1.8(r) = (—1)! = (—1)F.
Alsoistk — 1 =0 mod 2. O

4.1.10 Definition Es seiA,, := Kern(e) = {r € S,| e(r) = 1}. Damit ist 4,

eine Untergruppe de¥,,. Man nennt4,, die alternierende GruppeSie besteht aus
denjenigen Permutationen, die sich durch ein gerade Anzahl von Transpositionen
darstellen lassen. Daher nennt man die Elementeldexuchgerade Permutatio-

nen Analog nennt man Permutationemmit e(w) = —1 ungerade Permutationen

Nach dem HomomorphiesatarfGruppen gilt

Damitist[S,, : A,] = 2 und nach Lemma 2.2.8 giltf jede ungerade Permutation
T

Sp=A,UA, -7 und A,NA, 7m=0. 4.2)

Insbesondere gilt (4.2uf Transpositionen.
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4. Determinanten

4.2 Determinantenfunktionen

Vorbemerkung Im folgenden setzen wimmer voraus, dal3 der Grundkper K
eine Charakteristik# 2 hat.

4.2.1 Definition Sei V' ein K-Vektorraum der Dimensiom. Eine Abbildung
A: V"™ — K heil3t eineDeterminantenfunktioauf V', wenn gilt

(Det1) A ist multilinear, d.h. linear in jedem Argument,
(Det2) Aistalternierend, d.hA(ay, ..., an) = €(7)A(ar(1),- - - Gr(n))-
Ist A nicht die Nullabbildung, so heif3k nicht trivial.

4.2.2 Folgerungen(i) Gilt a; = a;furl <i < j <n,soistA(ai,...,a,) =
0.
(i) Fuorike{l,...,n}miti # kqgilt A(ay,...,a;...,a,) = Alayq, ..., cap+

ai,...,an).

Beweis: (i): Sei7;; die Transposition, di¢ und j vertauscht. Dann erhalten wir
Alar,...,an) = €(Tij)Alar; (1), - - -+ Gryn)) = —Alar, ..., ap). ZUsammen mit
CharK # 2 folgt darausA(ay,...,a,) = 0. (Man beachte, daf3 in einenokper
der Charakteristik immer1 = —1 ist. Die Voraussetzung Chér # 2 geht also
wirklich ein. Will man darauf verzichten und Determinantenfunktionen awch f”
Vektorrdumeuber Korpern mit einer Charakteristik erklaren, so muf3 man einen
anderen Weg wafilen. Eine Mglichkeit besteht darin, die Eigenschaft (Det 2) durch
die Forderung zu ersetzen, dal3 eine Determinatenfunktion auf lineangigkh
n-tupeln verschwinden soll.)

(i): Esist nach ()A(aq,...,aar + ajy ... an) = aA(a1,... Gy ... an) +
A1y Giyeeeytn) = AA1, .oy Qe e yap). 0

4.2.3 LemmasSinday,...,a, € V linear ablangige Vektoren, so gilt
Aay,...,an) =0
fur jede DeterminantenfunktioA: V" — K.

Beweis: Sind a4, . . ., a,, linear ablahgig, so gilt ohne Einscankung der Allge-
meinheita; = Y " , a;a;. Also ist nach Folgerung 4.2.2 (\(a1,...,an) =
Yoig aiA(ai, ag,. .. ,a,) = 0. O

Wir wollen nun umgekehrt die Wirkung einer Determinantenfunkioauf linear
unablaingige Vektoremnu,...,a, € V studieren. IStA trivial, so ist natiflich
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4.2. Determinantenfunktionen

Alay,...,an) = 0. Wir wollen daher annehmen, daR nicht trivial ist. We-
gendimV = n bildenay,...,a, eine Basis vorV. Fir ein beliebiges:-tupel
Vi,...,0p €V Mity; = Z?Zl a;ja; gilt dann

n n
Avy,y...,vp) = A(Zaljaj, e Zanjaj)
n (4.3)
- Z ajy oy, Alag,, - ag,).
J1yeeesn=1

Nach Folgerung 4.2.2 liefern nur solche Summanden in (4.3) einen Beitragjef”
diea;,,...,a;, paarweise verschieden sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Ji,---,jn paarweise verschieden und damit eine Permutation der Zahlen n

sind. Damit erhalten wir aus (4.3)

AW, tn) = Y a1y () Aan(1)s - - 5 ()
TESy

= Z A1) """ Cnr(n) - 6(7‘[‘) ’ A(alla s 7an)'

ﬂ'ESn

(4.4)

Da wir A als nicht trivial vorausgesetzt haben, gibt es ein Tupel..,v, € V
mit A(vy,...,v,) # 0. Aus (4.4) folgt dann aber audh(ay, ..., a,) # 0. Damit
haben wir den folgenden Satz bewiesen.

4.2.4 Satzlst A eine nicht triviale Determinantenfunktion, so gl{(a, ..., a,) =
0 genau dann, wend, . . . , a,, linear abkangig sind.
4.2.5 Definition Ist B = (a1, ..., a,) eine Basis voV und istv; = >~ ajja;
furi =1,...,n,sogilt nach (4.4)
A, vn) = D e(m) - anry - Gn(myAla, ..., an). (4.5)
7T€Sn

Wir definieren

AB(U1, s ,Un) = Z 6(7() “Qr(1) T Ony(n)- (46)
7T€Sn
4.2.6 Satzlst B = (aq,...,a,) eine Basis des-dimensionalernk -Vektorraums
V, so istAp eine Determinantenfunktion mz (a1, ...,a,) = 1. Insbesondere

ist A g nicht trivial.
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4. Determinanten

Beweis: Wir zeigen als erstes, dalp multilinear ist. Seiv; = 2?21 a;ja; und
J— n . . i
w =) Bja;. Dannist

Ap(vi,.. v+ w,..vn) = 3 €(m) - iy (@ingi) + Brgiy) ** Q)

TESK
=D €(m) - aip(ry Qin(i) Oy + D €(T) (1) Bai) * Cnn(ny
TES TES
=Ap(vy,...,vn) + Ap(v1, ..oy Vim 1, W, Vi1, oy Up).

Aus der definierenden Gleichung (4.6) liest man sofort ab, daf3
Ap(v1,... iy ..., vp) = @AB(V1,y ..., Viy...,p)

ist. Damit istA g im i-ten Argument linear und, da wirbeliebig gevahlt haben,
in jedem Argument linear.

Nun zeigen wir, dalf\ z alternierend ist. Offenbar gagt es dazu zu zeigen, dal3
fur eine Transposition € S,

AB(UT(I),...,UT(n)):—AB(Ula---avn) ()

gilt. Bei der folgenden Rechnung werden wir auf Gleichung (4.2uckgieifen,
der zufolge sich dié‘ in die alternierende Gruppé, und A4,, - 7 disjunkt zerlegen

laRt. Wegen, (; Za ja; erhalten wir

TES i=1
=Y e(m [ +ZJTH () (r() (i)
TEAL =1 oc€A, =1
=Y e [[eriyriy + D — €@ [[ o) (iif)
TEA, =1 oEA, j=1

wobei wir j := 7(i) gesetzt haben. Setzen wir im ersten Summaridenr (i), so
isti = 7(4), und wir kdnnen (iii) folgendermaf3en fortsetzen

= D el U y+ Y —elo) Hajff(j)' (iv)

TEA,

Setzen wilo = 7 - 7 im ersten Summanden von (iv), so duiifi'c alle Elemente
von A,, - 7. Damit kdnnen wir (iv) wie folgt fortsetzen
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4.3. Die Determinante eines Endomorphismus und einer Matrix

n v)
= Z - 6(0) H Qjo(5) = _AB(Ula avn)
o€Sn j=1

Es bleibt zu zeigen, dafz(aq, . . ., a,) = 1 ist. Wegeru; = Z}Ll d;ja; erhalten
wir

Ag(ai,...,an) = Z e(m) H5i7r(i) =1,

TESy i=1

denn alle Summanden mit=£ id verschwinden. O

4.2.7 SatzSind A und A’ Determinantenfunktionen auf einemdimensionalen
K-VektorraumV” und istA’ nicht trivial, so gibt es einy € K mit

Vo1, 00 EV)[A(v1, ... 0,) =y Al (v, ..., 00)]

Beweis: Wir wahlen eine Basi® = (b1, ...,b,) von V. Nach (4.5) erhalten wir
dann

A(vyy...,vp) = Ap(vr,...,vn) - A(by, ..., by) 0]
und

A(v, ... ,vp) = Ag(vr, ... vn) - A (b, ..., by). (i)
Da wir A’ als nicht trivial vorausgesetzt haben, foltyt(b:,...,b,) # 0 nach

Satz 4.2.6. Wir setzefi := A(by,...,b,) undps’ := A’(by,...,b,). Dann erhal-
ten wir aus (i)und (ii)

A(,Ula s 7Un) = B : Al?(vla s 7vn) = g ’ AI(Ula s 7vn)' ("I)
Mit y := 4 folgt die Behauptung. O

4.3 Die Determinante eines Endomorphismus und einer
Matrix

4.3.1 Definition SeiV ein n-dimensionalerk -Vektorraum undA eine nicht tri-
viale Determinatenfunktion adf. Fir einen Endomorphismus V. — V defi-
nieren wir
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4. Determinanten

Af(vla s 7vn) = A(f(vl)a s 7f(vn))
4.3.2 Lemma Die FunktionA; ist eine Determinantenfunktion.

Beweis: Aus der Linearidit von f und der Multilineariéit von A folgt sofort die
Multilinearitat vonA ;. WegenA ¢ (vr1), - - -, Ur(n)) = A(f (Vr))s -+ [ (0rm))) =
e(m) - A(f(v1),..., f(vn)) = €(m) - Ap(v1,...,vy,) ist Ay auch alternierend. O

4.3.3 Lemma SeiV ein n-dimensionalerK -Vektorraum. Zu jedenf € EndV)
gibt es einay € K mit

Ap(vi,...,von) = ayp - Av,...,vy) 4.7
fur alle nicht trivialen Determinantenfunktionek und allen-tupel(vy,...,v,) €
V.

Beweis: Zu jeder nicht trivialen Determinantenfunktion gibt es nach Lemma 4.3.2
und Satz 4.2.7 ey A mit

Af(vla"'avn):af,A'A(Ula"'avn)' (I)

Wir haben zu zeigen, dafé; A nicht von der Wahl vorA ablengt. Sei daher
eine weitere nicht triviale Determinantenfunktion. Dann gilt

Cr(vi,... o) =app-T(vr,...,vp) (i)
und nach Satz 4.2.7 auch

C(vgy..oyop) = Ave, ..., 0p). (iii)
Damit folgt
o) = D0 J0) =7 B0 S0
:'y-af,AA(vl,... Up) =7y COUpA Y 1I‘(vl,...,vn).
Aus (ii) und (iv) folgt abera s r = oy . 0

4.3.4 Definition Zu f € EndV') seidet(f) das nach Lemma 4.3.3 eindeutig be-
stimmte Korperelement mit

A¢(vi,y ... o) =det(f) - Avi,...,vp) (4.8)

fur jede nicht triviale DeterminantenfunktioA auf V. Wir nennendet(f) die
Determinantedes Endomorphismug.
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4.3. Die Determinante eines Endomorphismus und einer Matrix

4.35Lemmalst B = (by,...,b,) eine Basis ded(-Vektorraumes/ und f €
EndV), soistdet f = Ag(f(b1),..., f(by)).

Beweis: Mit Gleichung (4.8) und Satz 4.2.6 erhalten &g (f(b1), ..., f(bn))
det(f) - Ap(by,...,by) = det(f).

ol

Beachte Mit Lemma 4.3.5 haben wir die Mjlichkeitdet(f) zu berechnen, wenn

DB,8(f) = (a;;) bekannt ist. Wegerfi (b; Za”b folgt dann
7j=1

det(f) = Ap(f(b1),---, f(ba)) = > e(m Ham (4.9)

TESy
Es folgt aus Lemma 4.3.5, daf3 (4.9) nicht von der Wahl der Basis(by, ..., by)
abrhéngt.

4.3.6 SatzSeiV einn dimensionalerk -Vektorraum undf € EndV'). Dann gel-
ten:

() det(id) =

(i) det(af) = o™ - det(f),

(i) det(go f) = det(g) - det(f),
(iv) det(f) #0 < f istbijektiv.

Beweis: (i): WegenA;qy = A ist diese Aussage Klar.
(ii): Esist
Aaf(vl, s ,?)n) = A(O(f(vl), s aaf(vn)) =a"- A(f(vl)a s af(vn))
=a" -det(f) - A(vy,...,vp).

Nach (4.8) folgtdet(af) = o™ - det(f).
(iii):  Durch Nachrechnen erhalten wir

Agog(viy.--vn) = Alg(f(vi)),- .-, 9(f(vn))) = det(g) - A(f(v1), ..., f(vn))
= det(g) - det(f) - A(viy...,vp).

Damit istdet(g o f) = det(g) - det(f).

(iv): <« Ist f bijektiv, so gibt es eiy € End V) mit g o f = id und damit
nach (i) und (iii)det(f) - det(g) = 1. Damit istdet(f) # 0.

=: Seidet(f) # 0undB = (by,...,by,) eine Basis vori/. Dann istdet(f) =

Ap(f(b1),...,f(by)) # 0. Nach Satz 4.2.6 isf\ g nicht trivial und damit folgt
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4. Determinanten

nach Satz 4.2.4 die lineare Unaligigkeit vonf (b1), ..., f(b,). Alsoist Rangf =
n, und nach den&zen 3.4.5 und 2.3.9 igtdamit bijektiv. O

4.3.7 SatzDie Abbildungdet: GLx (V) — K™ ist ein Homomorphismus der

Gruppen. Insbesondere idtt (f~') = det(f) .

Beweis: Nach Satz 4.3.6 (iv) isfet: GLx (V) — K™ und nach (iii) ein Homo-
morphismus. O

4.3.8 Definition Fir 20 € K™*" definieren wirdet(2() := det(2). Man nennt
det(2) die Determinante der Matrix.

4.3.9 SatzlIstA = (o) € K"*" soist

det(A) = > e(m) [ tini)- (4.10)
TES, i=1
Beweis: Wegen®Dg. g (A) = 2 folgt dies sofort aus (4.9). O

4.3.10 Lemma SindV undW Vektoriaume endlicher Dimension ugdV — W
ein Isomorphismus, so iget(f) = det(g o f o g~!) fir jeden Endomorphismus
f € EndV).

Beweis: Ist A eine Determinatenfunktion aufi’, so definiert die Abbildung
AI(v1,...,v) = Ag(vi),...,g9(vy)) eine Determinantenfunktion adf, die
nicht trivial ist, wennA nicht trivial ist. Damit folgt fir f € EndV')

Allgo fog™)(wi),...,(go fog ) (wn)) = AI(fog™")(v1),...,(f o g7 ") (va))
— det(f) - AYg " (0n), g™ (un))
= det(f) - A(vy,...,vp)

und damitdet(g o f o g~ ') = det(f). 0

4.3.11 Satzlst V ein endlich dimensionalek -Vektorraum und istB eine Basis
vonV, so giltdet(f) = det(D p,5(f)) fur jeden Endomorphismus € End V).

Beweis: Es gilt f = hg™' o Dp.p(f) o hp. Mit Lemma 4.3.10 folgt daraus

det(f) = det(Dp,5(f)) = det(Dp,5(f)).
Wir hatten die Aussage von Satz 4.3.11 auch aus (4.9) und (4.10) folgenek.”
O
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4.3. Die Determinante eines Endomorphismus und einer Matrix

4.3.12 SatzSeiV ein endlich dimensionalek-Vektorraum undf € EndV).
Dann giltdet(f) = det(f**).

Beweis: Nach Satz 3.2.12 ist** (v**) = (f(v))**. Damit ist f** =** of o **~1
und*: V. — V** ein Isomorphismus. Mit Lemma 4.3.10 folgt dann die Behaup-
tung. 0

4.3.13 SatzFur 2 € K™ gilt det 2 = det(2A?).
Beweis: Sei2l = («;;). Nach (4.10) ist dann

detA =Y e(r H1 =Y e ]_[047r i

ﬂ'ESn 7T€Sn

= Z b Haﬂ 1 —det(Q[t)

n—1leS,

denn mitr durchEuft auchrr—1 alle Elemente voi$,,, und offensichtlich ist(7) =
e(r1). 0

4.3.14 Korollar IstV ein endlich dimensionaler Vektorraum ufice End(V'), so
istdet(f) = det(f*).

Beweis: Nach Satz 3.2.8 giltff eine BasisB vonV stetsD g« - (f*) = Dp,5(f)"
Nach Satz 4.3.11 und Satz 4.3.13 gilt dadet(f*) = det(Dp- p-(f"))

)
det(D (1)) = det(f). 0

— K unddet: (K"),, — K, die de-

4.3.15 SatzDie Funktionendet: (K,,)"
= det(A) mitA := (ay,...,a,) fura; € K,

finiert sind durchdet (ay, ..., a,)

ap
bzw.2l = ( : ) fur a; € K™, sind nicht triviale Determinantenfunktionen.

an
Beweis: Ista; = (aﬂ, .., Qip), SO ista; = 2?21 a;je;. Nach Satz 4.3.9 gilt dann
det(2) = Y e(m Ham Agn (ay,...,a,). Nach Satz 4.2.6 ishg. aber
7T€Sn
eine nicht triviale Determlnatenfunktlon. |

4.3.16 Folgerungen
(i) det(&) =1.
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4. Determinanten

(i) Furae Kund2 € K™ "istdet(a) = o™ - det(2).
(i) Fur2,B e K" istdet(AB) = det(A) - det(B).

(iv) Fur2le K" gilt 2 € GL(n,K) < det(A) # 0.
(v) Fur2l e GL(n, K)istdet(2~") = (det(2)) .

(vi) Fur2d e K™ gilt det(2A) = 0, wennRang(2) < n ist.

(vii) Entsteht’ aus?l € K™*™ durch das Vertauschen zweier Spalten bzw. Zei-
len, so giltdet (') = — det(2A).

(viii) Entstehtl’ aus?l € K™*", indem man das Vielfache einer Spalte (bzw. einer
Zeile) zu eineranderen Spalte (bzw. Zeile) hinzuaddiert, so istt(2l') =
det ().

Beweis: Die Behauptungen in (i)—(iv) folgen sofort aus Satz 4.3.6 (i) — (iv). Die
Behauptung (v) ergibt sich aus Satz 4.3.7 und der Tatsache(daR= 2 ist

(vgl. den Beweis zu Satz 3.3.13). Die Behauptung (vi) ergibt sich aus der Tatsa-
che, daldet eine Determinantenfunktion ist (Satz 4.3.15), Lemma 4.2.3 und der
Tatsache, daluf'Rang(2l) < n nach Satz 3.5.9 die Zeilen- und Spaltenvekto-
ren in2l linear ablahgig sein mssen. Die Aussagen (vii) und (viii) folgen sofort
aus Satz 4.3.15 und den Eigenschaften von Determinantenfunktionen (vgl. Folge-
rung 4.2.2 (ii) fir (viii)). 0

4.3.17 Einige Rechenregelnuii'Determinanten

(i) det <%[ %) = det(2) - det(B), wobei2 und B quadratische Matrizen

sind.
Beweis: Schreiben wirl = (aq,...,a,) undB = (b,41,...,b,), S0 erhalten
wir det (ay,...,a,) unddet (b,11,...,by,) als nicht triviale Determinantenfunk-
tionen aufK, bzw. K,,_,. Ebenso sindAy(ay,...,a,) = det (%l %) und
Ag(bry1,...,0p) = det %l %) Determinantenfunktionen aif, undK,, .
Nach Satz 4.2.7 gilt dann

A%(al,...,a,«):a%-det (al,...,ar) (I)
und

Aﬂ(br+17---7bn) :O[Q[det (br+1,...,bn). (||)
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4.3. Die Determinante eines Endomorphismus und einer Matrix

Aus (i) und (ii) folgt
A 0
det = g - det(A) = ag - det(*B). (iii)
0 B
Wahlen wir in (iii) speziells = &, so erhalten wir
ae - det(2A) = ay. (iv)

Damit erhalten wir

det (9L 0 > = 2 et() - det(B) = ae - det(A) - det(B). (V)

0 ‘B det(2A)
Wahlen wir2l = 98 = & in (v), so folgtae = 1, und wir erhalten die Behauptung
aus (v). O
@ det|° 7 =1
. . ‘. *
o --- 0 1

Beweis: Wir bezeichnen die Matrix mi2l € K™*". Durch Addition von geeigne-
ten Vielfachen der ersten Spaltdi'sich die Matrix auf die Form

1 0 -cvvennnn 0

0 1 d e * . 0
I : . . . . _
we|f o L)

: . .ok

Oevvevenn. 0 1

bringen, wobei8 € K (D=1 dje gleiche Gestalt wig hat. Nach Folgerung
4.3.16 (viii) istdet 24 = det (', und nach Folgerung 4.3.17 (i) itt 2" = 1-det B.
Damit erhalten wirdet 2( = 1 durch Induktion nacl. O

(i) det (%1 ?) =detA - det

Beweis:Ist 2l ¢ GL(n, K), so sind die Spalten il linear ablihgig und damit
auch in der Matrix® := %[ ? . Damitistdet ® = 0 = det 2-det €. Nehmen

wir 20 € GL(n, K) an, so folgt

A B A 0 ¢ A LB
det(0 C)—det<0 C)-det<0 ¢ >—det9[-det¢,
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4. Determinanten

wobei wir im letzten Schritt (i) und (ii) benutzt haben. O

4.4 Die inverse Matrix und die Cramersche Regel

4.4.1 Definition Fir 2 € K™*" sei2;; die Matrix, die au( entsteht, wenn man
die i-te Zeile und diej-te Spalte durch Nullen ersetzt und das Element:= 1
setzt, d.h.

Qli]’ = (@ — Gii) -2 - (@ — @jj) + eij-

Das Korperelementy;; := det(?l;;) heilt derCofaktor oder dasalgebraische
Komplementder Matrix2l beziglich i, j. (Man beachte die Vertauschung der Indi-
zesi undy in der Definition vong;;.)

SchlieRlich se@l/ ¢ K (n=1)x(n=1) die Matrix, die au$l durch Streichen derten
Zeile undj-ten Spalte entsteht.

4.4.2 Lemma Es ista;; = det(2;;) = (—1)"*7 det (A7),

Beweis: Durchj — 1-faches Vertauschen von Zeilen bringt man gdie Zeile von
2(;; in die erste Zeile. Dann bringt man durch 1-faches Vertauschen von Spalten,
die i-te Spalte in die erste Spalte und @thso die Matrix

1 0

Da die Determinante bei jeder Vertauschung ihr Vorzeichen wechselt folgt mit
4.3.17 (i)

det(2;;) = (—1)"772 . det(B) = (—1)""7 - det(A7"). O
4.4.3 Lemma Schreiben wir die MatriX@l € K™*™ als Matrix von Spaltenvekto-
ren = (ay,...,a,) Mitag € K, furk=1,...,n, soist

det(Qlij) = det(al, -y 051, ef, Ajtly---, an).

Beweis: Man erldlt die Matrix 2;; aus®B := (ay,...,a;_1,€l,a;41,...,0,)
durch Subtraktion des;-fachen derj-ten Spaltee! von den Spalteny, fur k €
{L,...,n}\ {j}. Wegen 4.3.16 (viii) gilt danaet(2;;) = det(B). 0

4.4.4 Definition Die Matrix 2 := (&;5) heiBt die zu konjungierte Matrixoder
die Komplemerérmatrix von 21.

4.4.5 LemmaEsist At = AL,
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4.4, Die inverse Matrix und die Cramersche Regel

Beweis: Sei?l’ = (8;;) =: B, d.h.f;; = ay; furd,j = 1,...,n. Dann giltB;; =
(Qli]')t und damitdet(%[ﬁ.i) = Pij = det(%]’i) = det(Q,[ji)t = det(Qlij) = &ji-
Also At = (B;j) = B = (&;;) = (A)". 0
4.4.6 SatzFurA € K™ gilt A - A = A - A = det(2A) - €.

Beweis: Sei2l = («;;). Dann ist

n
Z Qigagj = 0;j - det(A), (i)
k=1

denn

n n
D dipag; =Y gy - det(Ay)
k=1 k=1

n
= Z Qg - det(aq,..., ai,l,etk, Aigls---y0p)
k=1

n
2 : t
:det(al,...,ai_l, akjek,aiH,...,an)

k=1
=det(ar,..., 01,05, 0i41,...,0,)
= 61’]’ . det(Ql).
Aus (i) erhalten wir sofort
A-A=det(A) - & (ii)
und aus (ii) mit Lemma 4.4.5
A- A = (ALAL) = (AAE = (det(AY) - €)! = & - det(2A). (iii)
0
4.4.7 Satz (Entwicklungssatzii Determinanten) Br 2 = («o;;) € K"*" gilt
det(A) =D agdet(Api) = Y (—1)Fay; det(A) (4.11)
k=1 k=1
und
n n ) )
det(A) =D ajp det(As) = Y (—1) gy det (AF). (4.12)
k=1 k=1
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4. Determinanten

Man nennt (4.11) die Entwicklung der Determinante nach @dwm Spalte und
(4.12) die Entwicklung nach deéften Zeile.

Beweis: Setzen wirj := 4 in Gleichung (i) des Beweises von Satz 4.4.6, so erhal-
ten wir

det(A) = i Qi i = i i - det (Ag;).- (i)
=1

k=1

Aus (i) und Lemma 4.4.2 erhalten wir die erste Behauptung. Aus Gleichung (i)
des Beweises von Satz 4.4.6 folgt

- det(2A Z g (ii)

Setzen wirj := i in (ii), so erhalten wir die zweite Behauptung analog wie die
erste. O

Beachte Da2** ¢ K(~Ux(n—1) |iefert Satz 4.4.7 ein rekursives Verfahren zur
Berechnung von Determinanten (das jedoch nicht sehr effizient ist).

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.4.6 ist ein (wieder raignéffizientes)
Berechnungsverfahremifdie inverse Matrix.

4.4.8 Satzlst2 € GL(n, K), so giltA~! = detl(Ql) -2

Wenden wir diese Verfahren auf lineare Gleichungssysteme an, so erhalten wir die

4.4.9 Cramersche Regelst A € GL(n,K) undb = (31,...,5,)" € K,, S0
erhalten wir die bsung des Gleichungssystefhsy = b alsy = (£1,...,&,)" mit

= g L)

Beweis: Die Losung des Gleichungssystems ist

1~ =
t _o1l.p — Lo . A\t
r=2A-b det(2A) 2 det ZBJO‘“’ ' ’Z Bing)

det Zﬁﬂ det (1), Zﬁﬂ det(Ap,)
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4.4. Die inverse Matrix und die Cramersche Regel

4.4.10 Bemerkung Einpragsamerdldt sich die Cramersche Regel folgendermafen

i1 Tt Op
formulieren. Sekl = : : € GL(n, K) die Koeffizientenmatrix
) Op1  +° Qpp
des Gleichungssystems
anét + -+ awéy = B
antét + - 4+ aén = Ba

so erhalten wir die “eingesetzte Matri®(;(b), indem wir diei-te Spalte durch den

b
Vektorb := ( : ) ersetzen, d.h.

B
arg o oaigmr B o aag
Q[Z([J) = . .
aTL,l . a’l’L,i*l IBTL an7l+1 . an,n

Dann gilt nach der Cramerschen Regel

_ det(4(b))
&= detA
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5. Normalformdarstellungen von
Endomorphismen

Im Normalformensatz (Satz 3.5.1) haben wir gesehen, daf3 sich jeder Homomor-
phismusf € Hom(V, W) beziglich geeignet gewfilter Basen durch eine Ma-

trix in Diagonalgestalt darstellemft. kir Endomorphismen ist diese Fragestellung
deutlich schwieriger zu beantworten. Ndich kénnen wir den Normalformensatz
auf f € End V) = Hom(V, V') anwenden, aber dann erhalten wir zwei verschiede-
ne Basen voiY, beziglich derer wirf darzustellen haben. Unser Ziel sollte es aber
sein,eine Basis zu finden. In diesem Kapitel wollen wir studieren, unter welchen
Bedingungen dies oglich sein wird und wie die Normalformdarstellungen ausse-
hen lonnen. Dazu beatigen wir allerdings noch einige algebraische Hilfsmittel,
die wir zurachst bereitstellen wollen.

5.1 Teilbarkeit in Ringen

5.1.1 Definition Es seiR ein Ring mit Einselemerit (vgl. Definition 1.1.13). Ein
Elementu € R heiltinvertierbar oder eineEinheitin R, wenn es einv € R mit
u-w=w-u=1gibt.

5.1.2 Folgerung (i) Istu € R invertierbar, so ist dessen inverses Element ein-
deutig bestimmt. Wir bezeichnen es ait. Es gilt insbesonderg~! = 1.

(i) Sindu,v € R beide invertierbar, so ist auch - v invertierbar, und es gilt
(w-v) ' =v"t ul

(i) Ist w € Rinvertierbar, soist auch~! invertierbar, und es giltml)_1 = u.

Beweis: (i) Nehmen wiruv = vu = 1 unduw = wu = 1 an, so erhalten wir
v=uv-1=v(uw) = (vu)w = w. Offensichtlich istl - 1 = 1 und damitl~! = 1.
(i) Dies folgt durch Nachrechnen.

(i) Dies st Klar. O
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Es folgt unmittelbar aus 5.1.2, dal3 die invertierbaren Elemente eines Ringes eine
Gruppe bilden. Dies wollen wir in einem Satz festhalten.

5.1.3 SatzSei R ein Ring mitl. Die MengeR* := {u € R| w istinvertierbar}
bildet mit der Multiplikation des Ringes eine Gruppe.

5.1.4 Beispiel Wir wissen aus Satz 2.5.4, dal} die Menge @&hdder Endo-
morphismen eines Vektorraumes einen Ring bildet. Die Menge der invertierbaren
Elemente ist offensichtlich die Gruppe GL), d.h. wir haben En@d/)* = GL(V).

5.1.5 Definition Sei R ein kommutativer Ring mit. Eine Mengel C R heil3t ein
Ideal, wenn gilt:

(1.1) I isteine Untergruppe der additiven abelschen Gruppe Ron
(.2) FurueIundre Ristu-r e 1.

Beachte Uberzeugen Sie sich davon, daR jedes Ideal Rogin Teilring vonR
ist. Umgekehrt muMicht jeder Teilring auch ein Ideal sein.

5.1.6 Bemerkung Verzichtet man auf die Voraussetzung der Kommutattyit”
so hat man in der naheliegenden Wdiake, rechteund beidseitigeldeale zu de-
finieren, indem mattvu € I)(Vr € R)[r - u € I], (Vu € I)(Vr € R)[u-r € I] und
Vuel)(VreR)[r-uel Au-r e ]fordert.

5.1.7 Lemmal st R ein kommutativer Ring mit und sindaq, ..., a, € R, SO ist
die Menge

n
(a,l,... ,an)R = {Z’I"iail r; € R}
i=1

ein ldeal in R. Sie heil3t das durchq,...,a, erzeugteldeal. Wann immer der
Zusammenhang es erlaubt, lassen wir den unteren |Aterg.

Beweis: Offensichtlich isty ;" | ria;i—) ;-  riai = > (ri—rl)a; € (a1,...,an)r
undr - 30 ria; = Y i rria; € (a1, .., a,) g, WOmit ein Ideal vorliegt. O

5.1.8 Definition Ein IdealI C R heil3t einHauptidea)] wenn es eiru € R gibt
mit/ = (a)r = {r-a| r € R}.

5.1.9 Beispieldst R ein kommutativer Ring, so haben wir ddsllideal 0 := {0}

als ein (triviales) Hauptideal. Ebenso Bt= (1) r ein Hauptideal. Bi'eine Einheit
u € R*ist1 = v 'u € (u)g und damit fir» € R auchr = r -1 € (u). Damit
gilt (u)r = R fur jede Einheitx € R*.
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5.1. Teilbarkeit in Ringen

Wir erinnern an die Definition eines Nullteilers (Definition 1.1.15). Dort haben wir
auch den Begriff des IntegaitSring eingafhrt. Wir wollen diesen jetzt noch etwas
enger fassen und sagen, dal laiegritatsbereichein kommutativer, nullteiler-
freier Ring mit1 ist.

5.1.10 Definition Es seiR ein Integriitsbereich. Ein Element € R hei3tTeiler
eines Elements € R, wenn es einr € R gibt mitb = a-r. In Formelschreibweise
bedeutet dies

alb & (FreR)b=a-r]

Wir schreiber: | b um auszuds€ken, dafs kein Teiler vonb ist.

5.1.11 Folgerungerfur einen IntegriatsbereichR gelten:
() (VaeR)[1|aAalal.
(i) (Va,beR)a|bAb|c = a]|c].

n
(i) albiA...Aalb, = a|d rib furalle r,...,r, €R.
i=1

(iv) a|l & a€R".

(V) a|bAbla < (Ju€R*)[a=bul.
V) alb & (0)rC(a)n

(i) (a)r=(O)r & (FueR")|a = bul.

Beweis: Die Behauptung (i) ist klar. Wir zeigen (ii) durch die Rechnuing=
ary AN¢c = bra = ¢ = a(ryry) und (iii) durch die Rechnung; = ac; fur
i=1,...n,welche} !  ribj = > riac; = a- Y., ric; impliziert. Die Be-
hauptung (iv) ist klar. Bei (v) zeigen wir zaghst=-: Ausa = br; undb = ars
folgt b = b(ry172) und damitryr, = 1, d.h.r; € R* furi = 1,2. Die Gegenrich-
tung ist wegem: = bu undb = au ! trivial. Fir (vi) zeigen wir zuathst=: Sei
dazuz € (b)pundb =a-r1.Dannistc = b-r = a-ry-r € (a)g. FUr die Gegen-
richtung< erhalten wirh = b-1 € (b)r C (a)g und damith = o - fur einr € R.
D.h.a | b. Die Eigenschatft (vii) folgt nun unmittelbar wegéa)r = (b)r <
(a)R C (b)R A (b)R C (a)R < a | bAb | a & (EIuER*)[a:b-u]. O

5.1.12 SatzDie Relationa ~ b :& (Ju € R*)[a = b - u] definiert eineAqui-
valenzrelation auf?. Gilt a ~g b, so heil3erm undb in R assoziiert
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Beweis: Da R* eine Gruppe ist, erhalten wir~pr o wegens = 1-a. Ausa ~g b
mit ¢ = b - w erhalten wirb = o - w~' und damitb ~z a. SchlieRlich folgt aus
a~pb~gpemita=b-uyundb=c-usaucha =c-uy -us,d.h.a~gec. 0O

Beachte Nach dem Hilfsatz im Beweis von Lemma 2.2.8 bilderAdjeivalenz-
klassen von- g eine Partition vonR.
Aus 5.1.11 (v) erhalten wir

a~pb & a|lbAbla & (a)gr= (b)r. (5.1)

5.1.13 Definition Ein IntegrititsbereichR heil3t einHauptidealring wenn jedes
Ideal vonR schon ein Hauptideal ist.

Sinday,...,a, € R, so heiltr € R ein gemeinsamer Teilerwennr | a; fur
1 =1,...,ngilt. Gilt » € R* fur jeden gemeinsamen Teiler van, ..., a,, SO
heiBenay, ..., a, teilerfremdoderrelativ prim.

5.1.14 SatzSeiR ein Hauptidealring. Dann sindquivalent:
() ai,...,a, € R sind teilerfremd.

(i) (a1,...,an)r = R.

(i)  (Fr,...,reR)DI mia; =1].

Beweis: (i) = (ii): Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein Element R mit
(a1,...,an)r = (r)r. Wegena; € (r)gfolgta; =r-r; furi =1,...,n. Damit
ist » ein gemeinsamer Teiler vaomy, .. ., a,, und, da diese teilerfremd sind, somit
r € R*.Nach 5.1.9 folg(ay,...,an)r = (r)r = R.

(i) = (iii): Dalé€ (ay,...,an)rgbtesr,...,r, € RMitl=3" ra;.

(i) = (): Giltr|a;furi=1,...,n,sofolgt nach 5.1.11 (iiiy | (>_;; ria;)
furallery,...,r, € Rund damitr | 1. Also istr € R*. O

5.1.15 Satzlst R ein Hauptidealring und sind, b € R teilerfremd, so folgt aus
a | b-rbereitsa | r.

Beweis: Daa undb teilerfremd sind, gibt es nach Satz 5.1.14 Elemenie; € R
mitl=a-ry +b-re. Damitistr =a-ry-r+b-re-r,und wegen: | b- r folgt
nach Satz 5.1.11 (jii} | r. O

Wir nennerp € R ein Primelementwenn
p#OApEg R " NVdeER)[d|p = d~rpVd~gl] (5.2)

gilt, d.h. wenn jeder Teiler vop entweder eine Einheit oder mitassoziiert ist.
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5.2. Euklidische Ringe

5.1.16 SatzEs seiR ein Hauptidealring ungb ein Primelement voi&k. Dann gel-
ten:

0) Fira € R gilt entwederp | a oderp unda sind teilerfremd.
(i)  Ausp|a-bfolgtp | aoderp | b.

Beweis: (i): Sindp unda nicht teilerfremd, so gibteseine R\ R* mitr | a
undr | p. Dann ist aber ~g p, und wegerr | a erhalten wir damit auch | a.

(i):  Nach (i) gilt: p | « oderp unda sind teilerfremd. In diesem Falle folgt aber
ausp | ab nach Satz 5.1.1p | b. a

5.1.17 Korollar Zwei Primelemente in einem Hauptidealring sind entweder tei-
lerfremd oder assoziiert.

Beweis: Sindp und ¢ Primelemente, die nicht teilerfremd sind, so folgt nach Satz
5.1.16p | g undgq | p. Nach (5.1) folgt daraug ~z q. O

5.1.18 Bemerkung Wirerhalten aus Satz 5.1.15, da8 paarweise teilerfremde
Elementea,,...,a, Mita; | bfuri =1,...,n auch]" ; a; | b gilt. Ausa; | b
folgt ndmlichb = a4 - 1 und ausi,, | aq - 1 wegen der Teilerfremdheit var, und
a; dannay | r1, d.h.b = a1 - as - r2. Nun erhalten wir in analoger Weisg | r2
und durch Iteration schlieBlich= []"_, a; - ry.

5.2 Euklidische Ringe

Das Beispiel iir einen Integriitsbereich isZ, der Ring der ganzen Zahlen. Th

gibt es nur zwei Einheited—1,1}. Ein Ideal inZ ist beispielsweise die Menge
k-7 := {k-r| r € Z}. Wir werden in Kirze sehen, daB ein Hauptidealring

ist. Damit haben alle Ideale die GestaltZ. Der RingZ hat aber noch zasZliche
Eigenschaften. Eine davon ist die Division mit Rest, die den euklidischen Algorith-
mus zum Auffinden des gRten gemeinsamem Teilers zweier Zahlenaglicht.

Wie Sie sich erinnern, besagt die Division mit Rest, dal3 zu zwei gegebenen Zahlen
a undb eine Zahlr so existiert, daf3 der Relst- ar kleiner als der Teiles wird. Da

wir auf beliebigen Ringen im allgemeinen keine “kleiner” Relation habarsgeri

wir uns anderweitig behelfen. Dies ist der Hintergrund der folgenden Definition.

5.2.1 Definition Es seiR ein Integriéitsbereich. Eine Abbilduny: R — Z heil3t
eineeuklidische Normwenn sie den folgenden Bedingungen g

(EN.0) (Va€R)[N(a) =0 < a=0].
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

(EN.1) (Va€R)ja#0 = N(a)>0].

(EN.2) (Va,be R)[N(ab) = N(a)N(b)].

(EN.3) (Ya,be R\ {0})(3r € R)[N(b — ar) < N(a)].

Ein Integrititsbereich, auf dem sich eine euklidische Norm definiea@n, Fieil3t
ein euklidischer Ring

5.2.2 Folgerunglst R ein euklidischer Ring mit euklidischer Noriw, so gelten:
() bla = N(b)|N(a),

denn aus: = br folgt N(a) = N(b)N(r).

(i) a~grb = N(a)=N(),

denn aus: ~p bfolgta | bundb | a und darausN (a) | N(b) und N (b) | N(a).
Damitgilt N (a) ~z N (b) und, daN(a) und N (b) beide nicht negativ unfl—1, 1}
die einzigen Einheiten ifl sind, schlieBlichV (a) = N(b).

(i)  N(1) =1,
denn nach (EN.2) isN(r) = N(1-r) = N(1)N(r) und damitN (1) = 1.

(v) weR & N(u)=1,

dennu € R* impliziertw | 1 und damitN(u) | 1 nach (iii). Da0 < N (u) folgt
N(u) = 1. Ist umgekehrtV (u) = 1, so finden wir nach (EN.3) ein € R mit
N(1 —wur) < N(1) = 1. Dann istl — ur = 0 und damitur = 1, d.h.u € R*.

V) a|bANakrbAb#0 = N(a) < N(b),

denn aus = ar mitr ¢ R* U {0} folgt N(b) = N(a)N(r) mit N(r) > 1. Also
ist N(a) < N(b).

5.2.3 Satz Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis: Sei R ein euklidischer Ring und C R ein Ideal. Da das Nullideal ein
Hauptideal ist, difen wirl # 0 annehmen. Sei := min{N(a)| a € I A a # 0}
undag € I so gevahlt, dalRN (ag) = n ist. Wegenn # 0 folgt ap # 0. Zu jedem
b € I gibt es nach (EN.3) ein € R mit N(b — apr) < N(ag). Dab—aor € T
folgt daraush = agr, d.h.b € (ag)g. Damitistl C (ag)r und die entgegengesetz-
te Inklusion folgt sofort wegen, € I. O
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5.2. Euklidische Ringe

5.2.4 Satzlst R ein euklidischer Ring, s@ft sich jedes von 0 verschiedene

R\ R* bis auf Assoziiertheit eindeutig als Produkt von Primelementen darstellen.
Ringe, deren Elemente sich bis auf Assoziiertheit eindeutig als Primzahlprodukte
darstellen lassen, heil3daktoriell. Jeder euklidische Ring ist somit faktoriell.

Beweis: Wir haben zwei Dinge zu zeigen:

Zur € R\ (R* U {0})gibt es Primelementg,, ..., p, mitr = Hpi (i)

=1

und

n m

Ist Hpi ~R Hqi fir Primelemente, ..., p, undqi, ..., gm, SO ist (ii)
-1 -1

m = n undp; ~g qr(; fur eine Permutationr € S,,.

Beginnen wir mit (i). Wir fihren Induktion nachiV (r). Wegenr ¢ R* und 5.2.2
(iv) ist N(r) # 1. Istr bereits ein Primelement, saahlen wirn = 1. Anderenfalls
gibt esa,b € R\ R* mit r = ab. Dann ist nach 5.2.2 (VW (a) < N(r) und
N (b) < N(r). Nach Induktionsvoraussetzung simdind b als Primzahlprodukte
darstellbar. Damit ist aber aueth ein Primzahlprodukt.

Nun zeigen wir (ii). DaR euklidisch ist, istR ein Hauptidealring. Aug; | [, ¢i
folgt nach Satz 5.1.16; | ¢;, fureinj; € {1,...,m}. Wir setzenr(1) := j1
und erhalterp; ~g g1y nach Korollar 5.1.17 und[;"_, p; ~r [[;~; ¢i. Nun
erhalten wirpy | ¢;, fur eings € {1,...,m} \ {j1}. Wir setzenwy(éél) = Jo,
erhaltenp, ~r ¢r(2) und durch lteration schlieRlich = m undp; ~g g ;) fur
1=1,...,n. O

5.2.5 SatzDer RingZ der ganzen Zahlen ist euklidisch und damit faktoriell und
ein Hauptidealring.

Beweis: Man puift sofort nach, daf die Abbildung — |z| eine euklidische
Norm definiert. O

5.2.6 Bemerkung In der Algebra-Vorlesung wird gezeigt werden, dafd bereits
jeder Hauptidealring faktoriell ist. Das ist jedoch deutlich aufwendiger zu zeigen
und wird in dieser Vorlesung nicht gebraucht.
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5.3 Der Polynomring K [z]

Wir erinnern an den Abschnitt 1.3.3, in dem wir den Vektorraum [RbX] =:
K [z] der Polynomaiber einem Kiper K eingefihrt haben. Wir hatten

__ Jmin{neN| (VYmeN)[m >n= f(m)=0]} furf#0
GU%—{_W fur f =0

definiert undG(f) den Grad von f genannt. Bi' das zuatzliche Zeichen-oo
vereinbaren wir die folgenden Rechenregeln:

—00 + (—00) = —00

-0+ a=a+ (—o0) = —o0.

Jedes Polynom vom Grad > 0 lafBt sich in der Formf = Y7 o f(i)z" mit
einerUnbestimmten: schreiben, was den Vorteil hat, dal? man mit diesen formalen
Summen wie gewohnt rechnen kann. Dies kommt insbesondere zum Tragen, wenn
wir das Produkt zweier Polynome

m-+n

Frg=>_0> fli)g(i)a* (5.3)

k=0 i+j=k

einfiihren, denn dieses Produkt altman, wenn man die Ausatke Y~ o f(i)z*
und Z?:()g(j)xj formal miteinander multipliziert und nach Potenzen woard-
net. Offensichtlich hat man dann

G(f-g9) =G(f)+Glg)- (5.4)

Man rechnet sofort nach, daf3 die in (5.3) definierte Multiplikation assoziativ und
kommutativ ist und den Distributivgesetzen gehorcht. Damiigt] ein Ring. Wir
nennen ihn deRing der Polynome mit Koeffizienten &hoder kurz derPolynom-
ring tberK.
Fur jedesa € K 1al3t sich eine Abbildung
furn=20
N — K o =7

/ . Paln) {0 sonst
erklaren, die fastiberall verschwindet und somit ein Polynom ist. Offensichtlich ist
dannG(p,) = 0. Die Abbildunga — p,, ist offensichtlich injektiv. Wir lohnen
daherK als Teilmenge vorK [z] auffassen, indem wix und p,, identifizieren.

Dies wird noch deutlicher, wenn wijr, = YV az’ = « notieren.

5.3.1 Definition Jedes Polynonf = Y7 | a;z* € K[z] definiert eine Abbildung
K> ¢&m f(&) =" ,mé € K, die wir ebenfalls mitf bezeichnen wollen.
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Dies sollte nicht zu Verwirrungen mit der AbbildurfgN — K fuhren, da beide
unterschiedliche Argumente haben. Giltt) = 0 fur ein¢ € K, so heil3t eine
NullstelleoderWurzelvon f in K.

5.3.2 Bemerkung Fassen wire € K vernbge der Einbettung vo& in K|z]
als Polynom auf, so gilt:(¢) = « - € = « fur alle ¢ € K. Daher bezeichnet man
die @ € K auch alskonstante Polynomeffenbar sind die konstanten Polynome
genau die Polynome vom Grad

5.3.3Lemmalst f € KJ[z] und ist¢ eine Wurzel vorf in K, so gibt es ein
Polynomg € K[z] mit f = (z — £) - g. Insbesondere ist(g) = G(f) — 1.

Beweis:Wir erhalten f = f — f(&) = Y iz’ — Y0 el =
P (xZ — &) =(z—-¢&)- Yoo iy 2k ¢k=1) "und wir setzery :=
S pai(O_ xR ), DamitistG(f) = G(z — &) + G(9) =1+ G(g). O

5.3.4 Satzlst f € K|[z], f # 0, und sind¢y, ... ,¢&, alle Wurzeln voryf in K, so
gibt es ein Polynom € K|z|, das keine Wurzeln i& hat, undky, ..., k, € N
mit

f=—&)M (@ —&) (5.5)
und esisG(f) =7 ki + G(r).

Beweis: Wir fuhren Induktion nacliZ(f). Besitzt f keine Wurzeln inK, so sei
r:= fundn = 0. Besitztf eine Wurzek, so gilt nach Lemma5.38= (z—&)-g
und G(g) < G(f). Nach Induktionsvoraussetzung ist danp =

(x — &)k (z — &p)Pm - r, wobeiéy, . .., &, alle Wurzeln vory in K sind und

r keine Wurzel inK besitzt. Dann isf = (z — &) - (z — &)k -+ (z — &y)Fm -1,
und {&} U {&1,...,&n ) sind alle Wurzeln vonf in K. Isté = & fur eini €
{1,...,m}, soistn = m, und der Exponent; erhoht sich umlL. Anderenfalls ist

n =m+ 1, und (z — &) kommt als neuer Faktor hinzu. Schlie3lich erhalten wir
G(f) =Gz = &)™)+ + G((z = &)*) + G(r) = i ki + G(r). O

Wir werden in Kirze feststellen, dak [z] ein faktorieller Ring ist und jedes Po-
lynom der Formz — ¢ ein Primelement inK[z] ist. Damit sind diek; in (5.5)
eindeutig bestimmt. Die Zat#; heil3t dann dieVielfachheitder Wurzel¢; in K.
Ist~ in (5.5) ein konstantes Polynom, so sagen wir, dlaiber K in Linearfakto-
ren zerfllt. Ein Korper K, Uber dem jedes Polynorfi € K|z] in Linearfaktoren
zerféllt, heidtalgebraisch abgeschlosseim der Vorlesunguber Algebra wird ge-
zeigt, dal3 jeder Krper einen algebraisch abgeschlossenen @bgek besitzt. Ein
Beispiel {ir einen algebraisch abgeschlossenempiéi ist der KiperC der kom-
plexen Zahlen.
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

5.3.5 Korollar Ist f € K[z], f # 0,undG(f) = n, so besitz§f Uber K hdochstens
n viele Wurzeln, wobei jede Wurzel in ihrer Vielfachheit&dzwird. Zergllt f
Uber K, so hatf genaun Wurzeln inK.

Beweis: Nach Satz 5.3.4 ist die Anzahl der Wurzeln vbim K in ihrer Vielfach-
heit gezhlt Y. | k; = G(f) — G(r). Damit ist diese Anzahl kleiner alS(f)
und gleichG(f) genau dann, wen&'(r) = 0 ist, d.h. wennf in Linearfaktoren
zerfallt. 0

5.3.6 LemmaEsistK[z]* = {f| G(f) =0} = K*.

Beweis: Es folgt aus Definition (5.3), dal’ddas 1-Element itk [z] ist. Ausf-g = 1
erhalten wir wegen (5.4)%(f) + G(¢g) = G(1) = 0 und dahelG(f) = G(g) = 0.
Damit sindf undg konstant und somit id’. Da K ein Kérper ist, folgt aug'g # 0
auchf # 0undg # 0. Also ist f,g € K*. Die umgekehrte Inklusion gilt aber
wegena '« = 1 fira € K* trivialerweise. a

5.3.7 SatzDer Ring K [x] Uber einem Krper K ist euklidisch.

Beweis: Bis jetzt haben wir eingesehen, d&f{z] ein kommutativer Ring mit
ist. Aus (5.3) erhalten wir aber auch sofgrt g # 0, wennf # 0 undg # 0 ist.
Wir definieren nun
0 falls f =0
N =
(f) {ZG(f) sonst.

DanngiltN(f) =0 < f=0undf #0 = N(f) > 0. Ebenso erhalten
wir N(fg) = 26)+G9) = 2G()) . 2G(9) = N(f) - N(g) und haben damit die
EigenschafteEN.O) — (EN.2)einer euklidischen Normui" N nachgepuft. Es
bleibt zu zeigen, dal wir zi,g € K|z]| ein Polynomp so finden khnen, dal
N(f — gp) < N(g) ist. Seien alsg’ undg gegeben. IsG(f) < G(g), so setzen
wir p = 0 und sind fertig. Daher nehmen wir= 37" , iz undg = >, Bz
mit n > m und B, # 0 an. Seir; := f —g- g=z"~™. Dann istG(r1) <
G(f). Gilt auchG(ri) < G(g), so setzen wip := g=z"~™ und sind fertig.
Anderenfalls isty = Y7} o/z’ mit n — 1 > m und wir setzenry := r| —

g %=t . gn 1™ Dann istG(rg) —n—2 < G(r). IstG(r) < G( ), SO

haben wirry = f — g(g=a"" my 2 2" 17™) und setzep := gra" ™ +

a/

”—‘1 2"~ 1=m_ Anderenfalls setzen wir das Verfahren fort, deflnlefgnusf Da
dle Grade der Polynome; strikt abnehmen, erhalten wir schlief3lich eip =
f—g(ya™ ™ 4 a1 TR mit G(ry) < G(g). Wir setzen
P =71z 4 Yo" I o p ™k ynd sind fertig. 0
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5.3. Der Polynomring¥|[z]

5.3.8 SatzDer Polynomring K [z] Uber einem Krper K ist ein Hauptidealring
und faktoriell.

Beweis: Dies folgt mit den @&izen 5.2.3 und 5.2.4 aus Satz 5.3.7. O

n

5.3.9 Lemma Ein Polynomf = > "o,z vom Gradn hei3t normiert, wenm, =
i=0
1 ist. Jedes Polynoryfi # 0 ist zu einem normierten Polynom assoziiert.

Beweis: Ist a,, # 1, so gilt nach Lemma 5.3.6¢ ~ «,,'f und o, ! f st nor-
miert. O

5.3.10 LemmaZwei normierte Polynome sind genau dann assoziiert, wenn sie
gleich sind.

Beweis: Seiz" + ap_ 12" '+ +ag=f~g=a"+ Bp_12" " + - + fo.
Dann gibt es nach Lemma 5.3.6 eine K* mit « - f = ¢g. Dann ista - 2" = z"
und damitee = 1. Damit folgt 3; = aa; = «; fUri = 0,...,n — 1 und damit
f = g. Die Gegenrichtung ist klar. O

5.3.11 Satzlst I C K|z] ein Ideal, das nicht das Nullideal ist, so gibt es ein
eindeutig bestimmtes normiertes Polynpmit I = (p) k(4]

Beweis: Da K [z] ein Hauptidealring und # (0) ist, gibt es ein normiertes Poly-
nomp mit I = (p) g[,)- Gilt I = (q) [, fUr ein weiteres normiertes Polynom, so
folgt p ~ ¢ nach (5.1). Nach Lemma 5.3.10 folgt dami g. O

5.3.12 Definition Die Primelemente itk [z:] nennt marirreduzible PolynomeDer
Name tihrt daher, daf3 sich ein irreduzibles Polynom nicht als Produkt von Polyno-
men kleinerer Grade darstelleal3f. Ist rimlich f ein Primelement ung = p - ¢,

so folgt f ~ p oderp ~ 1 und damit entwedef(p) = G(f) oderG(p) = 0 und
damitG(q) = G(f).

5.3.13 Satzlst f € K|z] irreduzibel, so istG(f) = 1 oder f hat keine Wurzel in
K.

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 5.3.3. O
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

5.3.14 SatzZu jedem Polynonfi gibt es eindeutig bestimmte irreduzible normierte
Polynomepy, .. ., p,, natirliche Zahlerk, . .., k, grofRer alsd und eina. € K mit

f=a- 1[0
=1

Beweis: Da K[z] euklidisch und damit faktoriell ist, erhalten wir = H?le’fi

fur Primelemente’,, ..., p’,,, die bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind.

Normieren wir diese Polynome, so erhalten wir mit Lemma 5.3.10 die Behauptung.
0

5.3.15 Bemerkung Jedes Polynom vom Gradist offensichtlich irreduzibel.
Damit erhalten wir, daf3 die Darstellung in (5.5) tatklich eindeutig ist. Insbe-
sondere ist die Vielfachheit einer Wurzekines Polynomg € K|[z] in K wohl-
definiert. Wir wollen sie in dieser Vorlesung mii (¢, f) bezeichnen, wobei wir
im Regelfall den unteren IndeK weglassen. Istk (&, f) # 0, so gilt rémlich
v (&, f) = vk (&, f) fur alle Oberlofper K’ von K.

Ist K ein algebraisch abgeschlossenanrper, so sind die irreduziblen Polynome
genau die Polynome vom Grad 1. Damit sind beispielsweise alle Polynome eines
Grades> 1 mit reellen (oder auch komplexen) Koeffizientaher C reduzibel.
UberR gibt es jedoch irreduzible Polynome des Gra2les B.z2 + 1. UberQ ist
sogar das Polynom? — 2 irreduzibel (obwohl alle Polynome mit Graderoger
als2 UberR reduzibel sind).

5.4 Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen

5.4.1 Definition SeiV ein Vektorraurruber einem Kiper K. Ein Element\ € K
hei3t einEigenwerteines Endomorphismug € EndV'), wenn es einen Vektor
a # 0inV gibt mit f(a) = X - a. Der Vektora heif3t dann eirkigenvektowvon f
zum Eigenwert\.

5.4.2 LemmaSeiV ein K-Vektorraum,A € K und f € EndV). Dann gilt
Eig(\, f) := {veV| f(v) =X-v} = Kern(f — X -id ). Somit istEig(}, f)
ein Unterraum vori/. Er heif3t derEigenraumzum Eigenwerh von f.

Beweis: Klar wegenf(v) = A-v & (f —A-id,)(v) =0. 0

5.4.3 Lemma SeiV ein K-Vektorraum undf € EndV'). Ein Element\ € K ist
genau dann ein Eigenwert vgh wenn die Abbildung — X -id v nicht injektiv ist.
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5.4. Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen

Beweis: Nach Definition 5.4.1 ish genau dann ein Eigenwert, wenn BE\gf) #
{0} ist. Nach Lemma 5.4.2 ist dies aber genau dann der Fall, wenn der Kern von
f — A-idy nicht der Nullraum ist, d.h. wenfi — X - id y nicht injektiv ist. O

5.4.4 SatzSei V' ein endlich dimensionaler Vektorraufiber K. Ein Element
A € K ist genau dann ein Eigenwert eines Endomorphisgfigs End(V'), wenn
det(f —A-idy) =0 ist.

Beweis: Nach Lemma 5.4.3 ist genau dann ein Eigenwert vgne EndV'),wenn
f — X -id y nicht injektiv und damit, d&” endlich dimensional ist, nicht bijektiv
ist. Nach Satz 4.3.6 ist dies aber genau dann der Fall, det{if — X -id ) =0
ist. O

Um einen Eigenwertui’ einen Endomorphismug zu berechnen, mufd man nach
Satz 5.4.4 also die Gleichung

det(f —z-idy) =0 (5.6)

fur eine Unbestimmte losen. Man nennt daher (5.6) dibarakteristische Glei-
chungdes Endomorphismug Welche Form diese Gleichung hat, wollen watrer
untersuchen.

5.4.5 SatzlIst V ein n-dimensionaler Vektorrauriiber einem Krper K, so sind
die Losungen der charakteristischen Gleichung eines EndomorphigrdigsWur-
zeln eines Polynoms iR [z] vom Gradn.

Beweis: Wahlen wir eine Basi® = (b1,...,b,) vonV, so gilt nach Lemma4.3.5

det(f i Id V) = AB((f i Id V)(bl), ey (f i Id V)(bn)) (I)
Um die rechte Seite in (i) darstellen zwrkien, definieren wiruf’ eine Menge
IC{1,...,n}

b; fallsi e I

T R ! ! H - .
Ag(biy... by) == Ap(by,...,b,) mit b;: {f(bi) sonst. (i)

Wegen der Multilinear#t von A g folgt dann

n

Ap((f—zidy)(br),..., (f—zidy)(bp)) = > (=1)F( D AL(by, ..., bn))-a". (iii)
k=0 IC{1,...,n}
|T|=k

Setzen wir
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

g = ZAIB(blaabn)a (IV)
IC{1,..n}
|T|=k

so erhalten wir nach Lemma 4.3.5

aOZAB(f(bl)a"'af(bn)):detf’ (V)
nach Satz 4.2.6
an:AB(bla"'abn):l (VI)
und
1= Apbi,es F(B)), - bu), (vi)
7j=1

Man bezeichnet,, ; als die Spur des Endomorphismug (siehe Bemerkung
5.4.6). Zusammenfassend erhalten wir

det(f —z-idy) = (=1)"- 2" + (=1)" ' spur f - 2" + -+ det f. (viii)

Man nennt das Polynom in (viii) daharakteristische Polynoies Endomorphis-
mus f. Wir wollen es mit Charpol ; bezeichnen. Ein Element € K ist genau
dann Eigenwert eines Endomorphismfysvenn es Wurzel des charakteristischen
PolynomsCharpol ; ist. O

5.4.6 AnmerkungIst A eine Determinantenfunktion unfl ein Endomorphis-
mus, so ist die Abbildung

(Ula---avn) — ZA(Ula---af(vi)a---avn)
=1

wieder eine Determinantenfunktion. Daher erhalten wir nach Satz 4P &irfé
nichttriviale Determinantenfunktiol eina € K mit

ZA(Ul,---,f(Uz‘),---,Un) =a-Avy,...,vp).
i=1

Ahnlich wie bei der Definition der Determinante eines Endomorphimus zeigt man,
dalR«a unablaingig von der Wahl vor\ ist, und definiert

S AW (Vi) vn)
1

spur f 1= =

A(Ula"'avn) (57)
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5.5. Diagonalisierung

Man nenntspur f die Spur des Endomorphismufs Es ist leicht zu sehen, dal3
spur: End V) — K linear ist und mit etwas mehr dhe, dalspur(f o g) =
spur(go f) gilt. Aus (5.7) und Satz 4.2.6 folgt, daGrféine Basi®B = (by,...,by)

Spurf:ZAB(bla"'af(bi)a"'abn) (58)
i=1
ist. Hir © g g(f) = («;) erhalten wir aus (5.8)

n
spur f = Z ;. (5.9)
i=1

Man definiert daher die Spur einerx n-Matrix als die Summe der Elemente in
der Hauptdiagonalen.

Als Folgerung aus dend®&en 5.4.5 und 5.3.4 erhalten wir

5.4.7 Korollar Ist f ein Endomorphismus eines dimensionalen Vektorraumes
V', so besitztf hochstens: Eigenwerte. Ze#llt das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren, so isCharpol ; = (z — A)* --- (z — Ay )Fm, wobeiX, ..., Ay
alle verschiedenen Eigenwerte v@rsind. Der Exponenk; heif3t dann diealge-
braische Vielfachheitles Eigenwertes,. Weiter ist dannlet f = []™, A¥ und

i=1"%
spur f =300 ki - A
5.5 Diagonalisierung
5.5.1 Anmerkung Gehen wir nun davon aus, daf wir eine Bd3is- (b1, ..., by,)

von Eigenvektoren eines Endomorphisnfugorliegen haben, wobéj ein Eigen-
vektor zum Eigenwerd,; ist, so erhalten wirdi die Matrixdarstellung vorf

Ai- by = f(bi) = Z @;;b; (5.10)
7=1
und damit
AL 0 -- 0
0 ' :
Dp.5(f) = Nidig) = | . . (5.11)
0 - 0 A

In der Darstellung in (5.11) haben wir gleiche Eigenwerte in ihrer algebraischen
Vielfachheit geahlt, d.h. wir fordern nicht, dal alll; verschieden sind.
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Unser Ziel einer Normalformdarstellung eines Endomorphismus ist nach (5.11)
also erreicht, wenn wir eine Basis aus Eigenvektoren des Endomorphismus finden
konnen. Es geht also nun darum zu untersuchen, unter welchen Bedingungen dies
gelingt.

5.5.2 Lemma Sinday, . .., a,, Eigenvektoren eines Endomorphisnfusieren zu-
gelbrige Eigenwerte paarweise verschieden sind, so ist die Méage . . , a,, }
linear unablangig.

Beweis: Sei) " | o;a; = 0. Allgemein gilt
m m m
(f = X-id)O - Bias) =D Bilhi = Mai =Y Bi(hi = M)ai. 0)
=1 i=1 i=1
i#l
Durch sukzessive Anwendung von (i) erhalten wir

0=JJ(f = x-id)O awai) = - [ [T = X) | ax- (ii)
2 = 2k

Da wegen der Verschiedenheit der Eigenwerte keiner der Fakigren \; ver-
schwindet, folgt aus (iijx, = 0. Da wir dies fir beliebiges: € {1,...,m} erhal-
ten, folgtay = -+ = ay, = 0. O

Nach Lemma 5.5.2 haben wir uns also nur noch um die Eigenvektoren zum glei-
chen Eigenwert zuinmern. Zerdllt das charakteristische Polynom eines Endo-
morphismusf und sind alle Eigenwerte verschieden, so erhaltemvidigenvekto-

ren zu verschiedenen Eigenwerten, die nach Lemma 5.5.2 dann bereits eine Basis
bilden. Beziglich dieser Basisal’t sichf, wie in (5.11) angegeben, durch eine
Diagonalmatrix darstellen.

5.5.3 LemmasSind \q,..., \,, paarweise verschiedene Eigenwerte eines Endo-
morphismusf, so gilt

> " Eig(\i, f) = P Eig(ni, f).
=1 =1

Beweis: Seiu; € Eig()\;, f) furi = 1,...,m. Dann sind nach Lemma 5.5.2 alle
von 0 verschiedenen Vektoren linear unabhigig. Ausy " ; u; = 0 folgt daher
u; = 0furi = 1,...,m, denn waren einige def:; von 0 verschieden, erhielten
wir eine nicht triviale Darstellung deb aus linear unaldrigigen Vektoren, was
unmoglich ist. Damit ist die Summe direkt. O
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5.5.4 Satzlst V ein endlich dimensionaler Vektorraum und Jstein Eigenwert
eines Endomorphismyse End V'), so gilt

dim(Eig(}, f)) < v(A, Charpol ). (5.12)
Man nenntdim(Eig(}, f)) die geometrische Vielfachheites Eigenwerts.

Beweis: Es sei{by,...,bs} eine Basis von Ei@\, f). Erggnzen wir{bi,...,bs}
zu einer Basis3 von V, erhalten wir tir © g p(f) = (;;) schon

Fbi) =" b = Ab; (i)
j=1
und damita;; = 6;; - Afuri =1,...,s. Somit ist
A 0 ceeeeennn 0
0o . :
DpB(f)=1|: . oo (ii)
o -~ 0 X 0
K oooe e nn e k %
und daher
AX—=a 0 cevvvennnnnn 0
0 IR :
C=Dpp(f-z-id)=| . | (ii)
0 0 A=z O
K eeseesees k %,

Aus Satz 4.3.11 und 4.3.17 (iii) folgt nun

x B
Aus (iv) folgt abers < v(A, Charpol ;). |

Charpol ; = det € = (A — x)* - det <€ 0 ) =A—2)° -detB'. (iv)

5.5.5 SatzEs seiV ein endlich dimensionaler Vektorrauiber einem Krper K
und f € End(V'). Dann sindaquivalent:

(i) Es gibt eine Basis3, beiglich der die Matrix® g p(f) Diagonalgestalt hat.

(i) Das charakteristische Polynor@harpol ; zergllt Uber K in Linearfaktoren,
und es giltdim(Eig(X;, f)) = v(Ai, Charpol ;) fur jeden Eigenwerh; von f.

(i) EsistV = @;~, Eig(Xi, f), wobei)y, ..., A, alle paarweise verschiedenen
Eigenwerte vory sind.
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5. Normalformdarstellungen von Endomorphismen

Trifft eine der Eigenschaften ayfe EndV') zu, so nennen wif diagonalisierbar

Beweis: (i) = (ii): Seienu,, ..., u, die Diagonalelemente i® g z(f). Dann
gilt f(b;) = pi-bifuri =1,...,n,d.h. jedes,; ist ein Eigenwert. Damit hat nach
Satz 5.4.5Charpol ; n-Wurzeln und zedllt daher nach Satz 5.3.4 in Linearfak-

toren. Seien nun\q, ..., \,, die paarweise verschiedenen Eigenwerte YoRUir
1 =1,...,m definieren wir

Ii={j| 1<j<nApj=X} @)
Wir behaupten, daf3 dann

Vi:= ({bj] j € L;}) = Eig(\;, f) (i)

gilt. Ist ndmlicha € V;, sogilta = 3, ;b5 und damitf (a) = f(3_;c;, ejbj) =
Zjeli ij)\ib]’ =\ - Zjeli Ot]'bj = \a. Damit iStVZ’ C Eig(Ai, f) Ist umgekehrt
a € Eig(\i, f), so gilta = =%, a;b; und damit

n n n
Zay)\ibj = >\z’ . Zajbj = f(a) = Z Otjlj,jbj. (III)

j=1 j=1 j=1
Aus (iii) erhalten wir abetjp; = ajX; furj = 1,...,n. Also ista; = 0 fur

pj # i, d.h.fr j ¢ I;, und wir erhalteru = 3. ab; € Vi.
Aus (ii) folgt dim(Eig(X;, f)) = |;| =: s;. Nun ist
m m
Z s;i=mn= Z v(Ai, Charpol 7). (iv)
i=1 i=1
Da nach Lemma 5.5.4 < s; < v(\;, Charpol f) ist, impliziert (iv) schons; =
v(Ai, Charpol ;) furi =1,...,m.
(i) = (iii): Seien)q,..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte yon
SeiWw := " Eig(\i, f,). Dann gitW = @!", Eig(\;, f) € V, und es ist
dim W = 77", dim(Eig(\;, f)) = i~ v(Xi, Charpol ) = n. Damit istW =
V.
(i) = (i): Sind By,..., By, die Basen von Eig\y, f), ..., Eig(Am, f), so ist
B = By U---U By, eine Basis vorV aus Eigenvektoren vofi. Wie wir in 5.5.1
gesehen haben, hat daBm; z(f) Diagonalgestalt. 0

Wir wollen noch untersuchen, wann und unter welchen Bedingungen sich zwei
Endomorphismen beglich einer Basis simultan durch eine Diagonalmatrix dar-
stellen lassen.

5.5.6 SatzSind f,¢g € End(V)) und sind® g 5(f) als auch® 5 5(g) Diagonal-
matrizen, so sing’ undg vertauschbard.h. es giltf o g = g o f.
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5.6. Algebren

Beweis: Es folgt aus der Definition der Matrixmultiplikation, d&@8 = B2 fur
Diagonalmatrizer®l und*B gilt. Demnach erhalten wir
fog=(hg~" oDpp(f)ohp)o(hg' cDpr(g)ohp)
=hp~'oDp g9 Dp,p(f)ohp
=hp~ ' oDpp(f) DpB(9) ohp
= (hg~' oDpp(g) o hp)o (hp™ o Dpp(f)ohn) =gof.

5.5.7 Satz Seienf, g € End V') diagonalisierbar und vertauschbar. Dann gibt es
eine BasisB, so daR sowolD z 5 (f) als auch® g 5(g) Diagonalmatrizen sind.

Beweis: Nach Satz 5.5.5 gilv = @f 1 Eig(As, f). Nun ist jeder der Eigeatime
W; := Eig(\;, f) invariant unterg, d.h. es giltg[W;] C W;, denn fir w € W; gilt
f(g(w)) = g(f(w)) = g(A; - w) = A; - g(w) und damitg(w) € W;. Um den Satz
zu beweisen, gemt es nach Satz 5.5.5 daher, jeden der EgemelV; von f in
eine direkte Summe von Eigenrnen vory zu zerlegen. Sei dahév;; := W; N
Eig(u5,9). Zuw € W; erhalten wir wegerv’ = @;”:1 Eig(u;, g) Vektorenw; €
Eig(u5, 9) mitw = wi+- - -+wp,. Dann folgt abeyf (wy)+- - -+ f (wm) = f(w) =
Aisw = Nwi + - - - + \wy, und wegen der Eindeutigkeit der Summendarstellung
damitf(wj) = Aiwj, d.h.wj € Wij- AlsoistWV; = Z;nzl Wij und, dam, vy Mm
paarweise verschiedene Eigenwerte yosind, nach Lemma 5.5.3 schd#i; =
Dz, Wij. 0

Man tiberlegt sich leicht, daR sich die eben gemachiierlegungen sofort auf die
simultane Darstellung endlicher Mengen von Endomorphisofientiagen lassen.
Hier hat man paarweise Vertauschbarkeit zu fordetm.uréndliche Mengen wird
die Beweistihrung verwickelter.

5.6 Algebren

5.6.1 Definition Es sei K ein Korper. Eine Menged mit den Verknipfungen
K xA— A +AxA — Aund :Ax A — A heil’t eineAlgebra
wenn die folgenden Bedingungen @if'sind:

(A.1) Mit den Verkiipfungen K x A — Aund +:Ax A — Aistdie
MengeA ein K-Vektorraum.

(A.2) HiIra,B8,v € Kunda,b,c € Aqgilt
a(Bb+yc) = pab+~yac und (aa+ pb)c = alac) + B(be). (5.13)
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Gilt a(bc) = (ab)c fur allea, b, c € A, so heildt die Algebral assoziativ.

Bemerkung Es gibt durchaus nicht assoziative Algebren, die in der Mathematik
eine wichtige Rolle spielen. So spricht man von eibhg—Algebra wennab =

—ba unda(bc) + b(ca) + c(ab) = 0 ist. Der VektorraunR? zusammen mit dem
sogenannteiektorprodukt

(z1,22,23) X (y1,¥2,¥3) = (T2Yy3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

ist eine Lie—Algebra.

Jede assoziative Algebra ist mit den Vanpiftingen+ und-: A x A — A ein
Ring. Aus der Tatsache, da® EfRd mit + undo ein Ring ist, und (i) von Bemer-
kung 3.1.10 folgt, daf3 Er#") eine assoziative Algebra istuFéinenn-dimensio-
nalen Vektorraun?” sind K™*™ und EndV") als Algebren isomorph (s.u). Daher
ist auchK™*" eine Algebra.

Ebensauberzeugt man sich sofort, da? der Polynomdtig:] eine assoziative Al-
gebrauberK ist.

Ist04 das Nullelement des Vektorraumes, so erhalten wir wiedew = (b —b) -
a=ba —ba =04 undanalog:-04 =04 furallea € A.

5.6.2 Definition Unter derDimension einer Algebral Uber einem Kiper K ver-
stehen wir die Dimension des Vektorraumésiber K.

Wir sagen, daf¥ eine Algebra mit 1-Element ist, wenn es ein Elemente A
Mmitly-a =a-1y = agibt. Wegenl’, =1/, - 14 = 1, ist das 1-Element einer
Algebra eindeutig bestimmt.

Sind A und A’ zwei Algebren, so nennen wji: A — A’ einenHomomorphis-
mus der Algebrerwennf ein Homomorphismus der Vektawime ist undf (ab) =
f(a)f(b) furallea,b € A qilt.

Das Bild und der Kern eines Homomorphismus ist wie bei Vekiamén erldit.
Man tiberzeugt sich sofort, da@rféinen Homomorphismug: A — B der Al-
gebren Im(f) eine Teilalgebra vor3 und Kern(f) eine Teilalgebra vont ist.

5.6.3 Definition Wie in einem Ring definieren winufeine assoziative Algebra mit
1-Element und: € A die Potenzen vom rekursiv durcha® = 14 unda™t! =
a™ - a. Den durch die Potenzen eines Elementes A aufgespannten Vektorraum
bezeichnen wir miK[a]. Es ist also

Kla] := {zn:aicﬂ ne€NAq € K} (5.14)
i=0

5.6.4 Lemma Sei A eine assoziative Algebiigber K unda € A. Die Abbildung
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pa: K[z] — A
Yyt — YT ayal
ist ein Homomorphismus der Algebren. Man nennt sie Eiesetzungshomomor-

phismus Insbesondere idin p, = K[a] und damitK[a] eine Teilalgebra vory.
Weiter istKern p, ein Ideal inK|z].

(5.15)

Beweis: Man rechnet sofort nach, da linear istund(}_i", ciia’)- (35— Bia’) =
10t (Xiyjk @iBj)ak gilt. Damit ist p, ein Homomorphismus der Algebren.
Wir haben Imp, = KJa] nach Definition des Einsetzungshomomorphismus. Ist
f(z) € Kernp, und g(z) € K][z], so istf(a)g(a) = 04 - gla) = 04 =
g(a) - 04 = gla)f(a), d.h. f(x)g(x) € Kem p, undg(x)f(x) € Kemn p, gel-
ten flir alleg(x) € K[z]. Damit liegt ein Ideal vor. O

5.6.5 Lemma SeiA eine assoziative Algebra mit 1. I$trfa € A der Einsetzungs-
homomorphismug, nicht injektiv, so gelten:

(i) Kern p, ist ein vom Nullideal verschiedenes |dealAfz].

(i) Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynddinpol,(z) mit
Kern p, = (Minpol (7)) k[- Man nenntMinpol ,(z) dasMinimalpolynom
vona.

(iii) Jedes Polynony (z) € K[z] mit f(a) = 0 wird von Minpol ,(z) geteilt.
(iv) dim(KTa]) = G(Minpol ,(x)).

Beweis: Nach Lemma 5.6.4 ist Kerp, ein Ideal inK [z]. Dap, nicht injektiv ist,

ist es nicht das Nullideal. Nach Satz 5.3.11 gibt es daher ein eindeutig bestimmtes,
normiertes Polynom\finpol ,(z), das Kernp, erzeugt. Giltf (a) = 0 soistf (z) €

Kern p, = (Minpol ,(z)). Daraus folgtMinpol ,(z) | f(x). Es bleibt also nur

dim Kla] = G(Minpol ,(z)) 0)

zu zeigen. Istinpol () = S_1", ciiz, so folgt

" = Z —a;a’. (ii)

Aus (ii) folgt aber, daR sich jede Potea? mit k > m als Linearkombination von
{1,a,...,a™ '} darstellen dRt. Damit ist

G(Minpol ,(z)) = m > dim K]a. (iii)
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Nehmen wir an, daf{1,a,...,a™ '} linear ablihgig sind, so erhalten wir
Z;’Z)l ;a' = 0, wobei nicht alle;, i = 0,...,m — 1 verschwinden. Damit ist
0 # Z;f’%’ol iz’ € (Minpol,(x)), worausMinpol ,(z) | E;f’;’ol_ o’ folgt. Wegen
G, Bir") = m—1 < m = G(Minpol,(x)) und (5.4) ist dies unoglich.

Also sindl,qa,...,a™ ! linear unabhngig und es folgt
dim Kla] > m. (iv)
Aus (iii) und (iv) erhalten wir abedim K[a]| = G(Minpol ,(x)). 0

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz.

5.6.6 SatzEs seiA eine assoziative Algebra mitiber einem Krper K. Fir ein
Elements € A liegt dann einer der beidendfe vor:

() Der Einsetzungshomomorphismpis K[z] — K[a] ist ein Isomorphismus
der Algebren. Dann istim K[a] = dim K[z] = oo und die Mengda'| 7 € N}
ist linear unablangig. In diesem Falle heifdt € A transzendentiber K.

(i) Die Algebra K[a] hat endliche Dimensiom Uber K. In diesem Fall sind

1,a,...,a” linear abkangig, und es gibt ein eindeutig bestimmtes, normiertes

PolynomMinpol,,(z) € K|x] vom Gradn mit Minpol,(a) = 0. In diesem
Fall heildta € A algebraisctuber K und Minpol ,(x) dasMinimalpolynom
vona.

5.6.7 Korollar Ist A eine endlich dimensionale Algebider einem Krper K, so
ist jedes Element € A algebraischiber K.

5.6.8 SatzSei A eine assoziative Algebra mitiber einem Krper K. Fur ein
algebraisches Elemente K sind dannaquivalent:

() w € A* d.h.uist eine Einheit inA.

(i) w € K[u]*, d.h.u ist eine Einheit vork [u].

(i) 0 ist keine Wurzel des Minimalpolynoms ven

(iv) w ist kein Nullteiler vonK[u).

Beweis: (i) = (ii): Wir definieren die Menge
n

Ki[u] == {Zaiui| neNAw € K}. 0)

i=1

Man rechnet sofort nach, daR;[u] eine Teilalgebra vom ist, und wir definie-

ren eine Abbildungp: K;[u] — K[u] durch¢(b) := b - u~'. Durch Nachrech-
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nen verifizieren wir, daf® ein Homomorphismus der Vektawine ist. Nach De-
finition ist ¢ surjektiv. Wir erhalten die Elemente i [u] als Bilder des Einset-
zungshomomorphismys, angewandt auf Polynome der Form f(x). Ist daher
0= ¢0b) = ¢(uf(u)) = uf(uw)u' = f(u), so folgt auchh = uf(u) = 0. Da-
mit ist ¢ injektiv, und es folgtdim (K [u]) = dim(K[u]). Da K;[u] ein Teilraum
von Ku] ist, folgt demnachk[u] = KJu]. Damit istl € K;[u] und folglich
#(1) = v~ € K[u]. Damit istu eine Einheit inK [].

(i) = (iii): Ist u eine Einheit vonK[u], so istu~! = f(u) fur ein f(z) €
K[r]. Seig(r) := 1 — z - f(z). Dann istg(u) = 1 — wu~! = 0 und damit das
Minimalpolynom Minpol,,(z) von u ein Teiler vong(z). Wegeng(0) # 0 folgt
dann abetMinpol,, (0) # 0.

(i) = (iv): Da 0 genau dann eine Wurzel des Minimalpolynoms ist, wenn
ein Teiler von Minpol,,(z) ist und0 nach Voraussetzung keine Wurzel des Mi-
nimalpolynoms voru ist, sind Minpol,,(z) und z teilerfremd in K[z]. Seia =
f(u) € Klul mita-u = 0. Dann istuf(u) = 0 und daherMinpol,,(z) ein Tei-
ler vonz f (z). Nach Satz 5.1.15 folgt dahédfinpol,, () | f(z). Damit folgt aber
a= f(u)=0.

(iv) = (i): Da u kein Nullteiler in K[u] ist, ist die Multiplikation von links
ly: K[u] — Klu] a v+ u-ainjektivund nach Satz 2.3.9 auch bijektiv. Damit
existiert ein Urbild derl, d.h., es gibt ei € K[u] mit uv = 1. Also istu eine
Einheit in K[u] und daK[u] C A auch schon im. a

5.6.9 Korollar Ist A ein assoziative Algebra mituber einem Krper K, so gilt
fur jede Einheitu € A schonK[u] = K[u~!].

Beweis:Ist v € A*, so folgt nach Satz 5.6.8 ! € K][u]. Also ist auch
S sai(u!) € Klu] und damitK[u~'] C K][u]. Die Gegenrichtung erhal-
ten wir in analoger Weise, wenn wir van ! ausgehen. O

5.7 Die Minimalzerlegung eines algebraischen Elements

5.7.1 Lemma Ein Elementa € A einer assoziativen Algebrd heil3tnilpotent
wenn es eim € N gibt mita™ = 0. Ist ng := min{n € N| " =0}, so ist
Minpol,,(z) = z™°.

Beweis: Es ista™ = 0 undz™ ein normiertes Polynom. Es gegt'daher zu zei-
gen, dal3 das Minimalpolynom vanden Gradny haben muf3. Nach Lemma 5.6.5
genigt es dazudim(K [a]) > ng zu zeigen. Wir behaupten, dafa, a?, ..., a0 !
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no—1

linear unabhgig sind. Ist amlich }~7° " «;a® = 0, so erhalten wir durch Multi-
plikation mita™ ~! zuréichstag = 0 und somitZ?:Ol_1 a;a’ = 0. Durch Multipli-
kation mita™ 2 folgt darausa; = 0 und durch Iteration schlieRlichy = - - - =
Ono—1 = 0. o

5.7.2 Satzlst A eine assoziative und kommutative Algebikeer einem Krper K,
so ist die Menge der nilpotenten Elemente vbain Ideal in A.

Beweis: Sinda, b nilpotent inA, so gibt es-, s € Nmit " = b° = 0. Dann folgt

(a— byt = gf(—l)i _ <7‘ + s) R
i=0 !
und
(a)” =0 sowie (ca)” =c"a" =0. 0

5.7.3 Definition Sei A eine assoziative Algebra mitubér einem Kiper K. Ein
Elementa € A heil3tsplit Uber K, wenn

(i) «a algebraischiber K ist
und
(i) das MinimalpolynomMinpol ,(z) vona Uber K in Linearfaktoren zegllt.

Hat das Minimalpolynom vom nur einfache Wurzeln, so nennen wiein halb-
einfaches Elemenbon A.

Gilt > = « fur ein von0 verschiedenes Element der Algebtaso nennen wit
idempotent

Endlich viele idempotente Elementg, . .., ¢, einer assoziativen Algebrd mit 1
heiRen eirvollstaindiges Orthogonalsystewenn gilt:

() l=ci+ - +ecpn

(II) CiCj = (5i]’ci far ,7=1,...,n.

Beachte Ist ¢y,...,¢, ein vollséindiges Orthogonalsystem, so ist die Menge
{e1,..., ¢y} linear unabhigig, denn au§"" | a;c; = 0 erhalten wir durch Mul-
tiplikation mitc; furj =1,...,n soforta; = 0.

5.7.4 Satz (Minimalzerlegung eines algebraischen Elemergg) A eine assozia-
tive Algebra mit liber einem Krper K. Ista € A splitiber K und sind\q, ..., A\,
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die verschiedenen Wurzeln des Minimalpolynomsa@o gibt es ein vollgindi-

ges Orthogonalsystem, ..., ¢, € K[a] und ein nilpotentes Elemente KJa]
mit
m
a=Y Xici+v. (5.16)
=1

Das Elementu € A ist genau dann halbeinfach, wenn der nilpotente Anteil
verschwindet. Br halbeinfaches gilt

fla) = Z F)e; (5.17)

fur jedes Polynony (z) € K[z].

Beweis: Daa split Uber K ist, gilt fur das Minimalpolynom vom

m

Minpol ,(z) = H(x — i)k 0)
i=1
Setzen wir
gj(z) == [ (& = x0)¥ (ii)
i=1
i#j
und
pj(x) == (z — X\j)", (iii)
so erhalten wir sofort
qj(z) - pj(x) = Minpol,(x) fur j=1,...,m, (iv)
Minpol,(z) | qi(z) - gj(z) fur i#j v)
und
gj(z) und p;(z) sind teilerfremd @i j =1,...,m, (vi)
denn die Korperelemente\q, ..., \,, sind paarweise verschieden. Ddz] ein

Hauptidealring ist, erhalten wir aus (vi) nach Satz 5.1.14 Elemgite), g;(z) €
K[z] mit

1 = gj(z)fj(z) + pj(x)g;(x). (vii)

Sei nun
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hi(z) == qi(z) fi(z) (viii)
und

¢ :=hi(a) furi=1,...,m. (ix)
Wir wollen zeigen, dafg,, ..., ¢, ein vollséindiges Orthogonalsystem bilden und

a — > Ajej nilpotent ist.
Nach (vii) gilt h;(x)? — hi(z) = hi(z) - (hi(z) — 1) = —q;(2) fi(x)ps(x)gi (),

und aus (iv) folgt daher
Minpol () | (hi(z)? — hi(z)). (x)

Damitistc? — ¢; = hi(a)? — hi(a) = 0 und somit

¢ =¢ furi=1,...,n. (xi)
Aus (v) folgt

Minpol ,(x) | hi(z)h;(z) fur i#j (xii)
und damit

ci-cj =0 furi#j. (xiii)

Setzen wirg(z) := (31", hi(z))—1 = (31", hi(z))+h;(z)—1, so erhalten wir

i#]
pj(z) | g(z)furj =1,...,m,dennp;(z) | g;(x) fur j # i nach Konstruktion und
pj(x) | (hj(z) = 1) nach (vii). Da diep;(z) paarweise teilerfremd sind, erhalten
er nach Bemerkung 5.1.18 weg@finpol ,(z) = [}, p;(2)

Minpol Z hi( (xiv)

Aus (xiv) folgt nun_:" | h;(a) — 1 = 0 und damit

ici =1 (xv)
i=1

Aus (xi), (xiii) und (xv) folgt, dalcy, . .., ¢y, ein vollséindiges Orthogonalsystem
bilden.

Um nachzuweisen, da3— >~ ; A;¢; nilpotent ist, untersuchen wir das Polynom
f(z) =2 = 3700 Ajhj(z). Wegenh;(A;) = qj(X;) f;(Ai) = 0- f;(A;) = 0 fur

) 7'5 J und hZ(AZ) =1 _pi(Ai)gi(Ai) =1 folgt, dan()\z) =XN—-X=0 fur

i =1,...,mist. Also ist jedes)\; eine Wurzel vonf(x). Damit ist f (z) durch

x — A furi =1,... mteilbar, und €ir £ := max{ky, ..., kn,} folgt damit
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Minpol,(z) | (z =Y Aihi(z))*. (xvi)
=1

m
Fiirv :=a— Y _\shi(a) erhalten wir daher
i—1

o' = (a = Aihi(a))* =0 (xvii)
i=1
und
a=> Xci+v. (xviii)
=1

Es bleibt also nur noch die Aussagleei die halbeinfachen Elemente zu zeigen. Ist
a halbeinfach, so hatinpol ,(z) nur einfache Wurzeln. Damit i&t= 1 und damit
nach (xvii) schorw = 0, d.h. der nilpotente Anteil verschwindet. Ist umgekehrt
v = 0, so erhalten wir aus (xviii), (xiii) und (xi)

a" =Y N furr>o0. (Xix)

i=1
Aus (xix) folgt aber fir jedesf(z) € K[z] wegenf(a) = > 7, ajal =
Z?:o (307 Mei) = Z?L(E?:o ajA;)ci

fla) =" FNei. (%)
=1

Wahlen wirf(z) = [T, (z — Ai) in (xx), S0 istG(f(z)) < G(Minpol,(z)) und
f(a) = 0. Damit haben witMinpol,,(z) | f(z) und, da beide Polynome normiert
sind, schlie3lichf(z) = Minpol,(z). Damit hatMinpol ,(x) nur einfache Wur-

zeln, d.h.a ist halbeinfach. O

Die Zerlegunga = h + v mit h = Y_* | X\i¢; fur ein vollseindiges Orthogonal-
systemey, ..., ¢, € Kla] und ein nilpotentes € KJa] nennt man dieMinimal-
zerlegungvon a. Dabei heil3t: derhalbeinfache Antelindv dernilpotente Anteil

des Elementes. Man beachte, dal’ die Algebfd[a] als homomorphes Bild der
kommutativen Algebrds|[z] kommutativ ist. Dah undv beide inK[a] liegen, gilt

h-v =wv - h. Das heil3t, undv sindvertauschbarEbenso sind, unda undv und

a vertauschbar.

Aus der Tatsache, dal3 die Koeffizienten des halbeinfachen Anteils genau die Wur-
zeln des Minimalpolynoms sind, und Satz 5.6.8 erhalten wir den folgenden Satz.
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5.7.5 SatzEin Elementz € A mit der Minimalzerlegung. = >~ X\;¢; + v ist
genau dann invertierbar, wenn alkg ungleich Null sind.
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5.8 Die Algebra der Endomorphismen eines endlich di-
mensionalen Vektorraumes

Wir wollen nun die abstrakt gewonnenen Ergebnisse des Abschnittes 5.7 auf die
Algebra der Endomorphismen anwenden. Wir haben bereits eingesehen, @&} End
fur einenn-dimensionalenk -Vektorraum eine assoziative Algebra rhider Di-
mensionn? Uber K ist. Wir wollen, um Verwechslungen mit Polynomen zu ver-
meiden, im folgenden die Elemente von EWJ mit gro3en lateinischen Buchsta-
ben bezeichnen.

5.8.1 Satzlst V' ein endlich dimensionalek -Vektorraum undF' € End(V'), so
stimmen die inK liegenden Wurzeln des Minimalpolynoms vomit den Eigen-
werten vonF’ Uberein.

Beweis: Sei\ ein Eigenwert vorF’ undwv ein Eigenvektor zum Eigenwekt Dann
gilt F™(v) = A"-v und damitf (F')(v) = f(\)-v fur jedes Polynonf(z) € K|[x].
Insbesondere erhalten wiinpol(\) - v = Minpolx(F)(v) = 0 und damit
Minpol (X)) = 0.

Ist A eine Wurzel des Minimalpolynoms, so giinpol(x) = (A — z) - g(x).
Damit folgt

(A-id — F) - g(F) = Minpol (F) = 0. (i)

Da ausg(F) = 0 schonMinpoly(z) | g(z) folgen miBte, was aber wegen
G(g(r)) < G(Minpolr(x)) unmaglich ist, haben wilg(F) # 0. Damit gibt es
einv € V mit g(F)(v) # 0, und wir erhalten aus (i) - g(F)(v) = F(g(F)(v)).
Damit ist A ein Eigenwert vor¥'. O

5.8.2 Korollar Die Wurzeln des Minimalpolynoms und des charakteristischen Po-
lynoms eines Endomorphismus stimmen bis auf Vielfachhigiiterein. Insbeson-
dere ist ein Endomorphismus genau dann djghér dem Grundbrper, wenn alle
Wurzeln des charakteristischen Polynoms im Grampl&r liegen.

Ist nunF' € End(V') ein Endomorphismus, dessen Eigenwerte alle im Granrdk™
per von K liegen, so istF' split Uber K, und nach Satz 5.7.4 erhalten wir eine
Minimalzerlegung vor¥' in der Form

F=> \NCi+V, (5.18)
=1

wobeilq, ..., A\, alle verschiedenen Eigenwerte vBrsind,C, . .., Cy, ein voll-
stindiges Orthogonalsystem bilden uldnilpotent ist. Weiter wissen wir, daf3
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alle C; und V' in K[F] liegen und daher insbesondere vertauschbar sind. Unser
nachstes Ziel muf3 daher darin bestehen avekd; welche geometrische Bedeutung
vollstandige Orthogonalsysteme und nilpotente Endomorphismen haben.

5.8.3 Lemma Sind F' und N vertauschbare Endomorphismen, wobgnilpotent
ist, so haben? und F' + N die (mbglicherweise bis auf Vielfachheiten) gleichen
Eigenwerte.

Beweis: Sei\ ein Eigenwert vonF' + N. Fr einen Eigenvektos zu A gilt dann
Av = (F + N)(v) = F(v) + N(v) und damit

(A-id — F)(v) = N(v). ()

Es istmin{n e N| N"(v) =0} = m + 1 fur eine natiliche Zahlm. Aus der
Vertauschbarkeit vorlV und F' folgt aber sofort auch die Vertauschbarkeit von
A-id — F mit allen Potenzen voV. Damit erhalten wir aus (i)

(A-id — F)N™(v) = N™(XA-id — F)(v) = N™(v) =0 (i)

und erhalten damilN™ (v) als einen Eigenvektor zum Eigenwertvon F. Somit
ist jeder Eigenwert voi’ + N auch ein Eigenwert voR'. Setzen witF’ := F+ N

undN' := —N, so bleibtN’ nilpotent undF’ und N’ vertauschbar. Damit ist, wie
wir gerade gezeigt haben, jeder Eigenwert ¥d8nt- N’ = F auch ein Eigenwert
vonF' = F + N. 0

5.8.4 SatzlstV ein endlich dimensionalek -Vektorraum und’s, . .., Cp, € End V)
ein vollséindiges Orthogonalsystem End(V), so ist

V=CV]®- - &CylV].

Beweis: WegenC +- - -+C,,, = 1 erhalten win = (C1+- - -+Cp,) (v) = Cy(v)+
o+ Cp(v). AlsoistV = Cy[V]+ -+ Cp[V]. FUr0 = vy + - - - + vy, Mitw; €
C;[V] erhalten wirv; = Cj(u;) fur einu; € V. Dannist0 = Cj(vi + -+ + vy )=
C]Cl(ul) +---+ C]Cm(um) = CJQ(UJ) = Cj(u]') = v furj =1,...,m. Somit
folgt vy = - - - = v, = 0, und die Summe ist direkt. O

Wir haben jedoch auch eine Art Umkehrung von Satz 5.8.4.

5.85SatzGitV =U; & --- & U, fur einen endlich dimensionalen Vektorraum
V, so bilden die Projektione®;: V. — U; mit Pj(vy + -+ + vy,) := v; €in
vollstandiges Orthogonalsystem End(V").

Beweis: Nach Definition giltP; P; = 6;; P;. Flirv = vy + -+ + vy, ist (P + -+ +
Py)v=v; + -+ v, =vunddamitP, +--- + P, =id. O
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Fassen wir die &ze 5.8.4 und 5.8.5 zusammen, so erhalten wir den folgenden
Satz.

5.8.6 SatzEs seil/ ein endlich dimensionaler Vektorraum. Zwischen der Zerle-
gung vonV in direkte Summen von Tellumen und den volidhdigen Orthogonal-
systemen ifend(V") besteht eine bijektive Zuordnung.

Wir missen uns nunatier mit den nilpotenten Elementen befassem.dirien En-
domorphismug” € End(V') unda € V definieren wir

p(Fya) :=min{n e N| F"(a) =0} (5.19)
und
w(F) :=min{n eN| F" =0}. (5.20)

In beiden Rllen handelt es sich um partielle Funktionen, die nichitj€des Paar
(F,a) bzw. fir jedesF definiert sein m$sen.

5.8.7 Lemma Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum udd € EndV).

Gibt es ein von Null verschiedenese V, so dalRu(F,a) definiert ist, so ist
U := ({F'(a)| i € N}) ein Teilraum der Dimensiom := u(F,a) vonV und

{F°a),...,F™ 1(a)} ist eine Basis voi/. Man nenntl/ dann einen bamlich

F zyklischen Unterraum vowi.

Beweis: Da{F'(a)| i € N} ein Erzeugendensystem ist, ggnhes zu zeigen, dal
a,F(a),...,F™ 1(a) linear unabhngig sind. Sei dazEZ’;_ol «;F'(a) = 0.Dann
erhalten wir zuachst) = F™~ 1 (X7 1 a; Fi(a)) = agF™ ! (a). AusF™ ! (a) #
0 folgt ap = 0 und damit) = F™2(0) = F™ 27" i Fi(a)) = an F™ 1(a).
Damit folgt«; = 0. Durch Iteration erhalten wir somity = --- = o, 1 =0. O

5.8.8 Lemmalst U ein beziglich F' € EndV') zyklischer Unterraum voly mit
dimU = m, so gilt F™(v) = 0furallev € U.

Beweis: Seia € V so gewdhlt, dale # 0 unda, F(a),..., F™ (a) eine Basis
vonU bilden. Rirv = 7! a; F'(a) folgt dannF™ (v) = 7' oy F™ i (a) =
0. O

Das folgende Korollar ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 5.8.8.

5.8.9 Korollar Ist V' ein zyklischer Raum bigglich F', so istF' nilpotent. In die-
sem Falle heil3t der Endomorphisméilzyklisch.
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5.8.10 SatzEs seiV ein endlich dimensionaleK -Vektorraum und?’ € EndV)
nilpotent. Dann gibt es Te#iumelU, ..., U, vonV mit

(i) Jeder Raunt; ist zyklisch beiglich £ und F-invariant, d.h. es giltF'[U;] C
U, furi = 1,...,r.
(i) V=Ui®---aU,.
Beweis: Ist F' = 0, so wéahlen wir eine Basis,,...,b, vonV und setzen :=n
undU; := (b;) furi = 1,...,n. Sei alsoF # 0. Wir beweisen den Satz durch
Induktion nachn := dim(V).
Istdim V' = 1, so istV selbst zyklisch bazjlich F' und F-invariant.
Seialsadim V' > 1undu(F) =: m+1. Dann gibtes eia € V mit u(F,a) = m+
1, und nach Lemma5.8.7 it := (F%(a), ..., F™(a)) ein beziglich F zyklischer
Teilraum der Dimensiom + 1. DaF°(a), ..., F™(a) eine Basis vori/ bilden, ist
U auchF'-abgeschlossen. Ist ndh =V, so sind wir fertig. Anderenfalls erhalten
wir dim(V/U) < dimV wegen
dimV = dimU + dim(V/U). (1)
Die Zuordnung
Fla4+U):=F(a)+U (ii)

ist wohldefiniert. Ist ailicha + U = b+ U, so istb = a + u fur einu € U und
wir erhaltenF(b+U) = F(a+u+U) = F(a+u) + U = F(a) + F(u) + U =
F(a) + U, denn wegen deF-Abgeschlossenheit voll ist F'(u) € U. Damit
haben wir eine Abbildundg™: V/U — V/U, und aus der Definition voR folgt,
daf das Diagramm

v L. vy

m | |7

V/U — V/U
F

kommutiert. Weiter ist
F" ' a4+ U)=F™ Y a) +U=0+U. (iii)
Damit ist /" nilpotent aufi’/U, und wir erhalten nach Induktionsvoraussetzung
VIU=U,®---0U,, (iv)
wobei jeder der RimeU; zyklisch beziglich F' und F-abgeschlossen ist. Setzen

wir m; + 1 := dim Uj;, so erhalten wir aus (i)
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n=(m+1)+Y (mi+1). (v)
=1

Da jeder der RumeU; zyklisch beziglich F ist, gibt es eina; € U;, so daR
u(F,a;) = m; + 1und {F’(a;)| 0 <j <m;} eine Basis vort; ist. Da der ka-
nonische Epimorphismus; eine Surjektion ist, finden wir zu jedei ein Urbild
a; € V. Bei der Wahl voru; haben wir einige Freiheit. Wir wollen; so wahlen,
dai

p(F,a;) =m;+1 (vi)
ist. Um einzusehen, dal3 dies geht, dtegen wir die folgende Aussage
0<k<mAFFb)eU = [@BeceV)[FFc)=0Ab—cecU].  (vii)

Bevor wir (vii) beweisenuberlegen wir uns, daf3 (vi) mit (vii) zu bewerkstelligen
ist. Wegenu(F a;) = m; + 1ist F™+l(a;) € U fur jedes Urbilda; von a;.
Ist F™i*1(a;) = 0, so sind wir fertig. Anderenfalls ist2; + 1 < m und nach
(vii) finden wir einb; € V mit F™+1(b;) = 0. Wegena; — b; € U ist dann
7y (b)) = muy(a;) = a;.

Nun zum Beweis von (vii). D&*(b) € U ist F¥(b) = >, o;F'(a). Damit
erhalten wir) = F™t1(p) = S o Fti=kti(q) = SO Lo poti=kti(g),
Da die F*(a) linear unabhngig sind, folgt darauag = --- = a,_; = 0. Da-
mitist F¥(b) = 7, o Fi(a) = F*(XMF e yiFi(a)). Setzen wir nuri' :=
SR Fifa) unde := b -V, so istF¥(c) = F¥(b) — F¥(¥') = 0 und
b—c=0V eU.

Seinun

B:={F%a),...,F™(a), F%(a1),...,F™ (a1),...,F%as),..., F™ (ay)}. (Vi)

Dann entllt B nach (v) genawn Vektoren. Wir zeigen, dal® eine linear un-
abteingige Menge ist. Sei dadu = Y7 (37", i F7 (a:)) + Yity ciF(a).
Dannistry (0) = 27, (327, a;;F7(a;)). Aus (iv) folgt, daR jeder der Summan-
deny T, i Fi(a;) in V/U verschwindet und, d&°(a;),..., F™i(a;) linear
unablaingig sind, dal alle;; fur¢ = 1,...,sundj = 0,...,m; verschwinden.
Damit ist auch)_;" «;F*(a) = 0 und damit auchyy = --- = a,, = 0. Also ist
B linear unabhingig und damit eine Basis vdn. Setzen wir nun

Ui = (Fo(ai),...,Fmi(ai)), (IX)

so ist jeder der RlimeU; F-abgeschlossen und zyklisch bghich F'. Da B eine
Basis vonV ist, folgt
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V=UoU & ---dUs,

und der Satz ist bewiesen. O

Ist nunF' ein nilzyklischer Endomorphismus eines endlich dimension&leviek-
torraumesV und istB = (by,...,b,) = (F°(a),...,F""'(a)) eine zyklische
Basis vonV/, so erhalten wir aug’(b;) = bi11 = ;- by, dalBay; = d(iq1y;
und damit

0 1 0 0

Dp,B(F) = (0it1);) = | : TR | (5.21)
: . 1
[t T 0

ist. Wir nennen daher Matrizen, die die in (5.21) dargestellte Gestalt habzy,
klisch

Ist nun F € EndV) ein nilpotenter Endomorphismus und zerlegen Wir=
Ui ®--- & U, gendl3 Satz 5.8.10, so i$t|U;, d.h. die AbbildungF':U; — U,
nilzyklisch auf jedem det/;. Stellen wir F' beaiglich der im Beweis des Satzes
konstruierten Basis dar, so erhalten wir als Korollar zu Satz 5.8.10:

5.8.11 Korollar Ist V' ein endlich dimensionaler Vektorraum udd € EndV)
nilpotent, so gibt es eine Basi$ mit

A, 0 -+ 0
0 .o
Opp(F)=| . . | ;
: w0
0o -~ 0
wobei alle Matrizer®(;, i =1,...,r, nilzyklisch sind.

Wir nennen eine MatriXt € K™*™ nilpotent wenn die dazugedrige Abbildung
N nilpotent ist. Das iskaduivalent zu der Forderung, daR es eire N gibt mit
M™ = 0. Da derUbergang von der kanonischen Basis &&szu der in Satz 5.8.10
konstruierten Basis durch eine Transformationsmatrix aug:GK') beschrieben
wird, kdnnen wir Korollar 5.8.11 wie folgt umformulieren.

5.8.12 Satzlst 91 € K™*™ eine nilpotente Matrix, so gibt es eine umkehrbare
Matrix & € GL(n, K), so dafy
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ens =Y '
: . .0
0o --- 0
ist, wobei alle Matrizer(; 7 =1,...,r nilzyklisch sind.
Ist nun
F=> X\Ci+N (5.22)
=1

die Minimalzerlegung eines Endomorphismliss End(V), so ist nach Satz 5.8.4
V=Ui®---0U, mit U, =ClV]. (5.23)
Dann folgt aber
CilU; =id fur i=1,...,m und C;|U; =0 fur i#j,  (5.24)

denn zwu € U; gibt es einv € V mit u = C;(v), und damit istC;(u) = C?(v) =
CZ(U) =Uu unde(u) = C](CZ(U)) =0 flrq #7.
Als Folgerung von (5.24) erhalten wir mit, := dim U;

Dp,5(C;|U;) = ¢rini) (5.25)
und damit

Dp,p(\i - CiU;) = ) - €mim) (5.26)
furs =1,...,m und jede Basi®3 von U;.

Ist nun F’ ein halbeinfacher Endomorphismus, so folgt aus (5.26),/diagona-
lisierbar ist. Sei umgekeh#t diagonalisierbar und

N emun) gL 0
0 :
Dp,p(F) = : A ; : (5.27)
0 cen 0 A Emmnm)
wobei\q,..., A\, die verschiedenen Eigenwerte véhundn; die dazugebrigen

Dimensionen der Eigeatime sind. Bezeichnen wir nd};, die Matrix, die aus der
Matrix in (5.27) entsteht, indem mak;& (i) durch ¢®i"i) und alle ubrigen
Kastchen durch Nullmatrizen ersetzt, so rechnet man leicht nach, da die Endo-
morphismen

Ci:=hp 'o&ohg
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ein Orthogonalsystem bilden und

F = iAiCZ-
=1

ist. Nach Satz 5.7.4 idt dann halbeinfach. Damit haben wir den folgenden Satz.

5.8.13 SatzSei V' ein endlich dimensionaler Vektorrauitber einem Krper K
und F' € EndV') ein Endomorphismus, der spliber K ist mit Minimalzerlegung
F =3"", \C;+ N. Dann sindaquivalent:

(1) F istdiagonalisierbar.
(2) F ist halbeinfach, d.h. das Minimalpolynom véhbesitzt nur einfache Wur-

zeln.
(3) Der nilpotente Anteil in der Minimalzerlegung véhverschwindet.

(4) Der VektorraumV” besitzt eine Basis aus Eigenvektoren van
(5) EsdqiltEig(\;, F) = C[V]furi=1,...,m.
(6) Esistv(A;, Charpolp) = dim(Eig(\;, F)) = dim(C;[V]).

Beweis: Wir haben uns geradsbérlegt, daf (1) und (2quivalent sind. Didqui-
valenz von (2) und (3) ist in Satz 5.7.4 gezeigt worden. Bigiivalenz von (1)
zu (4) folgt aus Satz 5.5.5. Wir zeigen diguivalenz von (5) zu (1). Gilt (5), so
erhalten wir mit Satz 5.8.4, da die direkte Summe der Eigeauine vonF' zu
dessen verschiedenen Eigenwerten ist. Nach Satz 5.%5l&tn diagonalisierbar.
Ist umgekehri#’ diagonalisierbar, so ist nach (B)= Y., X\;C;. Wir zeigen

Firu € U; gl|t F(u) = Zgl )\zC,(u) = A,Cz(u) = \u nach (5.24). Damit
haben wir die Inklusion von rechts nach links in (i). Nach Satz 5.8.4/ist
Uy &--- @ Up. Fliru € Eig(\;, F') erhalten wir

Ai(ur - um) = A = F(u) = Y XCjur+-+um) = ) Ajuy. (i)
j=1 j=1

Damit ist> ™, (A; — Aj)u; = 0. Also haben wiru; = 0 fur j # 7 und folglich

u=u; € U;. O

Kehren wir zum allgemeinen Fall auck. Da die Endomorphisme@’; und N

von (5.22) inK [F'] liegen, sind sie vertauschbar. Als Konsequenz davon sind alle
TeilraumeU; in (5.23) N-invariant. Ausu € U; erhalten wir @imlich wiederu =
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C;(v) fur einv € V und damitN (u) = N(C;(v)) = C;(N(v)) € C;[V] = U;. Da
die nilpotenten Endomorphismen nach Satz 5.7.2 in der kommutativen Teilalgebra
K|[F] ein Ideal bilden, sind die Endomorphismen

N; = NG, (5.28)
wieder nilpotent. Weiter gilt

N=N({Ci+--+Cp)=N1+---+ Ny, (5.29)
und

N;lU; =0 fur i # 3, (5.30)

denn fir v = Cj(v) € Uj ist N;(u) = N(C;(Cj(v))) = 0. Damit folgt flir
F; == )\,C; + N;, daBF; auf U; fur 5 # < verschwindet, jeder Teilraurti; somit
Fi-invariant ist und nach (5.22)

F=> (NCi+N) =) F (5.31)
i=1 i=1
gilt.
Wahlen wir nun Basem; = (b1, ..., bin,) vonU;, soistB = | J;, B; eine Basis
von V, und wir erhalten
A, 0 - 0
0 A :
Dpp(F)=| | ° . (5.32)
0o --- 0 2,

mit2l; = \; - €7 19, wobei diet; = D g, g, (N;) nilpotente Matrizen sind.
Da die EndomorphismeV; nilpotent sind, kihnen wir jeden der TedtimeU;
gemal’ Satz 5.8.10 in eine direkte Summe von UatemenU; = U;1 @ --- @ Uy,

mit n; > p(N;) zerlegen, und begjlich der zyklischen Basen dieser Zerlegung
erhalten wir nach Korollar 5.8.11 eine Darstellung

Na 0 - 0
D L (5.33)

: w0

0 - 0 Ny,

in der die91;; alle nilzyklische Matrizen (vgl. (5.21)) sind. Beachten wir noch
die Tatsache, dalR nach Korollar 5.8.2 ein Endomorphismus genau darubsplit ~
K ist, wenn alle seine verschiedenen Eigenwerté&itiegen, so haben wir den
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folgenden Satz bewiesen.

5.8.14 Satz(Jordansche Normalform eines EndomorphismuSgiV” ein endlich
dimensionaler Vektorrauriiber einem Krper K und F' ein Endomorphismus von
V', dessen verschiedene Eigenwexte. . ., A\, alle in K liegen. Dann gibt es eine
BasisB vonV derart, daf3

A, 0 .- 0
0 A :
Dpp(F)=| .
: . " 0
0 - 0 2,
ist, wobei

Ay = A - €M) 9,

Ny O - 0
N; = 0 '
: . . 0
0 - 0 My

und alle91;; nilzyklische Matrizen sind.

5.8.15 Korollar (Jordansche Normalform einer quadratischen Matist)l €
K™*™ eine quadratische Matrix, deren charakteristisches Polyiider K in Li-
nearfaktoren ze#lt, so gibt es eine invertierbare Matri® € GL(n, K') mit

A, 0 .- 0
sag— = | 0 ' :
o .0
0o -~ 0 A,
wobei

A = ;- €)oo,

‘ﬁﬂ 0 0
N; = 0 '
: . . 0

0 - 0 Ny,

und alle91;; nilzyklische Matrizen sind.
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Beweis: Wir wenden Satz 5.8.14 auf den Endomorphis®iusn. Da die Wurzeln

des Minimalpolynoms mit denen des charakteristischen Polynoms (bis auf Viel-
fachheiten)ubereinstimmen, is?( split tiber K. Dann hat( beaiglich der nach
Satz 5.8.13 existierenden Badisdie behauptete Darstellung. Definieren \&@ir

als die Transformationsmatri¥z -~ , so folgt die Behauptung mit Satz 3.3.131

5.8.16 Korollar Hat F' € End V') bzw.2l € K™*" die in Satz 5.8.14 oder Korol-
lar 5.8.15 dargestellte Jordan-Normalform, so iStarpol, = [, (N — z)™
bzwCharpoly = [[i~, (N — z)™.

Beweis: Kurzen wir mitJ die Jordan-Normalform ab, so giftharpol , = det(J—
z - &) bzw. Charpoly = det(J — = - €). Nach 4.3.17 (i) erhalten wir daraus die
Behauptung. O

Fir ein halbeinfache$” € EndV') erhalten wir nach Satz 5.7 @harpol (F) =

S, Charpol p(X\;)C; = 0, da die Eigenwerte alle Wurzeln des charakteristi-
schen Polynoms sind. Wir wollen dies auf Endomorphismen verallgemeinern, die
split sind.

5.8.17 Satz(Hamilton—Cayley) IstV ein endlich dimensionaler Vektorrauier
einem Korper K und liegen alle Eigenwerte des Endomorphismius End(V) in
K, so gilt Charpol -(F') = 0. Insbesondere teilt das Minimalpolynom vBrstets
dessen charakteristisches Polynom.

Beweis: Nach Korollar 5.8.16 giltCharpol . = [[;~;(X\; — )™ . Damit ist nach
(5.31) Charpol o (F) = T, (Ai-id — F)™ = [T/, (As-id — 327 ) A;C5— Nj)™.
Furv € V erhalten wirv = uy + -+ 4+ uy, Mit u; € U; := C;[V]. Also ist mit
(524) und (53OI>\Z -id — F) (ul) = \u; — Z;’;l AjCjui — N(uz) = —N(ul)
DaU; invariant unterh; ist, folgt (\; - id — F)*(u;) = (—=1)*N¥(u;) und wegen
n; = p(N;) schlieBlich(); - id — F)" (u;) = (—1)* N (u;) = 0. DamitistU; C
Kern(\;-id — F)™ und folglichV = Uy &- - - & U,, C Kern([/~; (\;-id — F)"),
d.h.JT%, (A -id — F)™ = 0. Aus Lemma 5.6.5 (iii) folgt nun, daBharpol » von
Minpol 5> geteilt wird. |

In der Sprache der Matrizen lautet der Satz von Hamilton—Cayley wie folgt.
5.8.18 Satzlst 2l € K™*" eine quadratische Matrix deren Eigenwerte alleAn

liegen, so giltCharpoly(A) = 0. Insbesondere ist das Minimalpolynom \2min
Teiler des charakteristischen Polynoms bn
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6. Euklidische und unitare Vektorr aume

6.1 Bilinearformen

6.1.1 Definition SeienV undW Vektorraumetiber einem gemeinsamen Gruodk ™
per K. Eine Abbildunge: V x W — K heil3t eineBilinearform, wenneo in bei-
den Argumenten linear ist, d.h. wenn

olau+ pv,w) = a-o(u,w) + 8- o(v,w)
und
o(u,av + fw) = a-o(u,v) + B - o(u,w)

gelten. Wir definieren den linken und rech®itinearkerneiner Bilinearformo als
die Mengen

Bkern(o, V) :={ve V| (Vw e W)[o(v,w) = 0]}
und
Bkern(o, W) := {w e W| (Vv e V)[o(v,w) = 0]}.

6.1.2Lemmalst 0:V x W — K eine Bilinearform, so isBkern(o, V') ein
Teilraum vonV undBkern(o, W) ein Teilraum voriv.

Beweis: Klar. O
6.1.3 Lemma SeienV undW K-Vektoriaume. Die MengBL (V, W) der Linear-
formen aufl” x W bildet mit den Verkapfungen(o +7)(u, v) := o(u, v) +7(u, v)
und(a - 0)(u,v) := a - o(u,v) einenK-Vektorraum. Ist/ = W, so notieren wir

BL (V,V) alsBL (V).

Beweis: Klar durch Nachrechnen. O
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6.1.4 Definition Eine Bilinearformo: V x V' — K heil3t
symmetrischwenn (Vz € V)(Vy € V)[o(z,y) = o(y, )]
und

alternierendoderantisymmetrischwenn (Vz € V)(Vy € V)[o(z,y) = —o(y, x)]

gilt.
Flur symmetrische und alternierende Bilinearformen stimmen die rechten und lin-
ken Bilinearkernauberein. Wir notieren beide daher als

Bkern(o) = {veV| (Ve V)[o(z,v) =0]} ={veV| (VzeV)[o(v,z) = 0]}.

Ein symmetrische oder alternierende Bilinearform heiight ausgeartetwenn
Bkern(o) = {0} ist. Wenn wir von einer nicht ausgearteten Bilinearfarmspre-
chen, antizipieren wir immer, daRentweder symmetrisch oder alternierend ist.

6.1.5 Bemerkung Ist o:V xV — K eine Bilinearform undas € V, so
erhalten wir eine Abbildungr,:V — K durch o,(z) := o(a,z). Dann ist
o, € V*, und wegervy,gp(z) = o(aa + pb,x) = ao(a,z) + Bo(b,z) =
(aoq + Poyp)(z) ist die Abbildunga — o, ein Homomorphismus der Vek-
torraumeV undV'*.

6.1.6 Satzlst o eine nicht ausgeartete Bilinearform auf, so ist die Abbildung
oV — V* o*(a) := o, €in Monomorphismus der Vektéume. Istl” end-
lich dimensional, so ist* ein Isomorphismus.

Beweis: Es gilt

o (a) =0 & 0,=0
& (VzeV)o(a,z) =0]
< a € Bkerno.
Damit ist

Kern(o*) = Bkern(o). (6.1)

Ist o nicht ausgeartet, so ist Bkefm) = {0} und damits* injektiv. Ist dim V'
endlich, so istlim V' = dim V*, und nach Satz 2.3.9 ist* somit bijektiv. 0

6.1.7 SatzSeiV ein endlich dimensionaleK -Vektorraum g eine nicht ausgear-
tete Bilinearform auf” und FF € End V). Dann gibt es einen Endomorphismus
F? e EndV) mito(a, Fb) = o(F%a,b) fur allea,b € V.
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Beweis: Definieren wirA(z) := o(a, Fx), soist\: V. — K linear, d.h € V*.
Nach Satz 6.1.6 gibt es daher ein eindeutig bestimmted” mit A = o*(c). Wir
definierenF'?a := ¢, d.h.o*(F?a)(x) = o(a, Fx). Damit folgt
o*(F?(aa + Bb))(z) = o(aa + pb, Fx) = ao(a, Fz) + Bo(b, Fz)
=ac*(F7a)(x) + po™*(Fb)(x)
= (ac™(F%a) + Bo™(F?b))(x) = 0" (a«F°a + BFb)(x)
und, dac* bijektiv ist, damit F?(aa + pb) = aF%a + SF?b. Also ist F7 €
EndV). a

Man nennt den Endomorphismu&” den bemglich o zu F' adjungiertenEndo-
morphismus. GiltA” = A, so nennt mam beaiglich o selbstadjungiert

6.1.8 Bemerkung Die adjungierte und die duale Abbildung sind eng mitein-
ander verkopft. Wir erhalten amlich o*(F%a)(z) = o(a, Fz) = 04(Fz) =
F*(0,)(x) = F*(0*(a))(x), d.h.c*(F7(a)) = F*(0*(a)) und damit

c*oF? = F*oo". (6.2)

Gilt 0* o F = ¢* 0o G, so folgt (Vv € V))[o*(F(v)) = ¢*(G(v))] und wegen der
Bijektivitat vono* daher(Yv € V)[F(v) = G(v)], d.h.F = G.

6.1.9 SatzSeiV ein endlich dimensionaleK -Vektorraum undr eine nicht aus-
geartete Bilinearform au¥ . Die Abbildung”: End(V) — End(V) ist dann ein
Isomorphismus der Vekt@ume und ein involutorischer Antiisomorphismus der
Ringe.

Beweis: Wir zeigen zurachst, daf eine lineare Abbildung ist. Wir erhalten
o*o (aF + pG)? = (aF + G)* o0 = (aF™* + fG*) 0 0" =
=aF*oo*+ G o0* =0"oaF?+ 0" 0 G7 =0* o (aF7 + G7)

und damit(aF' + fG)° = aF? + G, d.h.7 ist linear. Nun gilt
F°=0 & (NVa€V)[F(a) =0]

& (VzeV)(VaeV)[o(a, Fz) = 0]
& (VzeV)[Fz € Bkern o].

Da o nicht ausgeartet ist, folgk'z = 0 fur allez € V und damitF" = 0. Da-

mit ist 7 injektiv und als Endomorphismus des endlich dimensionalen Vektorrau-
mes EndV") damit auch bijektiv. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf} ein involuto-
rischer Antihomomorphismus der Ringe vorliegt. Dies rechnen wir einfach nach.
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

Zunachst isto((FG)%a,b) = o(a, FGb) = o(F%a,Gb) = o(G°Fa,b). Al-

so folgt (FG)” = G?F? und es liegt ein Antihomomorphismus vor. Aus der
Symmetrie vorr erhalten wir weitew (u, F%v) = o(F7°v,u) = o(v, F7u) =
o(F°u,v) = o(u, Fv). Dac nicht ausgeartet ist, folgt’v = Fv furallev € V,

d.h. F?? = F und? ist involutorisch. Isto alternierend, soufiren wir die gleiche
Rechnung durch, wobei wir beim Vertauschen der Argumente jedes Mal das Vor-
zeichen zu wechseln haben. Da wir die Argumente genau zweimal vertauschen,
andert dies am Ergebnis der Rechnung nichts. O

6.1.10 SatzSeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum umeine nicht ausgear-
tete Bilinearform au¥/. Dann gibt es einen IsomorphismfisBL (V') — End(V)
mit 7(z,y) = o(f(7)z,y) fur alle 7 € BL (V), d.h. daf} sich jede Bilinearform
aufV in der Formr(z,y) = o(Az,y) furein A € End V') darstellen &Rt.

Beweis: Istg(z1, ..., z,) eine Funktion, so bezeichnen wir mity . g(z1,. .., zy)
die Funktion, die sich aug(z1, ..., z,) ergibt, wenn wir nur das Argumeny, als
variabel betrachten und digiigen konstant lassenufFi € V undr € BL (V)
ist dannAz. 7(a, z) eine Linearform. Nach Satz 6.1.6 gibt es daher&ire V'
mit Ax. 7(a,z) = o*(a’). Wir rechnen nach, daf? die Abbilduag— o' linear
ist. Es istA\z. 7(aa + fb,z) = a- Az.7(a,z) + - Az.7(b,z) = ac*(d’) +
Bo*(b') = o*(aa’ + BY’) und damit(aa + Bb) = «d’ + . Nun definie-
ren wir f(7)(a) := /. Damit ist f(7) € EndV), und es gilto*(f(7)a) =
Az . 7(a,x). Wir haben nachzupfén, dal’f ein Homomorphismus ist. Dazu be-
rechnen wira*(f(ar + Bp)a) = Iz.(aT+ Bp)(a,z) = a- Az.7(a,z) +
B-Ar.plax) = a-o*(f(r)a) + B - o*(f(p)a) = o (af(r)a + Bf(p)a).
Also ist f(at + Bp) = af(r) + Bf(p) und damitf ein Homomorphismus,
fur denz.7(a,z) = o*(f(7)a) = Az.o(f(7)a,x) gilt. Ist f(r) = 0, so
ist o*(f(7)a) = 0 und damitAz.7(a,z) = 0 fur allea € V. Das bedeu-
tet aber, da® = 0 ist. Also ist Kernf = {0} und f injektiv. Umgekehrt gilt
7:= Ary.o(Az,y) € BL(V)undf(r) = AfurjedesA € EndV'). Damit ist f
auch surjektiv, und wir haben einen Isomorphismus der Vedtmne vorliegen.

0

6.1.11 Lemmalst o eine nicht ausgeartete, symmertische Bilinearform und be-
zeichnetf:BL (V) — EndV') den in Satz 6.1.10 definierten Isomorphismus, so
ist

(i) die Bilinearformr genau dann symmetrisch, welfifr) beziglich o selbst-
adjungiert ist

und
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(i) Bkern(r) = Kern(f(7)) und damit istr genau dann nicht ausgeartet, wenn
f(r) € GL(V) ist.
Beweis: (i): Ist 7 symmetrisch, so folgt(f(7)y,z) = 7(y,z) = 7(z,y)

o(f(r)z,y) = o(y, f(r)z) = o(f(7)7y, =) und damitf(r)” = f(7), d.h. f(7)
ist selbstadjungiert beglich o. Ist umgekehrtf (7) selbstadjungiert bejlich o,

so folgtr(z,y) = o(f(7)z,y) = o(f(7)7x,y) = o(z, f(1)y) = o(f(T)y,z) =
7(y, z), undT ist symmetrisch.
(i): Da o als nicht ausgeartet vorausgesetzt ist, gilt
z € Bkern(r) & (VyeV)[r(z,y) = 0]
& (VyeV)o(f(r)z,y) = 0]
& f(r)z € Bkern(o)
& f(r)x=0 < x€Kern(f(7)).

Also ist Bkern(7) = Kern(f(7)), und der Rest ist klar. ]

6.1.12 Definition Fur eine Bilinearforno € BL (V') und eine Basi®? = (by,...,by,)
definieren wir die Matrixdarstellung vanbeaiglich B durch

DB(0) := (0ij)nn = (0(bi, b)) nm

6.1.13 SatzSei V' ein K-Vektorraum mitdim V' = n. Dann ist die Abbildung
Dp:BL(V) — K™ " ein Isomorphismus der Vekt@ume. Eir u,v € V gilt

o(u,v) = hg(u) - Do) - BB(U) = hg(u)-Dp(0) - (ha(v)). (6.3)
Beweis: Zunachst berechnen wir
@B(OzO' + ,67') = ((0[0' + ,BT)(bi, bj))n,n = (OzO'(bi, bj) + BT(bi, bj))n,n
= (0(biy0;))nn + B+ (1(bi, b)) = aDp(0) + D (7).

Damit liegt ein Homomorphismus voruFi = 37 | a;b; undv = Y70, B;b;
erhalten wir

B
ZBJ Zaz bzab (Zaz bzabl Zaz b’hb ) ( : )

B
B
; ) = hp(u)Dp(0)hp(v).
B

Damit haben wir (6.3) gezeigt. I995(c) = 0, so erhalten wir mit (6.3) aber auch
o(u,v) = 0 fur alleu,v € V und damitc = 0. Also ist®p injektiv und, da

= (ai,...,a,)(0(bi; 0;))nn (
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nach Satz 6.1.1@im(BL (V)) = dim(EndV)) = n? = dim(K™*") ist, auch
bijektiv. 0

6.1.14 Korollar Eine Bilinearformo ist genau dann symmetrisch, wed (o) =
(Dp(0))t ist. Eine symmetrische Bilinearformist genau dann nicht ausgeartet,
wenn® g (o) invertierbar ist.

Beweis: Die erste Behauptung erhalten wir direkt aus (6.3)rAETe Zweite Be-
hauptung lesen wir aus (6.3) ab, dall Bkere= {u € V| Dg(c)hp(u) = 0} ist.
Damit isto genau dann nicht ausgeartet, wenn K@ (o) o hg) = {0} ist, und

dies ist genau dann der Fall, We@f/]g(\a) bijektiv und damit® (o) invertierbar
ist. 0

Wir nennen Matrizer® € K™*", fur die& = &! gilt, symmetrisch

6.1.15 SatzSeiV ein endlich dimensionaleK -Vektorraum undr eine nicht aus-

geartete Bilinearform au¥’. Ist B = (by,...,b,) eine Basis vori/ und B* =
(b%,...,b}) die dazu duale Basis vdni*, so gilt
@B(U) :@373*(0*). (64)

Beweis: Sei® g g (0*) = (ij)n,n. Dann erhalten wir ause . o (b;, z) = o*(b;) =
Z?:l Ozijb; SOfOftO’(bZ‘,bk) = (Z?:l al]b;‘)(bk) = a4 und damit@B(U) =
QB,B* (U*) O
Kombinieren wir (6.2) und das Diagramm in Satz 3.3.6, so erhalten wir die Kom-

mutativitit des Diagramms in Abbildung 6.1. Diesem Diagramm entnehmen wir
nun sofort

-1

Dp,B(A%) =Dpp-(0*) o0Dp« p-(A*) o Dp p-(c*).
Daraus erhalten wir zusammen mit Satz 6.1.15
Dp,p(A7) =Dp(0) - Dpp(A)" - Dp(0) "

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.

6.1.16 SatzSeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum uacdeine nicht ausge-
artete Bilinearform auf/. Dann gilt

Dp,5(A7) =Dp(0) - Dp,p(A)" - Dp(o)”"
fur jeden Endomorphismu4 € EndV).
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QB,B(AG)

K" K"
& 7
AO'
\%4 \%4
Dp px(0*) o* o* D, p* (o)
* *
\%4 TR \%4
hp* hp*
K" K"
Dp+ p*(A*)

Abbildung 6.1: Zusammenhang zwischen adjungierter und dualer Abbildung

Zum Ende dieses Abschnittes untersuchen wir noch das Transformationsverhalten
der darstellenden Matrix einer nicht ausgearteten Bilinearform bei Basiswechsel.

6.1.17 SatzEs seiV ein endlich dimensionaler Vektorraum uadeine nicht aus-
geartete Bilinearform au¥. SindB undC Basen vorV/, so gilt®¢ (o) = T p -
Dp(0) - T p-

Beweis: Nach (6.4) istO p(c) = D p, p-(c*) fur jede Basis3. Damit erhalten wir
mit dem Transformationssatz (Satz 3.3.13)

Dc(0) =De,c-(07) =T, Dp,p+(07) T o = To,pDp(0)-Tp- o+ (i)

Es istZB*,c* = @B*,C*(id V*) = @B*yc*(id *V) = (@CyB(id V))t = ZtC,B.
Setzen wir dies in (i) ein, so folgt die Behauptung. a

6.2 Positiv definite Bilinearformen

6.2.1 Definition SeiV ein Vektorraurruber dem KiperR der reellen Zahlen. Wir
nennen in Zukunft solched&imereelle Vektoraume. Eine symmetrische Biline-
arform o:V x V. — R heil3t

positiv definitwenn (VzeV)jz #0 = o(z,z) > 0] gilt,

positiv semi-definitvenn (Vz € V)[o(z,z) > 0] qilt,
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negativ definitwenn (VzeV)z #0 = o(z,z) <0] gilt
indefinit, wenn (z € V)(Jy e V)o(z,z) >0 A o(y,y) < 0] gilt.
Die Abbildung

GV — R
x +— o(z, )

heil3t die von der symmetrischen Bilinearforninduziertequadratische Form

6.2.2 SatzSeiV ein reeller Vektorraum. Jede positiv definite Bilinearform &uf
ist nicht ausgeartet.

Beweis: Ist o positiv definit undv € Bkern o, so folgt (Vz € V)[o(v,z) = 0]
und damit insbesonderg(v, v) = 0. Daraus ergibt sich aber = 0, und es ist
Bkern o = {0}, d.h.o ist nicht ausgeartet. 0

6.2.3 SatzEs seiV ein reeller Vektorraum une eine positiv semi-definite Biline-
arform aufV’. Dann gilt dieCauchy-Schwarzsche Ungleichung

(Yu,v € V)[o(u,v)* < o(u,u)o(v,v)]. (6.5)

Fur positiv definite Bilinearformerr steht in Gleichung (6.5) genau dann das
Gleichheitszeichen, wennundw linear abrangig sind.

Beweis: Fur «, 8 € R erhalten wir
0 < o(au + Bv, au + fv) = o*o(u,u) + 2aB0(u,v) + fZo(v,v). 0)

Ist o(u,u) = 0, so wahlen wirg = 1 und erhalte2ao (u,v) + o(v,v) > 0 fur
alle @ € R, was nur fir o(u,v) = 0 méglich ist. Isto(u,u) # 0, so wahlen wir
B := o(u,u) und teilen Ungleichung (i) durch. Das ergibt

0 < o? + 200 (u,v) + o(u,u)o(v,v). (i)
Nun wahlen wira := —o(u, v) in (i) und erhalten
0 < —a(u,v)? + o(u,u)o(v,v), (iii)

d.h.o(u,v)? < o(u,u)o(v,v).

Sindu undw linear ablaingig, so ist: = \v fur ein\ € R, und es folgr(u, v)? =
Mo (v,v)? = o(Av, Ww)o(v,v). Sindu undv linear unabhigig und istr positiv
definit, so stehtdi « # 0 in (i) das <-Zeichen. Dann ist aber auet{u,u) > 0,
womit folgt, dal auch in (iii) dasc-Zeichen steht. Damit folgt aber(u,v)? <
o(u,u)o(v,v). 0
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6.2.4 Definition SeiV ein reeller Vektorraum. Eine Abbildurig: V' — R heif3t
eineNormfunktionoder kurz eindNormauf 1V, wenn sie den folgenden Bedingun-
gen gengt:

(No.0) |lo]| = o,

(No.1) (VzeV)[z #0 = || > 0],
(No.2) (Va € R)(Vz € V)[[|az| = |all]],
(No.3) (Vz,y € V)[|z +y[ < [zl + [lyll]-

Ein reeller Vektorraum, auf dem sich eine Norm definierafdt| heil3t einanor-
mierter Raum

In normierten RUMen lassen sichadngen messen. Um dies genauer zawgdin,
berotigen wir den Begriff eines metrischen Raumes.

6.2.5 Definition SeiM eine nicht leere Menge. Eine AbbildudgM x M — R,
die die Bedingungen

(D.0) (Vxz e M)[d(z,z) = 0],

(D.1) (Vz,yeM)z#y = d(z,y) > 0],
(D.2) (Va,ye M)ld(z,y) = dly,z)],

(D.3) (Vz,y,z€ M)[d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y)]

erfillt, heif3t eineMetrik oder Abstandsfunktiomuf A/. Das Paaf M, d) heil3t ein
metrischer RaumDie Bedingung (D.3) nennt man d@reiecksungleichungler
Metrik.

6.2.6 SatzlIstV ein normierter Raum, so definiert die Abbildutd” x V. — R
mitd(u,v) := |ju — v|| eine Metrik aufV/.

Beweis: Dies folgt durch einfaches Nachrechnen. a

6.2.7 Satzlst V ein reeller Vektorraum und eine positiv definite Bilinearform
auf V, so definiert||v|, := y/o(v,v) eine Norm aufl. Insbesondere &gt V'
dann eine Metrik.

Beweis: Die Eigenschaften (No.0) - (No.2) rechnet man einfach nach. Um (No.3)
zu erhalten, folgern wir aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (6.5)

(Va,y € V)lo(z,y) < [zlslyllo]- (6.6)
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Damit berechnen wir

oz +y,x+y)=oc(z,z)+20(x,y) +0(y,y) 0
<o(z,2) +2lzlslylle + oy, y) = Izl + lyls)?
, und aus (i) folgt

1z +yllo < llzlle + llylo- O

6.2.8 Beispiele 1. SeiV = R". Firg,n € R" definieren wir(zx,n) := 1 - p.
Offensichtlich definiert dies eine BilinearformufFi = (&,...,&,) undy =
(M. ..,ny) erhalten wirdandy, n) = >°7 | &n;. Insbesondere ifk|| = \/(xr.1) =

\/ Do, &2, Daraus ersehen wir, dd3 ) positiv definit ist. Man nennfy, ) das
kanonische Skalarprodulauf R™. Offensichtlich erhalten wiDg- (Ary. (r,n)) =
emn,

Es folgt aus (6.3), dal3 die symmetrischen BilinearformenRiufalle die Form
os(x,n) = r- & - p' mit einer symmetrischen Matri@ haben. Hier erhalten wir
D (0g) = 6.

Ist die von der symmetrischen Matr& induzierte Bilinearform\zy. og(r, ) po-
sitiv definit, so nennen wir die Matrixs positiv definit Wegenos(e;, €;) = oy;

fur & = (045)n,, folgt, daR die Diagonalelemente einer positiv definiten Matrix
stets positiv sind.

2. Esseieny,f € R, a < pundV = Cla, ] :=={f]| f:[a, 5] — R A fist stetig.
Man puift mihelos nach, daR'[«, 5] ein reeller Vektorraum ist. Nun definieren
wir eine Bilinearform aufC(a, b] durcho(f,g) := f’B €)d¢. Es folgt aus
den Rechenregelrufintegrale, daf? eine symmetrlsche B|I|nearform vorliegt. Ist
f # 0, so finden wir wegen der Stetigkeit vgheiny € [«, 3], eine > 0 und ein
§ > 0,so0daBf(£)2 > e >0 f'Ur allef € [y — 4,y + 4] gilt. Damit erhalten wir

= ff f2(&)d¢ > f” £)d¢ > 24 - € > 0. Die Bilinearform ist somit
positiv definit. Diese Blllnearform spielt in der Funktionalanalysis eine Rolle.

6.3 Euklidische Vektorraume

6.3.1 Definition Ein Paar(V, o) heif3t eineuklidischer Vektorrauwenn gilt:
(EVR.1) V ist ein reeller Vektorraum.

(EVR.2) Die Abbildungr:V x V. — R ist eine positiv definite Bilinearform.
Man nennto dasSkalarproduktles euklidischen Raumes.

6.3.2 Definition Ist (V, o) ein euklidischer Vektorraum, so ist
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1llo == oz, )

eine Norm aufl”. Man nennt|z||, die Langedes Vektorsr in (V, o). Ein Vektor
v € V heiRtnormiert wenn|jv, = 1 ist. Wegen||v|, 'v|, = 1 laBt sich jeder
von Null verschiedene Vektor il normieren.

Nach Satz 6.2.6 definiert

da(may) = ||£E - y”ff

eine Metrik aufV/.
Gilt o(z,y) = 0, so heil3en die Vektorenundy orthogonalin (V, o).

6.3.3 Winkelmessung In euklidischen Rumen haben wir nach Definition 6.3.2
den Begriff der Orthogonabt. Wir kbnnen also das “Senkrecht Stehen” zwei-
er Vektoren beschreiben. Einahnlichen Begriff haben wir in Definition 3.2.13
schon zwischen den Vektoren eines beliebigen Vektorrainusd den Vektoren
des dualen Raumdsg* eingefihrt. Da fir endlich dimensionale Vekt@umel
und V* isomorph sind, &inen wir nach Wahl einer Basis vas den Begriff
des “Senkrecht Stehens” heglich einer Basis durch 1. w :& v*(w) = 0
definieren, wobei* der in Satz 3.2.7 eingefirte Isomorphismus ist. DalR dies
eng mit der in euklidischen &imen eingeffirten Orthogonalitt verknipft ist,
folgt aus Satz 6.1.6. Allerdingsokihen wir in euklidischen &imen die Win-
kelmessung verfeinern. Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten wir
(2, )| < |zllyll- und daher

o(z,y)

Ve,yeV \{0}) [-1 < <1},
( MO <
und wir definieren
O(z,y) := arccos o@.y) € [0, n]. (6.7)
Izl ]yl

Wir nennen®(z,y) den vonz undy eingeschlossenewinkel Nach Definition
gilt dann

o(z,y) = |ls[yllo cos Oz, y). (6.8)

6.3.4 SatzSei (V, o) ein euklidischer Raum und,y € V '\ {0}. Fur den vonz
undy eingeschlossenen Winkel gelten dann

(1) ©(z,y) =O(y, ),
(2) @(ZE, _y) =T = @(Hf,y),
@) a#0AB#0 = O(az,fy) =06(z,y),
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(4) =z undy sind genau dann orthogonal, we@{z,y) = 7 ist,

(5) 2z undy sind genau dann linear akdimgig, wenr® (z,y) = 0 oder®(z,y) =
T ist,

©®) llz —yllz = =117 + 7 = 2lzls |yllo cos(O(z,1)).

Die Aussage (6) in Satz 6.3.4 ist d&losinus-Satbekannt. Stehem und y senk-

recht, so erhalten wir deBatz des Pythagoras

Beweis: Die Behauptungen (1) und (3) folgen sofort aus der Definition®odie
Behauptungen (2) und (4) aus den Eigenschaften des Cosinus. Aus Satz 6.2.3 erhal-
ten wir H‘;H(:Hz\)llf = 1 furlinear ablingige Vektorem undy. Also istcos(O(z,y)) €
{-1,1}, d.h.O(z,y) = 7 oder©(z,y) = 0.

Um (6) zu zeigen, berechnen Wit —y||2 = o(z—y,x—y) = o(z,z)+0o(y,y) —

20(z,y) = |1z + Ily2 — 2l llylls cos(O(x,y)) nach (6.8). 0

6.3.5 Definition Ist U C V, so definieren wir
Ut :={zeV| (VyeU)lo(z,y) =0}
und nennert/+= dasorthogonale Komplemenon U in (V, o).

6.3.6 Lemma Fur einen endlich dimensionalen euklidischen Vektorraiimo)
und eine Teilmeng& C V gilt o*[U+*] = UL,

Beweis: Wir haben

z € " U]

O

6.3.7 Satzlst (V, o) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum @hdin
Teilraum vonV, so giltdimV = dim U + dimU"> undV =U @ U

Beweis: Nach Satz 3.2.17 giltim V = dim U +dim U~ fur endlich dimensionale
VektorraumeV und TeildumelU C V. Dac*:V — V* ein Isomorphismus ist,
erhalten wir aus Lemma 6.36m V = dim U +dim U7, Istu+v = 0 furu € U
undv € Ute, so folgt0 = o(u + v,u +v) = o(u,u) + o(v,v) + 20(u,v) =
o(u,u) 4+ o(v,v) und damitu = v = 0. DamitistU + U+ = U@ U'> C V und
wegendim(U@U*7) = dim U +dim(U+7) = dim V schlieRlichV = UgU 7.
O
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6.3.8 Korollar Ist (V, o) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum und
U ein Teilraum vorV/, so gilt (U++) " = U

Beweis: Wir habenU C (U++)™. Wegendim U = dim((U*~)™") gilt Gleich-
heit. a

In Abschnitt 3.6 haben wir di€eradeals Beispiel einer linearen Mannigfaltigkeit
eingefihrt. Eine Gerade hatte die Folth= {z + ay| o € K} mitz,y € V, d.h.
die Geraden sind gerade die affinen Taiimie der Dimensio. Ist dim V' = n,
S0 nennen wir einen affinen Teilraum vdf dessen Dimension — 1 ist, eine
Hyperebenén V. Die Hyperebenen i sind also genau die affinen Teilrine der
Gestalt

H=u+U mit dimU =dimV — 1. (6.9)

Die Hyperebenen durdhsind dann genau die— 1-dimensionalen Tei&lime von
V. Ist(V, o) nun ein euklidischer Vektorraum urd eine Hyperebene i, so ist
nach Satz 6.3.dim H> = 1 und damiti = = (a) fir einen Vektow € V. Dies
lant sich folgendermal3en verallgemeinern.

6.3.9 Lemmallst (V, o) ein euklidischer Vektorraum, so gibt es zu jeder Hyper-
ebeneH in V einen normierten Vektar und eina € R mit

H=H,,={z€V| o(a,z) = a}. (6.10)
Man nenntH, ., die Hessesche Normalforaer Hyperebend? .

Beweis: (vgl. Abbildung 6.2) SeH = v+ U mitdimU = dim V — 1. Dann gibt
es eina € V mit (a) = UL, und damit ist/ = (a)'“. Ohne Einschaiikung der
Allgemeinheit diifen wir ||a||, = 1 annehmen. Danngit € H < (JueU)z =
v+ul & Fu)z=v+uAo(e,u) =0 & (Fu)o(e,z)=o0c(a,v+u)=
o(a,v) +o(a,u) = o(a,v)] < ola,r)=0(a,v) & =€ Hyz)- a

Ist H eine Hyperebene i undv € V, so definieren wir
dy(v,H) :=inf{d,;(v,z)| = € H} (6.11)

und nennerl, (v, H) denAbstanddes Vektors von der Hyperebenél.

6.3.10 Satzlst (V, o) ein euklidischer Raum und, ,, die Hessesche Normalform
der Hyperebené?, so gilturv € V d, (v, H) = |o(a,v) — af.

Beweis: (vgl. Abbildung 6.3) Wir &llen das “Lot” vonv auf H. Dies ergibt
einen Vektorvy := v + (a — o(a,v))a. Wegeno(a,vy) = o(a,v) + (a —
o(a,v))o(a,a) = aistvy € H. Weiter istvy — v € (a) und daherdif z € H
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

Abbildung 6.2: Hessesche Normalform . Es gilto(z,a) = o(aa + u,a) =

ao(a,a) +o(a,u) = a.

stetso(z — vg,v9 — v) = o(z — vy, Ba) = Po(x,a) — Bo(vy,a) = 0. Da-

her folgt fir z € H schon|jv — z||2 = |z — vo + vp — v||2 = ||lz — vo|2 +
lvo — vl + 20(z — vo,v0 —v) = |z —vol7 + [lvo — v[7 > [vo — ]2
Damit ist |lvg — v|l; = inf{|jv —z|,| z € H} = d,(v, H), und wir erhalten
lvo = vlle = (e = o(a, v))alle = |a = o(a,v)l|alle = e —o(a,v)]. 0

6.3.11 Definition Sei (V, o) ein euklidischer Vektorraum undy, ..., U, Unter-
raume vor¥/. Wir sagen, dal¥” die orthogonale Sumnuer Vektoraumel, ..., U,
ist, wenn gelten

(CS1) V=U+--+U,,
(0S.2) U; CU;  furi#j.
Wir notieren mitV = U; D --- QU,, daBV die orthogonale Summe der Un-

terrdumel, ..., U, ist.

6.3.12 LemmaAusV =U, O --- QU folgtV =U1 & --- ® U,.
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6.3. Euklidische Vektoaiime

Abbildung 6.3: Zum Beweis von Satz 6.3.10

Beweis:IstV = U1 D --- QU, und0 = v = uqy + -+ + u,, Mitu; € U;, SO
erhalten wir soford = o (uk,v) = o(ug, ug) und damitug, = 0furk =1,...,n.
a

Es ist eine einfache Beobachtung, daRdinen Unterraund/ eines euklidischen
VektorraumegV, o) der Raum(U, o [ (U x U)) wieder ein euklidischer Raum ist.
Dies bemtigen wir zum Beweis des folgenden Satzes.

6.3.13 Satzlst (V, o) ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum, so gibt
es eine BasiB = (by,...,by) vonV mitV = (b1) O --- D(by), d.h.V ist die
orthogonale Summe von Geraden. Eine derartige Basis hei30gthegonalbasis

Beweis: Wir fuhren Induktion nackim V. Fir dim V' = 0 ist nichts zu beweisen.
Ist dimV > 0, so wéhlen wira € V mit a # 0 und betrachterd/ := (a)"°.
DadimU < dimV und (U,o[(U x U)) wieder ein euklidischer Raum ist, er-
halten wir nach Induktionsvoraussetzung eine Orthogonallpasis. . , b,—1) von
(U,o[(UxU)). WegenV = (a) QU istdann(a, by, ..., b,_1) eine Basis vorv/,
und wegen(b;) C U gilt o(a,b;) = 0furi =1,...,n— 1. Damitist(a) C (b;)"°
und (b;) C (a)*". Dannist(a, by, ..., b, 1) eine Orthogonalbasis vdi. a

6.3.14 Definition Sei(V, o) ein euklidischer Vektorraum. Wir nennen eine Basis
B = {b;] i € I} eineOrthonormalbasis/on (V, o), wenno (b;, b;) = d;; fur alle
i,5 € I gilt.
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

6.3.15 SatzJeder euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis: Nach Satz 6.3.13 besit2f eine Orthogonalbasi8. Fir b;,b; € B gilt
dahero(b;, b;) = ||bi||% - 4;;. Definieren wirt' := mb, soistB' := {b'| b€ B}
eine Orthonormalbasis. O

6.3.16 Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren Oft steht man vor

dem Problem, eine Basis eines euklidischen Vektorraumes in eine Orthonormalba-
sis zudberfihren. Dazu gibt es einen Algorithmus, den wir im folgenden beschrei-
ben wollen.

Sei also eine Basi§y, . . ., ¢,) gegeben. Wir definieren eine Folde, . .., d,, so
daR gilt:
1
dk; 7é 0 Und fl'jr bk; = de (612)
kllo
(Vi,j < E)[o(bs, bs) = dij] (6.13)
und
bi,...,bg,Cks1,...,c, Dbilden eine Basis. (6.14)
Wir setzen
k
dy:=c; und dgiq:=cppq — Zo(ckﬂ,bi)bi.
i=1
Nun zeigen wir (6.13) und (6.14) durch Induktion nachFir £ = 1 erhalten
wir d, = ¢; # 0undo(by,b) = Wo(cl,cl) = 1. Im Induktionsschritt

nehmen wir (6.13)di k£ an. Rir j < k erhalten wiro(d1,b;) = o(ck+1 —
iy o (ki1 bi)biy b) = 0(Cran, by) =300y 0(Chy, bi)-0(bi, bj) = o(ckr1,bj)—
o(ck+1,b5) = 0, da nach Induktionsvoraussetzumgp;, b;) = d;; furi =1,... .k
gilt. Nach Induktionsvoraussetzung bilden. .., b, ck11,- - ., ¢, €ine Basis. Da-
mit sind insbesonderé,, ..., b, cy+1 linear unabhngig und somit;; # 0,
und wir erhalteno (by1, bpy1) = ma(dkﬂ,dkﬂ) = 1. Damit ist (6.13)
bewiesen. Insbesondere sind. .., b1 linear unabhngig, und day ., eine Li-
nearkombination défri, . .., by undcyq ist, bildenby, ..., bgi1, ckyo, ..., cp €INE
Basis. kif k = n folgt aus (6.13), daB, . .., b, eine Orthonormalbasis bilden.

Als Korollar zu Satz 6.3.15 erhalten wir eine Charakterisierung positiv definiter
Matrizen.

6.3.17 Korollar Eine Matrix & € R™*"™ ist genau dann positiv definit, wenn es
eine invertierbare Matri@( € GL(n,R) gibt mit& = AAL.
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6.4. Isometrien euklidischerdRiine

Beweis: =: Ist & positiv definit, so definiert(r, 1) := 1Sy’ eine positiv defi-
nite Bilinearform aufR™. Nach Satz 6.3.15 gibt es eine Orthonormalbdsigon
(V,0). Dann gilt®p(o) = (o(bi,b)))nn = € Fir2A := T p folgt aus Satz
6.1.176 = Dp» (o) = AAL.

< Ist & = AA! mit A € GL(n,R), so folgtog(r,z) = 16! = rRAAL! =

(x) (xA)t = (xA, 2A). Wie wir in Beispiel 6.2.8 gesehen haben, ist das kanonische
Skalarprodukt aufR™ positiv definit. Damit istog(zr,r) = 0 genau dann, wenn
22 = 0ist. Da%l € GL(n,R) ist, ist dies genau dann der Fall, wenge- 0. Also

ist o positiv definit. O

6.4 Isometrien euklidischer Riume

6.4.1 Definition Es seienV, o) und (W, 7) zwei euklidische Riime. Eine Abbil-
dungf:V — W heilt eindsometrievon (V, o) in (W, 1), wenn

(Va,y € V)o(z,y)) = 7(f(z), f(y))]
gilt.

6.4.2 Satzlst f: V' — W eine Isometrie, so ist ein Monomorphismus der Vek-
torraume.

Beweis: Da f eine Isometrie ist, folgl f (z)||- = ||z||,. Wir erhalten||f(z + y) —

fle) = 2 = 1f @+ Iz + 1@ + 12 = 27(f(z + ), f(z)) -
27(f(z +y), f(y) +27(f(2), f () = |z +yll + 5+ lyl5 —20(z+y, ) —

20(z + y,y) + 20(z,y) = ||(z +y) — 2 — y||> = 0. Dar positiv definit ist,
folgt darausf (z +y) — f(z) — f(y) = 0,d.h.f(z +y) = f(z) + f(y). Analog
erhalten wir| f () — af ()7 = || f(ex) |2 + || f (z)|Z — 207 (f (), f(2)) =
laz||2 + o?|z|2 — 2a0(ax, z) = ||ax — az|? = 0. Damit folgt f (ax) = af (z),
und f ist linear. Istf(x) = 0, soist||z||, = ||f(x)|- = 0 und damitz = 0. Damit
ist f injektiv, und wir haben einen Monomorphismus der Veldarrie. O

6.4.3 Definition Sei(V, o) ein euklidischer Raum. Wir setzen

O(V,o) :={f| f:V — V istlsometrie vonV, o) in (V,0)}.
6.4.4 Lemma Sei(V, o) ein euklidischer Raum. Die Meng@&V, o) ist dann eine
Untergruppe deiGL(V'). Man nennt sie di@llgemeine orthogonale Gruppen

(V, o).
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

Beweis: Zundchst istid v € O(V, o) und damitO(V, o) # 0. Es folgt aus Satz
6.4.2, dalfO(V,o) C GL(V) ist. Rir f,g € O(V,0) isto(f(g(x)), f(9(y)))

o(g(x),g(y)) = o(x,y). Damitistfog € O(V, o). Weiter folgte (f ~1(x), f =1 (y))
o(f(fH(@)), f(f () = o(z,y) und damitf ! € O(V, 0).

= |l

O

6.4.5 Satz Sei(V, o) ein euklidischer Raum. Ein Endomorphismidse End(V)
ist genau dann eine Isometrie VoW, o) in sich, wennF~! = F° gilt, d.h. wir
haben

FecEndV) = [FeO(V,0) & F'=F].

Beweis: Ist F' eine Isometrie, so gilt(z,y) = o(Fz, Fy) = o(F°Fx,y). Dar-
aus folgt, dar nicht ausgeartet isf’° F = id . Also ist F~' = F. Ist umgekehrt
F~' = F° sofolgto(Fz, Fy) = o(F°Fz,y) = o(z,y), und F ist eine Isome-
trie. O

6.4.6 Korollar Ist F' € O(V, o) eine Isometrie des euklidischen Rauni€so),
so giltdet F € {1, —1}.

Beweis: Nach Bemerkung 6.1.8 igt? = o* Lo F*oo*, und nach Lemma 4.3.10
und Korollar 4.3.14 erhalten wir daradst(F“) = det(F*) = det F. Zusammen
mit Satz 6.4.5 ergibt dieglet F')? = det(F?) det F' = 1, woraus die Behauptung
sofort folgt. 0

6.4.7 Spiegelungen SeiV ein endlich dimensionaler euklidischer Raum uid
eine Hyperebene il durch den Nullvektor. Dann gibt es einen normierten Vektor
a mit H+> = (a) und zu jedem Vektor € V ein eindeutig bestimmtes € R
undu € H mit v = aa + u. Die Abbildung

v=aa+ur— —aa+u

heil3tSpiegelungan der Hypereben# .

6.4.8 Bemerkung Ist(V, o) ein euklidischer Raum unde V, so hat die Spie-
gelung an(a) ™~ die Form

v — QU(G’U) =: Sa(v).
o(a,a)
Beweis: Seiay = ma die Normierung voru. Fiir v € V gilt dannv =

o(an,v)ay +u furein (eindeutig bestimmtes)e (a)J“’ =: H. Damit gilt fur das
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Abbildung 6.4: Spiegelung an einer Hyperebene

Spiegelbildy’ = —o(an,v)ay +u = v — 20(an,v)an. Wegeno(ay,v)ay =
ZEZZ;“ ist dies die Behauptung. O

6.4.9 Satz Jede Spiegelung ist eine Isometrie.

Beweis: Seienz,y € V undS, die Spiegelung an der Hyperebe(rzme)L‘r fur einen
normierten Vektor. Dann istz = aa + u, undy = Ba + u, Mit ug, u, € (a)",
und wir erhalterv (z, y) = af+o(ug, uy) = (—a)(—F)+o(ug, uy) = o(—aa+

Uz, —fa + uy) = 0(Se(x), Sa(y)). O

6.4.10 Lemmalst S eine Spiegelung, so giflet(S) = —1.
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Beweis: Sei S die Spiegelung an der HyperebeHedurch0. Dann istH > = (a)

fur einen normierten Vekter € V, und wir erhalten eine BasiB := {a, b1, ... b1}
vonV, so daf}{by,...,b,_1} eine Basis vorH ist. Dann gilt nach Lemma 4.3.5
det S = Ap(S(a),S(b1),...,S(bp—1)) = Ap(—a,by,....bp_1) =
—AB(a,bl,...,bn,I):—l. O

6.4.11 Bemerkung Man bezeichnet Isometrien eines euklidischen Raumes auch
als Drehungenoder Rotationen Dabei heildt eine Rotatio® eigentlich wenn

det R = 1 ist. Anderenfalls heil3t sieneigentlich Ist A ein Eigenwert einer Rota-
tion R, so mul @it einen Eigenvektos schon||a|, = ||Ral, = |[Aalls = |A|l|a]s

und damith € {1, —1} gelten.

6.4.12 Lemma Die eigentlichen Drehungen eines euklidischen Vektorrauivigs)
bilden eine Untergruppe der allgemeinen orthogonalen Grupg#’, o) . Man
nennt sie diespezielle orthogonale Grupped bezeichnet sie THtO (V, o).

Beweis: SeiSO(V,0) := {R€O(V,0)| det R =1}.DannistfirF,G € SO(V,0)
auchdet(FG 1) = det F det(G~') = 1 und damitFG ! € SO(V, o). 0

6.4.13 SatzSei(V, o) einn-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist jede
von der Identit verschiedene Isometrie vénin sich ein Produkt von tchstens
n- vielen Spiegelungen.

Beweis: Als erstes haben wir uns aubérlegen, dafd sich jede Spiegelung eines
Teilraumes vori/ zu einer Spiegelung adf fortsetzen &3t. Sei dazd/ ein Teil-
raum vonV und Hy; eine Hyperebene durchin U. Dann wird das Komplement
Hy e von Hy in (U, o) durch einen Vektorn. € U C V aufgespannt. Eine Spie-
gelung anH in U hat dann die Fornwa + h — —aa + h mit h € H. Nun
betrachten wir(a)™ in (V, o). Dies ist eine Hyperebene duréhin (V, o). Die
Abbildungaa +h —s —aa+ hfarh € ()"~ definiert eine Spiegelung gn) "~

in V, die die Spiegelung i/ fortsetzt. Wir bemerken noch, dal3 die Fortsetzung
der Spiegelung auf \ U die Identigt ist.

Wir beweisen den Satz nun durch Induktion nacHst dim V' = 1, so hat jeder
Endomorphismus vol die Gestalix - id und wegen Korollar 6.4.6 mufif'eine
Isometrie|a| = 1 sein. Damit sindd und—id die einzigen Isometrien adf, und

wir haben nichts zu beweisen.

Seinumm > 1 und F' eine Isometrie voi¥’ in sich. Gibt es einen Vektar € V' mit

a # 0 und Fa = a, so betrachten wir die Hyperebeiie := (a)J“’. Firh €¢ H

gilt o(a, Fh) = o(Fa,Fh) = o(a,h) = 0, d.h. Fh € H. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es Spiegelung®n. .., S, auf (H,o) mitr < nundF[H =
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Sy - -+ Sy. Nach unserer Vorbemerkungfdt sich aber jede Spiegelufgauf (H, o)
zu einer Spiegelung; auf (V, o) so fortsetzen, daB(aa) = «a ist. Damit ist
F(aa+h) = aa+ (FH)(h) = aa+(S1--- Sp)(h) = (S]---S).)(aa+h), und
wir erhaltenF’ = S} - - - S... Wir haben also

(Ja€eV)Fa=a = (Ir<n)(3Si,...,S)[S1,...,S, sind Spiegelunger&i)

ANF=8---5]

gezeigt.
Erfullt die Isometrie die Voraussetzung des Satzes, so gibt es wégérid ein
b eV mit Fb # b. Seinuna := Fb—bundH := (a)J“’. Die Spiegelung arif
bezeichnen wir miSg;. Dann istSy(a) = —a und damit

S (Fb) — Sg(b) =—Fb+0b. (ii)
Esist
o(Fb+b,Fb—b) =o(Fb,Fb) —o(b,b) =0, (iii)

womit F'b + b unda orthogonal sind und dahéfb + b € H ist. Damit gilt
SH(Fb)+SH(b):Fb+b, (IV)

und aus (i) und (iv) folg{ Sz F')(b) = b. Aus (i) folgt nun, daf3Sy F' ein Produkt
von hochstens: — 1 vielen Spiegelungen ist. Wegéhy, - Sy = id folgt

F=5;-5-5 v)

furr < mn, und wir sehen, da®’ das Produkt von tchstens: Spiegelungen ist.
a

6.4.14 Bemerkung Betrachten wir eine RotatioR beziglich des kanonischen
Skalarprodukts auf def™, so erhalten wir nach Satz 6.1.16

D 5 (R7) = Dpr on (R)',

denn die darstellende Matrix des kanonischen Skalarproduktes ist die Einheitsma-
trix. Damit ist nach Satz 6.4.8 genau dann eine Rotation hegtich des kanoni-
schen Skalarproduktes ii*, wenn2—! = ! ist. Daher definiert man

O(n) := {Ac R | A~ = AL} (6.15)

und nenniO(n) die allgemeine orthogonale GruppBie Matrizen der orthogona-
len Gruppe heil3enrthogonale MatrizenDie Menge

SO(n) = {A€0(n)| detA =1} (6.16)
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ist eine Untergruppe deP(n). Sie heil3t diespezielle orthogonale Grupp&lan
pruft leicht nach, daBuf’ einenn-dimensionalen euklidischen Rau(¥, o) und
eine Orthonormalbasi® von V'

O(n) ={Dp,B(R)| ReO(V,0)} (6.17)
und

SO(n) ={Dpp(R)| Re SO(V,0)} (6.18)
gelten.

6.4.15 SatzEine Matrix2l € R™*™ ist genau dann orthogonal, wenn sowohl ihre
Zeilen als auch ihre Spalten eine Orthonormalbasis Bésmit dem kanonischen
Skalarprodukt bilden.

ap

Beweis: Sei = ( : ) mit a; € R™. Dann gilt2* = 2! genau dann, wenn

On
aia§- = ¢;; furd,7 = 1,...,n gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn
(aj,a;) = 6;; furé,j = 1,...,n gilt, d.h. wennay,...,a, eine Orthonormal-
basis bilden. O

6.5 Sesquilinearformen

Im folgenden werden wir gezwungen sein, auch Veldoméuber dem Kiper
C der komplexen Zahlen zu betrachten. Obwohl wir die komplexen Zahlen hier
voraussetzen wollen, sind einige Vorbemerkungen angebracht.

6.5.1 Komplexe Zahlen Das Polynomz?+1 hatinRR keine Wurzel, da Quadra-
te reeller Zahlen niemals negativ sind. Man “adjungiert” daher eine Wurzel dieses
Polynoms, diaiblicherweise mit bezeichnet wird und betrachtet den Einsetzungs-
homomorphismu®[z] — R[i]. Dann istR[i] eine kommutativeR-Algebra der
Dimension2, denn das Minimalpolynom vonist z? + 1. Insbesondere isk[i]

ein kommutativer Ring, in dem jedes Element die Gestait i3 mit o, 5 € R
hat. Nun beobachtet man weiter, da+ i3) - (o« — i) = o + 5% und damit

(e +if) - zrigs (e — if) = 1 gilt. D.h. R[] besteht nur aus Einheiten und ist
daher ein Kiper, den man mi€C bezeichnet. Die Elemente vdh heiRenkom-
plexe ZahlenJede komplexe Zahl hat die Gestalt= « + 8 mit o, 5 € R,
wobei a und 8 eindeutig bestimmt sind. Man neni{(z) := « denRealteilund
3(z) := B denlmagirarteil der komplexen Zaht = « + 3. Die Abbildung
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—:C — C, die durcha +i8 := « — i definiert ist, heil3onjugation die
Zahl« — i3 die konjungiert Komplex&on « + 5. Man puift sofort nach, daf? die
Konjugation ein involutorischer Automorphismus v@rist.

Wegen(a + i) (a + i) = o? + B2 erhalten wir eine Abbildung

|:C — R
2 —>VZzZZ

und rechnen leicht nach, daR dies eine Normfunktion(ist, fir die |z 2| =
|21||22| gllt

Eine wichtige Eigenschaft der komplexen Zahlen wird im folgenden Satz ausge-
drtickt, den wir ohne Beweis zitieren.

Fundamentalsatz der Algebra Der KorperC der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen, d.h. jedes Polynom C[z] zerfllt uberC in Linearfaktoren.

6.5.2 Bemerkung Man rechnet sofort nach, daf die Abbildung

M:C — R**?

a+iff— (_g g)

ein injektiver Homomorphismus der Ringe ist. Daher ist die Menge

wa-{(3 2

t
N N ) a f a B
als Ring isomorph z@ und somit ein Kiper. Wir erhalter( 8 a) : <—,B a) =
1

(a2 +B2) (0 (1)> , und es folgt aus Satz 6.4.5, daR die Elem<nt_eg g) mit

mﬁeR}gW“

o? + 82 = 1 Drehungen de®&? sind. Wegen

(€1,82) (_g g) = (a1 — B&2, BE1 + ab) (6.19)
und
(€1,82) - <gg —l_— §§z> =a(& +€2)

ist der Drehwinkel der Drehun@ = arccos . Wegena? + 32 = 1 ist dann
B = sin O, und die Drehungen haben die Fofm C(.)S@ sin© . Ubersetzen
—sin® cos©®

wir dies mit M ~! zunick in die komplexen Zahlen und beachten wir, daR=
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Va2 + B2furz = a+ i € Cgilt, so konnen wir jede komplexe Zahl e C in
der Form

z=|z|-(cos© +isinO) (6.20)
oder, unter Verwendung der Exponentialfunktion, als
z = |z|e™® (6.21)

darstellen. Dabei heif3t| derBetragund © dasArgumentder komplexen Zaht.
Betrachten wir die Bijektio: C — R? mit V(a + i) := (a, (), d.h. fassen
wir C als denR? auf, so ersehen wir aus (6.19), déRz;) - M (z3) = V (z129) ist.
Ubersetzen wir dies mi¥ —' und M —" wieder in die komplexen Zahlen auk,

so sehen wir, daf3 sich die Multiplikation mit komplexen Zahlen vom Betraly
Drehung auffasserafit, wobei der Drehwinkel durch das Argument der Zahl gege-

ben ist. Multiplikationen mit, das durc dargestellt wird, entsprechen

0 1
-1 0
daher Drehungen uf und Multiplikationen mit—1 Drehungen umr.

6.5.3 Definition SeienV undW Vektorrdumetuber dem KiperC der komplexen
Zahlen. Eine AbbildungF: V' — W heilRt semilinear(d.h. halblinear) , wenn
F(u+v) = Fu+ Fvund F(\v) = XF(v) fur alleu,v € V und\ € C gilt.

Eine Abbildungo: V x W — C heifl3t eineSesquilinearforn(eine eineinhalb-
fach lineare Form), weniz. o(z,y) linear und\y. o(z,y) semilinear ist, d.h.
wenno (au + v, w) = ao(u,w) + Bo(v,w) undo(u, av + pw) = ao(u,v) +
Bo(u,w) gelten.

Eine Abbildungs: V' x V' — C heildthermiteschwenn(Vu,v € V))[o(u,v) =

o(v,u)] gilt.
Man beachte, daR jede hermitesche Ferrfir die \z. o(z,y) linear ist, bereits
sesquilinear ist.

Wir ubertragen nun dieuf Bilinearformen in Abschnitt 6.1 und 6.2 eingéften
Begriffe und Sitze auf hermitesche Sesquilinearformen. Die Bewelsatiagen
sich in der Regel mitielos.

Zunéchst definieren wir deSesquilinearkerriner hermiteschen Sesquilinearform
in Analogie zum Bilinearkern als

Bkerno ={veV| (VzeV)o(xz,v) =0]} ={veV| (VyeV)[o(v,y) = 0]}

und nennen eine hermitesche Sesquilinearfomitht ausgeartetwenn Bkerno =
{0} ist.
Ist o eine hermitesche Sesquilinearform, so definiert
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0o :=Ax.0(x,a)

eine Linearform, und damit erhalten wir eine semilineare Abbildung
oV — V" mit o"(v) =0, = Az.0o(z,v)

und
Bkern o = Kern o*.

Fir nicht ausgeartetes ist o* daher eine injektive semilineare Abbildung vbn

in V* und demnach eine semilineare Bijektiam Endlich dimensional® .

Ist V' ein endlich dimensionaler Vektorraurh, € End V') ein Endomorphismus
unda € V, soistAz.o(Fz,a) € V*, und es gibt daher ein eindeutig bestimmtes
a € Vmit\z.o(Fz,a) = 0*(a') = \z.o(z,ad"). Die Abbildunga — o’ ist
wieder linear und heil3t die zz adjungierte Abbildungt”. Es gilt also

o(Fu,v) = o(u, F7v) (6.22)

und

o(u, Fv) = o(Fv,u) = o(v, F7u) = o(F°u,v). (6.23)

Weiter erhalten wifo*oF'?)(a) = A\z. o(z, F%a) = Az.o(Fz,a) = \x.o(x,a)o0
F=o040F = F*(0,) = F*(0*(a)) = (F* o 0*)(a) und damit

c*oF? = F*oo". (6.24)

Wie im Falle von Bilinearformen uft man nach, daf? die Abbildung — F7 ein
involutorischer Antiisomorphismus des Endomorphismenringes ist. Allerdings ist
sie kein Homomorphismus der Algebren, sondern wegénF')’ = (aF)*c* =
a(F*o*) = a(c*F7) = o*(aF?) nur semilinear.

Ein Unterschied zur Situation symmetrischer Bilinearformen ergibt sich auch bei
der Matrixdarstellung von hermiteschen Sesquilinearformen. Wir definieren wie
im Falle der Bilinearformentui’eine Sesquilinearform auf einem endlich dimen-
sionalenC-VektorraumV mit BasisB = {bi,...,b,}

Dp(0) == (0(bi, b)) nn- (6.25)

Ist2 = (q;;) € C™™, so seidl := (a@;) die konjungiert komplexe Matrix zu
2. (Um 2 typographisch von der Abbildurilj zu unterscheiden, ist didberstrei-
chung fetter gesefetist B = (by,...,b,) eine Basis vor¥ und® g p-(c*) =
(aiz), so erhalten wis™ (b;) (b) = (3°7—; @ijb})(br) = ayx und damitd g p-(0*) =
(0*(b;)(bj))n,n- Damit erhalten wir @ir eine hermitesche Sesquilinearfosm
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

D55+ (0°) = (0" () (0)nn = (065, b)) = (7T0,57)) = Dr(o)- (6.26)

’

Um das Diagramm 6.1 zu modifizieremhfen wir diekonjungierte Koordinaten-
darstellungbeaiglich einer Basis3 = {b1,...,by,} durch

n
hp () aiby) i= (@, .., 0n)
=1

ein. Dann modifiziert das Diagramm 6.1 zum Diagramm in Abbildung 6.5. Um

(Cn DB’B(AG) (Cn
hp hp
AO'
%4 1%
Dp,p*(0*) a* a* Dp,p(0*)
* *
1% A %4
hB* hB*
c” —— c”
D+ px(A*)

Abbildung 6.5: Zusammenhang zwischen adjungierter und dualer Abbildung
beaiglich einer hermiteschen Sesquilinearform

die Kommutativitit des Diagramms zu zeigen, berechnen ity ;" | 8;ib;) =

Doiy Bio* (bi) = 307, Bi Z;‘L:I O‘ijb;f - Z?:1(Z?:1 /Bz'aij)b;f fur®p p- (o) =

(a;5), woraus sicl® g g+ (0*) o hg = hp- o o* ergibt. Damit sind das linke und

rechte Trapez kommutativ. Weiter gifis (A (327, Bibi)) = (X0, Bicvity -+, 2oy Bittin) =
(0, Bility -y 2oiey Bi@in) = Dpn(a2) (hp (321, Bibi)), womit auch die Kom-
mutativitit des oberen Trapezes gezeigt ist.

Aus dem Diagramm 6.5 ergibt sich die Transformationsformel

— 1

95,8(A%) = Dp(o) - Dp,(A)" - Dpl0)

woraus sich durchlbergang zum konjugiert komplexen
—_—t
Dp.5(A7) =Dp(0) - Dps(A) -Dp(0) " (6.27)

196



6.5. Sesquilinearformen

ergibt.

Sind B und C zwei Basen eines endlich dimensionalen komplexen Raumes, so
kommutiert das Diagramm in Abbildung 6.6. Die beiden Trapeze haben wir ge-
rade nachgerechnet, die Kommutatitities rechten Dreiecks wurde schouhiei
gezeigt (Satz 3.3.13), und die Kommutatitities linken Dreiecks rechnet man
muhelos nach.

Dp px(0*) n
cm C
‘—\ /h(*
— h o* B
TO,B _B V - ‘/>k TB*,C*
ho \h(z*
cm ——— c?
De,ox (%)

Abbildung 6.6: Basistransformation der Matrix einer hermiteschen Sesquilinear-
form

Aus dem Diagramm in Abbildung 6.6 erhalten wir die Basistransformationsformel

P —1
Dc(o) = De,c- (%) = Lc,BOB,B* (U*)TB*yc* = {ZC,B@B(U){ZC,B . (6.28)

6.5.4 Lemma SeiV ein C-Vektorraum undr eine Sesquilinearform auf. Die
vono induziertequadratische Formy,: V. — C ist genau dann reellwertig, wenn
o hermitesch ist.

Beweis: Ist o eine hermitesche Sesquilinearform adf so ist wegerv(x, z) =
o(x,r) stetsq,(z) = o(z,x) € R. Fir die Gegenrichtung berechnen wir

4o (T +Yy) = ¢5(2) — ¢o(y) = o(2,y) + 0(y,z) 0
und
@o(z +1y) — 4o(z) — 4o (y) = io(y,z) —io(z,y) (ii)
aus (i) und (ii) erhalten wir
95 (z+y) — ¢o(2) — 4o (V)] +ilao (z +iy) — 4o (2) — @o(y)] = 2- 0 (2, y). (i)

Ist g, reellwertig, so sind beide Klammern reell. Vertauschenamimdy in (iii),

so veghdert sich der der Realteil von (iii) nichtuFdie Summe der Imagamteile
ergibt sichg, (z +iy) + 4o (y +12) — 245 (2) —2¢5 (y) = G0 (2) +40(y) +o(z,iy) +
o(iy, ©) + 4o (y) + 4o (7) + 0 (y, 12) + 0 (17, y) — 2¢5(7) — 2q5(y) = —io(z,y) +
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

io(y,x)—io(y,x)+io(z,y) = 0. Damit erhalten wits(20(z, y) +20(y, x)) = 0,

woraus sichr(z,y) = o(y, =) ergibt. Somit istr hermitesch. O

6.5.5 Definition SeiV ein VektorraurruberC. Eine hermitesche Sesquilinearform
heif3t

positiv definitwenn (Vz € V)[z #0 = o(z,z) > 0] gilt,
positiv semi-definitvenn (Vz € V)[o(z,z) > 0] gilt,

negativ definitwenn (VzeV)z #0 = o(z,z) <0] gilt,
indefinit,wenn (3z € V)(Jy e V)[o(z,z) >0 A o(y,y) < 0] gilt.

Analog wie fir positiv definite Bilinearformen erhalten wir den folgenden Satz.

6.5.6 SatzEs seiV ein komplexer Vektorraum (d.h. ein Vektorrauber dem
Grundikrper C) und o eine positiv semi-definite Sesquilinearform &ufDann
gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(Vu,v € V)[|o(u,v)|> < o(u,u)o(v,v)]. (6.29)

Fur positiv definite Sesquilinearformensteht in Gleichung (6.29) genau dann das
Gleichheitszeichen, wennundv linear abhangig sind.

Beweis: Der Beweis ist eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 6.8r3. F~
a, 8 € C erhalten wir

0 < o(au+pv, au+pv) = ado(u,u)+BBo(v,v)+aBo(u,v)+aBo(v,u). (i)

Ist o(u,u) = 0, so wahlen wir@ = 1 und erhalterd) < ao(u,v) + ao(v,u) +
o(v,v) = ac(u,v) + ac(u,v) + o(v,v) fur allea € C, was nur it o(u,v) =0
maglich ist. Isto(u, u) # 0, so wahlen wirg := o(u,u) = § und teilen Unglei-
chung (i) durchs. Das ergibt

0 <ad +o(u,u)o(v,v) + ao(u,v) + ao (v, u). (i)
Nun wadhlen wiree :== —o(u, v) in (i) und erhalten

0 <o(u,v)o(u,v) +o(u,u)o(v,v) —o(u,v)o(u,v) — o(u,v)o(v,u)

(iii)

= —o(u,v)o(u,v) + o(u,u)o(v,v),

d.h.o(u,v)o(u,v) < o(u,u)o(v,v) und damitjo(u,v)|> < o(u,u)o(v,v).
Sindu undv linear ablaingig, so ist: = Av fur einA € C, und es folgto (u, v)|> =
IM2%0(v,v) = a(Av, Av)o(v,v). Sindu undwv linear unablingig und istr positiv
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definit, so stehtdi o # 0 in (i) das <-Zeichen. Dann ist aber auet{u,u) > 0
womit folgt, dal? auch in (iii) das-Zeichen steht. Damit folgt abe (u, v)|? <
o(u,u)o(v,v). a

6.5.7 SatzlIst V ein komplexer Vektorraum undeine hermitesche positiv definite
Sesquilinearform au¥’, so definiert|v|, := \/o(v,v) = /g, (v) eine Norm und
dy(u,v) := |lu —v|, eine Metrik aufl/".

Die Beweise erfolgen wrtlich wie die der &ize 6.2.6 und 6.2.7. O

6.6 Unitare Vektorraume

6.6.1 Definition Ein Paar(V, o), wobeiV ein komplexer Vektorraum und eine
positiv definite hermitesche Sesquilinearform &uist, heil3t einunitarer Raum

Wir Uibernehmen dieuf’euklidische Rume getroffenen Redeweisen und Defini-
tionen sinngeral® {ir uniire Riume. So nennen wir die positiv definite Sesqui-
linearform dasSkalarproduktdes unitiren Raumes und bezeichnen die von dem
Skalarprodukt induzierte Norm mit| ||,. Zwei Vektorenu, v heil3enorthogonal
odersenkrechtwenno (u,v) = 0 ist. Wir Ubertragen die Definition demthogo-
nalen Komplementsiner Teilmengd/ C V'

Ute .= {veV| (Ve eV)[o(v,z) = 0]}.

Die Definitionen, Lemmata, &Ze und Korollare 6.3.6 - 6.3.1#bértragen sich
mihelos auf undre Riume.
Auf demC" erhalten wir dakanonische Skalarprodukiurch

<ZC, U> =1r 6t'

Die darstellende Matrix des kanonischen Skalarprodukteadtiehder kanoni-
schen Basis ist die Einheitsmatrix. Die kanonische Basis bildet eine Orth_otnormal-
basis beaglich des kanonischen Skalarproduktes@st C**™ und gilt& = &,

so definiert

o (t,v) := 16H’

eine hermitesche Sesquilinearform. Wir nenig@re C"*™ positiv definit, wenn

G = G_Bt und die von& erzeugte hermitesche Sesquilinearform positiv definit ist.
In Analogie zu Korollar 6.3.17 erhalten wir mit dem gleichen Beweis aus (6.28),
daR& genau dann eine positiv definite Matrix ist, wenn es2ia GL(n,C) gibt

mit S = 23
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

6.7 Komplexifizierung reeller Vektorraume

Wir wollen einen reellen Vektorraum in naticher Weise zu einem komplexen
Vektorraum machen. Die Idee dazu besteht darin, aus Vektorgne V den
“komplexen” Vektorz + iy zu bilden und die skalare Multiplikation durch for-
males “Ausrechnen(¢ + in)(z + iy) = £z — ny + i(nz + £y) festzusetzen. Die
Elemente des komplexifizierten Raumegssén somit als Paafe,y) € V x V
aufgefalRt werden, wobeiden Realteil und, den Imagimiteil repesentiert. Dies
ist der Hintergrund der folgenden Definition.

6.7.1 Lemma SeiV ein reeller Vektorraum. Die Mendé x V wird mit der punkt-
weisen Addition und der Multiplikatio(¢ + in) - (z,y) := (£x — ny, &y + nx)
ein C-Vektorraum, den wir mit’ bezeichnen wollen. Der Vektorrauvhheif3t die
Komplexifizierungvon'V'.

Beweis: Wir haben bereits tifier gesehen, daf3 x V' mit der punktweisen Additi-
on eine additive abelsche Gruppe bildet. Die Axiomiedie skalare Multiplikation
rechnet man einfach nach. O

6.7.2 Lemma Die Abbildung: V' — V miti := (z,0) ist injektiv, und es gelten
D) (Vz,yeV)l(z,y) =2+ 7],

(@) (V¢,neR)(Vo,y € V)[({x +ny) = {2 + 0y,
B) (V& neR)(Vz € V)[(€ +in)z = ({x,nx) = ET + inZ].

Beweis: Offensichtlich ist injektiv. Die Behauptung (2) ist klar, und die erste Glei-
chung in (3) rechnet man anhand der Definition der skalaren Multiplikation sofort
nach. Dann ist insbesondeimg(y, 0) = (0, 7ny), woraus sich die zweite Gleichung

in (3) und (1) sofort ergeben. O

6.7.3 Satzlst V ein reeller Vektorraum und3 eine Basis vor/, so istB :
{b| b € B} eine Basis voiV. Inshesondere istimg V' = dim¢ V.

Beweis: Ist (z,y) € V, so ist nach Lemma 6.7.@:,y) = Z + ij. Da B eine
Basis vonV ist gibt es einn, &1,..., &, undny, ..., Mitz = > )7 1§kbk und

y = >, n;bj. Dann folgt mit Lemma 6.7.2z,y) = 371 lfkbkﬂzj ln]b =

D ket Skbr + 1370 niby = Dk (€ + ink) bk, und wir habenB als Erzeugen-
densystem nachgewiesen. Gilt,_; b, = 0 mit oy, = (& + i), so folgt mit
Lemma 6.7.2(0,0) = >7p_; (&kbr,mkbi) = (Xp=1 Ekbrs Dok=1 Mibr), woraus
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sichg = --- :§n~: m = --- =n, = 0undfolglich aucho; = --- =a, =0
ergeben. Damit isB eine linear unaldrigige Menge und somit eine Basis. 0O

Damit haben wir nachgewiesen, daf sich unsere Ausgangsidee verwirkditen |”
Durch die Abbildung” wird V' in V' eingebettet, und wir &finen daher: und z
identifizieren. Nach Lemma 6.7.2 hat dann jedes V' die Gestalt: = z + iy.

6.7.4 Lemma SindV und W reelle Vektoraume undF’ € Hom(V, W) und defi-
nieren wir : V. —s W durch F(z,y) := (Fz, Fy), d.h.F(i + i) := Fz +
iFy, soistF € Hom(V, W). Die Abbildung: Hom(V, W) —s Hom(V, W) mit
F — F istein Homomorphismus der Ringe uRdinear, d.h. es giIEF/J\r/nG =
¢F +nGfure,n e R

Ist B eine Basis voivV undC' eine Basis voi#/, so f0|gtgé7é(ﬁ) =Dp,c(F).

Beweis: Klar durch Nachrechnen. O

6.7.5 Korollar Fir F € EndV) gilt det F = det F. Inshesondere ist dann
Charpol . = Charpol ;.

Beweis: Wegendet I = det D g (F') erhalten wir die erste Aussage aus Lemma
6.7.4. Nun gilt abeCharpol . = det(D 5 5(F)—z-€) = det(Dp p(F)—z-€) =
Charpol . O

6.7.6 Lemma st (V, o) ein euklidischer Raum und definieren Witz +i¢;, 2+

iY2) = o(z1,72) +0(y1,y2) +ilo(w1,y2) — o(z2,y1)] fUr z1,29,91,y2 € V, SO
ist (V, &) ein unitirer Raum.

Beweis: Klar durch Nachrechnen. O

6.7.7 Satzlst (V, o) ein euklidischer Vektorraum untl € EndV'), so gilt Fo
Fo.

Beweis: Es ist&(F7 (&1 + ifh), #2 + if2) = 6(Fozy + iFoy;, &y + ifja)
o(F7z1,22) + o(F7y1,y2) + i[o(F7x1,y2) — o(z2, F7y1)] = o(z1, Fao)
a(yl,Fyg) —|: i[a(wl,Fyg) — U(FxQ’yl)] fy 5(:%1 + g1, Fxo + iFyg)
o(z1 + 191, F(Z2 + i%2)), woraus sichF’e = F7 ergibt.

o I+
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6.8 Isometrien unitarer Raume

6.8.1 Definition Eine lineare Abbildung zwischen zwei uai€n Riumen, die das
Skalarprodukt respektiert, heil3t eine Isometrie.

Mit dem gleichen Beweis wie in Satz 6.4.2 erhalten wir, dal3 jede Isometrigrenit”
Raume schon ein Monomorphismus der Veldarie und damit im endlich dimen-
sionalen Fall bereits ein Isomorphismus der Velkdome ist.

6.8.2 SatzSei(V, o) ein endlich dimensionaler uiiter Raum. IStF: V. — V
eine Isometrie voiv in sich, so nennen wif' eineunitare Abbildung. Ein Endo-
morphismus” € End(V) ist genau dann urdlr, wennF ! = F7 ist.

Die Menge

U(V,0) :={FcEndV)| F~' = F’}

ist mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe. Sie heil3tktigmeine
unitare Gruppevon(V, o).
Fur FF e U(V,0) qilt |det F| = 1.
Die Menge
SU(V,0) := {F eU(V,0)| detF =1}
ist eine Untergruppe ddv (V, o). Sie heil3t dispezielle unéfe Grupperon(V, o).

Die Beweise erfolgen wie im euklidischen Fall. O

6.8.3 Satzlst (V, o) ein euklidischer Raum und € End(V') eine Isometrie von
(V,0), so ist dessen komplexe Fortsetzungine Isometrie vofV/, 7).

Beweis: Wir haben nach Satz 6.8.2 nur nachaifpri, daRF> = F! ist. Das

ergibt sich aber aus den Lemmata 6.7.4 und 6.7.7 wéfeén= F~! = Fo = F9,
O

Ist (V, o) ein euklidischer oder uratér Vektorraum, scaldt sich {ir jeden Endo-
morphismusF’ € End V') eine Norm

o(Fz,Fz)
o(x,x)

[ llo := Sup{ T € V} (6.30)

definieren. Bf diese Norm erhalten wir
|aF |, = Vaa|F|, = |af - [|F,- (6.31)

Die Isometrien sind dann genau die Endomorphismen mit Nigrdhh. wir haben
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O(V,o) ={FeEndV)| |F|, =1} (6.32)
fur euklidische bzw.
U(V,0) ={FeEndV)| ||F|, =1} (6.33)

fur unitire Riume. Die Normen von Endomorphismen spielen in der Funktional-
analysis und in der numerischen Mathematik eine wichtige Rolle.

Betrachten wir wieder den Spezialfall des anéii Raume&™ mit dem kanoni-
schen Skalarprodukt, so ist dessen darstellende Matridhieh der kanonischen
Basis die Einheitsmatrix. Aus (6.27) folgt daher, @B8enau dann urdi ist, wenn

21 = ' ist. Daher definiert man
Un) == {2ec| a! =2}

und nennt (n) die allgemeine unére Gruppe Ebenso setzt man
SU(n) :={A€U(n)| detA=1}

und nenntSU (n) die spezielle undre Gruppe Die Matrizen inU(n) hei3en
unitare Matrizen In Analogie zu Satz 6.4.15 erhalten wir

6.8.4 SatzEine Matrix ist genau dann urdit, wenn ihre Spalten- bzw. Zeilenvek-
toren eine Orthonormalbasis dé€¥' beziglich des kanonischen Skalarproduktes
bilden.

6.9 Normale Endomorphismen

Vorbemerkung  Unitare und euklidische &ime haben sehr viele gemeinsame
Eigenschaften. Zur Vereinfachung der Notation bedeute d&her euklidischen
Falle den KorperR und im uniéiren Falle den KrperC.

6.9.1 Definition Sei(V, o) ein euklidischer oder uratér Vektorraum. Ein Endo-
morphismusF' € EndV') hei3t normal, wenn er mit seiner adjungiertéfi ver-
tauschbar ist, d.h. wenR? FF = FF7 qilt.

6.9.2 Lemmal st F' ein normaler Endomorphismus, so sind alle Elemente von
K[F] mit den Elementen i F'? | vertauschbar.

Beweis:Ist A = 7", Oszk und B = >0, ﬁij’j,_ so erhalten wirAB =
120" Vet kB FEFTT = ST S0y 0B FOVFY = BA. O
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6.9.3 LemmasSind Fy, ..., F, € EndV) und gilt }>%_, F7;F; = 0, so folgt
Fi=--=F,=0.

Beweis: Firz € V erhalten wi) = o (3°7_ ) F7;Fjz,x) = 327, o(F7jFjz,x) =
Z;;l o(Fjz, Fjz). Das ist nur nglich, wennF;z = 0 ist. Dawirz € V' beliebig
gewdhlt haben, folgt; =0 furj =1,...,n. O

6.9.4 Satzlst (V, o) ein euklidischer oder urdrer Vektorraum und? ein norma-
ler Endomorphismus voW. Dann entlélt K[F'] keine vor) verschiedenen nilpo-
tenten Elemente.

Beweis: Wir zeigen zuachst, daf? ein nilpotenter Endomorphismus,dénF =
F7 gilt, bereits0 ist. Ist ' # 0 und nilpotent, so gibt es efne N, so darF2* #0,
aberF2*" = 0 ist. Dann folgtFe 2" F2* = F2*' = 0 und damit nach Lemma
6.9.3F2" = 0. Widerspruch.

Fir A € K[F] gilt aber(A”A)? = A% A, und (A A) ist wegen der Vertauschbar-
keit von A und A” nilpotent, wennA dies ist. Damit is{ A7 A) = 0, woraus sich
o(Az, Ax) = 0(A% Az, x) = 0 fur allex € V und damit4 = 0 ergibt. 0

Zusammen mit Satz 5.7.4 erhalten wir die folgende Aussage.

6.9.5 Korollar Jeder splitte normale Endomorphismus eines euklidischen und je-
der normale Endomorphismus eines &ren Vektorraumes ist halbeinfach und
damit diagonalisierbar.

6.9.6 Lemma SeiV ein K-Vektorraum und ein halbeinfacher Endomorphismus
von V' mit MinimalzerlegungF" = 37, \;C;. Gilt dannF = >, ju By, fur
ein vollséindiges Orthogonalsystem;, ..., Bs, so istr = s, und es gibt eine
Permutationr € S, Mit Aj = pir ;) UNdCj = By(jy.

Beweis: Sei I = }7._, A\;C;j = >75_; puBi und sowohiCy, ..., C; als auch
Bi,..., Bs ein vollséindiges Orthogonalsystem. Dann gilt, wie im Beweis von
Satz 5.7.4 gezeigt,

FF) =3 F)C5 = flu) B (i)
j=1 k=1
fur jedes Polynomy € K[z]. Wahlen wir in (i) fiir f; := [[;_,(z — ux), so
erhalten wirf;(;;) B; = f;(F) € K[F] und damit .
Bje K[F] fur j=1,...,s. (ii)
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Demnach gibteg;,,...,C;, C{C1,...,Cr}undyy,. .., v, € K mit
m
Bp=Y %Cj fur k=1,...,s. (iii)
=1

Da Bj idempotent ist, folgt aus (iiiy_;~, v/ Cj, = B} = B = ;" 7Cj, und
damity; € {0, 1}. Also gilt

my
By=Y Cj, fur k=1,...,s. (iv)
i=1
Aus Symmetriegsiidden erhalten wir auch
nj
Cj=) By fur j=1,...,r (v)
i=1

Da nun sowoh(, ..., C, alsauchBy,. .., B, linear unabhngig sind (vgl. 5.7.3),
folgt m, = 1furk = 1,...,sundn; = 1furj = 1,...,r. Alsoist B; €
{C1,...;C,}furj =1,...,sund Cy € {By,...,Bs}. Damitistr = s, und
es gibt eine Permutatiom € .S, mit C; = B, (;), woraus dann auch; = fi.;
folgt. O

6.9.7 Lemma st (V, o) ein endlich dimensionaler uiiter oder euklidischer Raum,
so giltim F° = (Kern F)** undKern F” = (Im F)™’".

Beweis: Mit Lemma 6.3.6 erhalten wiz*[(Kern I_?)L"] = (Kem F)* =1Im F* =
o*[lm F°] und damit(Kern F)*= = Im F°. Ahnlich folgt o*[(Im F)'7] =
(Im F)* = Kern F* = o*[Kern F7]. a

6.9.8 Lemma Sei(V, o) ein endlich dimensionaler ugiter oder euklidischer Vek-
torraum. Fur jeden normalen EndomorphismBse End(V') gilt dannKern F7 =
Kern Fundlm F? =Im F'. Insbesondere ist dand = Kern FF DQIm F.

Beweis: Es gilt

reKemF & o(Fz,Fr)=0
& o(F°Fz,z) =0
& o(FFz,2) =0

& o(Fz,F°z) =0 & z € Kern F°.

Mit Lemma 6.9.7 folgt dann ImF” = (Kern F)™= = (Kern F7)** = Im F.
Wegen
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

V =Kern F @ (Kern F)*~
=Kern FDQIm F°
=Kern FQIm F

ist alles bewiesen. O

6.9.9 Lemma st (V, o) ein euklidischer oder urdrer Vektorraum und” € End(V')
ein normaler Endomorphismus, sol&g(\, F) = Eig(), F?) fur jeden Eigenwert
AVONnF.

Beweis: Wir betrachten den EndomorphismaGs:= F — Xid . Dann giltG? =
F7 — Xid , und wir erhalten

GG = (F7 — Xid )(F — \id)
=F°F — \F — \F° + \id
= FF° — \F° — XF + A)\id
= (F — \id )(F° — Jid) = GG°.

Damit istG normal, und mit Lemma 6.9.8 folgt

Eig(\, F) = Kern G = Kern G” = Eig(}, F7). O

6.9.10 SatzSei(V, o) ein endlich dimensionaler euklidischer oder @mnér Vek-
torraum undF € EndV') split Uber K (im unitaren Fall ist dies immer etifllt).

Der Endomorphismug’ ist genau dann normal, wenn es eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren voR gibt.

Beweis: «<: SeiB eine Basis vorV aus Eigenvektoren voR. Firb € B erhal-
ten wir o (F7b,b) = o(b, Fb) = Xo(b,b) = (b, b) und damitF'?b = \b. Also
folgt FOFb = FoAb = AXb = A\b = A\Fb = FXb = FF?b. Damit sindF und
F° auf allen Basisvektoren und damit auf gdnzertauschbar.

=: Ist F' normal, so istF’ nach Satz 6.9.4 halbeinfach. Bt= }"%_, \;C; die
Minimalzerlegung, so gilt nach Satz 5.84= U, & --- & U, mit U; := C;[V].
Wir behaupten, dafl? sogar

V=00 QU ()

gilt. Sei dazuu; € U; undu; € U; furi # j. DaC;,C; € K[F] sind nach
Lemma 6.9.20; und C7 vertauschbar. Dann folgt(u;, u;) = o(Cju;, Cjuj) =
o(u;, C7 Cjuj) = o(ui, C;CIu;) = 0, denn wegeni # j istu; € Kern C; und
nach Lemma 6.9.8 ist Ker; = Kern C7. Damit ist (i) gezeigt. Nach Satz 5.8.13
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gilt nunU; = Eig()\;, F'). Die RAume(U;, o |U;) sind wieder euklidisch bzw. urit”
und besitzen daher Orthonormalbaden Dann ist abel3 = By U --- U B, eine
Orthonormalbasis voir, die aus Eigenvektoren vafi besteht. O

Zusammen mit Satz 5.8.13 erhalten wir als Korollar des Satzes 6.9.10
6.9.11 Korollar Jeder splitte normale Automorphismus ist diagonalisierbar.

6.9.12 Bemerkung Wir betrachten nun deff” mit dem kanonischen Skalar-
produkt. Rir 2 € C**" ist der Endomorphismug{ genau dann normal, wenn
A A= ist, und dies ist genau dann der Fall, weln- 2 = A - A’

ist. Daher nennen wir eine Matri¥ € C**™ normal, wenn§[lt A = A - Q_lt

ist. DaC algebraisch abgeschlossen ist, ist jede normale Matrix @pditC. Da-
mit existiert nach Satz 6.9.10 eine Orthonormalbdsigon Eigenvektoren. Damit
ist T - A - Tpe p €ine Diagonalmatrix, deren Hauptdiagonale alle Eigenwer-
te in ihrer Vielfachheit geatilt entlalt. Da das kanonische Skalarprodukt sowohl
beziglich der kanonischen Basis als auch der Bdsidurch die Einheitsmatrix
dargestellt wird, folg ', = ‘mt aus (6.28) und die Matri€ s g- ist unitir.
Damit haben wir den folgenden Satz gezeigt.

6.9.13 Satzlst2 € C"*™ eine normale Matrix, so gibt es eine uim¢ Matrix &
mit

A0 0
ea8=|? -,
: . -0
0 -~ 0 X\
wobeil\q, ..., )\, alle Eigenwerte voR in ihrer Vielfachheit geahlt sind.

6.9.14 Bemerkung Um eine normale Matrigl € C**™ auf Diagonalgestalt zu
transformieren, mul3 man nicht zuerst deren Minimalzerlegung kennen. Man weifl3
ja aus Satz 6.9.13, daR eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren existiert. Diese
laft sich finden, indem man zaretist die Wurzeln des charakteristischen Polynoms
bestimmt, d.h. die Gleichung

det(A — z&) =0

lost. Dies liefert alle verschiedenen Eigenwekig. .., A\, zusammen mit deren
algebraischen Vielfachheiten. Nun bestimmt man die Eigenvektoren das#nL"”
der Gleichungssysteme

;(Q[ - )\i@) =0.
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

Die Eigenvektoren zu einem Eigenwext orthonormalisiert man nach Schmidt

zu einer Orthonormalbasis;, . . . , b;,;, von Eig(\;, (). Dadurch erhalten wir eine
Orthonormalbasigby1, ..., b1, 0r1,..., by, ) vonC™, und flr
0
0
bi1 .
B, = gllt B;20 = \;%B; und daher ‘BZQ[‘E =\
bini
0
0
mit
[ 0
: 0
G = Aiei("“"i)
: 0
[ 0
blnl
Die Matrix B := : ist unitir, da ihre Zeilenvektoren eine Orthonormalba-
brnr

sis bilden, und wir erhalten

A0 0
paE = | ° o
. 0

0 0 A,

Damit haben wir ein Verfahren zur Berechnung der angiti’ Transformationsma-
trix einer normalen Matrix. Der schwierigste Punkt dabei ist die Berechnung der
Eigenwerte, da das charakteristische Polynom den @itzat. Hier missen in der
Regel Methoden der numerischen Mathematik in Anspruch genommen werden.
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6.10 Unitare und orthogonale Abbildungen

Wir erinnern daran, daf} wir die Isometrien euklidischeuRé alsorthogonale
und die Isometrien urarer Riume alaunitare Abbildungen bezeichnen. Wir wol-
len in diesem Abschnitt einige Eigenschaften arét"und orthogonaler Automor-
phismen genauer studieren.

6.10.1 SatzSei(V, o) ein euklidischer oder urdrer Raum. SindB und C' zwei
Orthonormalbasen vo(\V, o), so ist die TransformationsmatriXz ¢ orthogonal
bzw. unitr.

Beweis: Sind B und C Orthonormalbasen, so i®g(c) = D¢(0) = €. Nach
—

Satz 6.1.17 oder (6.28) folgt daheér= ¢ p - Top' bzw. € = Top - Top -
Damit iS'[{ZC,B*l = {ZtC’B bzw. {ZC,B*l = {ZC,Bt. O

6.10.2 SatzJeder uniéire und orthogonale Automorphismus ist normal.

Beweis: Ist F' ein orthogonaler oder uwitér Automorphismus, so gilf”F =
F'F=id =FF'=FF°. a

6.10.3 Satzlst F' ein orthogonaler oder urdirer Automorphismus und ein Ei-
genwert vor¥, so ist|A| = 1. Damit sindl und—1 die einzigen riaglichen reellen
Eigenwerte.

Beweis: Ist F' orthogonal oder urélr; so istF’ eine Isometrie, undui'einen Eigen-
vektorv zum Eigenwert erhalten witj|v||, = ||Fv|ls = ||Av|s = |A|||v]l». Damit
ist|A| = 1. 0

6.10.4 SatzJeder uniire Automorphismug’ ist halbeinfach. Damit isf’ diago-
nalisierbar. IstF = 22:1 A;C; die Minimalzerlegung vor¥’, so ist jeder der
Endomorphismeny; selbstadjungiert, d.h. es giitY = C;.

Beweis: Da F' insbesondere normal ist, it nach Korollar 6.9.11 diagonalisier-
bar. Seil" = »7%_, A\;C; die Minimalzerlegung. Nach Satz 6.10.3 sttt = X,

und wir erhalten(3%_; X;C5) (35, ACj) = Yi_; AjA;C; = id . Damit ist

S NC = F = F = (Y X0 = Y5, \Cf. Dacy,...,Cf
ebenfalls ein vollgtihdiges Orthogonalsystem bilden, folgt aus der in Lemma 6.9.6
gezeigten Eindeutigkeit der Darstelluag = C7 furj =1,...,r. O

Wir erinnern an die orthogonale und wami¢ Gruppe)(n) := {2 € R™" | 2~ = '}
bzw.U(n) == {AeC"| oL =AY,
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

6.10.5 SatzSei(V, o) ein euklidischer bzw. uriter Vektorraum. Eine Matrix ist
genau dann unitr oder orthogonal, wenn sie die darstellende Matrix eines or-
thogonalen bzw. uriiten Automorphismus bigglich einer Orthonormalbasis von
(V, o) ist. D.h. wir habeniir eine Orthonormalbasi$ von (V, o)

O(n) ={Dp,s(F)| FeO(V, o)}
bzw.

Un)={Dpp(F)| FeU(V,o)}.

Beweis: Fir FF € O(V,0) bzw. F € U(V, o) folgt nach (6.27) bzw. nach Satz
—_—t
6.1.160p 3(F) ' =Dpp(F ') =Dp(F7) =Dp(0)Dp (F) Dplo)" =

@B,B(F)t. Damit ist {Dp p(F)| F € O(V,0)} C O(n) im euklidischen und
{Dpp(F)| FeU(V,0)} C U(n)im unitaren Fall. Ist umgekeh@ € O(n)
bzw.2l € U(n), so erhalten wirti F := hp o A o hp ! sofortDp 5(F) = A
und damitd 5 5 (F”) = Dp(0)A Dp(0) ' =A =A=' = Dy 5(F~'). Damit
istF' € O(V,o) bzw. F € U(V, o), und wir haben auch die umgekehrte Inklusion
gezeigt. O

6.10.6 Satzlst 2l € C"*™ eine unifire Matrix, so gibt es eine uite Matrix &
mit

A0 0
cas' = | ° AN
0 0 M\
wobeily, ..., \, alle Eigenwerte voRl in ihrer Vielfachheit geihlt sind.

Wir wollen nun Normaldarstellungen orthogonaler Automorphismen studieren. Die
Schwierigkeit, auf die wir hier unmittelbar stof3en, ist, dal3 die Endomorphismen
euklidischer Rlume nicht notwendigerweise splibérR sind. Hier missen wir die
Theorie der Komplexifizierung des Abschnitts 6.7 zu Hilfe nehmen.

6.10.7 SatzSei(V, o) ein euklidischer Vektorraum uné ein orthogonaler Auto-
morphismus voi. Dann gibt es es eine Orthonormalbasisvon (V, o), so dal3
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(p,p)
¢ [ 0
—¢@9)
0
Dec(F) = a m :
-m &
0
&r Nr
[ . 0o |m &
wobeip die Anzahl der Eigenwertg, ¢ die Anzahl der Eigenwerte-1 und mit
ap = & +in, fUr k = 1,...,r die Zahlenay, aq,. .., o, @, alle komplexen

Eigenwerte vorF' in ihrer Vielfachheit gezhlt durchlaufen.

Beweis: Wir setzen den Automorphismus komplex zuF" fort. Nach Satz 6.8.3
ist £ dann uniéir. Die charakteristischen Polynome v&hund F' stimmen nach
Korollar 6.7.5uberein und sind daher Polynomeli:]. Dann zeréllt Charpol ;.
UberC in die Linearfaktoren

Charpol . = (x + 1)V - (z = 1)° - (z — ) (z — &) - - - (z — o) (7 — 7).

Insbesondere ist mit jedem Eigenwert auch dessen konjungiert Komplexe ein Ei-
genwert. Sind\y, ..., A, die verschiedenen reellen uigl, ..., A; die verschie-
denen komplexen Eigenwerte véh so ist

S t
F= Z)\jCj + Z MO ()
7j=1 k=s+1

die Minimalzerlegung vorE. (Hier ist zu bemerken, daifj < s wegen Satz
6.10.3\; € {—1,1} ist und damits < 2 ist). Dann erhalten wir

V=U,0- QU (ii)
mit Uy, := Ci[V] = Eig\\, F) furk = 1,...,t. ZuUy seily := {z| z € U}.
Zu jedem)y ist X\, € {A\g41,..., A} und damit\, = \;.. Dann erhalten wir auch

U = Upr. (iii)

Definieren wir rimlich flir einen Endomorphismuys € End(V') dessen Konjugati-
on durchG(z) := G(z), so gilt fiir die Fortsetzung eines reellen Endomorphismus
F(z) = F(z). Firu € Uj; folgt daherF(u) = F(@) = N\ji = Au = A\ju
und damitu € Eig(\y, F') = Ujy. Umgekehrt erhalten wirui'v € Uy, daf3
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

F(@) = F(u) = X;u = \;@ und damitu € Eig(\;, F) = U;, d.h.U; C Tj ist.
Damit erhalten wir

V=UD - QU; QUs11 OU; 1 D --- QU, T, (iv)

fur ein geeignetes. Nun wéhlen wir Orthonormalbasen demBneU; und T;,
die zusammen eine Orthonormalbasis. .., by, z1,21,. .., 2, 2 VON V mit
bi,...,bprq € V ergeben. Wir wollenB zu einer “reellen” Basi®3’ C V trans-
formieren. Dazu betrachten wir eines der Paarg von konjungierten Eigen-
vektoren. Eif z = z + iy ergibt sich0 = ¢(2,2) = oz + iy, z — iy) =
o(z,7) — o(y,y) +ilo(z,y) + o(z,y)], woraus|z||% = |ly|2 und

o(z,y) =0 (v)

folgen. Ausl = 6(z,z) = o(z,z) + o(y,y) + i[o(z,y) — o(x,y)] erhalten wir
]2+ ly]2 = 1. Damitistz]ls = ollo = lylle = lylls = 4. Zusammen mit
(v) zeigt dies, daRv/2z, v/2y) orthonormale Vektoren sind. Wegen

2 =2z+4+2, —2y=1iz—1iZ (vi)

ergibt sich als Transformationsmatrix

1 1 1 ..
(Ve Vay),(22) = 5\/5 <_Z- ; > : (vii)
Ist ¢ + in der Eigenwert zw = = + sy und definieren wilU, := (z, Z) sowie
C, := {V2z,v/2y}, so ist
- _(&+in O
D25, (F1Uz) = ( 0 t—in) (viii)

und wir erhalten

Do, (F1U2) =%, 05) D (25),(02

(L 1) (57 (L) bt %)

E+in €—in AN ()
(s ) vl 4)-

28 —2n _ (& —nm
ey )i (5 )

Weiter erhalten wir

V=U:0 QUp+QU, O OUx,, ()
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und fiir C, := (V2Rz,v2Sz) undC := {b1,...,bps} UC,, U---UC,, istC
eine Orthonormalbasis vdri mit

(psp)
¢ 0 e 0
—¢@9)
0
D al(F) = & m
7 -m &
0
67‘ Nr
[ 0 —nr &

Mit Lemma 6.7.4 folgtd o, (F) = D =(F) und dies war die Behauptung. O

6.11 Selbstadjungierte Endomorphismen

6.11.1 Definition Es sei(V, o) ein euklidischer oder uratér Vektorraum. Ein En-
domorphismug” € End V') heiRtselbstadjungiert, wennF? = F ist. (Wir haben
diese Terminologie schon vorher benutzt).

Eine Matrix2l € R**" heiltsymmetrischwenn2l = 2 ist.

) ) ) ) 1.
Eine Matrix2 € C**™ heiRthermiteschwennl = 2 ist.

6.11.2 LemmaSei(V, o) ein euklidischer oder urétrer Vektorraum und3 eine
Orthonormalbasis voriV, o). Ein Endomorphismug’ € GL(V') ist genau dann
selbstadjungiert iV, o), wenn seine darstellende Matrp 5 (F) symmetrisch
bzw. hermitesch ist.

t t t
Beweis: Wegen® g, 5(F7) = Dp(0) Dp,p(F) -Dp(0) =Dp,p(F) folgtdies
unmittelbar. Im euklidischen Falle eatlt'der Ubergang zum konjungiert komple-
xen. |

6.11.3 SatzJeder selbstadjungierte Endomorphismus einesatarit oder euklidi-
schen Vektorraumes ist normal.

Beweis: Dies ist klar wegeF’”F = FF = FF°. O
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6. Euklidische und unitie Vektorsume

6.11.4 Satzlst F' ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen oder
unitaren Vektorraumes, so besitZtnur reelle Eigenwerte. Insbesondere ist jeder
selbstadjungierte Endomorphismus eines euklidischen RaumetspiiR.

Beweis: Im euklidischen Fall setzen wir zu F fort. Dann istF split iberC. DaF

normal ist, besitzt’ nach Satz 6.9.10 eine Orthonormalba3iaus Eigenvektoren.
—_—

Dann gilt nach (6.27Pp p(F) = Dp p(F?) = Dp p(F) . DaDp p(F) eine

Diagonalmatrix mit den Eigenwerten vdnin der Hauptdiagonalen ist, folgt =

A und damith € R fur jeden Eigenwerh von F'. Die gleiche Argumentation gilt

auch im unisiren Fall. Im euklidischen Fall folgt nun, ddR schon splituber R
ist. 0

6.11.5 Satz(Hauptachsentransformation einer symmetrischen Matrix)2dste
R"*™ eine symmetrische Matrix, so gibt es eine orthogonale Marig O(n), SO
dafi

A 0 - 0
6 . Q[ . 615 _ O | . . . . :
: o0
0 -+ 0 M\
wobeily, ..., \, alle Eigenwerte vorl in ihrer Vielfachheit gezhlt sind.

Beweis: Wir betrachtenR™ mit dem kanonischen Skalarprodukt. Der dugtin-
duzierte Endomorphismu ist dann selbstadjungiert und nach Satz 6.11.4 damit
split tiberR. Aus Satz 6.9.10 erhalten wir die Existenz einer Orthonormalkiasis
aus Eigenvektoren vol. Dann hatd s 5() die verlangte Diagonalgestalt, und
die Transformationsmatri€ gz~ ist nach Satz 6.10.1 orthogonal. O

6.11.6 Satz(Hauptachsentransformation symmetrischer Bilinearformen) Es sei
o:R" x R" — R eine symmetrische Bilinearform uRtd= D (o). Dann gibt
es eine OrthonormalbasiB vonR” derart, dafd

A 0 - 0
0o . :
Dp(o) = _

: . .0

0 -~ 0 X\,
ist, wobeiAq,...,\, alle Eigenwerte vor( in ihrer Vielfachheit geahlt sind.
Sind die Eigenwerte so geordnet, dafy..., A\, > 0, \pi1,..., Ap4¢ < O und
Ap+g+1 = -+ = A, = 0 sind, so gibt es eine Orthogonalbagis so daf}
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eep) o ool 0
0 —¢@a
De(o) = ' 0
0 coevrennnn 0 0 0

ist.

Beweis: Die Matrix 2 ist symmetrisch, da eine symmetrische Bilinearform ist.
Wenden wir Satz 6.11.5 adf an, so transformiert sich die kanonische Basis zu
einer Orthonormalbasi®, beaiglich der®z(o) die geforderte Diagonalgestalt

hat. IstB = {by,...,b,}, so definieren wir
. { N[ 72-b; furi=1,....p+gq
' b; sonst.
DannistC' := {ci,..., ¢, } eine Orthogonalbasis, und es gilic;, ¢;) = |A11-\U(bi’ bj) =
ﬁéi]’ furi < p+ q, womit® (o) die behauptete Gestalt ath” a

6.11.7 Bemerkung Die Tatsache, dal3 eine reelle symmetrische Ma&rixur
reelle Eigenwerte hat, ist zanlst erstaunlich und hat “analytische"uade. Wir
arbeiten imR™ mit dem kanonischen Skalarprodukt und betrachten die quadrati-
sche Form

gau(r) == 1A',
Diese definiert eine stetige Funktign: R® — R. Die n-Sphare
Sp={reR"[ [lt| =1}

ist kompakt, und daher gibt es eine S,, mit gy (v) = max {gy(x)| r € S}. Wir

behaupten, daff ein Eigenvektor vorl ist. Dazu betrachten wir den Rauth:=

(b). Gilt v L v2 fir allerw € U, so istol € (v) und damitv ein Eigenvektor.
Sei alsow € U. Wir kdnnentw normieren, so dal3 wie € S,, annehmen gifen.
Nun wahlen wir eine € [0,1] und 5 := /1 — o? und setzen

u:= abv + [w.

Dav und senkrecht aufeinander stehen, falgt S,,, und wir erhalten
gu(0) > gu(u) = o’qa(v) + 7gu(w) + 2cSoAr’

und damit

B%qa(0) > B*qa(10) + 20f02An’,

215



6. Euklidische und unitie Vektorsume

woraus sich nach Division durgh

20002Aw" < B(ga(v) — ga(1w))

ergibt. Sindv2l und o nicht orthogonal, sowtfen wir, indem wir gegebenfall®
durch—1 ersetzenpAw! > 0 annehmen. Setzen wir nun= 1 und damitg = 0,

so ergibt sich der Widerspruai®le! = 0. Also wareno2( und orthogonal und

v ist ein Eigenvektor. Wegenv! = 1 folgt fur den dazugedrigen Eigenwert\
schonov2lv! = vAo! = Abb! = \. Damit istoR(o? = gy (b) der Eigenwert zum
Eigenvektorv. Das Verfahrendl3t sich nun iterieren, indem man die quadratische
Formgy [U betrachtet, diese nimmt auf der — 1)-Sphdre wieder ihr Maximum

an einem Eigenvektor an, und ein reeller Eigenwaft ISich wie eben berechnen.
So ertdlt man letztendlich, daRR alle Eigenwerte reell sind. Dies liefert auch ein
Verfahren zur numerischen Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren.

6.11.8 Bemerkung Der NameHauptachsentransformatioerklart sich aus der
vorherigen Bemerkung. Durch die einer symmetrischen Bilineariornugeord-
nete quadratische Forpg wird eineKurve 8 = {z € V| ¢,(z) = 1} im eukli-
dischen RauniR” erklart. ImR? kann dies ein Ellipse oder Hyperbel, iR¥ ein
Ellipsoid oder Hyperboloid sein. Istein Vektor ing, der Eigenvektor zum Eigen-
wert )\ der darstellenden Matrix vom beaziglich der kanonischen Basis ist, so gilt
r = av furv € Eig(\,2A) N S, und damitl = ¢, (x) = g, (av) = a?q,(v) = a®X
und damit|z|| = |o| = ﬁ Die Eigenvektoren der Matrix, welche die quadra-
tische Form bezglich der kanonischen Basis darstellt, zeigen dann, wie in 6.11.7
gezeigt, in die Richtung der Hauptachsen der quadratischen Kurven.

Wir wollen dies an einem Beispiel ifiR? klarmachen. Sei: R?> x R? — Reine

Bilinearform mit darstellender Matri®g: (o) = (g g) Firz = (21, 22) und
n = (y1,y2) istdann

o(r,n) = a(ziyr + z2y2) + B(T1Y2 + T2y1).
Das charakteristische Polynom v@n: (o) erhalten wir zu

a—x I}

Charpolg_, () = det ( 3 oz

) = 2% — 20z + (a® — B?).

Daraus errechnen sich die Eigenwerte
M=a+va2—a?+p2=a+pf und My=a—p

und die dazugedrigen normierten Eigenvektoren
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b = %\/5(1, 1) und vy = %\/ﬁ(—l, 1).

Die zuo getdrende quadratische Foigp(x) := o(x,r) definiert einequadratische
Kurve

Ri={reR® ¢,(r) = 1}.

Isty = (21, x2), SO erhalten wir, (x) = a(z1? + 222) + 2Bz 122. ISt B = (b1, 03)
die Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, so erhalten wir

Dplo) = <a—5ﬁ a25>

und damit fir hp(x) = (21, 22)

4o () = (a4 P)7 + (= B)z5 = iz} + hozd. (6.34)
Die gemischten Glieder sind also verschwunden. Um diese Tatsache anschaulich
darzustellen, nehmen wi; > 0 und )\, # 0 an und setzed := \/LAT undn :=

IA - Dann erfalt (6.34) die Form

o

Al 2 Z9 2
qo\k) = | — + <_>
) <£ ) n
Im Falle von+ ist die Kurvef eine Ellipse und im Falle vor- eine Hyperbel,

deren Hauptachsen- v, undn - v, sind. Die Hauptachsentransformation bewirkt
also eine Drehung des Koordinatensystems in Richtung der Hauptachsen.
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Symbole

TEREERHMZgYI=<>]

| F(x)}, 6
a=0b modk, 11
m|n, 11
Pow(}M), 11
R, 11
dom(R), 11
mg (R), 11
feld (R, 11
Rio Ry, 11
f1Q =y, 7, 12
f(x), 12
dom(f), 12
Im(f), 12
z— f(x), 12
f[M], 12
ft, 13

fog, 13

id, 13

a+b, 21

Q, 22
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i=
(M), 27
( 19y Un
w, 32
|M]|, 33
dimg (V'), 37
dimV, 37

K™, 38

dij, 39

e, 39

E", 40

Abb(X, K), 40
KX, 40

(f +9)(z), 40
(- f)(z), 40
Abb[X, K], 40

0a, 41

K[z], 41
G(f), 41
[eer Ve, 42
Decs Ve 42

Vip X -o-xV;, 42
Vi@ oV, 42
vn, 42

Kern f, 45

<
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G=H, 47
a~yb, 47

[a]y, 47

a-Kern f, 47
G/Kern f, 48
mp, 48

Ly, 49

a~b modU, 49
[a]r, 50

[G:U], 51

G/U, 52

V/U, 55

Homg (V, W), 61
Hom(V, W), 61
Endx (V), 62
GLk(V), 62
GL(V), 62

=1,...,n

(j)m,n, 66

(c5), 66

Kmxn’ 66

K(mn) 66

¢nn) g7

&, 67

K,,, 67

K™, 67

Dp.c(f) 68
kg[yBchB — C, 68
E%B,C:V — W, 68
A - B, 69

a-b, 70

en", 72

Er 72

Em™" 72

At, 72

V*, 72

B*={b:| ieI}, 73
fEWE — V74
wlwv, 78

Ut, 78

A: K™ — K", 81
A:K, — Ky, 81
e, 81

E", 81

E,, 81

hg:V — K", 83
hp:V — K,, 83
TB,C; 84

Rang(f), 87
Rang(2l), 87

P@Q, 100

Q =:P+a, 100
Chark, 103

N,, 113

Sn, 113

e(m), 114
Ap(vy,...,vy,), 117
det(f), 120
det(21), 122

det, 123

Aij, 126

&ij, 126

A, 126

A, 126

u!, 131

R*, 132
(al,...,an)R, 132
a~pb, 133

f(§), 138
vic(€,f), 142
Eig(), f), 142
Charpol fi 144
Kla], 150

Minpol ,(z), 151
Bkern(o,V), 171
Bkern(o, W), 171
Bkern(o), 172
Aok g(z1, ..., 2p), 174
Dp(0), 175
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gs, 178

llv]l, 179
d(u,v), 179
v]lo, 179
0s(x,p), 180
Cla, 4], 180
O(z,y), 181
dy(v,H), 183
dy(v,H), 183
V=000 QU,, 184
O(V,o), 187
SO(V,0), 190
O(n), 191
SO(n), 191
i, 192

C, 192

R(z), 192
3(z), 192
Bkern o, 194
2, 195

V, 200

F, 201
|F||s, 202
U(n), 203
SU(n), 203
K, 203
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K-Vektorraum, 25
Aquivalenzrelation, 10

Abbildung, 12

duale, 74

involutorische, 77

lineare, 53

semilineare, 194

unitare, 202
Abstandsfunktion, 179
affiner Raum, 100
Algebra, 71, 149

assoziative, 150

der quadratischen Matrizen, 71
algebraischuber K, 152
allgemeine orthogonale Gruppe, 191
allgemeine undie Gruppe, 202, 203
alternierend, 116
Angelpunkte, 95
Antihomomorphismus, 69
Antiisomorphismus, 71
Argument

einer komplexen Zahl, 194
assoziiert, 133
aufgespannter Raum, 27
Aussagen, 1
aussagenlogische Operation, 2
aussagenlogischen Operationen, 2
Aussonderungsaxiom, 6
Auswahlaxiom, 34
Auswahlfunktion, 34
Automorphismus, 46

Basis, 30
duale, 73
kanonische, 40
Basistransformation
elementare, 89
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Betrag
einer komplexen Zahl, 194
Beweis durch lteration, 37
bijektiv, 12
Bild
einer Funktion, 12
einer Menge unter einer Funkti-
on, 12
Bilinearform, 171
alternierende, 172
antisymmetrische, 172
negativ definite, 178
nicht ausgeartete, 172
positiv definite, 177
positiv semi-definite, 177
symmetrische, 172
Bilinearkern, 171

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 178,
198

Cayley

Satz von Hamilton—C., 169
Charakteristik

eines Korpers, 103
charakteristische Gleichung, 143
charakteristische Polynom, 144
Cofaktor, 126
Cosinus-Satz, 182

Definitionsbereich, 11, 12
Determinante

einer Matrix, 122

eines Endomorphismus, 120
Determinantenfunktion, 116

nicht triviale, 116
diagonalisierbar, 148
Differenzenraum

eines affinen Raumes, 100
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Dimension
einer Algebra, 150
eines Vektorraumes, 37
Domain, 11
Drehung
eigentliche, 190
uneigentliche, 190
Drehungen, 190
Dreiecksungleichung, 179
duale Abbildung, 74
dualer Raum, 72
Durchschnitt, 7
zweier Klassen/Mengen, 7

Eigenraum, 142
Eigenvektor, 142
Eigenwert, 142
Einbettung
kanonische, 48
kanonische voiV in V**, 77
Einheit, 131
Einheitsmatrix, 67
Einsetzungshomomorphismus, 151
Element
invertierbares, 131
Elementarmatrizen, 90
endlich erzeugt, 28
Endomorphismenring, 62
Endomorphismus, 46
adjungierter, 173
diagonalisierbarer, 148
nilzyklischer, 161
selbstadjungierter, 173, 213
unitarer, 202
vertauschbarer, 148
Entwicklung
einer Determinante, 128
Epimorphismus, 46
kanonischer, 48, 52
Erzeugendensystem, 27
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minimales, 30
Erzeugnis, 27
Extensionalidit, 5

fur fast alle, 40
Faktorgruppe, 48, 52
Feld, 11
Funktion, 12
inverse, 13
partielle, 11
totale, 12

Gaul3sches Eliminationsverfahren, 95
Gerade, 104, 183
Gleichungssystem
homogenes, 105
lineares, 98
Grad
eines Polynoms, 41, 138
Gruppe, 20
abelsche, 21
allgemeine lineare, 62, 71
allgemeine orthogonale, 187, 191
allgemeine undre, 202, 203
alternierende, 115
kommutative, 21
spezielle orthogonale, 190, 192
spezielle unire, 202, 203
symmetrische, 22, 113

halbeinfacher Anteil, 157
halbeinfaches Element, 154
Halbgruppe, 19
Halbordnung, 10

strikte, 10
Hamilton

Satz von H.—Cayley, 169
Hauptachsentransformation, 214
Hauptdiagonale, 66
Hauptideal, 132
Hauptidealring, 134
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hermitesch, 194
hermitesche Form, 194
Hessesche Normalform, 183
Homomorphiesatz

fur Gruppen, 49

fur Vektordiume, 56
Homomorphismus, 45

der Vektoreume, 53

von Algebren, 150

von Gruppen, 45
Hyperebene, 183

Ideal, 132
beidseitiges, 132
erzeugtes, 132
linkes, 132
rechtes, 132
idempotent, 154
Identitéit, 13
Imagirérteil, 192
Index
einer Untergruppe, 51
Indexmenge, 7
Induktionsanfang, 16, 33
Induktionsbehauptung, 15
Induktionsschritt, 16, 33
Induktionsvoraussetzung, 15
Infixnotation, 10
injektiv, 12
Integrititsbereich, 133
Integrititsring, 23
invertierbar, 131
Isometrie, 187
isomorph, 47
Isomorphismus, 46
affiner Rdume, 101
kanonischer, 76

Junktoren, 2

Kastchenschreibweise

von Matrizen, 70
Korper, 24

algebraisch abgeschlossener, 139

kommutativer, 24
kanonisch isomorph, 76
kanonische Skalarprodukt, 180, 199
Kardinalzahl, 33
Kern

eines Homomorphismus, 45
Kette

in einer Halbordnung, 34
Klassen, 5
Klassendifferenz, 7
Komplement

algebraisches, 126

eines Teilraumes, 58

orthogonales, 78, 182, 199
Komplemendéirmatrix, 126
komplexe Zahlen, 192
Komplexifizierung, 200
komponentenweise Definition, 39
Komposition, 11
Konjugation, 193
konjungiert Komplexe, 193
Koordinatendarstellung, 59, 83

konjungierte, 196
Koordinatenvektoren, 83
Koprodukt

von Vektordumen, 42
Kroneckersymbol, 39

verallgemeinertes, 41
Korper, 24

Lange

eines Vektors, 181
Leere Menge, 6
Lemma von Zorn, 34
Limesschritt, 33
Limeszahlen, 33
linear ablkangig, 28
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linear unabhngig, 29

lineare Abbildung, 53

lineare Mannigfaltigkeit, 103
lineares Gleichungssystem , 98
Linearform, 72
Linearkombination, 28
linksinverses Element, 20
linksneutrales Element, 19

Matrix, 65
ger@dnderte, 99
hermitesche, 213
invertierbare, 71
konjungierte, 126
nilzyklische, 164
normale, 207
orthogonale, 191
positiv definite, 180
symmetrische, 176, 213
transponierte, 72
unitare, 203
Matrixdarstellung
einer Bilinearform, 175
eines Homomorphismus, 68
Matrixmultiplikation, 69
maximal linear unabdrigig, 30
maximales Element, 34
Mengenfamilie, 7
Metrik, 179
metrischer Raum, 179
Minimalpolynom, 151, 152
Minimalzerlegung, 157
Monomorphismus, 46
multilinear, 116

Nachbereich, 11
Nachfolgerzahlen, 32
Nebendiagonale, 66
Nebenklasse

linke, 50
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negatives Element, 67
neutrales Element, 19
nilpotent, 153
nilpotenter Anteil, 157
nilzyklisch, 161
Norm, 179

eines Endomorphismus, 202

euklidische, 135
Normalform

Jordansche, 168
Normalteiler, 52
Normfunktion, 179
normierter Raum, 179
normierter Vektor, 181
Nullideal, 132
Nullmatrix, 67
Nullstelle, 139
Nullteiler

linker, 23

rechter, 23

Ordinalzahlen, 31
Ordnung, 10

einer Gruppe, 51

strikte, 10
Ordnungen

aquivalente, 31
Ordnungstypus, 31
orthogonal, 78, 181, 199
Orthogonalbasis, 185
orthogonale Matrizen, 191
orthogonale Summe, 184
Orthogonalsystem

vollstandiges,, 154
Orthonormalbasis, 185

Paar

geordnetes, 9
Paarmenge, 7
Partition, 47
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Permutation, 22, 113
gerade, 115
ungerade, 115
Pivots, 95
Polynom
charakteristisches, 144
irreduzibles, 141
konstantes, 139
Polynome, 41
Polynomring, 138
Potenzmenge, 8
Potenzmengenaxiom, 8
Primelement, 134
Produkt
inneres zweier Vektoren, 70
kartesisches, 17
von Matrizen, 69
von Vektordumen, 42
Punkte
eines affinen Raumes, 100
punktweise Definition, 39

quadratische Form, 178, 197
Quelle

einer Funktion, 12
Quotientengruppe, 48, 52
Quotientenraum, 56

Rang
einer linearen Abbildung, 87
einer Matrix, 87
range, 11
Raum
affiner, 100
metrischer, 179
Realteil, 192
rechtsinverses Element, 20
rechtsneutrales Element, 19
Rekursion, 16
transfinite, 33

Rekursionsvorschrift, 16, 33

Relation, 10
antireflexive, 10
antisymmetrische, 10
konnexe, 10
konverse, 11
lineare, 10
rechtseindeutige, 11
reflexive, 10
symmetrische, 10
transitive, 10

relativ prim, 134

Ring, 22
der Polynome, 42
euklidischer, 136
faktorieller, 137
kommutativer, 22
mit 1, 22
nullteilerfreier, 23

Rotation
eigentliche, 190
uneigentliche, 190

Rotationen, 190

Satz des Pythagoras, 182
Schieflorper, 24
Schranke
obere fir eine Kette, 34
selbstadjungiert, 173
semilinear, 194
senkrecht, 78, 199
Sesquilinearform, 194
indefinite, 198
negativ definite, 198
nicht ausgeartete, 194
positiv definite, 198
positiv semi-definite, 198
Sesquilinearkern, 194
Signatur
einer Permutation, 114
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Skalarprodukt, 180, 199
kanonisches, 180
kanonisches aut™, 199
von Vektoren, 70

Spalte
einer Matrix, 66

Spaltenrang, 93

Spaltenumformungen
elementare, 91

Spaltenvektoren, 67

Span, 27

spezielle orthogonale Gruppe, 190, 192

spezielle unire Gruppe, 202, 203
Spiegelung

an einer Hyperebene, 188
split Gber K, 154
Spur, 144

einer Matrix, 145

eines Endomorphismus, 145
Strecke

ine einem affinen Raum, 100
Stufenlinie, 95
Summe

direkte von Vektoraumen, 42

orthogonale, 184

von Unterdaumen, 57

direkte, 57

surjektiv, 12

Teiler, 133
gemeinsamer, 134
teilerfremd, 134
Teilklasse, 5
Teilmenge, 5
Teilraum, 26
invarianter, 162
Teilring, 23
Transformationsmatrix, 84
Transformationssatz, 85
Transposition, 113
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transzendentber K ., 152

Unbekannte, 98
Unbestimmte, 41
Unbestimmten, 138
Unendlichkeitsaxiom, 8
unitarer Raum, 199
Universum

mathematisches, 5
Untergruppe, 21
Unterraum

zyklischer, 161
Unterring, 23
Untervektorraum, 26

Vektorprodukt, 150
Vektorraum, 25

endlich erzeugt, 28

euklidischer, 180

komplexer, 198

normierter, 179

reeller, 177

unitarer, 199
Vereinigung, 7

zweier Klassen/Mengen, 7
Vereinigungsmengenaxiom, 7
Verkntipfung, 19

assoziative, 19
vertauschbar, 148, 157
Vertraglichkeit

einerAquivaIenzreIation, 52
Vielfachheit

algebraische, 145

einer Wurzel, 139

geometrische, 147

vollstandiges Orthogonalsystem, 154

Vollstandige Induktion, 15, 16
\Vorbereich, 11

Winkel, 181
Wohldefiniertheit
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einer Abbildung, 48
Wohlordnung, 14
Wohlordnungssatz, 33
Wurzel

eines Polynoms, 139

Zahlen

ganze, 22

natirliche, 14, 21, 32

rationale, 22
Zeile

einer Matrix, 66
Zeilenrang, 93
Zeilenstufenform, 95
Zeilenumformungen

elementare, 91
Zeilenvektoren, 67
Ziel

einer Funktion, 12

Ubergangsmatrix, 84
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