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Vorwort

Der vorliegende Text war die Grundlage einer im Sommersemester 1994
an der Westfalischen Wilhelms-Universitat gehaltenen Vorlesung. Es
handelt sich hier um eine vorlaufige Version, die, um den Abstand zwi-
schen Vorlesung und Erscheinen des Skriptums nicht zu grol3 werden
zu lassen, mit ,heil3er Nadel fertiggestellt wurde. Daher wird der Text
sicher noch mit vielen Unzulanglichkeiten behaftet sein. Es ist auch ge-
plant, ihn spater noch um einen Abschnitt Gber das Kontinuum und tber
grol3e Kardinalzahlen zu erganzen.

Anregungen, Kritik und Fehlermeldungen sind erwiinscht an
pohlers@math.uni-muenster.de

Ich bedanke mich bei allen, die mich bei der Erstellung des Manuskripts
unterstltzt haben. Insbesondere bei den Horern der Vorlesung, die we-
gen der simultanen Erstellung des Skriptums manche Mehrdeutigkeiten
in der Bezifferung von Satzen, Lemmata und Definitionen erdulden muf3-
ten.

Mein ganz besonderer Dank gilt aber meiner Sekretarin FrarvNA
PFEIFER die das Skript praktisch vorlesungsbegleitendTgX erstellt

hat.

Munster, im Juli 1994 W. BHLERS

In der Zwischenzeit liegt eine erste Korrektur und Erweiterung der Vor-
lesung vor. Hier habe ich insbesondere Herrn stud.mattestk LEE

fur die Korrektur einer Unzahl kleinerer und grofRerer Ungenauigkeiten
zu danken.

Munster, im November 1994 W.dHLERS

Das Vorlesungsskript hat sich in der Zeit, seit der es verfiigbar ist, grof3en
Zuspruchs erfreut und sich offensichtlich als grof3e Hilfe bei Prifungs-
vorbereitungen erwiesen. In der nun vorliegenden Form wurde es von
Herrn Dipl. Math. NGo LEPPERSnochmals durchgesehen und an etli-
chen Stellen erganzt. Fur diese sorfaltige und mihevolle Arbeit mdchte
ich mich ganz herzlich bedanken. Dartber hinaus hat er den Text an
IATEX 2¢ angepaldt und so das Layout verbessert.

Minster, im August 1999 W. BHLERS
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1. Vorbemerkungen

Die Mengenlehre hat sich als Sprache der Mathematik in diesem Jahr-
hundert fest etabliert. Die vorliegende Vorlesung hat es sich zum Ziel ge-
macht, die in der Mathematik tblicherweise verwendeten mengentheore-
tischen Begriffe prazise einzuftuihren und dartiber hinaus eine Einfihrung
in das Gebiet der axiomatischen Mengenlehre zu geben.

Die Mengenlehre als eigenstandige mathematische Theorie ist noch sehr
jung. Zwar hat man seit langem in der Mathematik von Gesamthei-
ten, Klassen oder ahnlichen Zusammenfassungen gesprochen und auch
in Ansatzen versucht, eine Algebra solch abstrakter Gesamtheiten zu
entwickeln, die eigentliche Etablierung der Mengenlehre ist jedoch das
Werk eines einzelnen Forscherss @G CANTOR [*1845, 11918]. Er

hat die Mengenlehre als eine Theorie des Unendlichen geschaffen. Das
Problem der Unendlichkeit hat Mathematiker (und in vielleicht noch gr6-
Rerem Malie auch Philosophen und Theologen) schon immer beschéaf-
tigt. Seit langem hatte man beobachtet, dal3 im Zusammenhang mit dem
Begriff des Unendlichen ein Reihe von Paradoxien auftraten. Eine Zu-
sammenstellung solcher Paradoxien heRRARD BOLZANO um 1847
begonnen und 1848 vollendeBei aller Tiefe der dort angestellten Be-
obachtungen wird jedoch klar, daf’ zu diesem Zeitpunkt keine mathema-
tische Theorie des Unendlichen zur Verfiigung stand.

Manche Autoren bezeichnen den 7. Dezember 1873 als den Geburtstag
der Mengenlehre. Dieses Datum tragt ein VOkNCOR an DEDEKIND
gerichteter Brief, in dem er ihm einen Beweis der Tatsache mitteilt, dal3
es ,mehr* reelle als natlrliche Zahlen gibt. Hier wird erstmalig eine pra-
zise Definition des Begriffes ,mehr‘ im Unendlichen gegeben. Dieser
Begriff geisterte schon seit geraumer Zeit herum. NachulvILLES
Entdeckung nicht algebraischer Zahlen hatte man das Geflhl, es gabe
~-mehr irrationale als rationale Zahlen, wobei der Begriff des Mehrseins
kaum zu fassen war, liegen doch die rationalen Zahlen dicht in den reel-
len Zahlen. Vorausgegangen waren UntersuchungexmGRs liber die
Eindeutigkeit der Darstellbarkeit von Funktionen durch trigonometrische
Reihen. Der Ausgangspunkt war ein Theorem vanM&RD HEINE,

das besagt, daf3 sich eine im Intervallr, ) stetige Funktionf(z) in
eindeutiger Weise durch eine gleichméal3ig konvergente trigonometrische
Reihe

1Erschienen 1851 unter dem Titedradoxien des Unendlichers nachgelassenes Werk bei
Reclam sen. Leipzig.



1. Vorbemerkungen

1 (0.9]
f(z) = 500+ nz_:l(an sin nx + b, cos nx)

darstellen laR3t. Die Frage war, in wie weit sich die Voraussetzungen der

Stetigkeit und gleichmaligen Konvergenz abschwachen lieBen. Ohne

auf analytische Details einzugehen, wollen wir hi&mJoRs Vorgehen

kurz skizzieren. Nattrlich genigt es, eindeutige Darstellungen der Null
0=Co+C1+Co+---+Cp + - (1.1)

mit Cy = 3dp undC,, = ¢,sinnz + d,, cosnz zu betrachten. Durch
zweimaliges formales gliedweises Integrieren ergibt sich dEvRNN -
Funktion

T-T Ch
Bereits REMANN hatte in seiner Habilitationsschrift diese Funktion be-
trachtet und aus deren Eigenschaften Rickschliisse auf die durch die tri-
gonometrische Reihe dargestellte Funktion gezogen. Insbesondere hangt
die Eindeutigkeit der Darstellung in (1.1) von Eigenschaften der in (1.2)
definierten Funktior# ab. Istinsbesondet€linear, alsaF'(x) = cx+¢,
so lalt sich folgern, dal3 alle Koeffizientep und d,, in den C,, ver-
schwinden mussen.
Man schreibt (1.2) in der Form

CO——cx—c —Z Z(cnsmnx+d cosn:z;) (1.3)

und erhéalt aus Periodizitatsgrindén = ¢ = 0. Also ist

—=>" f—Q + R, (1.4)
=1

und man erhalt gleichmafige Konvergenz. Damit durfte man jeden Term in (1.1)

mit cosn(z — t)dz ,multiplizieren” und gliedweise integrieren. Daraus ergibt sich

¢p sinnz + d, cosnz = 0, was endliche,, = d,, = 0 ergibt.

Er erhielt also den folgenden Satz:

Ist eine Funktionf durch eine trigonometrische Reihe gegeben, so gibt

es keine weitere trigonometrische Reihe fiidie Uberall konvergiert.

Mit diesem Ergebnis war ANTOR jedoch nicht zufrieden. In einer im

Januar 1871 nachgeschobenen ,Notiz* zur Arbeit vom April 1870 stellt

er zunachst eine von KONECKER angeregte Vereinfachung seiner Ar-

gumentation vor, daneben bemerkt er, daf} endlich viele Ausnahmen in

der Konvergenz der Reihe zum Wefitz) nicht schadlich sind. (Aller-

dings ergab sich das auch schon aus deamBEschen Satz, der nur ,fast

uberall” stetig bendtigte). Die entscheidende Verallgemeinerung in der
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,Notiz* bestand jedoch darin, daf3 er unendlich viele Ausnahmepunkte
zulassen durfte, wenn sie nur so verteilt waren, daf3 in jedem endlichen
Intervall immer nur endlich viele dieser Ausnahmepunkte lagen. Ob-
wohl diese Arbeit noch ganz im Stile der damals traditionellen Mathe-
matik lagen, laf3t sich hier ein Wendepunkt inlrors Denken fest-
machen. Er betrachtet in dieser Arbeit zum ersten Male Ausnahmemen-
gen. Hier ist eine weitere wesentliche Arbeit zu erwahneBRHMANN
HENKELS 1870 im Universitatsprogramm der Universitat Tidbingen er-
schienener Aufsatz ,Untersuchungen tber die unendlich oft oszillieren-
den und unstetigen Funktionen®. In einer 1871 im Zentralblatt publizier-
ten Besprechung dieser Arbeit zeigt sichNG OR besonders von EN-

KELS Methode der Kondensation von Singularitaten beeindruckt. Diese
eroffnete ihm auch weitere Verallgemeinerungen seines Eindeutigkeits-
satzes. Er hatte bereits gezeigt, dald endlich viele Ausnahmepunkte in
einem endlichen Intervall nicht stérten. Wenn unendlich viele Ausnah-
mepunkte auftreten, mul3ten sie sich naci. BANO-WEIERSTRASSIN
einem Punktr des Intervallega, b) haufen. Gibt es nur einen solchen
Haufungspunkt, so enthélt jedes Teilintervall \@nx) nur endlich vie-

le Ausnahmepunktel’ mulite also linear auf allen diesen Teilintervallen
sein und damit also auch linear auf, z). Mit der gleichen Methode
lassen sich dann aber auch endlich viele Haufungspunkte der Ausnah-
mepunkte behandeln. Damit war ebenso der Weg fir den Fall offen, dai3
die Haufungspunkte der Ausnahmepunkte sich einmalig und damit auch
endlich oft hauften u.s.f. Doch hier ergaben sich sofort uniiberwind-
liche technische Schwierigkeiten. Die Theorie der transfinit iterierten
Prozesse, die hier nétig wurde, war damals eben noch nicht entwickelt.
Daneben wurden die zu betrachtenden Punktmengen immer komplexer
und CANTOR erkannte, dal3 nur eine rigorose Theorie der reellen Zahlen
weiterhelfen konnte. @NTOR sah ein, dald weitere Fortschritte in der
Verallgemeinerung seines Eindeutigkeitssatzes die Bearbeitung grundle-
gender Probleme in der Theorie der reellen Zahlen voraussetzte.

Er begann mit einer Theorie der Irrationalzahlen. Die rationalen Zahlen
setzte er voraus. Er entwickelte den Begriff der Fundamentalfolge (die
wir heute oft als GucHYfolgen bezeichnen, da sie dagW@HYsche
Konvergenzkriterium erfullen) und assoziierte mit jedexuCHyfolge

ihren Grenzwert (den er einfach als ein Zeichen verstand). Er definierte,
wann zwei solche Grenzwertzeichen die ,Gleichheits®*-, ,Kleiner-als*-
und ,,GrolRer-als“-Relation erflillten und setzte die arithmetischen Ope-
rationen auf die Grenzwertsymbole fort. So hat er Gber dem von ihm
A genannten Bereich der rationalen Zahlen einen neuen BeB=abér
Grenzwerte geschaffen. In analoger Weise schafft er dann einen neu-
en BereichC' der Grenzwerte von Fundamentalfolgen von Grenzwerten
u.s.f. Er stellt dabei wohl fest, dal3 zwischBrnund C' eine eineindeu-
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1. Vorbemerkungen

tige Korrespondenz besteht, was zwisckiennd B nicht der Fall war.
Dennoch legt GNTOR Wert auf die Unterscheidung der neu geschaf-
fenen ,Gebiete"B, C, D,..., die sich durch Iteration seiner Methode
ergeben. Er spricht von ZahlengroRen d&F Art. Allerdings geht er

in dieser Arbeit ,Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen* bewul3t nicht weiter auf die Auswirkungen
seiner Theorie auf die ,Infinitesimalanalysis‘ ein.DEKIND bemerk-

te, dal3 die reellen Zahlen héherer Arten nichts zur Theorie der reellen
Zahlen beitrugen). @NTOR ordnete nun den Punkten der Zahlengera-
den die von ihm geschaffenen Zahlengrof3en zu, wobei er ,axiomatisch*
forderte, dal’ jeder seiner Zahlengro3e auch einem Punkt zu entsprechen
habe. Damit stellt er den Bezug zwischen Punkt- und GroRenmengen
her. Auch hier fihrt er Mengen hoherer Art ein. Dazu definiert er den
Begriff des Grenzpunktes (Haufungspunktes). Die MeRgéer Hau-
fungspunkte vorP bezeichnet er als deren erste Ableitung. Nun iteriert
er die Ableitungen weiter und betrachtete in der zitierten Arbeit nur Fal-
le, in denen der Ableitungsprozess nachielen Schnitten zur leeren
Menge fiihrt. Solche Mengen nennt er Mengenid&Art und verallge-
meinert seinen Eindeutigkeitssatz dann auf Ausnahmemeri¢jefurt.
Obwohl diese Arbeit ,nur* endliche Iterationen der Ableitungsprozes-
se enthalt, gilt sie als der Schlissel zaNTORS spéaterer Entwicklung

der transfiniten Ordnungszahlen. Diese Entwicklung manifestiert sich in
einer Reihe von Artikeln mit dem Titel ,Uber unendliche lineare Punkt-
mannigfaltigkeiten“ aus den Jahren 1879 — 1884.

Der Startpunkt zur Mengenlehre war aber die bereits in dem Brief an
DEDEKIND angekundigte und 1874 in Crelles Journal erschienene Ar-
beit ,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen“, dessen 82 die Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen enthalt.
Das Problem, dasANTOR fiir den Rest seines Lebens beschaftigte, war
die Frage nach der exakten Grof3e der Machtigkeit des Kontinuums der
reellen Zahlen. Zunachst war gar nicht klar, dal3 der Machtigkeit des
Kontinuums tberhaupt eine Kardinalzahl — ein Aleph, wieNCOR es
ausdrtickte — zukommt. Dies wurde auch mannigfach bezweifelt und
wurde erst eigentlich richtig klar, als E.EEEMELO 1904 den Wohlord-
nungssatz bewies (vgl. Satz 3.6.4). Allerdings wurde dem Beweis mit
Skepsis begegnet. Der Grund dafur lag wohl in der Verwendung des
Auswahlaxioms (das damals nattrlich noch nicht explizit als Axiom for-
muliert vorlag). Dies und einige Inkonsistenzen (z.B. digsRELLsche
Klasse), die bereits ANTOR bekannt waref) fiihrten zur Notwendig-
keit, die Mengenlehre zu axiomatisieren. Eine solche Axiomatisierung
wurde zuerst 1908 voneRMELO angegeben. Spater fligten ARAEN-

2ygl. die Briefe GANTORS an DEDEKIND vom 28. Juli und 28. August 1899



KEL und T. XOLEM noch das Ersetzungsaxiom hinzu. Doch auch auf
der Basis dieser Axiome war (und ist) die Frage nach der Machtigkeit des
Kontinuums nicht zu beantworten.URT GODEL konnte 1938 die rela-
tive Konsistenz der Annahme, daf3 die reellen Zahlen die erste transfini-
te Kardinalitat jenseits der Kardinalitdt der nattrlichen Zahlen besitzen,
mit den Ubrigen Axiomen der Mengenlehre zeigen. Erst 1963 gelang es
PauL COHEN zu zeigen, dal3 auch die Negation dieser Annahme rela-
tiv konsistent zu den tbrigen Axiomen der Mengenlehre ist. Damit war
klar, dal3 die Frage nach der Machtigkeit des Kontinuums auf der Ba-
sis des ZRMELO-FRAENKELSschen Axiomensystems nicht beantwortet
werden kann.

Ziel dieser Vorlesung ist es, neben einer Einfihrung in die Begriffs-
welt der Mengenlehre einen Beweis deSiELschen Ergebnisses uber
die relative Konsistenz der Kontinuumshypothese zu geben.



1. Vorbemerkungen
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2. Klassen und Mengen

Ziel dieses Kapitels ist es, zu einer Beschreibung der Grundeigenschatf-
ten eines idealen mathematischen Universums zu gelangen. Dabei wol-
len wir zunachst vollig informal vorgehen. Im Verlaufe der Vorlesung
wollen wir unsere Betrachtungsweise zunehmend verfeinern.

2.1 Grundbeobachtungen

Wir bezeichnen das mathematische Universum hiind vereinbaren
die folgenden Redeweisen:

2.1.1 Notationen

(i) Mit a € U notieren wir, dals ein Objekt des Universums ist. Ob-
jekte des Universums heil3dfengen

(i) Gilt (Vz)(z € K = x € U), so heil3¢tK eineKlasse Eine Klasse
ist also eine ,Kollektion” von Mengen. Ist € K, so heil3tz ein
Elementvon K.

2.1.2 Definition Sind K; und K5 Klassen, so definieren wir
(EXt) K=K & (V!E)(CIZ eK| & xe€ Kg)
Wir betrachten also diextensionale Gleichhewon Klassen.

2.1.3 Transitivitat von &/ Wir wollen davon ausgehen, dal alle ma-
thematischen Objekte Mengen sind. Gilt alse ¢/ undz € a, so soll
x wieder eine Menge sein, d.h. wir fordern

(Tran) aeUNz € = € U.

In Worten besagt das Transitivitatsaxiom, dal} jede Menge auch eine
Klasse ist.
Ist  eine Eigenschaft, so bilden wir die Klasse

{relU]| o(z)}.
Dabei schreiben wir im allgemeinen kurz
{z] ®(z)},

was ausreichend ist, da alle Objekte Elemente des Universums sind. Wir
haben dann das Komprehensionsprinzip

11



2. Klassen und Mengen

(CA) ac{z| p(x)} © aclUN ¢(a).

Wir wollen an dieser Stelle bemerken, dal3 nicht jede Klasse auch eine
Menge ist. So gilt fir die RSSELLsche Klasse

R:={z| x ¢ x}
nicht R € Y. Hatten wir namlichk? € U, so folgte mit(CA)
ReR < R¢R,

was ein offensichtlicher Widerspruch ist.
Wir fiihren noch einige Notationen ein:

2.1.4 Notationen

() A#B:= -A=8B

(i) A{ag,...,an}t:={x| z=ayV -+ Vx=a,}

(i) 0:={x| = # z} (leere Klasse)

(iv) AUB:={z| z € AV z € B} (Vereinigung vonA und B)
(v) ANnB:={z| z € ANz € B} (Durchschnitt vonA und B)
(vi) A\ B:={z| x€ ANz ¢ B} (Komplementvorns in A)
(i) UA :={z| (Jye )z €y]} (Vereinigung Uberl)

(viii) N A :={z| (VycA)[x € y|} (Durchschnitt Uber)

(X) AC B & (VzeA)[z € B] (Inklusion)

X)) AS B :& ACBAA# B (echte Inklusion)

2.2 Algebra der Klassen

Fur die eben eingefiuhrten Operationen der Vereinigung und des Durch-
schnittes sowie die Inklusionsrelation lassen sich einfache Rechenregeln
entwickeln. Die Klassen bilden eine vollstandigeg8LEsche Algebra’“

mit kleinstem Elemenrft und gré3tem Elemerif. Aus den Gesetzen der
Aussagenlogik erhalten wir sofort die folgenden Eigenschaften:

2.2.1 Satz
(i) Au(BUC)=(AuB)uUC
(i) AUB=BUA

12



2.2. Algebra der Klassen

(i) AUA=A

Dual dazu erhalten wir

2.2.2 Satz

i) An(BNnC)=(AnB)NC

(i) AnB=BNA

(i) ANA=A

Alle Behauptungen folgen sofort mit Mitteln der Aussagenlogik.
2.2.3 Satz

(i) (AuB)NC=(AnC)u(BnNO)

(i) (ANnB)UC=(AUuC)N(BUCQ)

Auch hier ergeben sich die Beweise sofort aus den Gesetzen der Aus-
sagenlogik. Allerdings lassen sich die behaupteten Sachverhalte auch
anschaulich gut darstellen.

2.2.4 Satz
i) (AnB)UA=A
(i) (AUB)NA=A
2.2.5 Satz
AUB=B & ANnB=A
Beweis:
=: ANB=AN(AUB) = A mitden Satzen 2.2 @i) und 2.2.Xii)
«<: AUB = (ANB)UB = B mitden Satzen 2.2.@) und 2.2.4(i)

2.2.6 Satz

i) A=B< ACBABCA

(i) ACBCC = ACC

(i) ACAUB

(v, ADNBCANANBCRB

(v ACB< AUB=B < AnB=A

13



2. Klassen und Mengen

Beweis: (v):
= r€AUB =€ AVzreB = x€B

< x €A = zr€EB.

2.2.7 Satz

i) 0CA ACU

i) AUuD=A AulU=U

(i) AnO=0, AnU=A

(ivy ACCABCC < AUuBCC
vy CCANCCB& (CCANB

2.2.8 Satz
ACB = (AUCCBUC)A(ANC C BNO)

2.2.9 Definition (Komplement vonA)
C(A):=U\A={z| = ¢ A}.

2.2.10 Satz

i CcO)y=u, cu)y==0

(i) AuCA)=U, ANCA) =10

(i) C(C(A)) = A (doppelte Verneinung)

2.2.11 Satz P MORGANsche Regeln)

() C(AUuB)=C(A)NC(B)

(i) C(AnB)=C(A)U C(B)

(i) ACB < C(B)C C(A) (Kontraposition)

2.2.12 Satz

(i) A\B=AnNC(B)

(i) ASB = C(AANB#0

Die Behauptungen des folgenden Satzes rechnet man einfach nach.

14



2.3. Relationen und Funktionen

2.2.13 Satz
() (VzeA)fzCB] = |JACB
(i) (VzeA)[BCaz] = BCNA

2.3 Relationen und Funktionen

Sinda,b € U, so kdnnen wir die Klasséu, b} bilden. {a, b} heil3t das
ungeordnete PaarDiese Klasse ist so einfach gebildet, dal3 wir fordern
wollen, dal? sie wieder eine Menge ist. Dieses Axiom

(Pa) acUNbelU = {a,b} e U

ist als Paarmengenaxiorbekannt. Naturlich is{a, b} kein geordnetes
Paar, denn nacfExt) ist {a,b} = {b,a} und{a,a} = {a}. Allerdings

sind wir in der Mengenlehre in der gliicklichen Lage, dasrdnete Paar

mit Hilfe des ungeordneten Paares definieren zu kbnnen. Einem Vor-
schlag KURATOWSKIS folgend definiert man:

2.3.1 Definition
(a,b) := {{a},{a,b}}.
Wir zeigen
2.3.2 Lemma
(i) acUNbeU = (a,b) e U
(i) (a1,01) = (az,b2) < a3 =ag A by = by

Beweis:
(1): ist klar mit(Pa).
(ii): Wir beobachten zunachst

r=a;% r€{a;} & v€{a} Nxc{abi}
< (YY)l € (ai, b)) = z €yl

Gilt (a1,b1) = (a9, be), so folgt damit

r=a< (Vy)ly € (a,b1) = y € x|
< (Vy)ly € (az,b2) = y € 7
&~ T = Q.

Also ista; = a9, und wir erhalten
(ab bl) = (ah 52)-

15



2. Klassen und Mengen

Damit gilt

{a1,b1} € (a1,b2) = {{a1},{a1,ba}}
und analog

{a1,b2} € {{a1},{a1,b1}}.

Ista; = by, SO folgt{al, b2} € {{al}, {al}} = {{al}}, a|SO{CL1, b2} =
{a1}, woraus sichb, = a; = b; ergibt. Ista; # by, so folgt{a,, b} =
{a1, by} und damit nacii Ext) auchb; = bs. O

Istt(xy,...,x,) €in Termundd(zy,. .., z,) eine Eigenschaft, so benut-
zen wir die Notation

{t(@)| (@)} :=A{z] (Fz1)...(Fzn)[z =t(Z) A 2(Z)]}.
Ferner verwenden wir
{zeA| ¢(2)} = {z] z € AN ¢(x)}.

Fur zwei KlasserA und B ist daskartesische Klassenprodu#éfiniert
durch:

2.3.3 Definition

Ax B:={(a,b)| a€ ANDbe B}.
Naturlich laf3t sich dann auch

Uxu
bilden und es folgt

UxUCU,

dennflry € U x U isty = (a,b) mita,b € U. Dann ist abey € U
nach Lemma 2.3.8). Klassen, die Teilklassen vai x U/ sind, wollen

wir als Klassenrelationerezeichnen, rechtseindeutige Klassenrelatio-
nen heiRerKlassenfunktionen Anstelle von Funktionen sprechen wir
oft auch von Abbildungen. Etwas formaler definieren wir:

2.3.4 Definition
() RelR) : < RCUxU

(i) Fki(F) = RellF) A (Vz)(Vy)(V2)[(z,y) € F A (z,2) € F =
y = zl.
Wir fihren die folgenden Notationen ein:
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2.3. Relationen und Funktionen

2.3.5 Notationen

(i) dom(F):={z| (Jy)[(z,y) € F]} (Definitionsbereich vor¥’)
(i) my(F):={y| (Ga)[(x,y) € F]} (BildvonF)

(iii) Feld F') := dom(F)Urng(F)

(iv) FIA:=Fn{(z,y)| =€ A}

v) FlA]:={y] (3zeA)|(z,y) € Fl}

(Vi) FoG:={(z,y)| (32)[(z,2) € G A (2,9) € FJ}

(Vi) F(a) = {8 ;acllr?sctl € dom(F) A (V2)[(a,2) € F = z =1

(vii) 1= {(y,2)| (z,y) € F}

(ix) idy:= {(z,z)| = € A}

(X) F:A — B & Fki(F) A domF)=AA mg(F)CB
(xiy F:A 2 B:s F:A — B A mg(F)=B (Surjektion)
(xii) F:A = B & F:A — B A Fkt(F~1) (Injektion)
(xiii) F:A +— B = F:A 2 BAF:A XL B (Bijektion)

2.3.6 FolgerungenSei F' eine Funktion. Dann gilt:
() my(F)={F(z)| = € dom(F)}

(i) F[A]={F(z)|  edomF) ANz e A}

(iiiy Fkt(FJA) A domF[A)=AndomF)

(iv) rng(F' [ A) = F[A]

(V) (VaeA)(F]A)(z) = F(x)]

(vii F:A = B = F: A «— F[A4]

(vii) Ist F:A «— B, sogilt F7':B «+— A, Fo F! = idg und
FﬁloF:idA

2.3.7 Lemma Gilt Fkt(F') undFkt(G), so folgt
(i) Fkt(FoQG)
(i) domF o@G) = {xe domG)| G(z) € dom(F)}
17



2. Klassen und Mengen

(i) rng(F o G) = F[my(G)]
(iv) (FoG)(x)=F(G(x)) firz € domF o G).

2.3.8 Definition Fiur Klassend, B definieren wir

A~ B :& (3AF)[F: A <— B].
Die KlassenA und B heifl3en danmleichméchtig Wir werden sehen,
dafi3 der Begriff der Gleichmachtigkeit nur fir Mengen sinnvoll wird. Al-

lerdings kdnnen wir aus den Axiomen, die wir bisher eingefiihrt haben,
noch gar nicht ersehen, dal} es tiberhaupt Mengen gibt.

2.4 AbschlufRaxiome

Wir haben bereits einige Axiome eingefuhrt, durch die die Ontologie
unseres Mengenuniversums festgelegt wird. Dies waren die Axiome der
Extensionalitat

(Ext) Ky =K, :& (Vo)(z € K1 & 7€ Ky),
der Transitivitat des Universums

(Tran) acUNx€a =xelU
und die Komprehension

(CA) ac{z| p(x)} © ac U N ¢(a).

Neben diesen drei ontologischen Axiomen haben wir bereits ein Ab-
schluBaxiom, namlich dd2gaarmengenaxiom

(Pa) acUNnbelU = {a,b} el

kennengelernt. Abschlul3axiome garantieren keine Existenz von Men-
gen inU, sondern beschreiben nur, gegenuber welchen Operatignen
abgeschlossen ist. Neben der Paarbildung kennen wir noch die Klassen-
operationen der Vereinigung und des Durchschnittes. Klar ist, dal3

KCUu=UKCU (2.1)
gilt. Furz € |J K haben wir jaeiny € K mitz € y. Aus K C U folgt
x € U mit (Tran). ]
Ebenso gilt

KCU = KCU. (2.2)
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2.4. AbschluRaxiome

Nehmen wir namlich’ = ) an, so folgt

reNK ©zelUN(VMyeK)(zey)
SzelUN(W(y#y = z€y)
S rel,

d.h. wir haben
N0=U. (2.3)

Ist K # (), so gibt es einy € K. Furz € (| K gilt dann aber € y und

es folgtx € U mit (Tran).

Eigentlich muf3ten wir uns hier klarmachen, daf3 mit unserer Definition der leeren Klas-
se jede andere Klasse tatsachlich auch ein Element enthalt. Damit tGberprtfen wir, ob
unsere Definition der leeren Klasse auch tatsachlich die intendierte Bedeutung hat. Nun
gilt mit dem Extensionaltatsaxiom

K#0 < (e KAy¢h) Vv (Byyelbry¢K).
Da fur jedesy € U abery = y, d.h.y ¢ 0 gilt, folgt

K #D e (Fy)(y e K). (2.4)
Ubertragen wir (2.1) auf Mengen, so erhalten wir ¥aginigungsmen-
genaxiom

(Vm) ae U = Ja € U.
Eine Folgerung aus Paar- und Vereinigungsmengenaxiom ist
acUNDeU = aUbe U. (2.5)

Zum Beweis Uberlegen wir uns, dal}

U{a, b} = {z| Byefa,b})[z € yl}

={z| z€aVxecb}

=aUb
ist. Dann folgt (2.5) sofort mi(Pa) und (Vm). ]
Eine weitere Folgerung ist
(r,y) e U = xeUNyEU. (2.6)

Der Beweis von (2.6) folgt aus

Uz, y) = {z} U{z,y} = {z,y}.

Mit (z,y) € U istalso naclfVm){z,y} = J(z,y) € U und somit nach
(Tran)auchz,y € U.

Allerdings kdnnen wir noch nicht einsehen, dal3 it € ¢/ auch deren
Durchschnitta b € U ist. Wir wissen zwar, daB N'b C a ist. Teil-
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2. Klassen und Mengen

klassen von Mengen sollten sicher auch Mengen sein. Das fordern wir
Im Aussonderungsaxiom

(As) ace UNK Ca = KeU.

Man beachte, dal fil = {zr €a| ¢(x)} das Aussonderungsaxiom die
Gestalt

ac€U = {zxca| p(x)} e U (2.7)

annimmt. Diese Form findet man haufiger. An dieser Stelle ist klar, dal3
U selbst keine Menge ist. Ware dies namlich der Fall, so erhielten wir
mit Aussonderung die BssELLsche Klasse

R={z| z ¢ z}

als Menge. Wir haben aber schon in Abschnitt 2.1 eingesehenRzdal3
keine Menge sein kann.

Wenn nun eine Klasse vorliegt, die zu einer Menge gleichmachtig ist, so
sollte die Klasse nicht zu kompliziert sein, um selbst als Menge gelten
zu kdnnen. Dasselbe sollte erst recht gelten, wenn die Machtigkeit der
Klasse in die Machtigkeit der Menge eingebettet werden kann, d.h. wenn
eine AbbildungF:a 2% K existiert. Dies laRt sich in der folgenden
Form fassen:

(Er) a€ U A FKt(F) = Fla] € U.

Dieses Axiom heil3Ersetzungsaxiom
Wir beobachten, dal3

(Er) = (As) (2.8)
gilt. Ist namlicha € ¥/ und K C a, so betrachten wir die Funktion
F:={(z,x)| x € K}.
Mit (Er) ist F'la] € U und es gilt

z € Fla] < (JycandomF))[(y,x) € F]
& (JyeanK)|(y,z) € F]
& x e K,

d.h. Fla]| = K. Die Gegenrichtung von (2.8) ist allerdings falsch, wie
wir noch einsehen werden (vgl. Korollar 4.2.3).

Jetzt kdnnen wir auch zeigen, dal3 Durchschnitte nicht leerer Klassen
immer Mengen sind, d.h.

K+0 = NKeU, (2.9)
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2.4. AbschluRaxiome

denn firy € K ist(| K C y. Mit (As)folgt N K € U.
Neben dem Ersetzungsaxiom betrachtet man aucKaléktionsaxiom

(Kol) ae U AN (Vrea)Ty)e(x,y) = (Fz)(Vr€a)(Ty € 2)p(z,y).

Man sieht sofort ein, dal3 das Ersetzungsaxiom aus dem Kollektions-
axiom zusammen mit dem Aussonderungsaxiom folgt. Ist namlieh

U und F eine Funktion, so bekommen wir mitt€lss)zuerst) € U. Da

in 2.3.5F (z) = () fur allez ¢ dom(F') gesetzt wurde, ergibt sich

acUN Vrea)(Jy)ly = F(x))].
Mit Kollektion erhalten wir damit eire € U mit
(Vo €a)(Fy € 2)ly = F(z)].
Mit Aussonderung erhalten wir
Fla] ={y € z| (3x€andomF))ly = F(z)|} € U.
Damit haben wir
(Kol) + (As) = (Er) (2.10)

gezeigt. Die Gegenrichtung scheitert daran, dal3 wir aus der Vorausset-
zung

(Vz€a)(3y)e(z,y)

nicht ohne weiteres eine Funktion erhalten. Dazu bendtigen wir noch
zusatzliche Axiome, die wir erst spater bereitstellen werden.

Ein weiteres Abschluf3axiom ist das Potenzmengenaxiom. Dazu definie-
ren wir die Potenzklasse

PoWK) :={z| = C K}
und fordern imPotenzmengenaxiom
(Pm) ac€ U = Powa) € U.

Die Potenzmenge Pdw) ist ,machtiger als die Menge in dem Sinne,
dal® sicha zwar vermogen — {a} injektiv in Pow(a) einbetten laft,
zwischena und Powa) aber keine Bijektion existieren kann. Nehmen
wir namlich an, wir hatten eine Funktion

fra «— Powa),
so sei
M:={zca|l ¢ f(x)} € PoWa).
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2. Klassen und Mengen

Furb := f~1(M), dasUrbild von M unter f, erhalten wir den Wider-
spruch

beM < b¢ f(b)= M.

Firz € aundy € bist{{z}, {z,y}} € Pow(Pow(a U b)). Damit folgt
axb=A{(z,y)] x €aNyecb} CPowPowaUb)).

Mit (Pm)und(As)erhalten wir daher
a,beld = axbe lU. (2.11)

Man kann (2.11) aber auch ohne das Potenzmengenaxiom erhalten (vgl.
z.B. [1)).
Wir definieren

W= {f] Fkt(f) A dom(f) =a A rng(f) C b}

und nennefb die Klasse der Funktionen vanin b. Mit (2.11) erhalten
wir aus dem Aussonderungsaxiom

a,beld = Del, (2.12)
denn® C Pow(a X b). O
Als Folgerung des Ersetzungsaxiomes erhalten wir

Fkt(f) A domf)e U = fe U N my(f) € U, (2.13)
denn mit dongf) ist auch

ig(f) = f[dom(f)] € U undf C dom(f) x rng(f). 0
Ebenso haben wir

Fkt(f) AN felUd = dom(f) e U A mg(f) € U, (2.14)
dennwegen € {z} € (z,y) undy € {z,y} € (x,y) haben wir sowohl
dom(f) < U(U f) als auch mgf) < U(U /). O
Als Folgerung von (2.13) erhalten wir

FKt(F) Nae U = Fla€ U. (2.15)

Ganz offensichtlich gilt auch
Fkt(f) AN Fktg) N feUNge U = foge U, (2.16)
denn wir haben jg o ¢ C dom(g) x rng(f).
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2.5. Mengenexistenzaxiome

2.5 Mengenexistenzaxiome

Bislang kénnen wir nicht zeigen, dal3 unser Universum nicht leer ist.
Wir haben noch kein Axiom eingefiihrt, demzufolge eine Menge exi-
stiert. Mit dem Aussonderungsaxiom ist jedoch sofort klar, dal3, wenn
uberhaupt eine Menge existiert, die leere Klasse eine Menge ist. Wir
haben ja) C K fir jede KlassekX. Daher wollen wir als einfachstes
Mengenexistenzaxiom d&tullmengenaxiom

(Nm) De U

einflhren. Wir werden sehen, dafld damit schon ein gutes Stlick Theo-
rie entwickelt werden kann. I$t € U, so haben wir aucH0} <

U, {{0}} € U u.s.f. und sehen, dal} wir in die Lage versetzt werden,
natirliche Zahlen durch Mengen zu reprasentieren. Wir definieren:

2.5.1 Definition

i 0:=0

(i) n+l:=nuU{n}

Durch Induktion nach der nattirlichen Zahfolgt mit (Pa) und (Vm)

2.5.2 Lemma Fr alle nattirlichen Zahlen istn € U.

Wir erhalten

nen+1 (2.17)
und

(Vne N)Tran(n), (2.18)

wobei Trarjz) die Formel(Vy € z)(y C z) abkirzt. Man zeigt (2.18)
durch Induktion nach. Trivialerweise gilt Traf}). Das liefert den
Induktionsbeginn. Setzen wir Trém) voraus und nehmen € y €
n+1=nU{n} an, sohabenwit € y € n oderz € y = n. Im ersten
Fall folgtx € n C n + 1 nach Induktionsvoraussetzung, im zweiten Fall

direkt. ]
Weiter gilt
(Ve N)(n ¢ n). (2.19)

Auch (2.19) zeigt man durch Induktion nagh Den Induktionsbeginn
liefert ) ¢ (. Setzen wim ¢ n voraus und nehmen+1 € n+1 an,
sofolgtmit (2.17nen+len+1=nU{n},dhnen+len
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2. Klassen und Mengen

odern € n+ 1 = n. Mit (2.18) folgt daher aus beiden € n, was der
Induktionsvoraussetzung widerspricht. O

Durch Induktion nachn erhalten wir aus (2.17) und (2.18) sofort

n<m = neEm. (2.20)
Um auch die Gegenrichtung von (2.20) zu erhalten, zeigen wir
rE€m = (In<m)x =n). (2.21)

durch Induktion nachn.

FUrm = 0 ist nichts zu zeigen. Ist € m + 1, so folgtx € m oderx =

m. Im ersten Fall folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung,
im zweiten Fall direkt. [l

Gilt nunn € m so haben wir eirk < m mit n = k. Mit (2.20) und
(2.19) folgt dann aber sofokt = n. Also haben wir

n<m <& neEm, (2.22)

was zeigt, daf’ die:-Relation auf den natirlichen Zahlen durch die
Relation auf ihnren Reprasentanten reprasentiert wird. Aus (2.22) folgt
aber auch

n=m & n=m, (2.23)

da die Richtung von links nach rechts trivialerweise gilt undags m
entwedem € m oderm € n folgt. Nach (2.19) folgt in beiden Fallen
aberm # n.

Als Folgerung von (2.23) ergibt sich dann auch

ntl=m+1=n=m (2.24)

und aus (2.17) folgt auch

D#£n+1 (2.25)
furallen € N. Damit ist klar, daf die Klasse

N ={n| ne N}

die PEaANoaxiome fur die Nachfolgerfunktionen erfillt. Es ist nun nicht
schwer, Reprasentanten fur Addition und Multiplikation &ufu erkla-
ren und nachzuweisen, dafd die Klag$edann ein Modell der PANO-
Arithmetik ist. Wir wollen an dieser Stelle aber darauf verzichten, da wir
es spéater in einem allgemeineren Rahmen ausfiihren werden.

Den Rest des Abschnittes wollen wir der Konstruktion einer Klasse
widmen, die sich als Modell der bislang eingefiihrten Mengenaxiome
erweisen wird.
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2.5. Mengenexistenzaxiome

2.5.3 Definition
IH]]FO = (b
IH:I]F”+1 = POV\(IH]]Fn)
Dann gilt
(Vne N)(HF, € U), (2.26)

was sich sofort durch Induktion naehergibt. Weiter beobachten wir,
dafld

TranHF,,) = HF, C HF, 1 (2.27)

gilt. Ist namlichz € HF,,, so folgt mit TraHF, ) auchz C HF,, d.h.
x € PoWHF, ) = HF,. ;. Mit Hilfe von (2.27) erhalten wir

(Vne N)(Tran(HF,,)) (2.28)

durch Induktion nach. TranHF) ist klar. Nehmen wir TrafHF,,) und
x € y € HF,, . an, so folgt mit (2.27x € y C HF,, C HF, ;. Also ist

x € HF, 1 und wir haben TrafHF,,, ). O
Aus (2.27) folgt weiter
m <n = HF,, C HF,. (2.29)

Man sagt daher, dal3 didgF,, eine kumulative Hierarchie bilden. Wir
haben sogar etwas mehr, namlich

m < n = HF,, € HF,,. (2.30)
Dies ist klar, da wegeHIF,, C HF,, bereitsHF,, € Pow(HF,,) = HF,, .1
gilt. ]

Es sei am Rande bemerkt, daf3 (2.29) auch aus (2.30) und (2.28) folgt.
Wir wollen nun nachprifen, dafd in der Klasse

HF = (J{HF,| n € N}

der erblich endlichen Mengebereits alle bislang eingeflhrten Men-
genaxiome gelten.

Beginnen wir mit denTransitivitatsaxiom

Istx € y € HF, so gibteseim € N mitz € y € HF,. Wegen
Tran(HF,,) folgt dannz € HIF,, und damit auch: € HF.

Zum Nachweis deExtensionalitdtsaxiomdsaben wir

K=K & (V!EEHF)(SIZE K| & x€ KQ)
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2. Klassen und Mengen

fur HF-Klassen, d.h. fue,, Ky, C HF zu prufen. DaK; und K, beide
HF-Klassen sind, folgt sofort

VzeHF)(z € K1 & z€ Ky) & (Vz)(z € K1 & x € K)),

und dies ist aquivalent zi; = K, auf Grund des Extensionalitatsaxio-
mes.

Um die Komprehensiomachzuprifen, haben wir fire| ¢(z)} C HF
die Tatsache

ac{z| p(z)} & a€HF A ¢(a)
nachzuweisen. Wegen

{z] p()} = {z] = € BF A o(x)}
undHF C U/ folgt aber mit(CA)

ac{z| p(z)} & acUANacHF A ypa)
< a € HF A p(a).

Zum Nachweis deRPaarmengenaxiontsenétigen wir
a,b e HF = {a,b} € HF.

Fura,b € HF finden wir nach (2.29) aber emmit a,b € HF,. Damit
ist{a,b} € POWHF,), d.h.{a,b} € HF, ;.
Ahnlich folgt

a € HF = (Ja € HF.

Fiura € HF,, ist|Ja C HF,, da mit TrafHF,,) jedesz € a auch Teil-
menge vorHF,, ist. Also ist| Ja € HF,, 1, und da flr aller € HF

r=Ua & HFFz=a

zutrifft, gilt dasVereinigungsmengenaxiamHF.
Wir erhalten auch

a € HF = Powa) € HF,

denn mita € HF,, folgt a C HF,, und damit Poa) C HF,,, ;. Damit ist
Pow(a) € HF, ., und wir haben die Gultigkeit dd2tenzmengenaxioms
in HIF nachgewiesen.

Anstelle de€rsetzungsaxiomztfen wir etwas allgemeiner die Gultig-
keit von Aussonderungs- und Kollektionsaxiom nach.
DasAussonderungsaxioarhalten wir sofort aus

ac HF, AbCa = be HF, ;.
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2.5. Mengenexistenzaxiome

Um dasKollektionsaxiomnachzuprtfen benoétigen wir einige Vorbemer-
kungen. Wir definieren:

2.5.4 Definition Eine Mengex € U heildtendlich wenn es eim € N
mit a ~ n gibt.

Die Endlichkeit einer Menge vererbt sich auf auf deren Teilmengen, d.h.
wir haben:

255 Lemmalstn € N, a ~ n undb C a, so ist auch endlich.

Beweis: Wir fuhren Induktion nach. Firn = 0ista = b = (.

Istn = mU{m}undf:a +— n,sohabenwirein € a mit f(x) = m.

Istb C a\ {z}, so istb nach Induktionsvoraussetzung endlich. Ande-
renfalls istb \ {z} nach Induktionsvoraussetzung endlich, d.h. es gibt ein
ke Nmitb\ {z} ~ k und wir erhalten sofort ~ k£ U {k}. Also istb
endlich. [

Die Endlichkeit der Potenzmenge einer endlichen Menge ergibt sich aus
dem folgenden Lemma.

2.5.6 Lemmalsta ~ n, so istPow(a) ~ 2".

Beweis: Wir fuhren Induktion nachh. Firn = 0 ista = () und da-
mit Pow(a) = {0} = 1. Gilta ~ n+1, soista # ( und wir
haben einy € a. Dann ista \ {y} ~ n und nach Induktionsvor-
aussetzung Pow \ {y}) ~ 2". Nun ist Powa) = Powa \ {y}) U
{bU{y}| b e Powa\ {y})}. D.h. Powa) = AUBmMitA~ B ~ 2"
und AN B = (). Damit gilt

Pow(a) ~ 2" 4 2" = 2"t O

Definieren wir

sexfa,0) :=0
und

sexa,n + 1) := aS&Han)
So erhalten wir:

2.5.7 LemmaFir allen € N istHF, ~ sexd2,n). Damit ist jedes
a € HF endlich.

Beweis: Durch Induktion nachn folgt HF, ~ sexd2,n) sofort aus
Lemma 2.5.6. Istt € HIF, so ista € HF,, fur einn € N und damit
a C HF,. Nach Lemma 2.5.5 ist aber jede Teilmenge einer endlichen
Menge wieder endlich. ]
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2. Klassen und Mengen

Da HF eine transitive Klasse ist, sind nach Lemma 2.5.7 auch die Ele-
mente von Elementen vadiiF endlich. Daher nennt mdHF die Klasse
dererblich endlichen Mengen

Um die Gliltigkeit des Kollektionsaxiomes i nachzuweisen, nehmen
wir ¢ € HF,, und

HF = (Vz € a)(Jy)e(z, y)

an. Dann haben wir zu jedeme a einn, € N und einy, € HF,_mit
HF = ¢(z,y,). Daa endlich ist, kbnnen wirm := max{n,| z € a}
definieren. Dann gilt

(Vo €a)(Jy € HF,, ) HF |= o(x,y).
Nach (2.30) gilt abeHIF,, € HF. O

Somit erfulltHF alle bisherigen Mengenaxiome. Also ist aus den bisher
eingefuihrten Axiomen auch nichi € U abzuleiten. Aus Lemma 2.5.7
folgt aber auctHlF ~ N. Damit ist auf der Basis der bisherigen Axio-
me nicht einzusehen, da eine Menge ist. Die KlassEIF ist also
sicherlich zu klein, um dem mathematischen Universum nahekommen
zu kdnnen. Das Nullmengenaxiom ist daher als Mengenexistenzaxiom
nicht ausreichend. Die einfachste Verstarkung ist nun,

NelU (2.31)

zu fordern. Da wirN mit starker Bezugnahme auf unsere intuitive Vor-
stellung nattrlicher Zahlen definiert haben, wollen wir (2.31) eine Form
geben, die diesen Bezug tberfliissig macht. Wir fordern

(Ue) (Fa)[d €a N Vzea)(zU{z} € a)

und nennerjUe) dasUnendlichkeitsaxiopda in ihm die Existenz einer

unendlichen Menge gefordert wird.

Wir haben hier ein Beispiel fur den Prozel3 vorliegen, den wir die ,Gewinnung von
Axiomen durch Reflexion* nennen wollen. Dabei gehen wir von der Vorstellung aus,
dal3 das mathematische Universum so grol3 ist, daf es unbeschreibbar wird. Kdnnten
wir es durch eine Eigenschaft beschreiben, so wirde es ja definierbar und damit selbst
zum mathematischen Objekt. Also kann es keine Eigenschaft geben, die nur dem Uni-
versum zukommt. Jede Eigenschaft des Universums, die wir uns (im Konsens mit
unseren Mitmathematikern) vorstellen kénnen, muf3 daher bereits an einem Objekt des
Universums, d.h. an einer Menge reflektiert werden. Da wir davon ausgehen, dal3 das
Universum unbeschrankt ist, idie), das ja die Existenz einer unbeschrankten Menge
fordert, eine Reflexion dieser Vorstellung.

Wir wollen uns nun noch davon Uberzeugen, daf3 (e die Exi-
stenz vonN folgt. Dazu definieren wir

INd(K) = 0 € K A (VzeK)(Sz € K)
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2.5. Mengenexistenzaxiome

wobei wir die Abklirzung
Sz =z U{x}
verwendet haben. Wir definieren
w:=N{K| Ind(K)}.
Dann gilt natirlich
(VK)(Ind(K) = w C K). (2.32)

Nach(Ue) gibt es aber eim € ¢/ mit Ind(a). Damit haben wiw C a
und mit Aussonderung damit auch

welU. (2.33)
Da nach Definition vorlN schon IndN) gilt, haben wir auch
wC N. ()

Durch Induktion nach zeigen wir
(Vne N)(n € w).

Da wir § € K fur jedesK mit Ind(K) haben, folgt) = 0 € w. Aus
der Induktionsvoraussetzumge w erhalten wirn € K fur jedesK mit
Ind(K). Dann gilt aber aucn € K fir alle solcheX und damit auch
n+1=5n¢€ w. Also haben wir

N Cuw,

woraus mit (i) schlief3lich

w=N (2.34)
folgt. ]
Somit haben wir die Richtung von links nach rechts in

(Ue) & N e U (2.35)

gezeigt. Die Gegenrichtung ist klar, da ja () nach Definition gilt.

Wir wollen an dieser Stelle anmerken, dal3 wir &amzip der vollstan-
digen Induktiondas wir ja bisher von auf3en in unser Mengenuniversum
importiert haben, schon aus den Axiomen der Mengenlehre allein erhal-
ten. Gilt namlich fur eine Klass&

De KA (Vx)(ze K = SzeK),
so erhalten wir IndK’) und damit nach (2.32y C K. D.h. wir haben
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2. Klassen und Mengen

das Prinzip dew-Induktion
e KNVzeK)(SreK) = wCK. (2.36)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

3.1 Fundierte Relationen

Der besseren Lesbarkeit halber wollen wir fur eine Relaftom fol-
genden oftt R y anstatt(x, y) € R schreiben.

3.1.1 Definition Es gelte RelR). Wir definieren:
(i) A C U heil3tR-transitiv, falls
Vz)(Vy)(zr€e ANy Rz = ye A)
gilt.
(i) TCr(A) :={z| Qxew)3f)[f:Sx — UN f(D) € A

A (Vyex)(f(Sy) R f(y) Az = f(2)]}
heil3t dieR-transitive Hille vonA.

Man beachte, daf} die schon eingefuhrte Formel (Habesagt, daf!
e-transitiv im Sinne von Definition 3.1.0) ist. Mit TC(A) bezeich-
nen wir im allgemeinen die-transitive Hulle vonA. Transitive Hillen
haben interessante Eigenschaften.

3.1.2 SatzSeiR eine Relation. Dann gilt:

(i) A CTCgr(A) undTrang(TCr(A)), wobeiTrang(K ') bedeute, daf3
K eineR-transitive Klasse ist.

(i) Gilt A C B undTrang(B), soistTCg(A) C B,
(i) AcUNVz){y| yRz} e U) = TCr(A) € U.
Beweis: (i): Betrachten wir die Formel
p(f,z) & f182 — UNf(0) € AN (Vyex)[f(Sy) R f(y)]
und die Klassen
B, = {f(u)] o(f.u)}.
Dann gilt
TCr(A) = U B (i)

ucw

und
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

By— A, (ii

dennBy = {f(0)| f:{0} — UA f(0)e A} C Aundfirz € A
definieren wirf := {(0, z)}. Weiter folgt

Bs, ={y| (3zr€B,)[y R x]}. (iii)

Gilt namlicha € Bg,, so ista = f(Su) mit go(f, Su). Wir haben also
a = f(Su) R f(u) und(vy € Su)[(f(Sy) R y) A f(0) € A]. Damit
gilt aber sofortp(f | Su,u). Alsoist f(u) = (f [ Su)(u) € B, und wir
habenBg, C {y| (Jz€B,)[y R z]}.

Fur die umgekehrte Inklusion geléeR x fur einxz = f(u). Wir definie-
reng := f U {(Su,a)} und erhalten s@(g, Su) undg(Su) = a. Also
iIsta € Bg,. Damit ist (iii) bewiesen.

Ist nunxz Ry € TCr(A), so gibtes nach (i) ein € wmitz Ry € B,.
Nach (iii) ist dannz € Bg, und wieder nach (iy € TCr(A). Also ist
TCr(A) R-transitiv.

(i): Sei Trark(B) und A C B. Durchw-Induktion nach: zeigen wir

B, C B. (iv)

Fir v = ( folgt dies aus (ii) und der Voraussetzudg C B. Zum
Induktionsschritt nehmen wiB, C B an. Zua € Bg, gibt es nach (iii)
einz € B, C B mita R x. Wegen derR-Transitivitdt vonB erhalten
wir somit auchu € B.

Nach (i) folgt aus (iv) aber Tg(A) C B.

(i) : Wir folgern

B,elU (V)

durchw-Induktion nachu. Firu = 0 ist By = A € U. Nach Indukti-
onsvoraussetzung haben iy, € U. Setzen wir

BR,J: = {y‘ Yy R l‘},

so gilt Br, € U fur jedesz nach Voraussetzung. Nach (jii) i, =
U{Bgrz| = € By}. Mit (Er)ist {Bgr.| = € B,} € U, und mit(Vm)
f0|gt Bg, € U.

Nach (v) ist nun

F:={(u,B,)| u € w}
eine Funktion mit dorf¥’) = w. Mit (Er) ist dann{B,| v € w} € U,
und mit (i) und(Vm)folgt TCr(A) € U. O

3.1.3 Definition Sei R eine Relation.
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3.1. Fundierte Relationen

(i) Gilt
(V2)lz #0 = (3rez)(Vyez)(~y R,
so heil3tR fundiert Wir notieren dies durch Furi®).

(i) Ist R fundiert und gilt dartber hinaus

(Vo)l{y| y R} € U],
so heil3tR wohlfundiert Wir notieren dies durch WR).

3.1.4 SatzGilt Wf(R), so haben wir das Prinzip der transfiniten Induk-
tion UberR, d.h. gilt

(Vo)[(Yy)(y Rz = »(y)) = ¢(x)],
so folgt
(Vz)p(z).

Beweis: Seia € U. Wir habeny(a) zu zeigen und tun dies indirekt,
indem wir—¢(a) annehmen. Dann betrachten wir die Klasse

a:={z| x € TCr({a}) N —p(z)}.

Wegena € U folgt mit (Pa) und Satz 3.1.%iii)) auch TG({a}) € U.
Also ista € U mit (As) Wegen{a} C TCr({a}) ista € TCr({a}).
Aus der Annahme-p(a) erhalten wir dahes # (). Wegen W{R) haben
wir damit einz € @ so, dal3-~(y R z) fur alley € @ gilt. D.h. wir haben

(Vy)(y Rz = y ¢ a).

Wegenz € a C TCy({a}) folgt ausy R z ebenfallsy € TCr({a}).
Wegeny ¢ a mul3 daherp(y) gelten. Also haben wir

(Vy)(y Rz = ¢(y)).
Mit der Voraussetzung des Satzes erhalten wir daliey, d.h.

z € TCr({a}) A ¢(x),

was aber € @ widerspricht. ]

3.1.5 Satz (Rekursion entlang wohlfundierter Relationen)Seien eine
RelationR mit Wf(R) undG: U — U gegeben. Dann gibt es genau
eine Funktiont: U — U mit

F(z)=G(F{y| y Rz}).
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Beweis: Zur Abklrzung setzen wir

z:={y| y R}

Wegen W R) haben wirz € U fur allez € Y. Um die Existenz der
Funktion F’ zu zeigen, definieren wir die Klasse

A= {f|FKt(f) A Trany(dom(f)) (3.1)
A (Vz e dom(f))[f(z) = G(f I £)]}.

Wir setzen
F:=A (3.2)

und weisen nach, daR den Bedingungen des Satzes geniigt. Im ersten
Schritt zeigen wir

fi, f2 € ANz edom(f;) Nndom(fy) = fi(x) = fax). (i)

Zum Nachweis von (i) benutzen wk-Induktion. Wegenf;, f, € A
haben wir Trag(dom(f;)) furi = 1,2. Ausx € dom(f;) N dom( f5)
folgt daherz C dom( f;) Ndom( f5). Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dann aberf; [z = fo [ 2. Mit f1, fo € A folgt daraus

filz) =G(fi12) =G(f212) = fo(x).

Nun zeigen wir

Fkt(F) A dom(F) = |J{dom(f)| f € A} A Trang(dom(F')) (ii)
A(f€A = f=F[domf)).

Gilta € F, sogibtes eirf €¢ Amita € f. Alsoista = (z,y) und wir
haben RdIF). Ist (z,y) € F und(z, z) € F, so haben wirf,g € A mit
(z,y) € fund(zx,z) € g. Nach (i) ist dann abey = f(z) = g(z) = 2.
Also gilt Fkt(F'). Es gilt

z € dom(F) < (Jy)((z,y) € F)
& (FEfeA)((z,y) € f)
& (3f € A)(z € dom(f))
& z e U{dom(f)| f € A}.

Haben wirx R y € dom(F'), so gibt es eirf € Amitz R y € dom(f).
Wegen Trap(dom(f)) gilt dann aber auch € dom(f) C dom(F).
Also gilt Trang(dom(F")). Ist schliel3lichf € A undz € dom(f), so
ist F'(x) = g(x) fur eing € A mitz € dom(g). Nach (i) folgt wieder
F(z) =g(x) = f(x). Alsoist f = F [ dom(f).
Als nachstes zeigen wir

(Vx € dom(F))[F(z) = G(F | z)]. (iii)
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3.1. Fundierte Relationen

Zux € dom(F) gibtes einf €¢ Amit F(z) = f(z) = G(f[z) =
G(F | z) nach (ii).
Nun fehlt nur noch

domF) = U. (iv)
Dazu zeigen wir
(Vz)[x € dom(F)] v)

durch R-Induktion. Aus der Induktionsvoraussetzung erhaltenawt
dom(F'). Wegen Trap(dom(F)) gilt TCr(z) C dom(F). Gilt z €
TCgr(z), so sind wir fertig. (Man uberlegt sich jedoch leicht, dal3 wegen
der Fundiertheit von? dieser Fall gar nicht eintreten kann.) Sei also
x ¢ TCgr(z). Wir definieren dann unter Verwendung v@ar) f :=
FITCgr(z) U{(z,G(F [z))} und behaupten

feA (vi)

Wegenz ¢ TCr(z) haben wir Fkff). Weiter ist donif) = TCg(z) U

{z}. Ausz R y € TCg(z) U {z} folgt aberz € TCg(z). Also ist
dom(f) R-transitiv. Firy € dom(f) gilt § C TCr(z). Alsoistf [§ =

F | y. Damit folgt firy € TCr(z) schonf(y) = G(F [9) = G(f [ 9)

und fury = = nach Definitionf(z) = G(F [9) = G(f [ 9).

Aus (vi) folgt aber sofort: € dom(F'). Also folgt (v) und damit (iv).

Mit (i), (iii) und (iv) haben wir die Existenz der behaupteten Funktion
gezeigt.

Zum Eindeutigkeitsbeweis nehmen wir an, dal3 wir eine weitere Funktion
H hatten, die den Bedingungen des Satzes geniigt. Wir zeigen dann

(Vx)[F(x) = H(x)]. (vii)
durch R-Induktion. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir
Flz=H]|z (viii)

und damit sofort
Fx)=G(Flz)=G(Hz)=H(x). O

Von besonderem Interesse sind Wohlordnungen, d.h. wohlfundierte Re-
lationen, die es erlauben, zwei beliebige Elemente ihres Feldes zu ver-
gleichen. Wir fihren daher die folgenden Begriffsbildungen ein.

3.1.6 Definition Eine RelationR heil3t eine(lineare) Ordnung wenn
gilt:
(i) (Vz)(—z R x) (Irreflexivitat)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

(i) (Vz)(Vy)(Vz)[lr Ry ANy R z = z R z] (Transitivitat)

(i) (Vz)(Vy)[z,y € FeldR) = =z Ry V z =y Vy R z] (Lineari-
tat).

Ist R eine lineare Ordnung mit Fel®) = A, so heil3tR eine lineare
Ordnung aufA.

R heil3t eineWohlordnungvon A, wenn R eine lineare wohlfundierte
Ordnung aufA ist. Wir notieren dies durch W@). Eine RelationR
ordneteine Klassed wohl, wennR N (A x A) eine Wohlordnung voul
ist.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das folgende Lemma.

3.1.7 LemmaWird A durch R wohlgeordnet und isB C A, so wird
auchB durchR wohlgeordnet.

Beweis: DaRN (A x A) eine lineare Ordnung aufist, ist RN (B x B)
lineare Ordnung auB. Ebenso ist klar, dal} fir € B wegen

{yeB| yRx} C{ycAl yRa}elU

auch{y€ B| y Rz} € U ist. Zum Nachweis der Fundiertheit seic
U mit z # (. Wir setzenR := RN (B x B). IstzN B = 0, so gilt
-y Rxfirallex,y € 2. IstzN B # 0, so finden wir wegen Furid)

einz € zNBmit—y R zfiralley € 2N B. Also gilt ~y R z fiir alle
y € z und wir haben

(Fze2)(Vyez)[y R ]
gezeigt. ]

3.2 Ordinalzahlen

Wir haben bereits in Abschnitt 2.5 bemerkt, daf3 sich natirliche Zahlen
als Mengen reprasentieren lassen, wobekdigelation zwischen natir-
lichen Zahlen durch die-Relation auf den reprasentierenden Mengen
dargestellt wurde. Wir wollen, nachdem wir durch das Unendlich-
keitsaxiom als Menge zur Verfiugung haben, diesen Prozel3 ins Unendli-
che fortsetzen. Wir wollen also Uberhinaus zahlen. Eine Menge zu
zahlen bedeutet, ihre Elemente zu ordnen. Dabei muf3 die Ordnung so
beschaffen sein, dal} sie sich zum Zahlen eignet. D.h. dal3 wir, nachdem
wir beliebig viele Elemente gezahlt haben, genau wissen, welches in der
Ordnung das nachste Element ist. Zum Z&hlen eignen sich daher nur
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3.2. Ordinalzahlen

Wohlordnungeh Wir wollen daher Klassen betrachten, die, ahnlich wie
w, durch diec-Relation wohlgeordnet werden.

3.2.1 Definition
(i) On:={z| Tranz) A WO({(u,v)| u,v € x A u € v})}.
(i) <:={(a,B)| a€ONALB€ONA ac [}

On heil3t die Klasse dérdinalzahlen
Ordinalzahlen werdedas Hilfsmittel unserer weiteren Untersuchungen
sein. Zunachst studieren wir deren elementare Eigenschaften.

3.2.2Lemma

(i) (NVaeOn)a={z| =z < a}|

(i) Tran(On)

(i) ,0eOn= (aCB < a<p)
(iv) (VaeOn)a ¢ al.

Beweis: (i): Seia € On. {z| x < a} C « gilt nach Definition der
Relation<. Ist umgekehrtz € «a, so folgt wegen Trafw) auchz C a.

Somit wird xz durche wohlgeordnet. Istt € v € z, SO istu, v,z € «

und mit der Transitivitat vor aufa folgt u € z. Also gilt auch Trai).

Damit istz € On und wir habenr < «.

(i): Istz € B € On, so folgt mit(i) x < B und somitz € On.

(i) : Seiena, 3 € On. Wir zeigen zunéchst. Fira = ggilt o C g

und fura < ( folgt wegen Traf3) ebenfallsae C 5.

Fur die Gegenrichtung sei G . Dannist) # 3\ o C (3. Also besitzt
B\ « ein e-minimales Element,. Damit isty C «a. Furé € « ist

¢ # v € (. Die Annahmey € £ € o fuhrt zum Widerspruch € «a.

Also ist¢ € ~ und wir haben auchk C ~. Damit ista = v € 3, d.h.

a < .

(iv): Die Annahmex € « fuhrt mit der Irreflexivitat vone N(a x «)

sofort zu dem Widerspruch ¢ a. O

3.2.3Lemmalst K C OnundK # (), soist(\K € K. Insbesondere
ist dann K € On.

Beweis: WegenK +# () gibt es eina € K. Dannist() K C «. Nach
Lemma 3.1.7 wird dahdr) K durche wohlgeordnet. Ist € y € () K,
soistz € y € o firallea € K. Wegen Tratn) gilt daher auch

LFur eine weitergehende Motivation der Ordinalzahlen siehe z.B. [6].
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

r € afirallea € K,d.h.z € K. Damitist(1K € On. Wegen
(K C «aflrallea € K haben wir nach Lemma 3.2.2 (iif)) K < a.
Nehmenwif K < afiirallea € K an, so erhaltenwijn) K € () K im
Widerspruch zu Lemma 3.2.2 (iv). Also gibtes eire K mit( K = «.
O

3.2.4 SatzDie KlasseOn wird durch die Relatior< wohlgeordnet.

Beweis: Wegena ¢ « flr allea € On ist< eine irreflexive Ordnung.
Ausa < (8 < ~ folgt wegen Trafry) aucha < v und wir sehen, dag&
transitiv ist. Zum Nachweis der Linearitat wahlen wir3 € On. Nach
Lemma 3.2.3 istdannn N g € On. Seiy := a N G. Wegeny C «
und~y C @ haben wiry < o und~ < g nach Lemma 3.2.2 (iii). Die
Annahmey < a A v < ( fuhrt zu dem Widerspruch € an g = ~.
Alsoista =~y < pgoderg =~ < a.

Es bleibt die Wohlfundiertheit der Relatianzu zeigen. Flt € On ist
nach Lemma 3.2.2 (3| B < a} = a. Alsoist{3| f < a} € U. Sei
nunz eine Menge mit # (). Gilt z ¢ On, so finden wir eirx € z mit
x ¢ On. Dann gilt aber fur allg € z schon—y < z. Sei dahee C On.
Wegenz # () gilt () z € z nach Lemma 3.2.3. Sei:= (2. Fir alle
a € z giltdanny C o, d.h.—a < 7. ]

Im Beweis der Fundiertheit der Relatienin Satz 3.2.4, der ja auf Lem-
ma 3.2.3 basierte, spielte es offenbar keine Rolle :0gile Menge war.
Wir erhalten daher das folgende Korollar.

3.2.5 Korollar Jede nicht leere Klasg¢é von Ordinalzahlen enthélt eine
kleinste Ordinalzahl. Gemal3 Lemma 3.2.3 ist d[@sE .

3.2.6 Lemmaks gilt
KCOnATranK) & K=0nV K € On.

Beweis: Nach Lemma 3.2.2 gilt Trgi®n). Damit folgt die Richtung
von rechts nach links der obigen Aquivalenz. Fur die Gegenrichtung
sei K eine transitive Klasse von Ordinalzahlen. Nach Satz 3.2.4 und
Lemma 3.1.7 wirdK durche wohlgeordnet. Nehmen wik # On an,

so erhalten wir eirv € On das nicht inK liegt. Fur{ € K gilt dann

¢ # a und, daK transitiv ist, auch—a € £. Also ist{ € a und wir
habenK C «. Mit (As)ist daherK € U/ und damit giltK € On. O

3.2.7 SatzDie KlasseOn ist keine Menge.

Beweis: Aus der Annahme Or U folgt mittels Lemma 3.2.2 (ii) und
Satz 3.2.4 zu O On. Dies widerspricht aber Lemma 3.2.2 (iv). [J

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich nun
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3.3. Der MosTowskHKaollaps

3.2.8 Korollar
ac€ UANTrana) Aa COn = acOn

Wir formulieren nun die Satze 3.1.4 und 3.1.5 fur Ordinalzahlen.

3.2.9 Satz (Transfinite Induktion) Gilt (Va)[(Vn<a)y(n) = ¥(a)],
so folgty(«) fir allea € On.

Zum Beweis wenden wir Satz 3.1.4 auf die Formel
o(r) & ¢ 0onV Y(x)
an. ]

3.2.10 Satz (Transfinite Rekursion)Zu einer Funktiortz: U — U gibt
es genau eine Funktidn: On — U, die der Rekursionsgleichung

F(la) =G(F [a)

flir alle o € On gentigt.

Beweis: Wir wenden Satz 3.1.5 an und erhalten eine Funktion
FFuU — U

mit F(z) = G(F | {y| y < z}). Setzen witF' := F' | On, so gilt wegen
Lemma 3.2.2 () (a) = G(F | ). Die Eindeutigkeit der Funktiod’
folgt wieder sofort durch transfinite Induktion. H

3.3 DerMosTtowskKollaps

3.3.1 Definition Es seienR;, R, Relationen und4, B Klassen. Eine
Abbildung F: A — B heil3t ein R;—Ry;—Homomorphismuson A in
B, wenn

(Ve A)(VycA)lz Riy = F(z) Ry F(y)]

gilt.

Eine BijektionF: A +— B heil3t einR;—R,—Isomorphismuson A auf
B, wennF ein Ri—R;—Homomorphismus vod in B und F~! ein Ry—
R;—Homomorphismus vo in A ist.

Unser Ziel ist es, fundierte Relationen zu kollabieren, wobei eine Kolla-
bierungsfunktion eilR—e—Homomorphismus auf eine ltickenlose, d.h.
transitive Menge ist. Wir definieren daher:
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

3.3.2 Definition SeiR eine wohlfundierte Relation. DurdR-Rekursion
erhalten wir eine Funktiofp mit

mr(z) == {mr(y)| vy R z}.

Die Funktion 7 heildt dieKollabierungsfunktionrvon R. Die wich-
tigsten Anwendungen haben Kollabierungsfunktionen in der Situation,
dalR diec—Relation auf einer Klasséd wohlfundiert ist. In diesem Fall
schreiben wir kurzr4 anstattren 4. 4) Und nennemr|[A] := m4[A] den
MosTowskHKollapsder KlasseA.

Wir wollen nun die Eigenschaft der Kollabierungsfunktion im einzelnen
studieren.

3.3.3 Lemma Sei R eine wohlfundierte Relation mit = Feld R). Es
gelten

(i) mwr:A — mg[A]isteinR——Homomorphismus voA aufry[A].
Die Klasserp[A] ist transitiv und fiir alle. € wp[A] gilt a ¢ a.

(i) Ist R transitiv, so istrg[A] € Onoderrg[A] = On,

(i) Ist B transitiv undt: A — B ein R—e—Isomorphismus, so ist
T = TR.

(iv) Ist R extensional, d.h. gilt
VeeA)(Vye A){u| v Rz} ={u| u Ry} = x=y],
SO0 istrr ein R—e—Isomorphismus.

Beweis: (i): Nach Definition vorry, gilt 7r(x) € mr(y) fir z R y. Al-
so liegt einkR—e—Homomorphismus vor, der per definitionem surjektiv
ist. Wir zeigen nun die Transitivitat vomg[A]. Istu € v € wr[A], SO
haben wir eict € Amitu € v = wg(z) = {7r(y)| y R z}. Also ist
u € mg[A]. Uma ¢ a fur a € wp[A] zu erhalten, zeigen wir zunéchst

r Ry = mr(z) # mr(y) (i)

durch R-Induktion nachy. Nach Induktionsvoraussetzung gilk(z) #
mr(x)furallez R x. Alsoistrg(x) ¢ mr(x), wohl aberrg(z) € mr(y).
Damit gilt 7r(z) # 7r(y). Wéare nuna € o flr eina € wg[A], so
erhielten wira = mg(y) fur einy € A sowiea = 7g(x) fireinz € A
mit x R y, was aber (i) widersprache.

(if): Wir zeigen

ac A= mgr(a) €ON (i)
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3.3. Der MosTowskHKaollaps

durchR-Induktion. Nach Induktionsvoraussetzung giitja] C On, wo-
bei wiedera := {y| y R a} sei. Istu € v € wgla], SO haben wir ein
y R amitv =mg(y) und somitu € mx(y) = {7r(2)| z R y}. Also ist
u = mr(z) fir einz R a und somitu € wg[a]. Damit gilt Trar(mg[a))
und nach Korollar 3.2.8 danrz[a] € On. Wegenrr(a) = mg[a] ist also
mr(a) € On.

(i) : Seia € Aundz € 7(a). Wegen TraB) folgt z € B und somit
gibt es einu € A mit 7(u) = = € 7(a). DaT~! ein e~R—Homomor-
phismus ist, folgtu R a. Also ist7(a) C 7[a]. IStz € 7[a], so gibt
es einv R a mit x = 7(v). Dann ist aber = 7(v) € 7(a). Also ist
7(a) = 7]a] undT gehorcht den Rekursionsgleichungen i

(iv): mr: A — mg|A] ist ein surjektiverR—c—Homomorphismus nach
(). Um auch die Injektivitat zu erhalten, zeigen wir

mr(a) =mr(b) = a=1b
durch R-Induktion. Wir habenry(a) = 7z(b) < mgld] = mr[b].
Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann aber b und mit der Ex-
tensionalitdt vonk schliel3licha = b. Damit istwr eine Bijektion und
wir haben uns nur noch davon zu uberzeugen, dgRein e~R—Ho-
momorphismus ist. Gilt aberp(u) € mr(v), So gibt es eiw R v mit
mr(u) = wr(a). Mit der Injektivitdt vonry folgt dann aber = a und

damit auchu R v. ]

Ist R eine Wohlordnung und gilt = ¢, so folgtz = y, denn sowoht R

y als auchy R x fihren zu dem Widerspruche g = z, d.h.x R x bzw.

y € 2 =y, dhy R y. Also sind Wohlordnungen immer extensional,
und wir erhalten aus den Lemmata 3.3.3 und 3.2.6 den folgenden Satz.

3.3.4 Satzlst R eine Wohlordnung miEeld R) = A, so istrp ein R—
e—Isomorphismus und es gilt entwedgi{ A] = On odernr[A] € On.
Es istrr|A] € On genau dann, wenA eine Menge ist.

Wir nennenng[A] den Ordnungstypvon R und bezeichnen ihn gerne
mit otyp(R). Die Umkehrfunktionr,': otyp(R) — A heil’t die R-
Aufzahlungsfunktion vomd. Wir bezeichnen sie mit gn

Wir werden sehr oft mit der Aufzahlungsfunktion arbeiten missen. Da-
her ist es niitzlich, die folgende Rekursionsformel zur Hand zu haben

enz(a) = ming{z| (VB<a)lem(B8) R z|} fura € otyp(R), (3.3)

wobei ming das Minimum beziiglich der Wohlordnurdgbedeutet. Um
(3.3) zu beweisen, beobachtet man, daliFix o naturlich e (5) R
enz(a) gilt. Istb € Feld R) mit (V3 < «)[enz(5) R b] und nehmen wir
b R eng(a) an, so istrr(b) < a und dahen = eng(mr(b)) R bim
Widerspruch zur Irreflexivitat vor.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Ein wichtiger Spezialfall sind Klasseid C On, die ja durch< wohlge-
ordnet werden. Gemal3 unserer Vereinbarung bezeichnen wir die Kolla-
bierungsfunktion vorc N (K x K) kurz mitrg, den Ordnungstypen mit
otyp(K') und die Aufzahlungsfunktion mit en Es ist nach unseren bis-
herigen Uberlegungen klar, daBhteKlassenk C On den Ordnungstyp

On haben, wéhrend Mengédi&i C On Ordinalzahlen als Ordnungstyp
besitzen.

3.3.5LemmaSeiA C OnundTran(A). Ist f: A — On ordnungs-
treu, d.h. eink—<—Homomorphismus, so gilt < f(«) fir allea € A.

Beweis: Nehmen wir{a € A| f(a) < a} # 0 an. Seiny das minimale
Element. Dann gilff («) < ap € A. Also auchf(«y) € A und es folgt
f(f(ag)) < f(ag) im Widerspruch zur Minimalitat vony. O

Als Korollar zu Lemma 3.3.5 erhalten wir

3.3.6 Korollar Ist K C On transitiv, so gilta < eng(«) fiir alle €
otyp(K).

3.4 Grundzlge der Theorie der Ordinalzahlen

Offenbar ist die leere Menge eine transitive, duretwohlgeordnete
Menge. Somit gibt es mindestens eine Ordinalzahl. Ziel dieses Ab-
schnittes ist es, die elementaren Eigenschaften von Ordinalzahlen zu un-
tersuchen.

3.4.1 Lemma

() 0eOn

(i) aeOn = SaeOn

(i) acOnNAa<f = Sa<p

Beweis: (i): Wir haben bereits bemerkt, ddi3c On gilt. In Zukunft
schreiben wir kur? statt(), wenn wir die Ordinalzahl meinen.

(i): Ausa € On folgta U {a} C On. Daa U {a} € U qilt, folgt
Sa € On wegen TrafS«) aus Korollar 3.2.8.

(ii): Ista € Onunda < G, soistSa C (3. Nach Lemma 3.2.%ii)
folgt daherSa < (. O

Wegena < Sa ist nach Lemma 3.4.(3ii)) S« die kleinste Ordinalzahl,
die grofer alsy ist. Wir nennenS«a denNachfolgervon o. Wir wollen
uns nun davon uberzeugen, dal? es alf®rch andere Ordinalzahlen
gibt, die nicht Nachfolger einer Ordinalzahl sind.
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3.4. Grundziige der Theorie der Ordinalzahlen

3.4.2 Satzw € On.

Beweis: Aus Lemma 3.4.1i) und(ii) folgt mit (2.36), d.hw-Induktion,
w C On. Wegen (2.33) haben wir € U. Es bleibt Traw) zu zeigen.
Dazu zeigen wir

TEYECEW = TEW

durchw-Induktion nachy. Fury = 0 ist nichts zu zeigen. Gilt € Sy €
w, SO haben wir entweder € y € w undz € w nach Induktionsvoraus-
setzung odet = y € w. Also gilt Tranw) und mit Korollar 3.2.8 folgt
w € On. ]

3.4.3 Definition Seia € On.

(i) Gibteseins € On mita = Sg3, so heil3in eineNachfolgerzahl
(i) Ista # 0 unda keine Nachfolgerzahl, so heifteineLimeszahl
Wir definieren

Lim := {a€0n| «istLimeszah}.

3.4.4 Lemma Wir habena. € Lim genau dann, wena # 0 ist und
(VB <a)(SB < «a) gilt.

Beweis: Seia € Limund 8 < a. Dann istS3 < a. Die Gegenrichtung
folgt unmittelbar aus der Definition. O

3.4.5 Satzw € Lim und fir allef < w gilt 3 ¢ Lim.

Beweis: Es istw # 0 und fura < w gilt Sae < w. Also istw € Lim
nach Lemma 3.4.4. Fiit € Lim gilt nach 3.4.4 Indg). Also istw C ﬁ
d.h.w < 3.

Ist n una € On mita € U, so gilt offenbal Ja € On und Traf J a),

denn firz € y € (Jagibteseint € amitz € y € £ € a. Also

istz € £ € a, d.h.z € |Ja. Damit ist nach Korollar 3.2.8Ja € On.
Wegena C |Ja fur alle o € a haben wira < (Ja, d.h.|Ja ist eine
obere Schranke fir alle € a. Gilt andererseits, C g firallea € a, so

folgt sofort| Ja C 3, d.h.[Ja < 3. Damit ist  a ist die kleinste obere
Schranke fur alle Ordinalzahlen in Dies ist die duale Beobachtung

zu Korollar 3.2.5, in dem wir festgehalten haben, dal} die grofite untere
Schranke einer Klass& von Ordinalzahlen durch) K definiert wird.

Wir definieren daher:

43



3. Ordinal- und Kardinalzahlen

3.4.6 Definition Sei K C On.
(i) supK =K
(i) infK:=NK

Anstelle von infK verwenden wir oft synonym miA .
Wie wir bereits gesehen haben gilt:

3.4.7 LemmaSeiK C On.
IstK € U, soistsupK € Onund es gilt

(i) (MVaeK)(a < supK)

(i) (VaeK)(a<fB) = SUpK <

Ist K #+ (0, soistinf K € Onund es gilt

(i) (VaeK)(infK < a)

(iv) VaeK)(f<a) = f<infK,

Eine Umformulierung der Definition von sup liefert
a<SUpK < (deK)(a < f). (3.4)

3.4.8 LemmaEs gelten:

() «ist Nachfolgerzahk= o = S(supca).

(i) aelim & a#0Aa=supa.

(i) aecUNaCONAa#DA supa ¢ a = supa € Lim.

Beweis: (i): Ista = S, soist

Ua=U@BU{6})
={y| BeP)lyecvyep=UJBUB=7,

da wegen Traf3) bereits| J 5 C g gilt. Also o = S(supa). Die Gegen-
richtung ist trivial.

(ii): Seizunachstk € Lim. Dannista # () unda keine Nachfolgerzahl.
Nun ist wegen Trafw) aber supr = (Ja C a, d.h. wir haben mit
Lemma 3.4.7 sup < a. Wegena € Lim zieht die Annahme sup < o
daherS(supa) < a nach sich, was zu dem Widerspruch sug supa
fahrt.

Sei nuna # 0 unda = supa. Zu 3 < « gibt es dann eig < « mit
6 <& AlsoistSG < € < aundes gilta € Lim nach Lemma 3.4.4.
(iii): Seia € U, a C On,a # 0und sup: ¢ a. Nach Lemma 3.4.7
haben wir sup € On. Also gilt sugsupa) C supa. Isté € supa,
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3.4. Grundziige der Theorie der Ordinalzahlen

so finden wir einp € a mit ¢ < n. Dann isty < supa und wegen
supa ¢ a sogar € supa und es folgt € | J(supa) = supgsupa). Also
ist sugsupa) = supa und wir erhalten sup € Lim nach(ii). ]

Damit kennen wir nun drei Typen von Ordinalzahlen
e Die OrdinalzahD

e Nachfolgerordinalzahlen

e Limeszahlen

Gemal dieser Unterscheidung lassen sich die Prinzipien der transfiniten
Induktion und Rekursion umformulieren.

3.4.9 Satz (Transfinite Induktion) Gelteny(0), (Va)(¢(a) = ¢(Sa))
und (VYA e Lim)[(VE < A)(@(&) — ©(A))], so gilt auchVa)p(c).

Beweis: Nehmen wir{a| —¢(a)} # 0 an, so gibt es laut Korollar 3.2.5
ein kleinstesy mit - («). Dann ista # 0 unda keine Nachfolgerzahl.
Aber aucha € Lim fihrt zum Widerspruch, da danivé < a)e(§) und
somit nach Voraussetzung auglr) gilt. O

3.4.10 Satz (Transfinite Rekursion)Zua € U undG,H: U — U
gibt es genau eine Funktidr: On — U mit

F(0)=a

F(Sa)=G(F(a))
F(A\)=H(F[A)  fiur\ e Lim.

Beweis: Sei
i {G( f(a)) falls dom(f) = S«
G(f):=< H(f) falls dom(f) € Lim
a sonst

Durch transfinite Rekursion (alter Art) erhalten wir eine Funktion
F:On — U

mit F(a) = G(F [ a). Istalsoa = 0, so gilt F(0) = G(F [0) = a. Im
Nachfolgerfall istF(Sa) = G(F | Sa) = G(F(c)), und im Limesfall
ist schlieRlichF (\) = G(F [ \) = H(F [ \).

Die Eindeutigkeit der Funktio#' zeigt man leicht durch transfinite In-
duktion. N

Der wichtigste Spezialfall der in Satz 3.4.10 eingefuhrten Form der trans-
finiten Rekursion ist der, daf3 im Limesfdll(\) = sup{F(&)| & < A}
gefordert wird.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Als Beispiele ftr Definitionen durch transfinite Rekursion wollen wir
die Grundfunktionen der Ordinalzahlarithmetik, Addition, Multiplikati-
on und Exponentiation, einfihren. Allerdings wollen wir uns hier nicht
tiefer auf Ordinalzahlarithmetik einlassen. Einige ihrer Grundziige wer-
den in den Ubungen dargestellt.

3.4.11 Definition Wir definierena+ 5 durch die Rekursionsgleichungen

a+0:=«
a+ S6:=S(a+p)
a+ A :=sup{a+¢| £ < A} fur X € Lim.

3.4.12 Definition Die Multiplikation « - 3 ist definiert durch

a-0:=0
a-SB:=(a-B)+a
a-A:=sup{a-&| & < A}flr A € Lim.

3.4.13 Definition Die Ordinalzahlexponentiation ist definiert durch
a’ = S0
OéSB = aﬁ e
o = sup{a®| € < A} fir A € Lim.

Man sieht, dafld wir im Prinzip die aus der Zahlentheorie (d.h..guf

bekannten Funktionen nur ,stetig* fortgesetzt haben.
Stetig heil3t hier stetig im Sinne der Ordnungstopologie auf den Ordinalzahlen, die
von den offenen Ordinalzahlintervallén, 3) = {¢| o < £ < 5} U {0} erzeugt wird.

Allerdings muf3 man dabei beachten, dal} einige der gewohnten Ei-
genschaften dieser Funktionen im Unendlichen verloren gehen. So ist
beispielsweise die Addition ebenso wie die Multiplikation nicht mehr
kommutativ. Um dies einzusehen, zeigt man duselmduktion die Aus-
sage

n<wAm<w = n+m<w. (3.5)
Daraus folgt z.B. mit := S0

l+w=sup{l+n| n<w}=uw,
wohingegen

w<Sw=w+1

gilt. Damit ist auch klar, daf3 die Addition nicht linksmonoton sein kann,
denn au® < 1 folgt mitnichten0 + w < 1+ w,da0+w=14+w =w
ist. Was jedoch qilt, ist die strikte Rechtsmonotonie, d.h.
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3.5. Kardinalzahlen

<y =a+f<a+r. (3.6)

Dies lal3t sich recht einfach durch Induktion ngatinsehen. Wir wollen
— einfach um die Methode zu demonstrieren — hier einen anderen Weg
einschlagen, um (3.6) einzusehen.

3.4.14 LemmaDie Funktion\¢ . o+ € := {({,a+ &)| £ € On}istdie
Aufzéhlungsfunktion der Klassgs € On| o < 3}.

Beweis: Die Aufzéhlungsfunktion vor{ € On| « < 3} bezeichnen
wir fur diesen Beweis mif und zeigen

f€) =a+¢ ()

durch Induktion nacly.
Esistf(0) = a = a+0. Mit (3.3) folgt f(Sn) = min{{| f(n) <(} =
S(f(n)) = S(a+n) = a+ Sn. Fur\ € Lim erhalten wir schlief3lich

FA) =min{C[ (Vu<A)[f(n) < ¢]}. Damitist supf(u)| p <A} <
f(A) und mit der Induktionsvoraussetzung folgt

JO) >sup{fa+pu| pu<A}=a+ A (ii)
Andererseits gilt aber

a+A>a+pu=f(p
fur alle u < A, woraus

fA) <a+A (iii)
folgt. Mit (i) und (iii) ist a + X = f()). O

Da die Aufzahlungsfunktion eir—<-Isomorphismus ist, sie somit eine
ordnungstreue Funktion ist, folgt (3.6) sofort aus Lemma 3.4.14.
Eine weitere Folgerung ist

3.4.15 Korollar Zu o < @ gibt es genau eine Ordinalzapmit o+ n =
(B. Man bezeichnet diese Ordinalzahl manchmal-miit+ .

3.5 Kardinalzahlen

Wir haben bereits in Definition 2.3.8 die Gleichmachtigkeit von Klassen
eingefuhrt. Wir wollen nun versuchen, Machtigkeiten durch Ordinalzah-
len zu messen. Dazu definieren wir

3.5.1 Definition
|A| :=inf{a€On| A~ a}.

47



3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Wir wollen nattrlich gerne einsehen, dal3 die Funktiofiir allea € U

eine Ordinalzahl ergibt. Allein, das kann auf der Basis der bisher ein-
gefuihrten Axiome noch nicht gezeigt werden. Klar ist hingegen,| daf3
auf allen Ordinalzahlen definiert ist. Die Fixpunkte der FunkfiopOn
heildenKardinalzahlen Wir bezeichnen die Klasse der Kardinalzahlen
mit Card. Wir setzen also:

Card:= {a€On| |a| = a}.

Eine Kardinalzahl wird durch die Eigenschaft charakterisiert, dal3 sie
sich nicht bijektiv auf kleinere Ordinalzahlen abbilden laf3t. Offensicht-
lich gilt immer

la| < o (3.7)
Die Funktion| | [ On ist schwach monoton, d.h. wir haben

a<f = o] <[4l (3.8)
Aus a < ( folgt ndmlicha C 3, und haben wir eine Bijektion

f:8 «— 16,

so istfla] C |B|. FUr{ € otyp(fla]) ist§ < eny (&) < |B]. Also
ist otyp(fla]) < |B] und es gilta ~ otyp(f[a]). Damit folgt |a| <

otyp(fle]) < [6]. -
Als weitere Folgerung erhalten wir

reCard= (a<k & |af <k). (3.9)

Die Richtung von links nach rechts folgt dabei unmittelbar aus (3.7). Aus
r < «a folgt aber mitx € Card und (3.8x = || < |a/, womit wir auch
die Gegenrichtung gezeigt haben. O

Da die Komposition von Bijektionen wieder eine Bijektion ergibt, haben
wir auch

la|]=aNa~b = |b=qa. (3.10)

Anstatt der Aussag€eif)(f:a — b) schreiben wir kurzz — b. Wir
kénnen dann die Beweisidee von (3.8) benutzen, um

a—>bA|bl=0F = |a] €OnAlal <p (3.11)

zu erhalten. Dazu gehen wir von einer Bijektigrb «+— ( und einer
Injektion f:a — b aus. Wir bildeng o f und erhalter{g o f)[a] C S.
Damit ista ~ otyp((g o f)[a]) < 6 und es folgt sowohla| € On als
auch|a| < |3]. O
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3.5. Kardinalzahlen

Wenn wir jetzt davon ausgehen, daff € On und|b| € On sind, so
erhalten wir aus (3.11)

a—>bANb—a = a~0b. (3.12)

Diese Aussage ist als Satz vomICror und BERNSTEIN bekannt. Es

sei hier nur bemerkt, dal3 (3.12) in der zitierten Form richtig ist, d.h.
man kann auf die Voraussetzufig € On und|b| € On verzichten.
Diese Aussage wurde in den Ubungen gezeigt und soll daher hier nicht
nochmals wiederholt werden.

Offenbar gilt auch

la| < [b| = a < b. (3.13)

Wir wollen nun feststellen, unter welchen Bedingungere On ist.

3.5.2 Lemma Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) |al € On

(i) (Ja€On)a ~ q]

(iii) (Ir)[WO(r) A Feldr) = a

(v) (Fyeon(3f)lf:y = d
V) (3f)[f:a = onl.

Beweis: (i) < (ii) folgt sofort aus der Definition vola.

(i) = (ii) erhalten wir sofort aus Satz 3.3.4, glaeine Bijektion von
a auf otyp(r) ist.

Um (i) = (ii)) zu erhalten, nehmen wif: a +— « an und definieren
r = {(z,y)l r€aNny€an f(x) < f(y)}. Man rechnet mihelos
nach, daf3 eine Wohlordnung mit Feld) = a ist. Wegen- C a x a ist
re u.

(iii) = (iv): Istr eine Wohlordnung mit Fela) = a, so haben wir die
Bijektion en.: otyp(r) «+— a.

(iv) = (v): Seif:y 2% o wir definiereng:a — On durchg(z) :=
inf{¢ev| f(&) = x}. Offenbar isty injektiv.

(v) = (iii): Wir definieren wieder

ri={(z,y)] r€aAycan f(z) < f(y)}. O

Um jeder Menge eine Kardinalzahl als Machtigkeit zuordnen zu kénnen,
wird es nach Lemma 3.5.2 notwendig sein, jede Menge wohlzuordnen.
Wir werden sehen, dal’ dies aus dem Auswahlaxiom folgt.

Vorher bemerken wir aber noch die folgenden Tatsachen.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

3.5.3 Lemma SeiF eine Funktion. Istdom(F")| € On, so ist
mg(F)| < |dom(F)|.

Beweis: Seig: |[dom(F')| <— dom(F'). Wir definieren
h:rng(F) — |dom(F)|

durch

h(z) :=inf{¢ €[dom(F)|| F(g(¢)) = z}.

Dann isth injektiv, d.h. wir haben rn@") — |dom(F)| und erhalten
nach (3.11) rng(F)| < | dom(F)|. O

Wir wollen zunachst endliche Kardinalzahlen untersuchen, d.h. Ordinal-
zahlena mit o = |a| < w. Zur Vorbereitung zeigen wir das folgende
Lemma.

3.5.4Lemmalsta < w undp < «a, soistS(otyp(a \ {6})) =

Beweis: Wir fihren Induktion naclw. Fura = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei dahefta = Syundg < a. Istg = ~, soista \ {#} = v und
otyp(a \ {8}) = ~. AlsoistS(otyp(a \ {5})) = a. Ist 3 < v, so setzen

wir
¢ == otyp(y \ {8})

und erhalten aus der Induktionsvoraussetzung

86 = S(otyp(y \ {8})) = . (i)
Offenbar gilt fur§ € v\ {6} immer

T8 (&) = T gp (§)
und somit

{msnimm (1 § € v\ {B}}

Tsn (V) = )
i§ isn(€)| €ev\{6}} (ii)

Mit (i) und (ii) erhalten wir nun

otyp(Sy\ {8}) = msnisn S\ 16}
= (v\{ﬂ})[ \{BH U {mspnis(7)}
—suU{o}
=50 =~.
Also folgta = Sy = S(otyp(a \ {8})). O

Mit Hilfe von Lemma 3.5.4 erhalten wir die folgende Aussage:
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3.5. Kardinalzahlen

3.5.5Lemmalsta < w unda ~ 3, so ista. = (3.

Beweis: Induktion nachy. Ista = 0 unda ~ 3, so ist3 = 0.
Seidaher = Syundf:a +— (. Dannist

flyy = BAN{f(9)} ~otyp(B\{f(7)})-

Mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

v =otyp(B\ {f(v)})

und mit Lemma 3.5.4 daraus

a =5y =S(otyp(B\ {f()})) = 6. O

Lemma 3.5.5 verhilft uns dazu, eine Reihe von Kardinalzahlen zu erken-
nen. Ist namlichy < w, so ist wegerx ~ |a| nach Lemma 3.5.5 schon

a = |a|. Damit sind alle endlichen Ordinalzahlen bereits Kardinalzah-
len. Weiter haben wijw| < w nach (3.7). Die Annahmpv| < w flhrt

aber nach Lemma 3.5.5 zu dem Widerspruch |w| < w. Zusammen-
fassend erhalten wir daher den folgenden Satz:

3.5.6 Satzw + 1 C Card d.h.w und alle endlichen Ordinalzahlen sind
Kardinalzahlen.

3.5.7 Definition Eine Menge: € U heiltabzéhlbar wenn|a| < w gilt.
Anderenfalls heil3t Uberabzahlbar

Eine einfache Beobachtung ist
w<a = a~Sa (3.14)
Dazu definieren wir eine Funktion

f:Sa +— «

durch
S¢ falls¢ <w
(&) = {5 fallsw < ¢ < a
0 falls¢ =a.

Man Uberzeugt sich sofort, dgfeine Bijektion ist.
Bezeichnen wir mit

K:={keCard w <k} (3.15)
die Klasse deunendlichen Kardinalzahleso erhalten wir aus (3.14)
K C Lim. (3.16)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Wir wollen eine Klassd< C Onunbeschrankbhennen, wenn

(V) (Bne K)[§ <

gilt. Ist K eine unbeschrankte Klasse, so ist offenbar @yp= On.
Damit sind unbeschréankte Klassen keine Mengen. Umgekehrt sind be-
schréankte Klassel® C On nach dem Aussonderungsaxiom Mengen.
Wir wollen uns nun davon Uberzeugen, dal’ die Klasse der Kardinalzah-
len unbeschrankt ist. Dazu bendtigen wir die folgende Begriffsbildung.

3.5.8 Definition Seia € U. Wir definieren
H(a) == inf {€€On| =(3f)[f:€ * a]}
und nennem(a) die HARTOGszahl der Menge.

Offensichtlich haben wie: < H(«) fur allea € On. Wir wollen nun ein-
sehen, dal3 fur jede Mengadie HARTOG<zahlH(a) eine Kardinalzahl
ist, d.h. wir zeigen:

3.5.9 Lemmalsta € U, soistH(a) € Card
Beweis: Seia € U. Wir betrachten die Klassen
A= €] BPIf:€ 5 al)
und
W= {(b,r)| b a AN WO(r) A Feldr) =b}.
WegenlW C Pow(a) x Pow(a x a) ist

W e uUu. (i)
Nun gilt aber
A = {otyp(r)| (b,r) € W}. (ii)

Fir (b,r) € W haben wir namlich
otyp(r) — b C a.

Dies liefert die Inklusion 2" in (ii). Fur die Gegenrichtung s&i € A.
Dann haben wirf: £ — a und wir definiererb := f[¢] C aundr :=

{(f(a), f(B))| a< B}. Dann gilt WQr) und otygr) = €.

Aus (ii) und (i) erhalten wir
AelU

mit Ersetzung. Also ist
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a = SupA € On.
WegenSa ¢ A gilt

~(3f)If: Sa = ],
und wir erhalten

H(a) € On.

Gilt nun¢ +— H(a) < a fir eine Ordinalzah, so ist¢ < a und
daherH(a) < ¢. Damit haben wir

[H(a)] < H(a) < [H(a)|
und somitH(a) € Card. O
Wegena < H(«) erhalten wir den folgenden Satz:

3.5.10 SatzDie Kardinalzahlen sind eine unbeschrédnkte Klasse.

Aus Satz 3.5.10 folgt, daf} die Klas&eund wegerK C Lim auch die
Klasse der Limeszahlen unbeschrankt ist. Also ist @)p= On und
wir definieren

N, = eng(a).
Da otypgK) = On ist, istX, fur alle Ordinalzahleny definiert. Es gilt
Ny = w. Fur eine Menge sei

a”:=min{k € K| |a| < k}.
Fir Ordinalzahlen ist™ immer definiert und es gilt

w<a = a =H(a). (3.17)

Wegen|a| < H(a) haben wir namlicle™ < H(a). Wére nuna™ <
H(a), so hatten win™ < « und erhielten nach (3.11) den Widerspruch
at =lat| <|a] < a™.

3.6 Das Auswahlaxiom

Wir sind bislang nicht in der Lage, jeder Menge eine Ordinalzahl als
Kardinalitat zuzuordnen. In Lemma 3.5.2 haben wir eingesehen, dal3
dies aquivalent zu der Forderung ist, jede Menge wohlordnen zu kénnen.
Dies erscheint auf den ersten Blick eine gewagte Forderung zu sein. Wie
sollte wohl eine Wohlordnung auf den reellen Zahlen oder noch komple-
xeren Mengen aussehen? Es gibt jedoch ein Prinzip, das Mathematikern
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wohlvertraut ist und das sich als dazu aquivalent herausstellt. Haben wir
eine Familie

{A,| €I}

von Mengen mit einer Indexmendeso bildet man daBrodukt
[TA ={fl T — JA A f() € A},
vel vel

das eine naturliche Verallgemeinerung des endlichen Produktes
Ay x--ox Ay ={(ay, ..., a,)| a; € A}

darstellt. GiltA, # () fir alle. € I, so mdéchte man nattirlich gerne auch
[,/ A, # 0 haben. Dies kdénnen wir auf der Grundlage unserer bis-
herigen Axiome aber nicht zeigen. Wir missen dies daher axiomatisch
fordern. Dazu definieren wir:

3.6.1 Definition Seia € U. Eine Funktionf mit dom(f) O a heildt
Auswahlfunktiorfur a, wenn fur jedes: € a mit x # () schonf(z) € «
gilt. Das Auswahlaxiom besagt nun:

(AC) Zujedema € U existiert eine Auswahlfunktion.

Ganz offensichtlich haben wir dann den folgenden Satz:

3.6.2 SatzDas Auswahlaxiom ist &quivalent zu der Forderung, dal3 jede
Mengenfamilie nicht leerer Mengen ein nicht leeres Produkt besitzt. D.h.

(AC) & (VI)(VA){[FKt(A) A dom(A) =T A (Vi I)(A, #0)]
= [[A #0}

vel

Ein weiteres in der Algebra oft benutztes Prinzip ist dagKsche Lem-
ma, das wir wie folgt formulieren:

3.6.3 Lemma ZOoRNsches Lemma)Seia € U, a # 0 und< eine tran-
sitive irreflexive Relationb C a heiBt<-Kette ina, wenn< N(b x b)
eine lineare Relation ist. Ein Elementc a heil3t eine obere Schranke
furb C a, wenn(Vz €b)[z =< y] gilt. Besitzt nun jede<-Kette ina eine
obere Schranke, so besitz-maximale Elemente, d.h. Elemertdlir
die

Myea)[-z<yVz=y]
gilt.
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Beweis: Seia € U, a # () und < eine transitive irreflexive Relation,
die die Voraussetzungen des Lemmas erfullt. Dann istRpw ¢/ und
besitzt demnach nagC') eine Auswahlfunktionf. Durch transfinite
Rekursion definieren wir eine Funktion

F:0On — U
mit

F(a) = f({z€a| (VyeFla])ly < zl}). (i)
Setzen wir

Ao :={zeal (VyeFla])y < ]},
so folgt aus (i)
A, #0 = F(a) € Ax N (Yy e Fla))[y < F(a)].
Weiter folgt
a<f = AgC A, (1)

denn mitz € Ag qgilt (Vy € F[5])[y < x] und damit aucly < « fir alle
y € Fla]. Als Folgerung von (ii) erhalten wir

a<fBANAz#£0 = Ay #0 A F(a) < F(0), (iii)

dennesistiz C A, undF(a) € F[3].
Definieren wir nun

F::{ﬁ‘ Aﬁ;«é(l)}QOn
so gilt
TranT)

nach (iii). DaF[I'] C a folgt (mit der sich aus der Irreflexivitat vor
ergebenden Injektivitat voR [ I') I € U und wir erhalten

I € On. (iv)

Furz,y € F[I'| haben wir abery,3 € T mit x = F(a) undy =
F(B3). Nach (iii) folgt F(a) = F(8) oder F(8) = F(a). Damit ist
F[I'] eine<-Kette ina und besitzt daher eine obere Schranke a. Wir
behaupten, daB ein <-maximales Element ist. Nehmen wir namlich
z < z fureinz € a an, so folgt

(Vye FII)(y 2z <x).
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Wegen der Transitivitat vor ist damitAr = (). Also folgtT’ € T" im
Widerspruch zu (iv). O

Fehlt bei den Voraussetzungen desrAischen Lemmas die Irreflexivitat vor, so
kann manr < z durch die irreflexive und transitive Ordnung< z & = < z Az #

z auf den durchz := {y| y <z A x <y} definierten Aquivalenzklassen ersetzen.
Man bekommt dann ,maximale* Elementec a mit der Eigenschaft

(Vyea)[-z <y Vz=y

Als nachstes wollen wir zeigen, dal3 mit Hilfe des Auswahlaxiomes jede
Menge wohlgeordnet werden kann. Dies werden wir jedoch so tun, dal3
wir uns lediglich auf das @rNsche Lemma beziehen. Da wir dann aus
der Wohlordenbarkeit jeder Menge das Auswahlaxiom erhalten, werden
wir dann die Aquivalenz von AuswahlaxiomoZNschem Lemma und
Wohlordnungssatz gezeigt haben.

3.6.4 Satz (Wohlordnungssatz)Jede Menge léf3t sich wohlordnen.

Beweis: Seia € U. Wir definieren die Klasse

H:={f] (3)f:¢ % o).
Dann giltH C Pow(H(a) x a), wobeiH(a) die in Definition 3.5.8 defi-
nierte HARTOG<zahl der Menge: ist. Also ist

Hel.

Wir definieren aufH eine Relation

< ={(f,9) fLgcHANFSGg}

Dann ist< eine transitive irreflexive Relation auf. Ist A C H ei-
ne <-Kette, so istl JA € H eine obere Schranke voA. Nach dem
ZORNschen Lemma besitZf maximale Elemente. Séi maximal und
a := dom(h). Wir behaupten
h:a <— a. (i)
auf

Dazu ist nur nochh: « = a zu zeigen. Zur € a mit x ¢ rng(h)
konnten wir aber

h':=hU{(a,x)}

bilden. Dann hatten wit’ € H undh < A’ im Widerspruch zur Maxi-
malitat vonh. Also folgt (i). Nach Lemma 3.5.2 ist dies aber aquivalent
zur Wohlordenbarkeit von. O

Zuletzt wollen wir uns klarmachen, das der Wohlordnungssatz seiner-
seits das Auswahlaxiom impliziert. D.h. wir zeigen:
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3.6.5 SatzL&#st sich jede Menge wohlordnen, so giC).

Beweis: Seia € U. Dann ist auch Ja € U und wir haben aus der
Annahme der Wohlordenbarkeit mit Lemma 3.5.2 eine Bijektion

h:|Ua|l +— a.
Wir definieren

@) = {g(inf (€| ) ex)) fallszecanz0

sonst

Istz € a undzx # 0, so gilt f(z) € z. Offenbar istf eine Funktion. O

Wir haben in Lemma 3.6.3 vor dem Hintergrund der tibrigen Axiome der
Mengenlehre

(AC) = (ZL)

gezeigt, wobei wir mi(ZL) die Aussage des @RNschen Lemmas ab-
kirzen.
Im Wohlordnungssatz (Satz 3.6.4) haben wir hingegen

ZL) = (WS)

gezeigt, wobei jetzfWS)die Aussage des Wohlordnungssatzes abkurzt.
Schlie3lich haben wir in Satz 3.6.5

(WS) = (AC)

nachgewiesen.
Zusammenfassend erhalten wir daher als Korollar des Beweisganges den
folgenden Satz:

3.6.6 Satz\Vor dem Hintergrund der Ubrigen Axiome der Mengenlehre
sind AuswahlaxiomZoRNsches Lemma und Wohlordnungssatz paar-
weise dquivalent.

Wir wollen im folgenden immer das Auswahlaxiom zugrundelegen. Als
Korollar zum Wohlordnungssatz (Satz 3.6.4) erhalten wir:

3.6.7 Korollar Fiirallea € U ist|a| € On, d.h. jede Menge besitzt eine
Kardinalitét.

Daruber hinaus erhalten wir

3.6.8 Lemmalsta unendlich, d.hw < |a

,SoistH(a) =a™.

Beweis: Esist|a| < H(a), alsoa™ < H(a). Wegen—(3f)(f:a™ = a)
gilt aber auctH(a) < a™. O
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3.7 DEDEKIND—endliche Mengen

Eine der Uberraschendsten Eigenschaften unendlicher Mengen ist die
Tatsache, dal3 sie gleichmachtig zu einer ihrer echten Teilmengen sein
konnen. R. [EDEKIND verwendete diese Eigenschaft zur Definition von
Unendlichkeit.

3.7.1 Definition Eine MengeK heil3tD-unendlich, wenn es eine Menge
AG K mit A~ K gibt.
Ist K nicht D-unendlich, so heil3 D-endlich.

3.7.2 Lemmalst K D-endlich undK ~ M, so istM ebenfallsD-
endlich.

Beweis: Ist f: M <— KundA G M, soistf[A] & K. Nehmen wir
g:A <— M an, so folgtf o go f': f[A] +— K. Das widerspricht
jedoch derD-Endlichkeit vonk. O

Als unmittelbare Folgerung erhalt man

3.7.3 Lemma Eine Mengeu ist genau danm-endlich, wenn ihre Kar-
dinalitdt|a| ebenfallsD-endlich ist.

Es sei angemerkt, dal3 eine Richtung in Lemma 3.7.3 das Auswahlaxiom
erfordert. Nur mit dem Auswahlaxiom wissen wir, dal3 jede Menge eine
Kardinalitat besitzt.

3.7.4 Lemmalsta D-endlich, so ist aucSa D-endlich.

Beweis: Nehmen wir anSa wéare nichtD-endlich. Dann haben wir ein
AG Sa=aU{a}undeinf:Sa <— A. Ist f(a) = a oderA C q,
soistfla:a <— A\ {f(a)}, wobeiA\ {f(a)} & aist. Dies ist
unmoglich. Istf(a) # aunda € A, so gibt es eib € a mit f(b) = a
und wir definieren

f(z) fallsz € aundz #b
g(z) =< f(a) fallsx =10
a falls z = a.

Dann istg: Sa «— A mit g(a) = a und wir sind im ersten Fall. [

Da die leere Menge trivialerweige-endlich ist, folgt mit Lemma 3.7.4
durchw-Induktion:

3. 7.5 Lemmalsta < w, so istae D-endlich.
Als Korollar von Lemma 3.7.5 und Lemma 3.7.3 erhalten wir:

3.7.6 Lemma Jede endliche Menge igt-endlich.
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Beweis: Ist a endlich, so isfa| < w, also|a| D-endlich. Mit Lem-
ma 3.7.3 ist dann aber auahD-endlich. ]

Man beachte, dal3 Lemma 3.7.6 kein Auswahlaxiom bendtigt. Die Ge-
genrichtung erfordert jedoch Lemma 3.7.3 und damit das Auswahlaxi-
om.

3.7.7 SatzEine Mengeu ist genau dani-endlich, wenna| < w ist,
d.h.a endlich ist.

Beweis: Ist|a| < w, soist nach Lemma 3.7&6D-endlich. Istw < |a,
so ist nach (3.14% ~ Sa. Damit kannSa nicht D-endlich sein. Mit
Lemma 3.7.4 folgt daraus, dal3 dann auch-unendlich ist. O

Auch hier sollte man beachten, dal} das Auswahlaxiom in der Form be-
nutzt wurde, dald zu jeder Mengelie Ordinalzahla| existiert.

3.8 Kardinalzahlarithmetik

Nachdem wir — unter Zuhilfenahme des Auswahlaxiomes — in der Lage
sind, jede Menge wohlzuordnen, konnen wir die Grundztige der Kardi-
nalzahlarithmetik einfihren. Allerdings werden wir diese in dieser Vor-
lesung nicht weiter vertiefen.

Wir hatten bereits kurz angedeutet, dal3 die offenen Intervalle zusammen
mit dem Singleto{0} die Basis einer Topologie auf den Ordinalzahlen
bilden. Haben wir eine ordnungstreue AbbilduigOn — On, so be-
merkt man, daf’ diese Abbildung genau dann stetig ist, wenn sie Suprema
erhalt. Daher definieren wir

3.8.1 Definition SeiA € On oder4A = On. EinF: A — On heif3t
stetig aufA, wenn fur alleB C A mit supB € A schon

SupF’[B] = F(supB)
gilt.

3.8.2LemmaSei B C On. Die Aufzédhlungsfunktioreng ist genau
dann stetig, wenm3 abgeschlossen gegeniiber Suprema ist, d.h. wenn
flir jede inB beschrénkte Mengé C B auchsupA € B ist.

Beweis: Nehmen wir zuerst an, dal3 gstetig ist. SeiA C B eine inB
beschrankte Menge, d.h. es gibt gire B so, da{Va e A)[a < [] gilt.
Wir betrachten ep'[A] = {¢ € otyp(B)| eng(¢) € A}. Dann gilt

sup(eny'[A]) < en'(3) € otyp(B)

und damit ist
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supen'[A]) € otyp(B).
Mit der Stetigkeit von ep folgt
enz(supen;'[4])) = supeng[en;'[A]]) = supA.

Also ist sugA) € B und B ist abgeschlossen gegeniber Suprema.
Ist umgekehrtB abgeschlossen gegeniber SupremaXind otyp(B)
mit supX € otyp(B), so betrachten wifenz(£)| £ € X }. Dann gilt

supens[X]) < eng(supX)). (i)

Zun < sup X) gibt es aber eig € X mitn < £ und wir erhalten mit
(3.3)

ens(SURX))= min{¢ € B| (¥n< supX)lens(n) <&J} (i
< supeng[X]).
Aus (i) und (ii) folgt aber sugenz[X]) = eng(sup X)). O

Wir benutzen Lemma 3.8.2, um zu zeigen, daf3 die Funkifom, stetig
ist. Wir haben

3.8.3 SatzEs giltRy = w, Nyy1 = NI undR), = sup{RX¢| & < A} fir
A € Lim.

Beweis: X, = w haben wir im Anschlul3 an Satz 3.5.10 bereits gezeigt.
N,+1 = X! folgt sofort aus (3.3), da j&, = en(«) ist. Es bleibt

zu zeigen, dal3 enstetig ist. Nach Lemma 3.8.2 geniigt es daflr, den
Abschlul3 der Kardinalzahlen unter Suprema zu haben. Sei¥lazK
beschrankt irk. Dann istX € U/ und wir setzem := supX. Nehmen
wir A ¢ Card an, so isf\| < A und es gibt einy € X mit |\| < p. Sei

f: A <— |\|. Dann erhalten wir den Widerspruch

po=pul = [flu]l < A <p O

Wir fihren nun die ,arithmetischen” Operationen ® und Exponentia-
tion auf den Kardinalzahlen ein. Fur zwei Mengen < U definieren
wir die disjunkte Vereinigung

alUb:=(ax {0})U (b x {1}).

3.8.4 Definition Seienx und )\ Kardinalzahlen. Wir definieren
(i) KEA:=|cUA|

(i) KOA:=|k x A

(i) &= |Mk|.
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3.8.5 SatzFir endliche Kardinalzahlen sind die arithmetischen Kardinal
- und Ordinalzahloperationen gleich.

Beweis: Wir definieren eine Relatiorex auf Onx On durch
(&7) <rex (1,6) = v <V (y=0AE<n).

<rex ISt dielexikographische Ordnung von rechi3ann ist
a+ [ = otyp(<rex [a L B)

und

a- 0= Otyp(‘<rlex [ X 5)7

wobei fur eine RelatiorR die NotationR | A die Relationk N(A x A)
bezeichnet. Daraus ergibt sich

la+ 8] =laUpl=ad (i)
und
a-Bl=laxpfl=a0p. (i)

Da wir fur endliche Ordinalzahlen immer |«| = « haben (Satz 3.5.6),
folgt aus (i) und (i)

a_i_ﬁ:a@ﬁa
sowie
a-f=a®p.

Da wir fur endliches: immer

n-fach

haben, folgt aus (ii)

a"=]ax-xal
N—————

n-fach

Damit sind Ordinal- und Kardinalzahloperationen im Endlichen iden-
tisch. ]

Fira € On ist die eben definierte Relatictyex [ o stets eine Wohl-
ordnung. Sie ist sogar auf On fundiert, dort aber keine Wohlordnung,
da z.B.{(&,n)| (£m) <nex (0,1)} schon den Ordnungstyp On hat. Wir
fihren daher eine Wohlordnung auf GnOn ein, die uns helfen wird,
die Kardinalzahlarithmetik transfiniter Ordinalzahlen zu studieren.
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3.8.6 Definition Seien(ay, £1) € Onx On und(az, f2) € Onx On. Wir
definieren

(a1, 1) <x (g, B2) & (U P < agUfBr) V
(a1Uﬂ1:O{2Uﬁ2/\O{1<Oé2)\/

(qUBr=aaUBr ANag =az A B1 < (2).
Dann gilt:

3.8.7 Lemma <, ordnetOn x On wohl.

Beweis: Wir sehen sofort, dafk,, eine lineare und fundierte Ordnung
ist. Weiter ist flr(«, ) € On x On die Klasse

{&n)] (&n) <« (a,8)} € S(aU ) x S(aUpf)

und damit eine Menge. Also ist,, eine Wohlordnung auf OrOn. [

Wir wollen im folgenden die Kollabierungsfunktior,  mit I" bezeich-
nen.

3.8.8 LemmaEs gelten
(i) a<T[axa]eOn
(i) TR, x N, =N,.

Beweis: (i): Wir habenl'[a x ] C Onundl'[a x o] € U. DaTl eine
Kollabierungsfunktion ist, gilt aber auch TrdHa x «]). Also haben wir
[laxa] € On. Fira < GistTaxa] S T x G]. Damitistl'[a x a] <
I'[3 x ] und die Abbildungl'*(a) := I'[a x a] ist ordnungstreu mit
dom(T'2) = On. Nach Lemma 3.3.5 ist damn< I'*(a) = I'[a x al.
(i):  Wir zeigen die Behauptung durch transfinite Induktion nacBbie
Richtung

N, C I[N, x V]
gilt dabei bereits nacfi). Es bleibt daher
L[N, x N,] TR,

zu zeigen. Sei dahére '[N, x X,]|. Dann gibtegu, v) € X, x R, mit
¢ =T[u,v]. Seid := sup{u, v} + 1. Dannist{ € I'[d x §] und wegen
N, € Lim auchd < X,. Daneben gilt¢| < |d x 4|. Istd < w, so ist
|0 X | < w, und es folgt

€= 6] < |0 % 8] <w < R

Seiw < §. Dann ist|d| = X, flr einay < a. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist dann
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0] = T[Ny, X Ny, -
und wir erhalten mit (3.11)
€] < [0 X 5] < Ry X R | S T[Ny, X Ry ] = Ny, < Ry

Damit ist nach (3.9§ < N,. ]

Die in Definition 3.8.4 eingefiihrten Kardinalzahloperatiomemund ®
sind wegens x A ~ A\ x k kommutativ und trivialerweise schwach
monoton, d.h. wir haben

R, &Rz =Rz B R, (3.18)

R, O Rz =RgO R, (3.19)
und

a<f =R OR, <R ORGAR, OR, <R, ONg.  (3.20)

Aus Satz 3.8.5 folgt, dal3 (3.18) — (3.20) auch im Endlichen gelten.
Als Korollar zu Lemma 3.8.8 erhalten wir den folgenden Satz:

3.8.9 SatzEs gelten

(i) RaOR, =R,

(i) Ny dN, =N,

(i) acUAN]|a] eK = a~axa.

Beweis:
(0): Ny, O R, = [Ny x Ry | < [TARL)| = N,
(i) : Wegen®,, LI R, — X, x 2 erhalten wir

NaSNa@NaSNa®2§Na®Na:Na-

(i) : Das folgt sofort augi). ]

Als Korollar aus Satz 3.8.9 und der schwachen Monotonieyamd ®
erhalten wir sofort

3.8.10 SatzEs istR, ® Rz = X, © Rg = sup{X,, Ng}.

Damit stellt sich die Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen als
im wesentlichen trivial heraus. Etwas interessanter sind jedoch unendli-
che Summen und Produkte. Wir definieren dazu

3.8.11 Definition Es sei
0 D ko= U} x k| e}

vel
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(i) H K, = | H .|, wobei die rechte Seite das in Abschnitt 3.6 de-
vel .er  finierte Produkt bedeutet.

Zunachst erhalten wir

3.8.12 LemmacFlrx € Cardgilt

ZHZ‘I‘@/{

vel

Beweis: Es ist

Y e=U{dxsl e} =Ixul =IOk O

tel

Eine weitere Beobachtung ist

3.8.13 Lemmaks gelten

M 1JAl<S Al

vel Lel
@ [TTAl=T]I1Al
vel Lel

Sind alleA, paarweise disjunkt (d.h. gik, N A, = 0 fiir. # o), so steht
in (i) das Gleichheitszeichen.

Beweis: Zu. € [ sei
fiilA| «— A,.

(i): Wir definieren (mit(AC)) fur £ € |A,|
F(1,€) := fu(§)-

Dann ist
F: U({L} x |A]) — U A,.
vel vel

Da wir zu jedemz € |J,.; A, eince ] und einé € [A| mitz =
f.(&) haben, istF" surjektiv. Sind dieA, paarweise disjunkt, so igf
daruberhinaus auch injektiv. Damit folgt

JAal<1Udag < 14Dl = 1Al

vel el vel

Fur bijektivesF' gilt Gleichheit.
(i): Seiz €[], |A.|. Wir definieren
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F(z): I — (A

vel
vermoge
F(z)(0) = fu(z(0)).
Also ist
F][1Al — J] A
vel vel

Isty € [],.; A, soistfur. € I auchy(:) € A, und damitf, *(y(¢)) €
|A,|. Also ist

z={( W) ce Iy e [T1Al

und

F(z) ={(u, fu(f  (w(@)] v T}
={(Ly@)] cel} =y.

Damit ist F" surjektiv. F ist aber auch injektiv, denn fiar, y € [],.; |A/|
mit x # y haben wir ein € I mit z(¢) # y(.). Dann ist aberf,(x(¢)) #
f.(y(¢)) und somit auchF'(z) # F(y). Somit haben wir

F:]J1Al «— ] A

vel vel
und es folgt
’:[IJ4A:: ’I]:L4J|:: I]:L4A' [
tel tel vel

3.8.14 LemmaGilt k, < o, furalle.c I, so sty ;x5 < >, ;0
und[],c; 5 <11, cs0.

Beweis: Trivial, wegen

U xw) = [ J{} x o)
und
H Kk, C H o,. O]

3.8.15 LemmaSei{x,| « € I} C CardundI € U. Dann gilt:
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() sup{r| eI} <> k <|I|@sup{r,| L€ I}

vel

(i) Yk =|I|Osup{s| ¢ €I}, fallsRy < |I| und(Ve€I)k, # 0.

vel

(i) >k, =sup{r,| ¢ €T}, fallsR U |I| < supx,.

el el
™) (J[x*=]]~"
vel vel

Beweis: (i): Wir habens, — |, . ;({¢} x x,) und damits, <>~ _; &,
firalle. € I. Also sup.; k. < ), o1 K. Setzen wilo := sup.; k,, SO
gilt mit Lemma 3.8.14

ngsz:m@a.
vel vel

(i): SeinunX, < |I| undk, # 0 fur alle. € I. Dann folgt wegen
1<k, firallec el

7| :ZI < Z/@L =: K.
vel vel
Mit o := sup.; x, haben wir wegem, < ||
Heo<|l|ok=k<) o=|Il0O0.
vel
(iii): IstRo U |I| < 0 := sup; k., So folgt
o< Kk <|Ioo=o0.

vel

(iv): ZuF € (M[[,.; %) seiF € I],.;(*.) definiert durchF(¢) :=
Az. F(zx)(t). Dann iSl’V:)‘H K, +— H()‘/@L). O

vel vel

3.8.16 Lemmalst2 < &, fur alle. € I, so gilt

Z/@L < H/@.

vel vel

Beweis: Fur endliched folgt dies aus

ko X {0} U Uky X {n} < Ky X -+ X Ky.
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Sei daher eine unendliche Menge. Dann gilt

<2 =1J2< ]~

vel vel

Damit ist

1o ]x=]]#. (i)

vel vel

Sei nun

F:IXH/{L — U{{t} x K| c €}

Lel

definiert durch

Fli, f) = (1, (0)).
Zu (v,y) € U{{¢} x k| c€I}istjedesf:I — |J{k.| ¢ € I} mit
f(¢t) =y ein Urbild unterF'. Damit istF" surjektiv und es folgt mit (i)

d ow=lU{xul cenyi<lo]]r=]]# O

vel vel vel

Deutlich interessanter ist die Potenzierung von Kardinalzahlen. Bevor
wir hier einige exemplarische Ergebnisse vorstellen kdnnen, bendtigen
wir den Begriff der Kofinalitat einer Ordinalzahl.

3.9 Kofinalitat

3.9.1 Definition Seia € On. Eine MengeX heiltkofinalin a, wenn
X C aund X unbeschrankt iy ist, d.h.

(Ve <a)(Bne X)[E <
gilt. Wir definieren

cf(a) :=inf {|X|| X istkofinal ina}
und nennen ¢ty) die Kofinalitat von a.

Gilt cf(«) = «, so heil3t die Ordinalzalal regulér, anderenfalls nennen
wir o singular.
Daa immer kofinal ina ist, haben wir

cf(a) < a. (3.21)

Die einzige Menge, die ifi kofinal ist, ist die leere Menge. Also ist
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

cf(0) = 0. (3.22)

Ista = SPundy < «, soisty < g und damitis{5} C « kofinal ina.
Also haben wir

cf(SP) = 1. (3.23)
Ganz allgemein gilt
X kofinal ina = supX = supa. (3.24)

WegenX C « istja supX < supa und flir{ < supa haben wir ein
1< amité < u. Also gibtes auch ein € X mit ¢ < p < nund damit

ist auch supr < supX.

Aus (3.22) und (3.23) folgt, daf} die Kofinalitat nur fur Limeszahlen
wirklich interessant wird. Dazu beobachten wir zuerst

a € Lim = (X kofinalina < supX = «). (3.25)

Ist ndmlichX kofinal ina € Lim, so haben wir nach (3.24) = supa =
supX. Ist umgekehrt suxX = «, so gilt fur alle¢ € X zunéchst C «
und wegernx € Lim daheré < o, d.h.X C a und zu jedent < «a gibt
eseinm € X mit & < n. Also ist X kofinal ina.

Wir haben nach Definition ¢f) € Card. Wir behaupten

a € Lim = cf(a) e K (3.26)

und haben dazu nur < cf(«) zu zeigen. Nehmen wir (f) < w an, so
haben wir eine Meng& C « die kofinal ina ist mit | X| < w. Dann ist
aber supX € X und damit sup{ < «. Dies widerspricht aber (3.25).

Wir wollen daher die trivialen Fall® und 1, fur die cf0) = 0 bzw.
cf(1) = 1 gilt, ausschlie3en und nur noch strikt regulare Ordinalzahlen
betrachten, d.h. regulare Ordinalzahlew. Sei daher

R :={k| w <k A kregulas.

Firx € Rist wegenw < x undx = cf(x) sowohlx # 0 als auch
k # S3. Also istk € Lim und mit (3.26) folgt

R C K. (3.27)

Flr a € Lim gilt nach (3.26) speziell ¢fv) € Lim. Damit erhalten wir
cf(w) < w < cf(w). Also gilt

we R, (3.28)

Ist f:7v — a mit supf|y] = a € Lim, soist|f[v]| < |y] < v. Nach
(3.25) ist f[v] kofinal in a. Wir nennenf:y — « daher eine in
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3.9. Kofinalitat

kofinale AbbildungNatdrlich ist dann gfv) < ~. Wir haben also

f:v — a A supfly] = a € Lim = cf(a) <. (3.29)
Eine Charakterisierung der regularen Ordinalzahlen liefert das folgende
Lemma.

3.9.2 LemmagEs istk € R genau dann, wer € Lim ist und

(Vy<r)(V)f:v — Kk = supf[y] < &
gilt.

Lemma 3.9.2 besagt, dal3 regulére Kardinalzahlen das Ersetzungsaxiom reflektieren.
Ist ndmlichf: k — & eine Funktion undy < &, so istf[y] in x durch supf[y] be-
schrankt, d.hf[4] ist ,eine Menge relativ zu".

Beweis: Sei zunachst € R. Dannistx € K C Lim. Gabe esein < k
und einf:v — x mit k = supf|y], so hétten wir dfx) < v < kim
Widerspruch zwk € R.
Fur die Gegenrichtung nehmen wir € Lim und cf(x) < s an. Sei
X C &k kofinal in x mit | X| < . Dann ist nach (3.25) sup = =.
Damit haben wirf: | X| «+— X C x mitsug f[|X|]) = supX = k.

O

Eine analoge Charakterisierung liefert:

3.9.3 LemmacEs istk € R genau dann, wer € Lim ist und
(VX)X Ck A |X| <k = supX < k|
gilt.

Beweis: Gilt k € R, soistk € Lim. Ist X C s mit | X| < &, SO istX
nicht kofinal ink. Mit (3.25) folgt daraus Suy’ < k.

Ist umgekehri € Lim und cf(k) < &, so gibt es einX C « das kofinal
in X ist mit | X| < x. Nach (3.25) folgt dann aber sup = . ]

Zuletzt wollen wir einsehen, dal} die Kofinalitdten von Limeszahlen im-
mer schon regulér sind. Dann zeigen wir zuerst

3.9.4 Lemma Es gibt eine kofinale ordnungstreue Funktion
f:cfla) — a.

Beweis: Da die Behauptung fliit = 0 oder Nachfolgerzahlen trivial ist,
nehmen wirae € Lim an. SeiX C «, X kofinal in a mit | X| = cf(«)
undg: | X| <— X. Wir definieren

f(n) := sup{g(n),sup{f (&) + 1| £ <n}}.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

fur allen < |X| durch Rekursion nach. Dann istf ordnungstreu mit
g9(n) < f(n). Zup < o gibt es aber eim < | X| mit u < g(n) < f(n).
Also ist f[| X |] unbeschrankt im. Wir zeigenf(n) < a furallen < | X|
durch Induktion nach. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir wegen
a € Lim

(VE<n)[f(§) +1 <al.

Also isty = sup{f(&) + 1| £ <n} < «. Hatten wir Gleichheit, so
folgte cfla) < n < |X| = cf(a). Also gilty < a. Nunistf(n) =
sup{g(n),7} < o, dag(n) € X C aist. O

3.9.5 Lemmalsta € Lim undf: o« — [ ordnungstreu undl|«] kofi-
nal in3, so istcf(a) = cf(3).

Beweis: Istg: cf(a) — « eine kofinale Abbildung, so i$lfog)[cf(a)]
kofinal in 5. Also ist cf(3) < cf(a). Um cf(a) < cf(5) zu sehen, sei
g:cf(8) — f kofinal. Definiereh(&) := min{n| f(n) > g(&)}. Ist

p < a,soistf(u) < B undes gibteirt < cf(8) mit f(u) < g(¢) <
f(h(§)). Damitisty < h(§) und somit isth[cf(3)] kofinal in . Also

cf(a) < cf(B). O

3.9.6 SatzFiira € Onistcf(cf(a)) = cf(a).

Beweis: Fira = 0 und Nachfolgerzahlen ist die Behauptung klar. Sei
alsoa € Lim. Nach Lemma 3.9.4 gibt es eine ordnungstreue Funktion
f:cf(a) — a mit f[cf(a)] kofinal in «. Mit Lemma 3.9.5 folgt dann
cf(cf(a)) = cf(a). O

Ist « € Lim, so haben wir nach Satz 3.9.6
w < cf(cf(a)) = cf(a).
Damit erhalten wir als Korollar:
a € Lim = cf(a) € R. (3.30)

Durch (3.30) wird uns bestétigt, dal3 die Klag&aicht leer ist, was wir
allerdings bereits nach (3.28) wissen. Wir haben tatséachlich bisher noch
nicht nachgewiesen, ddR aul3erw weitere Elemente beinhaltet. Wir
zeigen daher

3.9.7 SatzFlur allea € OnistX,.; € R.

Beweis: Um einen Widerspruch zu erhalten, nehmen wikgf. ;) < X,
an. Seif:cf(N,1) — N,41 eine inX,,, kofinale Abbildung. Dann
gilt mit x := cf(Ny11)
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(V€ <r)[[f(E)] < N

und

Supf(¢§) = Na1-

E<k
Mit den Lemmata 3.8.13 und 3.8.12 erhalten wir dann den Widerspruch

Na+1 = |SUQ<n f(§)| < Z§<n |f(§)‘ N
< Z§<,{ Ny < KON, =N, <Ny,

Wir nennen Kardinalzahlen der Forh,.; Nachfolgerkardinalzahlen

und solche der Formy®, mit A € Lim Limeskardinalzahlen Wie wir

eben gesehen haben, sind alle Nachfolgerkardinalzahlen regular. Li-
meskardinalzahlen kénnen durchaus singulér sein. So ist beispielsweise
cf(R,) = Ny. Regulére Limeskardinalzahlen heifsahwach unerreich-

bar. Wir kdnnen auf der Basis unserer bisherigen Axiome die Existenz
schwach unerreichbarer Kardinalzahlen nicht beweisen.

Wegena — Pow(a) und—(a ~ Pow(a)) gilt offenbar
la| < |Pow(a)|.
Damit erhalten wir
at <|Pow(a)|. (3.31)

Die Annahme, dal3 hier immer Gleichheit gilt, heil3t diggemeine Kon-
tinuumshypotheseUm (3.31) besser schreiben zu kénnen, bemerken
wir, dafd

Powa) ~ ©2 (3.32)
gilt. Die Zuordnung der charakteristischen Funktion

()= [1 fallsaed
XU =00 fallsz ¢ b

zu jeder Mengeé € Pow(a) liefert offensichtlich

Powa) «— 9.
Also gilt

| Pow(a)| = |%2| = 24, (3.33)
Damit laf3t sich (3.31) schreiben als

Ropq < 2% (3.34)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Man definiert die Beth-Funktion durch

:() = N()
:a—i—l = 230‘
dy r=sup{3¢| € < A} fur X € Lim.

Die Abbildung
Ry > 28

nennt man oft auch digontinuumsfunktion Regulare Limeskardinal-
zahlen, die gegenuber der Kontinuumsfunktion abgeschlossen sind, hei-
Ren(stark) unerreichbarFur unerreichbare Kardinalzahlergilt

3. =n (3.35)

denn wir habem < 3, und zeigeri; < p fur alle < p durch Indukti-
on nacht, wobei im Nachfolgerfall der Abschlul3 unter der Kontinuums-
funktion und im Limesfall die Regularitat vgnzum Tragen kommt.

3.10 Grundeigenschaften der Kardinalzahlexponentia-
tion

Wir haben in Abschnitt 3.8 bereits eingesehen, dal’3 Kardinal- und Ordi-
nalzahlexponentiation auf endlichen Kardinal- und Ordinalzahlen tber-
einstimmen. Die noch offene Frage ist daher

NN = 7, (3.36)

Wir werden diese schwierige Frage in dieser Vorlesung nicht vollstandig
beantworten (auf Grund der Ublichen Axiome flr das Mengenuniversum
|&f3t sie sich gar nicht vollstandig beantworten), sondern nur einige der
Grundeigenschaften der Kardinalzahlexponentiation studieren.

Sind u, v € Card mity < v, so gilt wegen"u C fv undHx — Yk
soforty” < v* undx# < k¥, d.h. wir haben die schwache Monotonie

w<rv = p® <viundsr” < K. (3.37)
Aus der Definition der Kardinalzahlpotenz erhalten wir weiter
b0 | = |a". (3.38)

Weitere grundlegende Eigenschaften der Kardinalzahlpotenz stellen wir
im folgenden Lemma bereit.

3.10.1 LemmasSindx, A Kardinalzahlen. Dann gilt:
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() (W) =wor
(i) kXeer® =], ;6™ und damits*®* = A © K#

@iy J[x=r"

el
(iv) FirX # 0ist0* =0 und1* = 1.

(V) Fur2 <k <Aund) € Kists* = 27,
(vi)  Fr endliches\ undk € K istx* = k.
(vii) Firk > 1ist\ < x>

(vii) Fir\ > 1listk < k.

(iX) Furh <k € Kists* < 2%,

Beweis:(i): Zu f € *(*k) undz € p,y € AseiF(z,y) == (f(z))(y).
Die AbbildungF: *(*x) — #**x mit F(f) := F} ist offenbar injektiv.
Zu jedemg € #**k erhalten wir ein UrbildG = \z. (\y. g(z,y)) €
H(Ak). AlsoistF:#(*k) «+— ***x und damit nach (3.38)

(R = ron
(ii): Istf:1 — U, "™, so definieren wir fur € I undz € &,
Fy(i,x) = f(0)(a).
Dann ist
FrU{{} xK] el — k.
Die Zuordnungf — F/ ist offenbar injektiv und zu
gU{) x k| eI} — &
ist die durch
A1) = Az (1, @)

definierte Funktion ein Urbild.
(i) :  Wir haben mit (3.38)

H/i:|H/1\:|I/<;|:/<;|I|.

vel vel

(iv): Fur)X # 0ist*) = @ und*1 = {f}, wobei f die konstante
Funktion mitf(x) = () fur allex € X ist.
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(V) Esists? < (28)) = 280% = 2% < A,

Vi) KA =[l, o k=EO - OK=Ek.
A-fach

(vii): Ist2 < k, so gilt\ < 2* < kM

(viii): Dies ist ein Spezialfall von (3.37).

(ix):  Mit (v) folgt x* < K" = 2%, O
Flirk € Rund\ < k ist
Y = Y, (3.39)
a< K

dennD gilt trivialerweise und zu jedenf: A — « gibt es eina € &,
dasf[A] beschrankt. Also gilt

K = Z | (3.40)
a<K
wegen
K= | U >‘oz] §Z|a|’\§m®/<o)‘:/<f.
a<K a<K

Istinsbesondere = ¥, 1, so erhalten wir fi < &

Ry = o' <D R =kON). (3.41)

a<k a<k

Wir bemerken, dal3 (3.41) auch fit,; = ~ < A gilt, denn dann ist
=2 = k®2* = k O X). D.h. es gilt die husDORFFsche Formel

R =R O, (3.42)

Um wenigstens zu einer groben CharakterisierungN}fﬁrzu gelangen,
zeigen wir das folgende Lemma.

3.10.2 LemmaSeia € Lim undx € K. Dann gilt

. JSUR, NE falls k < cf(R,)
(sup., RE)“)  falls cf(R,) < k.

(07

Beweis: Seizunéchst < cf(R,). Dann ist
KJNa _ U HNS’
{<a

dennD ist klar und zuf: k — N, gibt es wegemr < cf(R,) einé < «
mit supf[x] < N¢. Also ist
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Ng - ’U§<a ENE’ S Z§<a ng
< |a| ©® sup_, N = sup_, N¢
< N

ar

Sei nun cfR,) < k. Sei\ := cf(X,) und f: A\ — X, eine kofinale
ordnungstreue Funktion. Dann gilt sup f (&) = X,. Also folgt

Ra =supf(&) < > A< []IF©)I
£<A £<A £<A

Also ist wegen\ < k:

NS < (L [FOD" = TIean [FOI
< H§<>\(SUQ<a N?) - (SUQ<a N?)A < (Ng))\ L
= NFOA = N~

Mit Hilfe von Lemma 3.10.2 zeigen wir den nun folgenden Charakteri-
sierungssatz fir die Kardinalzahlexponentiation.

3.10.3 SatzEs gelten
() a<pB = N =2%
(i) (Vy<a)R, <R = XY =R}

N, falls®z < cf(R,)

Ng Ng _
(i) B<an (Vy<a)y’ <R, =R = {Ngf<Na> falls cf(R,) < Ng

Beweis:(i): Lemma 3.10.1v).

(i): R < (RY)® = RYFON = R < Ny

(ii): Sei zunachstt = 6 + 1. Nach der KA usDORFRschen Formel
(3.42) gilt dann

N = RV O R, = Ry,

denn nach Voraussetzung }sﬁﬂ < N,.
Seinuna € Lim. Ist X3 < cf(X,), so folgt mit Lemma 3.10.2

R, < N = SUpRY”) < N

(<a

Ist cf(R,) < Ng, so folgt mit Lemma 3.10.2

Ngﬁ — (SupNgﬁ)Cf(Na) < Ng(NO‘) < Ngﬁ_
(<a

Als Korollar zu Satz 3.10.3 erhalten wir
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3.10.4 Korollar Fr Ordinalzahlem undg Sty

(i) 2% oder

(i) N, oder

iy RS™ fiir einy < o derart, daf(X,) < Ry < R, ist.

Beweis: Ist NS/’ £ 2% und NS/’ + N, S0 ist3 < o und wir definieren
k=inf {A € K| A" =&Y},

Dannistx < X, und es gibt einy mit k = R.,. Nehmen wittg < cf(X,)
an, so ist3 < ~ und fir jedest < ~ auchN?" < W = Nﬁ". Gilt
N?B < X, fur alle¢ < +, so folgt mit Satz 3.10.8ii) der Widerspruch

R = R, <R, < XY =R

Gilt R, < N}* fur ein¢ < , so folgt mit Satz 3.10.8i) X, = R im
Widerspruch zur Minimalitat vot.,.
Damit muB3 cfX,) < R sein. Nehmen wiRk, < Xz an, so erhalten wir

RN = RYs = 2%
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Demnach gilt

cf(R,) < R < R,
und es folgt mit Satz 3.10 (i)

N = RN = N, m
Wir erkennen aus Korollar 3.10.4, daf3 die Gimel-Funktion

I(k) := kS (3.43)

fur die Kardinalzahlexponentiation eine wesentliche Rolle spielt.
Um die Gimel-Funktion etwas besser kennenzulernen, definieren wir

2<F .= sup{2%| € <k A & € Card,.

3.10.5 Lemmalst s eine Limeskardinalzahl, so i8t = (2<+)°f(%),

Beweis: Ist f:cf(k) — « eine kofinale Abbildung, so ist, daeine
Limeskardinalzahl ist, auclfi: cf(k) — & mit f(&) = f(6)T =: k¢
kofinal. Damit istk = SUR_y(,) #.- Nach Lemma 3.8.1§ii) gilt dann
K=, <cf(s) ko UNd es folgt
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20 = 2200 = [ gq 2% < Tlicef) 2°° O
_ (2</@)Cf(/@) < (2I€)Cf("€) = 2K,

Ist nunk € R, so ist
(k) = k" = 2"

Ist x singular und gibt es € KN x, so daR” = 2* fir alley < x mit
~v € K gilt, so ist

QR — (2<I€)Cf(l€) _ (20’)Cf(/€) — 90
flr eino < k mit cf(k) < o. Das heil3t aber
2% = 2%,

Ist schlieBlichx singulér und is§2”| v < x} unbeschrankt i”, so ist
nach Lemma 3.9.5 ¢2<%) = cf(k). Damit folgt 2~ = (2<%)cf(x) =
J(2<"). Zusammenfassend erhalten wir

3.10.6 SatzEs ist

(k) fallsk € R
of = { 2=k falls 27 unterhalbx schlie3lich konstant wird
J(2<%) sonst

Nehmen wir
(GCH) 2% =R,

an, so is2<" = x und die Kontinuumsfunktion wird niemals konstant,
d.h. wir haben:

3.10.7 Korollar Gilt (GCH), soistl(k) = 2" = k™.
Zusammen mit Satz 3.10.4 folgt dann
3.10.8 SatzGilt (GCH), so ist

N, falls Ng < cf(X,)
NV = (R, falls cf(R,) < R < R,
Nngl falls N, < N/g.
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4. Axiomatische Mengenlehre

4.1 Das fundierte Universum

Wir haben in Abschnitt 2.5 die Hierarchie der erblich endlichen Mengen
eingefuhrt. Unter Zuhilfenahme transfiniter Rekursion laf3t sich diese ins
Unendliche fortsetzen. Wir definieren

4.1.1 Definition

Voo =10
Voz—i—l - POV\'(Va)
Vi = Ugop Ve fur A € Lim.

Durch transfinite Induktion nact ergibt sich dann sofort
(Ve ON)[V, € U]. (4.1)

Wir definieren
V= U VE
£€0n

und nennerV dasfundierte UniversumWie in (2.27) erhalten wir

TranV,) = Vo, C Vo (4.2)
und zeigen
(Vo€ On)[TranV,)] (4.3)

durch transfinite Induktion nach. Dabei haben wir nur noch den Li-
mesfall zu erganzen. Fur € y € V), und A € Lim folgt aber sofort

z € y € Ve furein& < X und damit nach Induktionsvoraussetzung
T € Vé C V.

Aus (4.2) und (4.3) ergibt sich mit der Tatsache, daf¥fisr A € Lim
per definitionem/; C V), gilt,

a<f = V,CVs (4.4)

Die auf J.vON NEUMANN zuriickgehende Hierarchie dg, ist somit
kumulativ.
WegenV/, € V,., folgt durch Induktion nacly sofort

a<fB = V,eVs (4.5)
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Analog zu Abschnitt 2.5 zeigen wir, dafd im fundierten Universum die
Axiome der Transitivitat, Extensionalitat und der Komprehension erfillt
sind. Ebenso sehen wir ein, dal3 das Paar- und Vereinigungsmengenaxi-
om gilt.
Esist) € V,, und furz € V, istz € V, fir einn < w und daher
zU{z} CV,. AlsoistSz € V,,.; C V,, und weger/, € V gilt somit
das Unendlichkeitsaxiom i.
Flra € V,undb C aistb € V,.. Also gilt das Aussonderungsaxiom
in V. Hier bemerken wir, dal3 das Aussonderungsaxiom bereits in jedem
Vy mit A € Lim gilt. Dies ist offenbar auch flr das Potenzmengenaxiom
richtig.

Fassen wir diese Beobachtungen zusammen, so erhalten wir

4.1.2 Satzist A € Lim undw < A, so gelten inV, alle ontologischen
Axiome, das Paar-, Vereinigungs-, Potenzmengen- und Aussonderungs-
axiom sowie das Unendlichkeitsaxiom.

Wir haben also bél,, ., zum erstenmal ein Universum vorliegen, in dem

die in Satz 4.1.2 genannten Axiome richtig sind. Wir wollen uns kurz
uberlegen, dal3 i, , weder Kollektions- noch Ersetzungsaxiom gelten

kénnen. Dazu zeigen wir

V,NOn=« (4.6)

durch Induktion nacla. Flra = 0 ist dies Klar. Istz € V.1 N On, so
ist wegen TratOn) auchz C V,, N On. Also ist nach Induktionsvoraus-
setzungr C o und damitx < o + 1.

Ista € Limundz € V, NON, soistz € V; N On fur ein{ < A und
damit nach Induktionsvoraussetzung: £ < «. Damit haben wir

VoanOncC a. (i)
Fur die umgekehrte Inklusion gilt

E=V:NOneV,N0On
furalle¢ < a. Also ist

aCV,Nnon (ii)
Aus (i) und (ii) folgt aber (4.6). O
4.1.3 Definition Zu a € V definieren wir

rk(a) :=inf{a| a € V,}
und nennen rka) denRangder Mengez € V.
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4.1. Das fundierte Universum

Offensichtlich ist rKa) immer eine Nachfolgerzahl.

Es qilt

beaeV = rk(b) <rk(a), (4.7)
denn fura := rk(a) gilt a € Vi, \ Ug., Ve Wegend € a C [J,_, Ve
folgt aber rkb) < rk(a). O]
Als unmittelbare Folgerung von (4.7) haben wir

(VaeV)la ¢ al. (4.8)
Nun ist nach (4.6)

w € Vytw. (4.9)

Wir definieren nun eine Funktion
fiw — Vi

vermoge
f(n) =V, .

Dann ist donif) = w € V.., und fur jedes» € dom(f) auchf(n) =
Voin € V.. Die Annahme

rng(f) € Vw+w
fuhrt aber zu

Vitw = U rng(f) € Viotw,
was (4.8) widerspricht. Also haben wir:

4.1.4 Lemma Es gibt eine Funktioff mitdom(f) € V., undrng(f) ¢
V.+w. Damit kann inV,,., weder das Ersetzungsaxiom noch das Kollek-
tionsaxiom gelten.

Andererseits ist klar, dal? i das Kollektionsaxiom und damit auch das
Ersetzungsaxiom gelten, falls diesdnder Fall ist. Ist ndmliclu € V
und gilt

(Veea)(FyeV)[V = oz, y)],
So gibt es eirx € U mit

(Vz€a)(3y e (zNV)[V = o(z,y)].
Setzen wir

a = sup{rk(y)| y € 2NV},
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4. Axiomatische Mengenlehre

soistzNV C V,unddamitzNV e V.

Als Folgerung von Lemma 4.1.4 erhalten wir, dal3 weder das Kollek-
tions- noch das Ersetzungsaxiom aus dem Aussonderungsaxiom gefol-
gert werden kdnnen. Um diese Folgerung stichhaltig zu machen, werden
wir im folgenden Abschnitt den logischen Rahmen fixieren und so zur
sogenannten axiomatischen Mengenlehre vordringen.

Zunachst wollen wir aber noch einige Beobachtungen tUber das fun-
dierte Universum machen. Als erstes soll der Name begrtindet werden.
Dazu zeigen wir

4.1.5 SatzDie Relationc 'V ist wohlfundiert.

Beweis: Beginnen wir mit der Fundiertheit. Ist C V und A # 0,

so ist auch4? := {rk(a)| a € A} # 0. Wir setzena := inf A’ und
wahlen eina € A mit rk(a) = «. Fur jeded € a gilt dann nach (4.7)
rk(b) < rk(a). Also gilt (Vb A)[b ¢ a].

Wir konnten hier direkt zeigen, dal3 nicht nur jede nichtleere Menge, sondern sogar jede
nichtleere Teilklasse voW ein €-minimales Element besitzt. Auf Grund der folgenden
Eigenschaft und Satz 3.1.4 hétte es aber genugtdr&ify vorauszusetzen.

Wegen{z€V| z € a} =a € Ufirallea € Viste [V auch wohlfun-
diert. O

Als Folgerung aus Satz 4.1.5 erhalten wir das Prinzipeémnduktion
fur Teilklassen vorV, d.h. wir haben

4.1.6 SatzGilt (VxeV)[(Vyex)(y € A) -z € A)] fir A CV, so ist
A=V.

Eine oft benutzte Formulierung von Satz 4.1.6 erhalten wir, wenn wir
A ={z| ¢(z)} setzen. Dann erhalten wir f{ das Schema

(Vo) [(Vy e x)p(y) — o(z)] = (Vo)p(z). (4.10)
dere-Induktion Durch Kontraposition erhalten wir aus (4.10)
(Fz)e(z) = Fx)[p(z) A (Vyex)—e(y)]. (4.11)

Wir kirzen (4.10) (bzw. das dazu logisch aquivalente (4.11)) oft mit
(Fund)ab und sprechen vofundierungsschema

4.1.7 SatzDas Mengenuniversuitd erfullt genau dann das Fundierungs-
schema, wenN = U ist.

Beweis: IstV = U, so folgt mit Satz 4.1.6, dal3 if das Fundierungs-
schema gilt. Gilt umgekehrt das Fundierungsscheni4,igo iste eine
wohlfundierte Relation. Wir zeigefvz € U) [z € V| durche-Induktion
nachz. Die Induktionsvoraussetzung liefert
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4.1. Das fundierte Universum

(Vyez)ly € V]. (i)
Wir definieren

8 := sup{rk(y)| y € z}.
Dann giltz C V3 und damitr € V3 C V. Also erhalten wir aus (i)
reV
und mite-Induktion schlief3lich
(Vze U)[z € V]. (ii)
Da trivialerweiseV C U ist, erhalten wir aus (ii) dantd = V. O

Wie wir in Abschnitt 3.1 tber fundierte Relationen gesehen haben, ge-
nigt es, anstelle des Fundierungsschemasgdadierungsaxiom

(Fuy acUUNa#0— (Fzca)(Vyex)ly ¢ a

zu betrachten. Gilt namlicfiFu)in ¢/, d.h. Wf(€), so folgt aus Satz 3.1.4
bereits

A#0 = (Fred)(Wer)ly ¢ A,

was die Klassenschreibweise von (4.11) ist. Wir wollen im folgenden
immer von einem fundierten Universum ausgehen. Wir kbnnen dies tun,
da das Fundierungsaxiom, relativ zu den tbrigen Axiomen, in dem Sinne
unproblematisch ist, dal3 dessen Hinzunahme nicht zu Widerspriichen
fuhren kann. Wir sagen, dal3 das Fundierungsaxelativ konsistent

zu den Ubrigen Axiomen ist. Im folgenden Abschnitt werden wir darauf
genauer eingehen.

Im fundierten Universum ist die Rangfunktion fiir jede Menge definiert.
Es qilt

rk(z) = sup{rk(y)| v € z} + 1. (4.12)

Setzen wir namlichr := sup{rk(y)| y € z}, so giltz C V, und da-
mit rk(z) < o + 1. Um die entgegengesetzte Ungleichung zu erhalten,
beobachten wir zunachst, dafd immer

rk(xz) ¢ Lim (4.13)

gilt. Anderenfalls kénnte ja nicht € Vi) \ Ugop) Ve gelten. Ist
rk(z) = § + 1, soistwegen (4.7 < § und damito + 1 <rk(z). O

Man Uberlegt sich leicht, dafd mit (4.12) auch
rk(z) = sup{rk(y)| y € TC(x)} + 1
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gilt.
Im fundierten Universum lassen sich Klassen ,lokalisieren“. D.h. es
|&f3t sich eine Funktion so angeben, dal3 fit C V

T(A) CAund[A# 0 = 7(A) e VAT(A) #£ 0 (4.14)
gilt. Dazu definieren wir einfach
7(A) :={x e A| (VyeA)rk(z) < rk(y)]}.

FirA = Qist7(4) = 0 € V, und fir A # () setzen wira :=
inf {rk(x)| x € A}. Dannistr(A) C V, und damit sowoht(A) € V
als auchr(A) # 0.

Als eine Anwendung ddsokalisierungsprinzip&as auf RRSKI zu-
riickgeht) zeigen wir

4.1.8 SatzSeiR C V x V eine fundierte Relation. Dann gilt das Prinzip
der transfiniten Induktion entlarig, d.h. aus

(V) [(Vy)ly Rz — p(y)] = ¢(z)]
erhalten wir

(V) (z).
Analog dazu besitzt jede nichtleere Klasseetminimales Element.

Beweis: Sei A eine nichtleere Klasse. Zu alleane V definieren wir
die Klasseni4 := {y € A| y R x} und dann die Relation

S:={(y, )| y Rz Ny € 7(2a)}
={(y,z)| yRe ANye AN (Vz€A)[z Rz = rk(y) < rk(z)]}.

Als Teilrelation vonR ist S fundiert, und wegen
{yl ySx}=7(24) €V

Ist S sogar wohlfundiert. Nach Satz 3.1.4 besitztein S-minimales
Elementz € A. Gabe es eiy € A mity R x, SO gabe es ein solches
mit minimalem Rang. Fur dieses hatten wir ape§ = im Widerspruch
zur S-Minimalitat vonz. Also istz auchR-minimal. O]

Als eine weitere Anwendung des Lokalisierungsprinzips zeigen wir, dafl3
im fundierten Universum das Ersetzungsaxiom aquivalent zu Kollektion
zusammen mit Aussonderung ist, d.h. wir zeigen

4.1.9 SatzlstV auf der Basis des Ersetzungsaxioms konstruiert {@.h.
ist in einem Universunid definiert, in dem das Ersetzungsaxiom gilt),
so gilt inV auch das Kollektionsaxiom.
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Erfiillt U das Aussonderungs- und das Auswahlaxiom, so gilt das Aus-
wahlaxiom auch ifv.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dafld das Aussonderungsaxiom aus
dem Ersetzungsaxiom folgt, also kdnnen Wikonstruieren und seine
Eigenschaften nachweisen (fur die wir nie mehr als nur Aussonderung
gebraucht haben).

Ista € V mita # (0 und gilt

(Ve ea)FyeV)[V E oz, y)],
so bilden wir fiir jedes: € a die Klasse

{yeV| VEe(z,y)}
Dann betrachten wir deren Lokalisierung

i =17{yeV] V= p(z,y)}).
Nun istz — z; eine Funktion mit Definitionsbereich und wir erhalten

b= UIEZEV-

rea

Damit gilt

(Vezea)(Fyeb)[V = o(z,y)].

Wir wollen nun das Auswahlaxiom behandeln. Zue V existiert ei-
ne Auswahlfunktionf, fur die wir mittels Aussonderung und Paarmen-
genaxiom dorfif) = a U {0} und f(0) = 0 annehmen dirfen. Damit
gilt rng(f) € V. Wegenf C dom(f) x rng(f) € V bekommen wir
fev. H

4.2 Das Axiomensystem VOZERMELO und FRAENKEL

Um mit Methoden der Pradikatenlogik, insbesondere mit der Modell-
theorie arbeiten zu kdnnen, wollen wir versuchen, die bisher recht infor-
mal eingeftihrten Axiome logisch exakt zu fassen. Dabei ist es wichtig,
eine Axiomatisierung in der ersten Stufe anzugeben, da uns hier eine ein-
fach zu handhabende Modelltheorie zur Verfligung steht. Daher fixieren
wir zunachst die Sprache.

4.2.1 Definition Die Sprache der Mengenlehre ist die Sprache der Pra-
dikatenlogik erster Stufe mit Identitat, deren einziges nichtlogisches Zei-
chen die zweistellige Relationskonstaatest, d.h.L£ = L(€).

85



4. Axiomatische Mengenlehre

Unsere Intention ist, das Mengenuniversum als den Individuenbereich
unserer Sprache zu erhalten. Das bedeutet, dal alle Quantoren Uber Men-
gen laufen. Wir kdnnen daher nicht explizit Giber Klassen sprechen. Das
macht Schwierigkeiten bei dem ontologischen Axi@iran), in dem wir

ja fordern, dal jede Menge eine Klasse ist. Wir werden uns spater damit
behelfen, dal’3 wir uns nur mit transitiven Modellen des noch einzuflh-
renden Axiomensystems beschaftigen. Wir verdrdngen das ontologische
Axiom (Tran) damit auf die Metaebene.

Ebenso macht es keinen Sinn mehr, die Klassenkomprehgi@#gizu
fordern. Hier werden wir uns spater dadurch helfen, dal3 wir Ausdriicke
der Gestalt

y e {z| o(z)}

fur £(e)-Formelny(z) einfach als ,,Abkirzungen® fur die Formel(y)
lesen.

Von den ontologischen Axiomen, kbnnen wir damit nur noch das Exten-
sionalitatsaxiom explizit formulieren. Es lautet

(Ext) (Vz)(Vy)lz =y < Vu)(u € z <> u € y)].
Einfacher zu formulieren sind die Abschluf3axiome
(Pa) (Vx)(Vy)(Fz)Vu)lu e z+>u=1zVu=uy|.

(Vm) (Vz)(3y)(V2)[z € y <> (Fu)(u € = A z € u)].
(Pm) (Vx)(Jy)(Vz)lz € y > (Vu)(u € z = u € x)].
(As) (Va){(Vz)(Ty)(V2)[z €y > z € z A (2, U)]}.

(Kol) (Vi) (Vu){(Vz)[z € v — (Fy)p(z,y, 7)]
— (32)(Vz)[r € v — (Ty)(y € 2 A p(x,y,1))]}.

(En (Vo) {(Vz)(vy)(V2)lp(z, 4, y) A (2,4, 2) = y = 2|
— (V) (Fw)(V2)[z € w < (Fp)(p € v A @(p, 4, 2))]}-

Als zuséatzliches ontologisches Axiom wollen wir noch das Fundierungs-
axiom

(Fu) (Ma){(Fz)(x € a) = (Fz)[r €a N (Vy)(y € x = —~y € a)l}.

hinzunehmen.
Naturlich wird es unmdglich sein, immer nur X €) zu arbeiten.
Wir werden daher definitorische Erweiterungen der Sprache betrachten.
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So definieren wir Paar, geordnetes Paar, Relation und Funktion durch die
folgenden definierenden Axiome

(V2)(z €e{z,yt > 2=V 2 =1y)

(z,y) = {{z},{z,y}}

Rel(z) < (V2)[z € z <> (Fu)(Tv)(z = (u,v))]
Fkt(f) < Rel(f) A Reind f),

wobei(z,y) € f fur die Formel

(Fv)[v = (z,y) ANv € f]
und Reindf) fur

(Vo) (Vy)(Vo)l(z,y) € f A (z,2) € f =y = 7]

stehen. Der Leser moge sich selbst davon lGiberzeugen, dal3 wir alle bis-
lang eingeflihrten Begriffe wie z.B. ddrf), rng(f), a C b, ...—zumin-
dest fir Mengen — i (<) definieren kdnnen.

Zur Formulierung des Auswahlaxioms benutzen wir schon definito-
rische Erweiterungen.

(AC) (Va)(3fH){Fkt(f) A (Vzea)lx #0 — f(z) € z]}.

Dabei steh{Vz €a)|. . .| fur (Vz)(z € a — ...). Ebenso schreiben wir
(Jz€a)l..] fur (3z)(z € a A ...). Wir wollen sogar so weit gehen,
beschrankte Quantoretler Form(Qz € a) von unbeschrankteau un-
terscheiden.

Schliel3lich formulieren wir das Unendlichkeitsaxiom

(Ue) (Fz)[0 €z A (Vyex)(yU{y} € z)]

als einziges Mengenexistenzaxiom.

Es hat sich eingeburgert, die Axion(Ext), (Fu), (Pa), (Vm), (Pm),
(As), (Ue)als das £ZrRMELOsche Axiomensyster#d zu bezeichnen. Das
ZERMELO-FRAENKELSche Axiomensysterw I’ erhalt man, indem in
7 das Schem@As) durch (Er) ersetzt wird. Nimmt man jeweils noch
das Auswahlaxiom hinzu, so spricht man viBt' bzw. ZFC. Manch-
mal will man diese Systeme auch ohne das Potenzmengenaxiom betrach-
ten. Man bezeichnet diese Abschwachungen off8)sZC?, ZF bzw.
ZFC°, wiewohl diese Notation in der Literatur nicht ganz einheitlich
gehandhabt wird. Mity~, ZF~, ZC~ und ZFC~ bezeichnen wir die
entsprechenden Axiomensysteme ohne das Fundierungsaxiom.

Wir werden im Folgenden davon ausgehen, dal3 in unserem Men-
genuniversum das Auswahlaxiom gilt.

Versehen mit der kanonischen Elementrelation ist jede Klasse eine
L(€)-Struktur. Wir konnen daher Satz 4.1.2 und Lemma 4.1.4 umfor-
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mulieren zu:

4.2.2 SatzFirw < A € Lim istV), ein transitivesZC Modell. V,,,, ist
aber keinZ FC-Modéell.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir daraus

4.2.3 Korollar Es gelten
(i) (As)= (Er)

(i) ZC ¥ (Kol)
Beweis: Nehmen wirZC + (Kol) an, so folgt mit (2.10¢C + (Er).
Dies widerspricht Satz 4.2.2 O

Als eine Folgerung (des Beweises) von Satz 4.1.9 erhalten wir

4.2.4 SatzEs gilt ZFC' + (Kol) und damitZ FC = ZC + (Kol).

Beweis: Nach (2.10) giltZC + (Kol) - ZFC. Ist andererseit$/ =
ZFC, so gilt nach Satz 4.1.74 = V. Nach Satz 4.1.9 haben wir
V E (Kol). Da wir zur Konstruktion vorV innerhalb voni/ auler
den Axiomen vonZ F'C keine weiteren Eigenschaften benutzt haben,
konnen wirV in jedemModell &/ von ZFC konstruieren. Also gilt
MEZFC = M [ (Kol) fur jedes ModellM. D.h. ZFC + (Kol).

]

Ein Satzp von L(€) heil3trelativ konsistentzu einer Satzmengde, wenn
aus der Konsistenz vad auch die Konsistenz von U {} folgt.
Wir erhalten wir den folgenden Satz:

4.2.5 Satz(Fu) und(Fund) sind relativ konsistent zd F~ und ZFC~.

Beweis: Da wir zur Konstruktion voriV nur transfinite Rekursion (in

die das Ersetzungsaxiom einging), das Potenz- und das Vereinigungsaxi-
om bendtigen, kdnnen wi in jedemZ F'~ Modell konstruieren. Wegen

V | (Fu)undV E (Fund)sind dann auclZ F~ U {(Fu)} etc. konsi-
stent. H

4.3 Persistenz und Absolutheit

4.3.1 Definition Sei M eine transitive Klasse. Eif(&)-Satzy mit Pa-
rametern ausM (d.h. ¢ = ¢(my,...,m,), wobeip(z1,...,x,) aus
L(€), m; € M und diem,; Konstanten fur dien; sind) hei3tM-
aufwarts persistentvenn

88



4.3. Persistenz und Absolutheit

MEp = NEo,
M-abwarts persistenivenn

NEy = Mgy
und M-absolut wenn

MEp e NEp
fUr jede transitive Oberklass¢ O M gilt.

Eine Formelky € L(€) heil3t eineA,-Formel, wenn sie nur beschrankte
Quantoren (vgl. Seite 87) enthélt, d.h. dig-Formeln bilden die klein-
ste Formelklasse, die alle Primformetne y, + = y enthélt und abge-
schlossen ist gegenuber den booleschen Operationany sowie den
beschrankten Quantifikationévix € y) und (3z € y).

4.3.2 Satzlst p ein Ayg-Satz mit Parametern augl und istM transitiv,
so isty M-absolut.

Wir wollen nochmals daran erinnern, daf? ein Satz eine Formel ohne freie Variablen ist.
Nur fur Satzep ist die Erfullbarkeitsrelatioo\t = ¢ sinnvoll.

Beweis: Seip(Z) eineAg-Formel undz ein Tupel von Elementen aus
M so, dal3p(a) ein Satz ist. SeN” O M transitiv. Wir zeigen

M p(@) < N (@)

durch Induktion nach dem Aufbau vai(z). ISt (@) = a; € a;, so gilt
wegenM C N

Mkaieaj @Nkaie%.
Ebenso haben wir
./\/l):ai:aj @./\/’IZCLZ':CL]’.

Ist o = 1 { s bzw. ¢ = —), so folgt die Behauptung sofort aus der
Induktionsvoraussetzung.

Erwahnenswert ist eigentlich nur der Fall beschrankter Quantifikation.
Sei alsop(d) = (Vz € ;) (z,@). DaM C N und M, N transitiv sind,

ist flr a; € M stetsa; N M = a; N N. Nun gilt

M = (Vzea;)y(z,a)
genau dann, wenn
M = (b, @)
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fur alleb € a; N M gilt. Nach Induktionsvoraussetzung ist dies genau
dann der Fall, wenn

N E (b, @) (i)
fur alleb € a; N M gilt. Wegena; N M = a; N N bedeutet (i) aber

N E (Vx€a)y(z,a). O
Eine Formely heil3t eineX;-Formel, wenn

o = (Bu)(u)

fur eineAg-Formely (u) ist.

Dual heil3ty einell;-Formel, wenn-y eine;-Formel ist. Es ist Klar,
wie X,,- (bzw.I1,,-) Formeln zu definieren sind, obwohl wir diese Begrif-
fe in dieser Vorlesung nicht bendtigen werden.

Die Klasse dek-Formeln ist die kleinste Formelklasse, die alg-For-
meln umfal3t und abgeschlossen ist gegentber den positiven booleschen
Operationem\, V, beschrankter Quantifikation sowie unbeschrankter
Quantifikation.

Dual heil3tp einell-Formel, wenn-¢ eineX-Formel ist.

Es ist klar, daf3 jed&;-Formel auch ein&-Formel ist. Die umgekehrte
Tatsache gilt im allgemeinen nicht.

Ist M eine transitive Klasse ungd ein Satz mit Parametern aud, so
nennen wirp einenM-Ay- (M-%;-, M-I1;-, M-%-, M-II-) Satz, wenn
es einem)y- (3:-, II;-, X-, II-) Satzy mit Parametern aus gibt, so
dald

NEpoy

fUr alle transitiveV' O M gilt. Ein Satzp heil3tM-Aq, (M-A), wenn

er sowohlM-%; (M-Y), als auchM-I1; (M-II) ist.

Dies ist eine gegenuber der ublichen Literatur restriktive Definition, die fir unsere
Zwecke im wesentlichen ausreicht. Allgemeiner definiert man fir eine Th2odie

T-3- (T-%4-, T-1I-, T-I1;-, ...) Satze dadurch, daR die Aquivalenz zu eingni>; -,

I1-, II;-, ...) Satz in allen Modellen voft' zu gelten hat. Ein in unserem Sinid-
A-Satz mul3 daher bereits in einer sehr schwachen Theorie erkennbar sein, fur die jede
geniigend groRe transitive Menge bereits ein Modell ist. Ublicherweise kann man da-
von ausgehen, daR die Aquivalenz zu sowohl eifzmals auch einenfl-Satz bereits

in der reinen Logik erkennbar ist. Alle nun folgenden Betrachtungen Ubertragen sich
naturlich sinngeman adt->-, (T-11-, ...) Satze, wobei beispielsweise die Persistenz-
aussagen nur noch fir solche transitive Mengen gelten, die Modell& sord.

4.3.3 SatzSei M transitiv. Dann sind\ -X-SéatzeM -aufwérts M -11-
SatzeM -abwérts persistent. Damit siid -A-SétzeM -absolut.
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Beweis: (Man kann sogar zeigen, dal} ein Satmgenau dannM-
absolut ist, wenn er eitM-A-Satz ist. Wir wollen uns hier aber mit
der einen Richtung begniigen.)

Seiq ein X-Satz mit Parametern ausg(. Wir wollen zeigen, daf M-
aufwarts persistent ist und filhren dazu eine Induktion nach dem Aufbau
von .

Ist ) ein Ay-Satz, so folgt die Behauptung aus Satz 4.3.2.

Isty) = 1 A o und gilt M = 1), so folgtM = ¢ und M = 4y, Flr
ein transitives\ O M gilt nach Induktionsvoraussetzung = v; fur

i = 1,2 und damit auchV |= ¥; A 1. Analog behandelt man den Fall
Y =11 Vb

Isty = (Vxea)x(z) und gilt M |= ¢, so ist fir transitivesV' O M
aucha € N. Fiurb € a N N ist wegen TraiM) unda € M aber auch

b € M. Also gilt M = x(b), und nach Induktionsvoraussetzung folgt
N | x(b). Somit gilt NV = (Vz €a)x(z).

Isty) = (3z)x(x) und gilt M | (3z)x(z), so gibtes eih € M C N
mit M E x(b). Nach Induktionsvoraussetzung folyf = (b) und
wegenb € N damit auchV' = (3z)x(z).

Die tbrigen Behauptungen des Satzes folgen jetzt sofort. O]

Ist ¢ eine L(€)-Formel undA eine Klasse oder Menge, so bezeich-
nen wir mit ¢* die Formel, die aus entsteht, wenn wir in ihr alle
unbeschrénkten Quantoré®x) durch (Qz € A) ersetzen. Fur Men-
genA lesen wir(Qz € A) als (Qzx € A), wobei A eine Konstante fur

ist. Ist A die Klasse{x| x(z)}, so lesen wir(Vz € A)[...] jedoch als
(Vz)[x(z) — ...Jund(Fz € A)[.. ] als(3x)[x(x) A ...

Es ist klar, dal3 fir Mengen die Formely® eine Ay-Formel ist. Fir
Klassend ist ¢4 im allgemeinen jedoch komplizierter ats

4.3.4LemmaSeiA C V undy ein Satz, der h6chstens Parameter aus
A enthélt. Dann gilt:

Ay & VEh

Beweis: Seiyp = ¢(d), wobeia eine Liste aller inp auftretender Para-
meter ist. Wir fihren Induktion nach dem Aufbau wmund dirfen uns
auf die logischen Zeichen, A, 3 beschréanken.

Ist = (a; € aj) odery = (a; = a;), S0 ist die Behauptung klar.

Seip = —p. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

AFp & AFY & VEY! & Vit
Firyp = 11 A 9 folgt mit der Induktionsvoraussetzung

AEpe AE4 und A =1y
S VEW undV E gl o VE A,
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4. Axiomatische Mengenlehre

Ist schlie3lichy = (3x)x(z), so gilt nach Induktionsvoraussetzung

A= (3z)x(z) (3ac A)A = x(a)]
(Fa€ AV = x(a)”]

=
z VE @zcA)x(x)4] & VEL O

4.4 Kumulative Hierarchien und das Reflexionsprinzip

4.4.1 Definition Eine Familie{H, | a € On} bezeichnen wir alkumu-
lative Hierarchie wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind:

(H,) (Ya€On)[H, C H,,; C Pow(H,)]
(Hy) (Vo€ Lim)[H, = | ] He].
¢E<a
Es selH := [J;  on He.

Ein Beispiel fur eine kumulative Hierarchie sind dieN NEUMANN-
schen StufefV,,| « € On} des fundierten Universums. (Wobei wir dar-
an erinnern wollen, dal3 wir jetzt und im folgenden imn{ien) voraus-
setzen und daher innerhalb des fundierten Universums argumentieren).

4.4.2 Lemmalst{H,| o € On} eine kumulative Hierarchie, so gilt
() a<f = H,CHy

(i) (VaeOn)[TranH,)] A Tran(H)

(i) KeVAKCH = (dJacOn)[K C H,]

Beweis: (i) folgt sofort durch Induktion nach.

(i) Gilt z € H, € H,.; € PowH,), so folgtz € PowH,), d.h.
x C H, und somit TrafH,,).

(i) FOrz € H definieren wir

rku(z) ;= inf{a| = € H,}. (4.15)
Seia = sup{rky(z)| z € K}. WegenK € Vista € On und es folgt
mit (i) KX C H,. O

Wir haben in Lemma 3.8.2 erklart, wann eine Klasse abgeschlossen ge-
geniber Suprema ist. Wir wollen solche Klassen kalbgeschlossen
nennen. Eine Klass& C On heil3tclub (closedunbounded), wenn

K abgeschlossen und unbeschrankt ist. st « abgeschlossen und
unbeschrankt im, so heil3tK club in .
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4.4.3Lemmalstx € R undK club ink, so giltsupX € K fir alle
X C K mit| X| < k.

Beweis: Ist|X| < k, so ist wegers € R auch supX < . Da K
unbeschrankt irx ist, gibt es eirp € K, dasX beschrankt. Dak
abgeschlossen ist, folgt supe K. ]

Wir wollen hier nur zwei Eigenschaften von club Mengen angeben, die
fur das Folgende von Bedeutung sein werden.

4.4.4 Lemmalst x eine Uberabz&ahlbare reguldre Kardinalzahk «
und{K,| « < a} eine Familie von clubs ir, soist(, _ , K, club ink.

Beweis: Sei
K := ) K..
<

Wir zeigen zunéchst die Abgeschlossenheit #sarSei dazuX C K ei-
ne in K beschrankte Menge. Dann istaber in jedem deK, beschrankt
und damit gilt supX € K, fur alle. < a. Also ist supX € K.

Zum Nachweis der Unbeschranktheit Sek . Wir definieren flru <

a undn < w Ordinalzahlerg, ,, € K, mitden folgenden Eigenschaften:

Boo > B

p<v<o = Bun<pbun
/807714»]_ > Supj<aﬁy’n-

Da alle dieK, unbeschrankt ir sind unde < « € Rist, lassen sich die
B.» In der angegebenen Weise finden. Nun gilt

Buw = SUPBun € K,

n<w

fur alle u < «, und nach Konstruktion gilt
,u<V<G{ = ﬁu,wgﬁy,w-

Ist{ < B, sogibteseim <wmité < B, < Bont1 < Bunt1 < Buw,
und damit gilt auch

ﬁy,w S ﬁ,u,w-
D.h. wir haben
6u,w — 51/,w

fur alle 4, v < . Damit folgt aber

ﬁ<ﬂo,w € ﬂ K,ua

u<a
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4. Axiomatische Mengenlehre

und K ist unbeschrankt in. O]

Wir kdnnen den eben gefiihrten Beweis sofort auf die Situation Ubertra-
gen, dald wir eine Famili¢K,| « < a} von clubs und eine Ordinalzahl
a haben. Wir erhalten daher als Korollar des Beweises von Lemma 4.4.4

4.4.5 Korollar Ista € Onund{K,| « < a} eine Familie von clubs, so
istauch, _ , K, club.

Eine weitere wichtige Begriffsbildung im Zusammenhang mit clubs ist
der sogenanntdiagonale Durchschnittder folgendermal3en definiert
Ist:

4.4.6 Definition Ist{K,| ¢ < x} eine Familie von clubs ir, so sei

A< K ={¢ek| € ﬂ K,}.

n<¢

Analog definieren wir fiir eine Famili€K,| « € On} von clubs

AK, ={¢] €€ m Ky}

n<§

Wir nennenA, - . K, bzw. A, K, dendiagonalen Durchschnitbder die
Diagonalisierungder K.

4.4.7 LemmaEs seix eine Uberabzéhlbare regulédre Kardinalzahl und
{K,| ¢ < k} eine Familie von clubs ir. Dann ist auch\, - . K, club in
K.

Beweis: Setzen wir

K™ := () K,
n<¢§

so ist nach Lemma 4.4.4 jedes d€r* club in s und
A K =0 . K™

Daher dirfen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf3
KOQKIQQKLQ

gilt. SeiK := A, . .K,und X C K eine inK beschrankte Menge mit
supX =: 4. Wir habeny € K, fur alle§ < § nachzuweisen. Zg < §
sei

Xe:={neK| {<n<d}.
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Dann istX; C K¢ und supX¢ = ¢. Alsoistd € K.
Zum Nachweis der Unbeschranktheit sei< . Wir definieren eine
Folge

B < By e Ky
Bn < Bns1 € Kg,.

Seid :=sup,_, B ZUE < 0 gibtes eim < w mit £ < G,. Dann ist
{Br| n <k} C Kp, C K.
Alsoistd = sup, . ;. -, Bk € K. Damit folgt
e () K
€<
und wir habernd < § € K. ]

Auch hier Ubertragt sich der Beweis muhelos auf die Situation, daf3 eine
Familie {K,| « € On} von clubs vorliegt. Wir haben also wieder als
Korollar des Beweises:

4.4.8 Korollar Ist{K,| « € On} eine Familie von clubs, so ist auch de-
ren Diagonalisierune\, K, club.

Man sieht an beiden Korollaren, dal3 sich On in gewisser Weise wie eine
uberabzahlbare reguléare Kardinalzahl verhalt. Diese Betrachtungsweise
stellt jedoch die wirklichen Verhéaltnisse auf den Kopf. Regulare Kardi-
nalzahlen wurden ja gerade so eingeflhrt, dal? sie gewisse Eigenschaften
von On reflektieren. Dieses Reflexionsverhalten soll nun genauer stu-
diert werden.

4.4.9 Lemma Sei eine kumulative HierarchigH,| o € On} gegeben
undo(z,uy, .. ., u,) eineL(€)-Formel, deren freie Variablen alle in der
Liste(x,us, ..., u,) auftreten. Definieren wir

K, :={aecOn| Va1 €H,)...(Va,cH,)[H = (3y)e(y,as,-..,a,)
& (el )H E p(b,ay,--.,a,)]}

soistK, club.
Beweis: Furad € H” sel

(&) inf{a| (FbeH,)[H = ¢(b,a)]} falls dies existiert
(@) =19 sonst

Dann gilt
aeH" ANH = (Jy)e(y,d) = FbeHyq)H = ob,d)]. (@)
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Wir zeigen zunachst die Unbeschranktheit der Klasse Sei dazys <
On. Wir definieren:

g -— 5
i1 = Supam, + 1,sup{k(a)| @ € H] }}
und
a = supa,,.
m<w

Dann gilt nach Definition

Q< g1 (i)
und

aecH, = k(d) < a, (iii)
denn furd € HY, = (U, H;, gibteseinm < w mitad € HY, . Also ist

k(@) < ami1 < a.
Aus (iii) und (i) erhalten wir aber sofort

Qe ) AHE (ye(y,d) = GbeH)HE ob,d)]. (W)

Da ausH = (b, @) fur b € H, C H aber sofort auchll = (Jy)e(y, @)
folgt, erhalten wir aus (iv)

ac K, (V)

Damit ist K, unbeschrankt.

Um die Abgeschlossenheit vadii, zu zeigen, sel C K, eine in K,

beschrankte Menge. Sei:= supU. Wir sind fertig, fallsa. € U ist.

Anderenfalls ist nach Lemma 3.48 ¢ Lim. Ista € H}, so gibt es
demnach eind € a NU mita € Hj. Gilt H = (Jy)¢(y,d), so folgt
wegeng € U C K, die Existenz eines € Hg C H, mitH = (b, @).

Da ausH E ¢(b,a) fur b € H, sofortH E (Jy)e(y, a) folgt, ista €

K,. 0

4.4.10 Satz (Reflexionsprinzip furL(€)-Formeln) Sei eine kumula-
tive Hierarchie{H,| « € On} gegeben. Zu jede(e)-Formelyp, die
héchstens die freien Variablen, . . ., x, enthélt, existiert eine unbe-
schrénkte und abgeschlossene Kldastyp) C On, fir die gilt:
(VaeRef(y)) (Va1 €H,) ... (Va, e Hy)[H E p(ay,...,aq,) <
Ha |: SO(QD s 7Qn)]'

Ref(¢) heil3t dann eine reflektierende Klasseiir
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Beweis: Wir fihren Induktion nach dem Aufbau der Formesly' ), wo-
bei wir uns auf die logischen Zeichen A, 3 beschranken kénnen.
ISt () = (x; € x;) odery(z) = (z; = z;), SO kdnnen wir Refp) :=
On setzen.

Ist () = =x(Z) unda € Ref(x), so gilt fura € H,:

H = p(@) < H ¥ x(a)
< H, I# X(@
< H, I: _‘X(@) < H, ): 90(@

und wir kénnen Refp) := Ref(x) setzen. Nach Induktionsvorausset-
zung ist Refy) club.

Istp(Z) = p1(Z) A o), SO setzen wir Rép) := Ref(p;) NRef(ps).

Nach Induktionsvoraussetzung ist Ref) club fur: € {1, 2}. In Korol-

lar 4.4.5 haben wir aber gezeigt, daf3 der Durchschnitt von clubs wieder
club ist.

Isto(Z) = (Jy)x(y, Z) unda € Ref(y) N K, so gilt fira € H,:

HE= (Jy)x(y, @) < (FbeH,)H = x(b,a)]
& (FbeH,)[H, = x(b, @)]

& Ha = (Jy)x(y, ).

Nach Induktionsvoraussetzung ist Ref club und K, ist club nach
Lemma 4.4.9. Setzen wir Rgf) := Ref(x) N K, so ist Refy) club.
[

Da die Schichten des fundierten Universums eine kumulative Hierarchie
bilden, konnen wir das in Satz 4.4.10 formulierte Reflexionsprinzip fir
V anwenden.

In Satz 4.1.2 haben wir gezeigt, dafMimmer das Aussonderungsaxi-
om gilt und im Anschlul3 an Lemma 4.1.4 erwdhnt, daf¥/iauch das
Kollektionsaxiom gilt, wobei wir allerdings vorausgesetzt hatten,daf}
innerhalb eines Universumid gebaut wurde, in dem das Kollektions-
axiom bereits gilt. Da{V,,| « € On} eine kumulative Hierarchie ist,
kénnen wir diese Voraussetzung durch das Reflexionsprinzip ersetzen.
Wir erhalten:

4.4.11 Lemmalst {H,| « € On} eine kumulative Hierarchie mit der
Eigenschaft

a<f = H, € Hp,
so giltH = (Kol).

Beweis: Seiyp(z,y, ©) eine L(<€)-Formel, die keine weiteren freien Va-
riablen enthalt. Seied ¢ H", b € H und
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H = (Vz €b)(Ty)p(z,y, @)

Ist o := sup{rky(b), rkg(aq), ..., rku(a,)} so gibt es nach Satz 4.4.10
und Korollar 4.4.5 eirf > « mit

8 € Ref(p(z,y, @) N Ref((Va €v) (3y)p(x, y, @)).
Wir erhalten

H = (Vz€b)(Jy)e(z,y, d) s = (Vxebd)(Fy)p(r,y, d)

< H
& (Yeeb)(deHy)[H; E ¢(c,d,a)
& (Veeb)(3deHy)H = o(c, d, @)].

WegenHl; € H folgt dann
H = (32) (Ve €b)(Fy € 2)p(x, y, @). [

Als Korollar erhalten wir dann

4.4.12 Satzlm fundierten Universum gilt das Kollektionsaxiom und da-
mit auch das Ersetzungsaxiom.

Wir kdnnen, unter Ausnutzung der Tatsache, Wadin Modell der Axio-

me vonZ F'C ist, aus Satz 4.4.10 ein Reflexionsprinzip folgern, das un-
abhangig von kumulativen Hierarchien formuliert ist. Wir bereiten dies
durch das folgende Lemma vor.

4.4.13 LemmasSeieny, . .., v, L(€)-Formeln, in denen héchstens die
Variablenz., . . ., z,,y frei auftreten. Zu jeder Menggl, gibt es dann
eine Obermeng®&l 2> M, mit

M| < Rg @ | M|
so,dalS flik =1,...,m

Vae M) ...(Va, e M)[(Fbe M)p;(ay,-.-,a,,b)
< ()il -, a,,0)]

gilt.

Beweis: Wir argumentieren im fundierten Universuvh Wie bereits
bemerkt ist{V,| a € On} eine kumulative Hierarchie. Lemma 4.4.9
liefert uns club Klassel',, fur i = 1,...,m. Dann ist auch

K:=K,n.. .NnkK,,

club. DaM, eine Menge ist, gibt es eim € K mit M, € V,. Daflr gilt
nach Lemma 4.4.9

(Va1 €Va) ... (Va, € Vo) [(By)wi(d,y) & FyeVa)wi(d@ y)]. ()
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Sei f eine Auswahlfunktion fu¥/,.;. Zua € V' sei

gi(@) == {beV,| pi(@ b)} € Vo

Nun definieren wir eine Famili€M;,| k£ < w} durch Rekursion nach.
M, ist gegeben.

My 1 := M U {f(gz(o?))\ 1<i<mAac M]? N gz(c?) =+ @}
Weiter sei
M = U M.

kew

Durch Induktion naclt folgt
My, € My C V.
Also gilt auch
M CV,.
Aus der Definition deniV/;, erhalten wir
@€ My N (3yeVa)pild,y) = f(9i(d)) € M1 A wi(d, f(9:(@))),

woraus sich auf

ae My AN (FyeVa)eild,y) = FyeM)pid,y) (ii)
schliel3en laf3t. Aus (i) und (i) folgt
(Vae M™)[(3y)pi(d,y) = (FyeM)pi(@, y)l. (iii)

Da die Gegenrichtung in (iii) trivialerweise gilt, bleibt nur noch die Kar-
dinalitdt vonM nachzurechnen. Es ist

(M| = [Upew Ml < >pce, [Mi] = Ro @ sUR,, (| Mi]).
Wir zeigen durch Induktion nach daf3
| M| < Ro @ | Mo
gilt. Fur k = 0 ist dies klar, und mit der Induktionsvoraussetzung folgt

M| < |Mil &0 1 (9:(@)] @€ M} -
< [Mi] @ (m © [M]) < Ro @ [My).

Um die Notation nicht unnotig zu komplizieren, werden wir im folgen-
den nicht mehr zwischen Mengenund den Konstantean fur a unter-
scheiden. Es ist aus dem Zusammenhang immer Kklar, was gemeint ist.
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Aus Lemma 4.4.13 lal3t sich leicht folgern, daf? sich jede endliche Menge
von Formeln, die simultan im Universum gelten, bereits an einer Menge
reflektieren lafst:

4.4.14 SatzSeieny,, . . ., ¢, L(€)-Formeln, in denen héchstens die Va-
riablenx, ..., x, frei auftreten. Zu jeder Mengkl, gibt es dann eine
Obermengé/[ O M, mit

|M| < Ro & | M|
so,dalS fliEk =1,...,m

(Vaye M) ...(Va, e M)[pi(a,...,a,) & M E pia,...,a,)]
gilt.

Beweis: Zuerst beobachten wir, dald wir (nach eventueller Erweiterung
von{zy,...,z,}) ohne Einschrankung annehmen kdnnen, daf} auch alle
in den ; gebundenen Variablen ifi4, ..., z,} enthalten sind. Dar-
uberhinaus dirfen wir davon ausgehen, dal} sich alle Subformeln der
schonin{ey, ..., ¢, } befinden. Nach Lemma 4.4.13 existiert eine Men-
geM 2O My mit | M| < N, & |My| so, dal

(Hy)/d](al, c a”? y) <:> (Hy E M)/d](al7 c a’”? y) (I)

fur jedesn-Tupel (a4, ..., a,) von Elementen aug/ und jede Formel
(&, y) € {p1,- -, em} gilt. Wir zeigen durch Induktion nach der Kom-
plexitat vony;, dafd dann auch

vilal,...,a,) < M= pi(a, ..., ap) (i)

far alle n-Tupel (a4, . .., a,) ausM und allei € {1,...,m} gilt. Die-

se Induktion ist legal, da die Induktionsvoraussetzung fiir alle Subfor-
meln vony; zur Verfigung steht. Fur Primformeln ist (i) klar, die Falle
v; = Y1 Ay und e = — folgen wie gewohnt aus der Induktions-
voraussetzung. Sei alsg = (Jy)¥(z1,...,z,,y). Laut Vorausset-
zung existiert einy mit y = x;. Damit istz; keine freie Variable von

. Mit (i) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir dann aber fir
a = al,...,aj_l,aj+1,...,an

)(a,y) < FyeMp(ay)
& (FyeM)[M E (a,y)
& M (Jy)ya,y). O
Als Korollar ergibt sich nun leicht:
4.4.15 Satz (Reflexionsprinzip fir Formelmengen von beschrankter
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Komplexitat) Seim > 0. Zu jeder Menge\l, gibt es eine Obermenge
M O My mit |[M| < Xy @ | My| so, dal3

(Vaye M) ...(Ya, e M)[e(ar,...,a,) & M E=@(ay,...,a)]

fiir alle Formelny einer Komplexitdt< m (d.h. o enthélt héchstens
logische Zeichen) gilt, in der héchstens die freien Variahlen. ., z,
auftreten.

Beweis: Da die Namen der gebundenen Variablen unwichtig sind, be-
notigt man zur Bildung aller mdglichen Aussagen einer Komplexitéat
< m mit freien Variablen auqx,...,x,} nur m weitere Variablen.
Da es nur endlich viele Formeln mit beschrankter Komplexitat und be-
schranktem Variablenvorrat gibt, dirfen wir Satz 4.4.14 anwendén.

Eine Folgerung aus dem Reflexionsprinzip ist der folgende Satz:

4.4.16 SatzZ F ist nicht endlich axiomatisierbar, d.h. es gibt keine end-
liche Satzmeng& mit

ZFF o & Sho.

Beweis: Nehmen wir anZF ware endlich axiomatisierbar. Dann ist,
daAC ein einzelnes Axiom ist, aucl 'C endlich axiomatisierbar. Sei

o die Konjunktion all dieser Axiome. Dann hatten wir nach dem Refle-
xionsprinzip

ZFCF o — (AM)(M E o))
und wegenZ F'C' + o daher
ZFCF (IM)(M [ o).

Damit wirde ZF'C' seine eigene Widerspruchsfreiheit beweisen, was
dem zweiten @DELschen Satz widerspricht. ]

4.5 Das konstruktible Universum

Fragen nach der Giltigkeit vofAC) oder (GCH) lassen sich im fun-
dierten UniversunV nicht beantworten. Natirlich kbnnen wir zeigen,
dal sich die Annahméf = (AC) bzw. U = (GCH) auf das fundierte
UniversumV Ubertragt, das innerhalb vad gebildet wird. Damit kon-

nen wir aber Fragen nach der relativen Konsistenz(¥&) und (GCH)

nicht angehen. Einer Idee vornuRrT GODEL folgend werden wir daher
eine schlankere kumulative Hierarchie einftihren, in der sich die Frage
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nach der Gultigkeit voAC) und (GCH) entscheiden laf3t. Der wesent-
liche Unterschied dieser neuen, konstruktibel genannten Hierarchie zum
fundierten Universum besteht im vorsichtigeren Umgang mit der Potenz-
menge. Dadurch, dal’ wir bei der Konstruktion &eHierarchie

Vor1 = PoWMV,) = {ac U] a CV,}

gesetzt haben, haben wir die Kenntnis des gesamten Universums bereits
antizipiert. Bei der Konstruktion der konstruktiblen Hierarchie wollen
wir bei der Bildung vonL,,.; nur solchex C L, zulassen, deren ,Men-
geneigenschaft’ wir auf Grund der Kenntnis des bereits konstruierten
Teils des Universums feststellen konnen.

Dazu definieren wir

4.5.1 Definition Sei M eine Menge. Die KlassBef(M) der UberM
mit Parametern definierbaren Mengen ist gegeben durch

a € Def(M) :& es gibt einel(e)-Formel p(z, uy, ..., u,) ohne
weitere freie Variablen unday,...,a,) € M"
mita ={zeM| M = ¢o(x,a1,...,a,)}.

Damit ist klar, daf wir
Def(M) C Pow(M) (4.16)
haben. Fiir unendliched gilt wegen|Def(M)| < max{R,, | M|} sogar
Def(M) & Pow(M).

Ist M endlich, so isDef(M) = Pow(M). Wir definieren nun die kon-
struktible Hierarchie wie folgt.

4.5.2 Definition (Die Konstruktible Hierarchie) Durch transfinite Re-
kursion definieren wir

L() = @
Def(L,)
Uen Le flr A € Lim

und setzen

L:= | Le

£€0n

Als erstes zeigen wir, dal3 eine kumulative Hierarchie vorliegt.

4.5.3 Lemma Die konstruktible Hierarchi¢ L.| « € On} ist kumula-
tiv.
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Beweis: Es genugt, wenn wir
Lo € Loy € POWML,)

zeigen.L,+1 € Pow(L,) folgt aus (4.16). Es qilt
TranL,) = Lo C Losa,

denn flira € L, ist
a={z| z€a} ={x€Ll,| Lo Ex€a}.

Daherista € L,.1, und wir erhaltenl., C L. Durch Induktion nach
« folgt aber sofort

(Vare On)[Tran(Ly)). (4.17)
O

Mit Lemma 4.4.2 folgt nun, daf3 alle, und L transitiv sind undL,, C

Lg flr a < g gilt.

WegenL, = {z € L,| L, Ex =z} qgilt L, € L,+1 und es folgt
a<fB = L, € Lg. (4.18)

Im folgenden wird es oft bequem sein, eine einfache Definition fr Ordi-
nalzahlen zur Verfigung zu haben. Mit dem Fundierungsaxiom erhalten
wir

(Vx)[x € On<+ Tran(z) A (Vy € x)Tran(y)]. (4.19)

Die Richtung von links nach rechts in (4.19) folgt dabei sofort aus Lem-
ma 3.2.2(i). Die Gegenrichtung zeigen wir durehInduktion nache.
Die Induktionsvoraussetzung liefert damnC On. Mit Tran(z) (und
x € V, was implizit in der Tatsache steckt, dal3 wir nur Gber Mengen
guantifizieren) erhalten wir aus Korollar 3.2.8 dang On. ]

Wir wollen als erstes feststellen, dald alle Ordinalzahlen konstruktibel
sind.

4.5.4 Lemma Es gelten

(i) L,NOn=«

(i) aceOn = rky(a)=a+1
(ii) OnC L

Beweis: Wir zeigen(i) und(ii) simultan durch Induktion nach.
LoNOn=(istklar. Istae € Lim, so folgt mit der Induktionsvorausset-
zung
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4. Axiomatische Mengenlehre

Lynon= | J(Lenon) = | J¢=a

{<a E<a
Damit ist
a={zx€L,| z € On}.
Wegen
Tranz) & (Vyex)(Vzey)|z € 7]
ist Tran(z) und damit nach (4.19) auche On eineAy-Formel. Also ist
a={z€L,| L, Eze€On}
und damit
& € Loi1. (4.20)
Sei nuna = G + 1. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung(fjir
LgnOn= g
und nach Induktionsvoraussetzung iy
B € Lgy = L.
Damitista = 5 U {8} C L,, woraus
aC L,NOn (i)
folgt. Da umgekehrt nach (4.6)
L,NnOnCV,NOn=«
gilt, folgt
L,NOn=q.
Damit ist(i) gezeigt. Um auclfii) zu erhalten, beobachten wir

a= [ U{s}
= (LpNONM U {7}
={zxeLlg| x€OnfuU{z| z=LgNOn}
= {xe€Lg| x € OnjU
{z| Vzez)(x e LgANzeOn) A (VzeLlsg)(reOn—x € 2)}.

Also gilt (in V)
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4.5. Das konstruktible Universum

ze€a < (z€ Lg N zeOn) (ii)
V [(Vzez)(x € Lg A x € On)
AN (VzeLg)(x g OnV x € 2)].

Kirzen wir die rechte Seite der Aquivalenz in (i) mitz) ab, so haben
wir zusammen mit (i)

a={zeL,| x(2)}.

Wir haben bereits festgestellt, daf3c On eineAj-Formel ist. Nach
(4.18) istLg € L,. Damit istx(z) eine Ap-Formel mit Parametern aus
L.. WegenL, C Vund Trar{L,,) folgt mit Satz 4.3.2 aus (ii)

a={z€L,| Lo = x(2)} € Lat1.

Damit ist rk; (o) < a + 1. Hatten wir rk (o) < a + 1, SO wérea €
L,NONn= o« im Widerspruch zu Lemma 3.2(&). Damit ist(ii) gezeigt.
(ii) folgt aber sofort aufi). ]

Wir wollen uns weitere elementare Eigenschaftenidgklarmachen.
4.5.5 Lemma Fiir jede Limeszahi > w gilt

Lo E (Ext) A (Fu) A (Pa) A (Vm) A (Ue)
Beweis: Da L, transitiv ist, erhalten wir sofort

Lo E (Ext).

Die in (4.15) definierte Abbildung tk L — On ist eine-<-Homo-
morphismus. Damit erhalten wir insbesondere

Lq = (FU).
Fur eine endliche Meng&! = {ay,...,a,} gilt

bGPOV\(M) = b:{ail,...,aik}
sb={zeM| MEz=0a,V ---Vz=a,}

far {i1,...,i} € {0,...,n}. Also haben wir fir endliches/ immer
Pow(M) = Def(M)
und erhalten daher
a<w = L,=V,=HF,. (4.21)
Aus (4.18) und (4.20) folgt

w € L,
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4. Axiomatische Mengenlehre

und damit
L, = (Ue).
Sinda,b € L,, so gibtes eiff < amita,b € Lz und es ist
{a,b} ={ze€ls| LsErr=aV ax=0b} € Lg;1 C L,
und wir haben somit
L E (Pa).
Fura € Lg erhalten wir wegen Trdid g)
Ua={zeLls| Ly F (Fy€a)(z € y)} € Lpi1 C L.
Also gilt
L = (Vm) 0

Wir wollen uns nun klarmachen, ddf3ein Modell vonZ F ist.
Die Argumentation von Lemma 4.5.5 ist direkt tGibertragbar, wodurch wir

L |= (Ext) A (Fu) A (Pa) A (VM) A (Ue)

erhalten. Wir haben also nur noch die AbschluR3axi¢ka), (Pm)und
(As)nachzuprifen. Aus Lemma4.5.3, (4.18) und Lemma 4.4.11 erhalten
wir sofort

L |= (Kol).

Etwas aufwendiger wird der Nachweis der Gultigkeit des Potenzmen-
genaxioms. Sei dazue L. Wir haben zu zeigen, daf3

b:={zeLl| LExzCa}eL

ist. Zunachstisb € V. Also gibt es nach Lemma 4.4(&) ein o mit
a € L,undb C L,. Damit gilt

b={zel,| VE (Vyeczx)(y €a)}.
(Vy ex)(y € a) ist aber einA-Satz mit Parametern ads,. Also ist
b={ze€Ll,| L. = (Yyex)(y € a)} € Los1.
und wir haben
L= (Va)(3b)(Vz)(z €b & 2z Ca),
d.h.
Lk (Pm)
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Somit verbleibt nur noch die Aussonderung. Sei a@éo, @) eineL(€)-
Formel ohne weitere Variablen, sowiea € L. Wir haben zu zeigen,
dafd einb € L existiert mit

(Vzel)[LExz€ebe xzea p(z,d)]. (i)
Mit Lemma 4.4.2 finden wir wieder ein mit @, a € L. Wir definieren
b:={z€l| LEzcaAp(z,a)}.
Mit dem Reflexionsprinzip fUr finden wir eing > o mit
b={xelg| Lsl=x€a N p(z,d)} e Ls.

Offensichtlich gilt (i) fir das so konstruierte ]
Zusammenfassend erhalten wir

4.5.6 SatzL = ZF.

Wir haben mitL innerhalb vonV ein Modell vonZ F' konstruiert. Da-
her nennt mardL eininneres Modell Zur Konstruktion vonl, haben wir
aulRer der Transitivitdt vol nur die Tatsache benutzt, d&RRein Z F-
Modell ist. Damit istL innerhalb jedes transitiverif'-Modells konstru-
lerbar. Es ist in diesem Sinmeinimal wobei es bislang noch nicht klar
ist, ob L unabhangig von dem Universum ist, in dem es konstruiert wird.
Das soll in den folgenden Abschnitten studiert werden.

Mit Satz 4.5.6 haben wir die relative Konsistenz des Konstruktibili-
tatsaxioms

V=L
gezeigt. Damit gilt

4.5.7 SatzDas Konstruktibilitdtsaxion¥ = L ist relativ konsistent zu
ZF.

Allerdings haben wir uns noch nicht klar gemacht, da3 §ich L durch
einenL(€) Satz beschreiben 1at. Das soll im folgenden Abschnitt ge-
klart werden.

4.6 GODELoperationen

Ziel dieses (etwas technischen) Abschnittes ist es, das Konstruktibilitats-
axiomV = L als L(€)-Formel zu erhalten. Erst dann wird Satz 4.5.7
zu einer wirklich sinnvollen Aussage. Daneben wollen wir so vorgehen,
dalR wir eine gewisse Kontrolle Uber die Komplexitat der Forshet L
erhalten.
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4. Axiomatische Mengenlehre

Wir kbnnenL als FunktionL: On — V auffassen, die durch die Re-
kursionsgleichungen

Ly =10
La+1 - Def(La)
Ly = Uey Le fur A € Lim

definiert ist. Gemal (3.1) und (3.2) erhalten wir daher

=L, < (3f)[Fkt(f) A dom(f) =« (4.22)
AN (Vyea)(fly) =G(fTy) Nz =G(f)]

wobei gemald Satz 3.4.10 die FunktiGrdefiniert ist durch

{(Z) falls dom(f) =0
G(f)=<Urng(f) falls domf) € Lim (4.23)
Def(f(«)) falls dom(f) = Sa.

Um einzusehen, da8= L, durch einel(&)-Formel definiert wird, ge-
nugt es daheef( M) durch einef(€)-Formel zu beschreiben. Dazu
ist es notwendigM = ¢(a) auszudrucken. Es gibt verschiedene Mdg-
lichkeiten, dies zu erreichen. Eine besteht darin, jetler)-Formely
eine GDELNnumMmery € V zuzuordnen und dann die Existenz einer
FormelSatzu zeigen, flr die

M = p(d) < Saly, M, d)

fur alle transitivenM/ € V unda € M* gilt. Dieser Weg wird beispiels-
weise in [2] beschritten. Wir wollen hier einen anderen Weg beschrei-
ten undDef( M) als Abschluf3 vor/ unter elementaren Funktionen be-
schreiben. Dieser Weg wurde bereits von KOEL beschritten.

4.6.1 Definition Die elementaren GDELfunktionen sind:
Fi(z,y) :={z,y} Fe(z,y) :=dom(x)

Folz,y) =z Xy .7:7(x,y):z{(u,v)\uEm/\vEy/\uEv}
Fs(z,y) =z \y Fs(z,y):={(v,u)| (u,v) €}
Filz,y):=xzNy Fo(z,y) :={((u,w),v)| (u,v) €x Aw €y}

Fs(z,y):=Ux  Fiolz,y) = {((u,v),w))| uezA (v,w)ey}

Die etwas merkwirdig aussehenden Funktiotignund F;, erklaren
sich aus der Asymmetrie derTupel. Wir wollen von

(@1, @ns1) = (@1, -, a0), ani1)

ausgehen. Dannist naturlich klar, daf, . . . , a,,) und(aq, (as, . . ., a,))
sehr verschiedene Objekte sind. Die beiden Funktionen sorgen dafr,
dal3 wir das eine in das andere umwandeln kénnen.
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Mit Hilfe der elementaren GDELfunktionen erhalten wir den GDEL-
abschlufl(M) einer MengeV! wie folgt:

4.6.2 Definition Durch Rekursion nach € w definieren wir
ClO(M) =M
CIF (M) := CIF(M) U F[CIF(M) x CIF(M)] U - - -
U Fio[CIF(M) x CIF(M)]
und setzen dann
CI(M) := [ ClF(M).

kew

Der Bequemlichkeit halber wollen w@l( A7) noch in anderer Form dar-
stellen. Dazu definieren wir @ELterme wie folgt:

4.6.3 Definition GODELterme werden induktiv durch folgende Klauseln
definiert

(GTO) Jede freie Variable ist ein @ELterm.

(GT1) Sinds undt GODELterme und giltl < i < 10, so ist auch
Fi(s,t) ein GODELterm.

Ist ¢(z4,...,x,) €in GODELterm ohne weitere freie Variablen, so defi-
niert er die @DELfunktion Az ... x,. t(xy,...,z,).

4.6.4 LemmacCl(M) = {F(aq,...,a,)|a1,...,a, € M undF ist GO-
DELfunktion }.

Beweis: SeiM := {F(ai,...,a,)|@ € M™ A F ist GODELfunktion }.
Wir zeigen

a € CF(M) = acM (i)

durch Induktion nact. Furk = 0ista € M und daher € M Uber die
GODELfunktion Az . z. Ist

10

a € CIFTY(M) = CI*(M) U | F[CIF(M) x CIF(M)]

i=1
unda € CI*¥(M), so gilta € M nach Induktionsvoraussetzung. Ist
a ¢ CIF(M), so gibt ess,t € CI¥(M) und eini € {1,...,10} mit
a = Fi(s,t). Nach Induktionsvoraussetzung siad € M und wir
erhalten @DELtermes, ¢t und einag € M mit s = 5(a) undt = t(a).
(Wir durfen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dal8 €ind ¢ das
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4. Axiomatische Mengenlehre

gleiche Tupek herangezogen werden kann. Notfalls fligen wir leere Argumente in
und ein.) Dann ist aberF;(s, t) eine GDELfunktion und wir erhalten

Fi(5,1)(@) = Fi(s,t) = a.

Alsoista € M.
Fur die entgegengesetzte Inklusion

M C CI(M) (i)
nehmen wir
a = t(a)

an und zeigeri(a) € CI(M) durch Induktion nach dem Aufbau des
GODELtermst. Istt = z;, soistt(d) = a; € M C CI(M). Istt =
Fi(to, t1), so gilt nach Induktionsvoraussetzutiga), t;(a) € CI(M).
Damit finden wir eink € w mit ¢y(a), t;(a@) € CI*(M) und es folgt

t(a@) = Fi(to(d), t1(@)) € CIH(M) C CI(M). O

Unser Ziel ist esCI(M) und Def(M) in Beziehung zu setzen. Dazu
definieren wirL(<)-Formeln in Normalform. Zun&chst eliminieren wir
das Gleichheitszeichen, indem wir

r=y & (Vzez)(zey) A (Vzey)(z € 7) (4.24)

setzen. Ein&(€)-Formely im Fragment-, A, 3 heil3t eine Normalfor-
mel, falls

e ¢ kein Gleichheitszeichen enthalt
e cnurinder Formz; € z; miti # 7 in ¢ auftritt

e dnurinder Form(3z,, 11 € z;)Y(x1, ..., Tpy1) Miti < min ¢ auf-
tritt.

Insbesondere sind alle Normalformelq-Formeln. Es gilt aber allge-
meiner

4.6.5 Lemmallst ¢ eine Ay-Formel, so gibt es eine Normalformel
mit
M= (Vzy) ... (Vaep)[e(z1, - 2m) < on(T1, .o Tm)]

fur jede MengeVl #+ () mit M = (Ext). Umgekehrt ist jede Normalfor-
mel bereits einé\y-Formel.

Beweis: Sei ¢ eine Aj-Formel. Ersetzen wir irp jedes Auftreten von
r = y gemal (4.24), so bleilg eine Ag-Formel. WegenV/ = (Ext)
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durfen wir daher annehmen, daf&ine Formel des FragmentesA, 3,

€ ohne Gleichheitszeichen ist. Der Beweis verlauft nun durch Induktion
nach dem Aufbau vop und besteht im wesentlichen in einer Umbenen-
nung der gebundenen Variablen. Etwas Aufmerksamkeit erfordert der
Fall, dal3p = z; € z; ist. WegenM - (Vx;)(x; € z;) genlgt espy als
unerfillbare Formel, z.B3z; 1 € z;)[z; € z;11] ZU wéhlen. O

4.6.6 Definition Eine Formelp(z4, .. ., x,) ohne weitere freie Variablen
heil3t eingj-Formel, wenn es eine-stellige GODELfunktion F,, gibt mit

{(z1,...,2n) €a1 X -+ X ap| @(z1,...,20)} = Fplar, ..., an).
Wir zeigen nun

4.6.7 LemmaJedeA,-Formely(zy, . .., x,) ohne weitere freie Varia-
blen ist eingj-Formel.

Beweis: Wegen Lemma 4.6.5 durfen wir annehmen, ga@ine Nor-
malformel ist. Wir machen eine Reihe von Beobachtungen, die den Be-
weis vorbereiten.

Ist p(x1, ..., Zpe1) = Y(T1,...,2,) UNA (21, ..., z,) €ineG- (i)
Formel, soist auclp(xy, ..., x,.1) eineG-Formel.

Dazu setzen wir eir)facﬁ@(ql, ey Oy, Q) = f¢(ql, ey Op) X Ap
Etwas schwieriger ist es, die Stellenzahl zu vermindern.

Istp(zy, ... xn) = Y(21,. .., Tprr) UNAY(21, . . ., Ty y1) €INEG- (i)
Formel, so ist auckp(xy, ..., x,) eineG-Formel.

Dazu beobachten wir, daf} = F1(Fs(a,a), F3(a,a)) fur alle a gilt
und definierenF, (a4, . .., a,) := dom(Fy(as, ..., a,, {0})). Dann gilt

Folar,...,an) ={z| Fy)(z,y) € Fylas,...,an,{0})]}
:{xb,,,,xn)€a1><-'°><an| w(iﬂl,---axm@)}
:{(xl,...,xn)Ealx---Xan| 90(331,---73771)}-

Aus (i) und (ii) erhalten wir durch Iteration sofort

Ist o(z1,...,2,) = Y(x1,...,2,) UNd PY(z1, ..., x,) €ineG- (i)
Formel, soist auckp(zx, .. ., x,) eineG-Formel.

Als nachstes wollen wir einsehen, déff-ormeln gegeniber den boole-
schen Operationen abgeschlossen sind. Wir zeigen

Ist o(x1,...,2,) = W(x1,...,2,) UNdY(xq, ..., x,) €INEG- (IV)
Formel, so ist auclp(zx, .. ., x,) eineG-Formel.

Dazu definieren witF,, := (a; X - -+ X ap) \ Fy.

111



4. Axiomatische Mengenlehre

ISt (Z) := Y1(Z) A ¥o(Z) und sindyy () und o(Z) G-For- (V)

meln, so ist auckp eineG-Formel.

Dazu setzen wifF,(a) := Fy, (@) N Fy,(d).

Aus (iii), (iv) und (v) folgt, dal3 dig7-Formeln gegentiber den booleschen
Operationen abgeschlossen sind. Zum Nachweis des Abschlul3es gegen-
uber beschranktet-Quantifikation benétigen wir die Tatsache, dal3 nor-
male Primformeln all€/-Formeln sind. Dies gestaltet sich Gberraschend
schwierig. Zunachst zeigen wir

Ist p(x1, ..., 2p11) = Y(x4, ..., xn)xn [Tp1) und(xy, ... x,) (Vi)
eineG-Formel, so ist auckp(xy, .. ., x,.1) eineG-Formel.

(Hier notieren wir mity,[y] die Zeichenreihe, die aus entsteht, wenn
alle freien Auftreten von: durchy ersetzt werden.)
Istn = 1, so setzen wir

Folar, az) == ay x Fy(az).
Furn > 1 sei

Folar, .., ans1) = Fo(Fplar, ..., Qn1,0n11), ap)-

Dann gilt:
Fe(a)

- {((y7 xn)a xn-i-l)‘ Tp € ap N\ (ya xn-i-l) € Fw(afla ceey Qp—1, an—l—l)}
= {(xla T anrl) ca X--- X an+1| w(xla ey Ip—1, anrl)}-
ISty)(x1, z2) eineG-Formelundp(zy, . .., ) = Yy, on[Tn-1, Tn), (Vii)

soistauchp(zy, ..., z,) eineG-Formel.

Natirlich missen wir hier > 2 annehmen. Fit > 2 sei
Folar,...,an) = Fiolar X -+ X an_9, Fy(an_1,an)).

Die Formel(z; € z,) ist eineG-Formel. (viii)

Wir setzenF,(ai, a) := Fr(aq, az).

Aus (vii) und (viii) erhalten wir nun

Die Formelp(zy, . .., Zn11) = 2, € T,y ISt €ineG-Formel. (iX)

Durch Induktion nach: erhalten wir nun:

Fir i < nistdie Formekp(xy, ..., z,) = z; € x, eineG-Formel.  (x)

Furn = 2 ist dies (vii)). Nach Induktionsvoraussetzungiste x,, fur
i < n eineg-Formel undr,, € z,, ist nach (ix) eingz-Formel. Mit (vi)
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folgt, dal’3 dann auch; € =, eineG-Formel ist.
Aus (x) folgt nun mit (iii)

Isti < j, so ist die Formelp(xy,...,z,) = z; € z; eineG- (xi)
Formel.

Betrachten wir die FunktiotFs(F7 (a1, az), a2) SO erhalten wir
Die Formelz, € z; ist eineG-Formel. (xii)

Dies zusammen mit (vii) ergibt

Die Formely(zy, . .., Ty11) := Tpe1 € T, ISt €ineG-Formel. (xiii)
Analog zu (xi) erhalten wir aus (vi), (xii) und (xiii), daf3 auch fiir> j
die Formelyp(zy,...,z,) := x; € x; eineG-Formel ist. Damit haben
Wi

Isti # j, so ist die Formelp(xy,...,z,) = z; € z; eineG- (Xiv)
Formel.

Nun muf3 nur noch der Abschlul’ def-ormeln gegeniiber beschrankter
Quantifikation gezeigt werden. D.h.

Ist (x4, ...,2,) = (Frp €)Y (21, ..., Tpy1) fUreini < n  (xv)
und eineG-Formely(xy, ..., x,11), SOistauchp(xy, .. ., x,) eine
G-Formel.
Nach (xiv) und (v) ist die Formel

X(Z1, ., Tpg1) = Tpg1 € 2 AYP(21, .., Tpga)
eineG-Formel. Dann giltF) (a4, . . ., an,Ja;) = cfur

ci={(x1, . zn1) | \(@k € ar) A Tni1 € 3 A Y(E)}
k=1

Damit kdnnen wir
Folay, ..., a,) :=dom(F (a1, ..., an, Ja))
setzen.

Aus (xiv) zusammen mit (iv),(v) und (xv) folgt durch Induktion nach
dem Aufbau vonp, dal’ jede Normalformet eineG-Formel ist. ]

Nun wenden wir Lemma 4.6.7 an, um das folgende Lemma zu zeigen.
4.6.8 LemmagEs istDef(M) C CI(M U {M}) N PowM).
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Beweis: Ista € Def(M), so gibt es einen Satz(z, ay, . . ., a,) Mit Pa-
rametern ausay, . .., a,) € M" so, dafd

a :{LUQM‘ Mlzgp(waala"'aan)}
={re M| gp(:(:,al,...,an)M
=mg({(z,¥,2) e{M} x {a1}--- x {an} x M| o(z,7)°})

gilt. Nun ist die Formelp(z,y1,...,y,)* eine Ag-Formel. Daher exi-
stiert nach Lemma 4.6.7 eined®ELfunktion F, mit

a = rng(fs@({M}’ {al}v T {an}, M))
Wegen rngf) = dom(Fg(f, f)) erhalten wir aus Lemma 4.6.4
a € CI(M U {M}) N PowM). O

Die Umkehrung der Inklusion in Lemma 4.6.8 bereiten wir durch die
folgenden Definitionen und Lemmata vor.

4.6.9 Definition Eine FunktionF (x4, .. ., x,) heiltsubstituierbay falls
die folgenden vier Bedingungen erftllt sind:

(S1) u € F(x1,...,x,) isteineAy-Formel.

(S2) Mity istauch(3ue F(xy,...,x,))p eineAy-Formel.
(S3) z = F(x,...,z,) ist eineAy-Formel.

(S4) Mit g ist auchp(F (7)) eineAy-Formel.

Erflllt eine Funktion die Punkte (S1) und (S2), so ist sie bereits substi-
tuierbar, dennx = F(z4, ..., z,) ist dquivalent zu

VMyez)(y € F(xr,...,zn)) N (VyeEF(21,...,2,))(y € 2),

was laut Voraussetzung wieder eing-Formel ist. Um auch (S4) ein-
zusehen, Uberlegt man sich, da’ durch das Einsetzedyeh in die
Ag-Formelp nur neue Subformeln der Formgne F (%), y = F (&),
(Jye F(z))yundF(Z) € y entstehen kdnnen. Wahrend die ersten drei
Formeln schon durch (S1) bis (S3) ag-Formeln erkannt werden, laf3t
sich die vierte aquivalent zuxy-Formel(3z € y)(z = F(&)) umformen.

Die substituierbaren Funktionen tragen ihren Namen zu recht.

4.6.10 LemmaDie substituierbaren Funktionen sind gegen Substitution
mit substituierbaren Funktionen abgeschlossen.

Beweis: Wir missen nur zeigen, dal3 nfitund G auchH = Fo G
substituierbar ist. Um (Si) (sogar fir < i < 4) fur H zu beweisen,
benutzt man (Si) fUF' und dann (S4) fl6. O
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4.6.11 LemmaDie GODELfunktionen sind substituierbar.

Beweis: Wegen Lemma 4.6.10 miussen wir nur zeigen, dadsibsti-
tuierbar sind. Zuerst bearbeiten wir dazu folgerichtigerwgigsewofur
wir leicht die gesuchterh-Formeln finden:

ue Fi(ey) © u=xVu=y
sowie
(FueFi(z,y))p(u) < o(x) Voy).
Mit Lemma 4.6.10 folgt nun, dafl3
Flz,y) = (z,y) = Fu(Fi(z,y), Fa(z, 2))

subsituierbar ist. Um mdglichst 6konomisch zu verfahren, zeigen wir
jetzt, daf’ die ProjektioneR; und P, substituierbar sind. Dazu beachten
wir, dal3 es einé\,-Formel Paafr) gibt, die genau dann zutrifft, wenn

ein geordnetes Paar ist:

Paatz) < (Jyex)(Fuecy)(Fvey)[z = (u,v)].
Wir sehen leicht, daB € P;(x) &quivalent zu def\,-Formel
Paatz) A (Fvex)(Fwyev)(Fwy €v)(x = (wo, w1) A 2 € wp)

ist. Die Behandlung von (S2) verlauft analog, ebenso bereitet es jetzt
keine Miuhe,P, zu behandeln.

Wir wollen uns jetzt um die Funktionef;, bis F;, kimmern. Da sich
dies mit der soeben geleisteten Vorarbeit als Flei3aufgabe erweist, wol-
len wir nur einige Falle vorfihren. Dabei beschranken wir uns auf (S1),
da (S2) stets analog formuliert werden kann. Wir bekommen zum Bei-
spiel

u € Fox,y) & (vex)(Fwey)(u= (v,w)),
undu € Fy(z,y) ist aquivalent zu
(Gw ey)(Fzex)(Paatz) A u= ((Pi(z),w), Px(2))). O

4.6.12 Satzlst M eine transitive Menge, so gilt
Def(M) = Cl(M U {M}) N Pow(M).

Beweis: In Lemma 4.6.8 haben wir bereits eingesehen, dafR)M) C
Cl(M U {M})NnPow M) ist.

Far die umgekehrte Inklusion seien ein@&=Lfunktion F(xo, . . ., ;)
unday,...,a, € M mit F(M,aq,...,a,) € M gegeben. Wir wollen
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4. Axiomatische Mengenlehre

F(M,d) € Def(M) zeigen. Laut Lemma 4.6.11 gibt es eifig-Formel
oy, o, - - -, xp) Mity € F(M, @) <= ¢(y, M, d). WegenF (M, d) C
M gilt nun

F(M,ad)={y e M| p(y, M,d)}. (i)

Da der ParameteV/ in ¢ benutzt werden kann, missen winoch mo-
difizieren, um eine Formeb mit

oy, M,d) & M =y, ad) (i)

zu bekommen. Wegen der in transitiven Mengen geltenden Extensiona-
litat durfen wir annehmen, daf3 imalle Auftreten vorw = w durch das
aquivalente(Vu cv)(u € w) A (Vucw)(u € v) ersetzt worden sind.

Die Formely entstehe nun aug, indem alle Auftreten voriQu € )
durch(Quv), alle Auftreten vorv € x durch eine trivial wahre Formel,
etwav = v, und alle Auftreten vorxy € v durchv # v ersetzt wer-
den. Man uberlegt sich leicht, dal3 nun (ii) zutrifft, woraus mit (i) sofort
F(M,ad) € Def(M) folgt. O

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.6.12 erhalten wir

4.6.13 Korollar L1 = Cl(Ly, U {L,}) N POW L,,).

4.7 Die relative Konsistenz des Auswahlaxioms

Als erste Anwendung von Korollar 4.6.13 wollen wir zeigen, dal3 sich
das konstruktible Universum wohlordnen la3t. Die Wohlordnung des
Universums soll mik ; bezeichnet werden. Wir definieren in Schich-
ten<,, die L, wohlordnen und sich enderweitern. Da im Nachfolgerfall

Lo+ = CI(SLa) NPoW(L,) = | J CI"(SLa) N POW(Ly)

necw

ist, definieren wir<,.; wieder in Schichter<, ;, die CI"(SL,) wohl-
ordnen und die sich ebenfalls enderweitern.
Es sei

<pg:= 0

und far\ € Lim
<)== U <¢ -

Im Nachfolgerfall setzen wir
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. n
<a+1-— U <Oé+17

necw

wobei die Relationer<;, ; durch Rekursion nach wie folgt definiert
werden:

a<d b= a<,bV(a€LyANb=1L,)

Im Nachfolgerfall solk”*] die Relation<”, , fortsetzen und die Schicht
CI"*1(SL,) wohlordnen. Zunéachst seien alle Element€If{(SL,,) vor
den Elementen, die erst @"*1(SL,) dazukommen, d.h.

a € CI"(SLy) Ab ¢ CI"(SLy) = a <"t

Nun wollen wir davon ausgehen, daf® ¢ CI"(SL,) gilt. Dann gibt
esi,j € {1,...,10} unde¢,d,d,d € CI"(SL,) mit a = F;(c,d) und
b=F,(c,d). Wir setzen

k. :==min{i| (3c€CI"(SL,))(3d€CI"(SL,))[x = Fi(c,d)|}
fir x € {a,b} und fordern
ko <ky = a<It1b.

Stimmen diese beiden Minima Uberein und haben sie den ¥esb
definieren wir

¢; == minn, {c € CI"(SL,)| (3d€CI"(SLy))[z = Fi(c,d)]}
und
<l er = a<ihb

wobei min.» - das Minimum bezuglich der Relation] , ; bedeutet, die

ja nach Induktionsvoraussetzung bereits definiert ist. Stimmen auch die-
se Minima Uberein und haben sie den Werso setzen wir schlief3lich

dy == minen {d € CI"(SL,)| = = Fy(c,d)} und

1
do <hoqdy = a<lt1b

Damit haben wir alle méglichen Falle erfal3t und konnen schlief3lich

definieren. Es ist nach Konstruktion klar, daf eine lineare wohlfun-
dierte Ordnung ist. Damit haben wir den folgenden Satz:

4.7.1 SatzEs gibt eine Wohlordnung , des konstruktiblen Universums.
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4. Axiomatische Mengenlehre

Als Folgerung erhalten wir sofort

4.7.2 Korollar Jede konstruktible Menge l&f3t sich wohlordnen. Damit
haben wir

L = (AC).

Wir wollen hier vermerken, dal} in sogar das starke Auswahlaxiom
gilt, demzufolge eine Klassenfunktid@n existiert mit

(Vz)(z £ 0 — C(x) € x).
Die FunktionC wird definiert durch

0 fallsz = 0
Cla) = {min<L{y| y €z} sonst

Als Folgerung von Korollar 4.7.2 erhalten wir

(4.25)

4.7.3 SatzDas Auswahlaxiom ist relativ konsistent ZiF'.

4.8 Absolutheit vonL

Um die Komplexitat der Formel
x = L,

zu untersuchen, haben wir nach (4.22) und (4.23) im wesentlichen die
Komplexitat vonDef( M) festzustellen. Dazu stellen wir Tabellen von
haufig benutzter\,-Pradikaten in den Abbildungen 4.8.1 und 4.8.2 zu-
sammen.

4.8.1 Definition Es sel eine der tiblichen Komplexitatsmengen fur For-
meln.
Eine (totale) Funktior¥’ heil3t eineC-Funktion, wenn es ein@-Formel

(7, y) mit
F(@)=y & »(Z,y)

gibt. F' heil3t eineM-C-Funktion, wenn es ein@-Formely(z , y) mit
M (VE)(W)[F(T) =y & o(@,y)]

gibt.

Wegen
F(@) 4y & (3)[F@) =2y (4.26)
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Pradikat Definition

a=10 —(dr€a)lx = 7]

aCh (Vx €a)|x € b]

u=aUb aCuANbCuAN Veeu)xreaV x el
u=anb uCaANuCbA Vzea)r ¢bV eyl
a=Jb (Vzea)(Fyeb)[z ey A (Vyeb)(Vxey)[z € d
u="b\a Vzeu)lrebANx¢a] AN (Vzeb)r €aV x € ul
a=S5b (Vzea)lrebVaez=bAbCaAbea
Tran(a) (Vzea)(z Ca)

a € 0On Tran(a) A (Vz €a)Tran(x)

« € Lim aceOnAa#0AVyea)(3zea)lz = Sy
a<pf acOnABeOnANacp

a<g a<fBV(aeOnAa=p)

a={uo, - u R e ) D v = )

a = (u,v) (Jrea)(Fy€a)la={z,y}

Nz ={u} Ny ={u,v}

Abbildung 4.8.1: EinigeA\,-Pradikate
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4. Axiomatische Mengenlehre

Pradikat Definition

Paata) (Fyea)Fuecy)(Fvey)a = (u,v)]
Rel(a) (Vz €a)[Paatz)]

G =20 | Gzea)@yela = (uy)

Gl = A | Gzea)@yela = (yu)

k() Rel(f) A (V2 € )Yy € F)[Pi(x) = Pi(y)

= By(x) = P(y)]

a = dom(f) (Xw(syfé(f)%ﬂexag?‘)Tyi(Jsf’f
)

a=mdlf) '\ (vpea)@ee )y = Plo)
aedom(f) | (3wefa=Pi()

acd z = (a
fla) b (@ e don(p) A Gzc Al = (a.8)

Abbildung 4.8.2:A,-Pradikate fur Relationen und Funktionen

gilt:
Jede (M-)X;)-Funktion ist bereits eineN1-)A )-Funktion. (4.27)

Aus den Tabellen in den Abbildungen 4.8.1 und 4.8.2 sehen wir sofort,
dal3 Funktionen wie beispielsweise

Azy.z Uy, Azy.x Ny, \x. |Jz, Az.mg(z), ...

Y1-Funktionen sind. Als Ubung sollte man sich klarmachen, dal3 die
Klasse dex-Funktionen gegenuber Substitution raitFunktionen ab-
geschlossen isiDas liegt daran, daB fiir eire-Formely und eineX-Funktion F

die Formelp(F (%), Z) wegen

p(F(7),7) & (32)[F(T) =z A o(z,7)]

wieder eineX-Formel ist.)

Einige Beispiele fu-Funktionen finden sich in der Tabelle in Abbil-
dung 4.8.3.

Ist G eineX-Funktion und istF” durch die Rekursionsgleichung
F(a) =G(Fa)
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Funktion Definition

Af.dom(f) | u = dom(f) siehe Abb. 4.8.2

Af.mg(f) | w=rng(f) siehe Abb. 4.8.2

Az Pi(x) siehe Abb. 4.8.2

Mz . flae |a=flxz < a={zef| Pi(z) €z}

M. flz]  Ja=flz] & a={zemg(f)] Fyez)lz= [}
Az. Sx a=S8r & a=zcU{z}

u=axb & Vreu)|P(x) €

Aab.a x b A (vxea)(VyebC]j[(x,y) € u

Abbildung 4.8.3: Einige:-Funktionen

definiert, so gilt nach (3.1) und (3.2)

= F(a) & (3f){Fkt(f) A dom(f) = « (4.28)
N (Vyea)lf(y) = G(f Ty)]
Nz =G(f)}.

Aus (4.28) folgt, dal¥’ wieder eineX-Formel ist, d.h. wir haben den
folgenden Satz:

4.8.2 Satz E-Rekursionssatz) IstG eineX-Funktion und istt’ durch
die Rekursionsgleichung

F(a)=G(F la)
definiert, so ist' eineX-Funktion.

Der Satz gilt naturlich auch fir Funktiondn:V.— V die durchX-
Rekursion definiert werden.

Als Anwendung de&:-Rekursionssatzes wollen wir feststellen, dal3 die
FunktionLZ: On — V eineX-Funktion ist. Dazu zeigen wir:

4.8.3 Lemma Die FunktionF definiert durch

o - (0

ist eineX>-Funktion.

Beweis: Nach Satz 4.6.12 gilt fir transitiveld
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4. Axiomatische Mengenlehre

Def(M) = CI(SM)nPow(M) = |Jrng(Ak. CI*(SM)) N Pow( M),
d.h.

r=Def(M) & (Vycx)(y C M) Az CJrmgMk. CIF(SM))
A (Wye Umg\k. CIF(SM))(y € M — y € x).

Dala.Ja, AM.SM und\f.rg(f) alle X-Funktionen sind, missen
wir nur noch die Abbildung\k. CI¥(M) als X-Funktion nachweisen.
Aus Definition 4.6.2 und derh-Rekursionssatz (Satz 4.8.2) ersehen wir,
daf wir dazu nur alle elementarer®GELfunktionen als:-Funktionen
nachzuweisen haben. Mit den Tabellen in den Abbildungen 4.8.1 und
4.8.3 folgt dies furF, — Fyy aber sofort aus deren Definition (Definiti-
on 4.6.1).

Wegen
F(M) =z < (TranM) A Def(M) = z) v (=TranM) A z = 0)
erhalten wir nun¥" als X-Funktion. U]

Mit Lemma 4.8.3 folgt, dal3 die in (4.23) definierte FunktiGheine
Y-Funktion ist. Zusammen mit deM-Rekursionssatz (oder direkt mit
(4.22)) erhalten wir daher:

4.8.4 SatzDie FunktionL: On — V ist eineX-Funktion. Damit ist.
absolut fir alle transitived F'-Modelle M C V, die alle Ordinalzahlen
enthalten.

Bewels: DgBL eine X-Funktion ist, folgt sofort aus unseren vorher-
gehenden Uberlegungen. Mit (4.26) folgt daher, da® L, eine A-
Relation und daher absolut ist. Also gilt fir jedes transifiMe= Z F

IM ={zeM| ME (32)(z=L, ANz € 2)}
={zeM| F2)(z=Lo Nz €2)}=L,NM.

Durch Induktion nacla folgt, da.M ein Z F-Modell ist, sofort
aeM = L, C M.

Damit ist Lﬁ" = L, fur alle a € M, und daM alle Ordinalzahlen
enthalt, folgtLM = L. O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir daraus

4.8.5 SatzL ist die bezlglich der Inklusion kleinste transitive Klasse,
die alle Ordinalzahlen enthélt und ein Modell vy’ C' ist.
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4.9 Zulassige Ordinalzahlen

4.9.1 Definition Eine Ordinalzahk heil3tzulassig wenna € Lim ist
und

L (V) (@) ¢+ (32)¢" (@) (4.29)
fur jedeX-Formelp () gilt.

Das bedeutet, dal fur zuldssigegeder-Satz mit Parametern aus,
schon einL,-Y-Satz ist. Das Schema (4.29) wird alsReflexionssche-
mabezeichnet.

Wir wollen hier die Theorie zulassiger Mengen und Ordinalzahlen
nur oberflachlich streifen. Als erstes bemerken wir, daluflre L,
undX-Satzep mit Parametern auk,,

Lo aCb— (" — ¢ (4.30)
und
Lo — (4.31)

gilt. Dies ist nichts anderes als die Persistenz ¥eRormeln. Der Be-
weis verlauft wie in Lemma 4.3.3.
Unter dem Schema dek(-Kollektion (abgektrzt(Ay-Kol)) verstehen
wir

(Va) (Vi) [(Vz € a)(Ty)e(z, y, @) — (32)(Vz €a)(Ty € 2)(x, y, u))],

wobeip(z, y, v) eineAy-Formel ist. Dann gilt:

4.9.2 Lemma Eine Ordinalzahk ist genau dann zuléssig, wenreine
Limeszahl ist und.,, das Schema dex,-Kollektion erfllt.

Beweis: Offensichtlich istAj-Kollektion ein Spezialfall deE-Reflexi-
on. Damit gilt

L, E (Aj-Kol)
fur jedes zuléssige. Fur die Gegenrichtung nehmen wir
L, E (Ap-Kol)
an und zeigen
Lo ¢ = (3a€Ly)[La F ¢ (i)

fur 3-Satzep mit Parametern aus,, durch Induktion nach der Lange
von p. Ist p ein Ay-Satz, so istp = .
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4. Axiomatische Mengenlehre

ISt = @1 A 9, SO haben winy, as € L, mit L, = ¢7* und L, = ¢3°.
Wegena € Limista := a; Uas € L,, und wir erhalten mit (4.30)

Lo |= (1 A @2)".

Ahnlich schlieRen wir, fallsp = ¢; V ¢,. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es eim € L, mit L, = ¢ fur eini € {1,2}. Damit folgt
aber auchl, = (p1 V ¢2)%.

Der interessanteste Fall ist= (Vz €b)y(x). Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt

(Vz €b)(Fy € La)[La = ¥(x)"],
und damit

Lo |= (Vo €b)(Jy)(x)”.

Nun isty(z)? eine Ap-Formel. Weger.,, |= (Ay-Kol) erhalten wir ein
c € Lo mit L, = (Vxeb)(Jyec)y(x)’. Mit ¢ € L, ist aber auch
a :=|Jc € L,. Damit haben wiry C a fUr y € ¢ und erhalten nach
(4.30)

L, = (Vzeb)y(x)".
Ist schlieBlichy = (3x)y(x) und gilt
Lo [=9(b)

fureinb € L, so erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung-emL,,
mit L, E ¢(b)¢. Setzen wir := {b} U ¢, so folgt mit (4.30)

Lo = (Brca)y. O

Zuletzt wollen wir uns davon Uberzeugen, dald es tatsachlich zulassige
Ordinalzahlen gibt.

4.9.3 SatzZu jedemgs € On gibt es eine zuléssige Ordinalzaht> (.

Beweis: Wir setzena := 7. Dann ista eine Nachfolgerkardinalzahl
oderX, und damit nach Satz 3.9.7 regular. Gilt nun

LOé |: (V!I? € a)(ay)sp(x: yv ﬁ)a

so haben wir zu jedem € a einy, € L, mit L, = ¢(z,y,,©). Dann
ist rkz(y,) < « und, daa regulér ist, auchy := sup, ., rkz(v.) < a.
WegenL, € L, undy, € L, fur allex € a haben wir

L, = (32)(Vxea)(Jy€2)p(z,y,u).
Damit gilt
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L, = (Ap-Kol),
unda ist nach Lemma 4.9.2 zulassig. ]

Natdrlich haben wir hierv viel zu grol3 gewéahlt. Es gibt viel kleinere.
Insbesondere l&3t sichso wéahlen, dag| = |3| ist. Einzelheiten stehen

in [1].

Als Korollar des Beweises von Satz 4.9.3 kdnnen wir zumindest festhal-
ten:

4.9.4 Korollar Jede requléare Ordinalzahl ist zuldssig.

Allerdings gibt es sehr viel mehr zuldssige als regulare Ordinalzahlen.
So liegt bereits zwischeR, und X; ein ganzer Kosmos von zulassigen
Ordinalzahlen (vgl. [1]).

Es ist unter gewissen Anstrengungen maoglich, Satz 4.8.4 zu verallgemei-
nern:

4.9.5 SatzEs gibt parameterfrei&,-Formelnpr(x,y) und o (z,y),
die fir alle zulassigen > w

(VaeL,)(VB<a)la=Lsg < L, = ¢r(a, )]
sowie

(Va€ Ly)(Vo€ Ly)[a<p b < Ly = v-(a,b)]
erfillen.

Beweis: Hier verweisen wir auf [2]. Der Beweis ahnelt unserem Vorge-
hen in Abschnitt 4.6, allerdings ist einiger Mehraufwand erforderlich.
O]

4.10 Das Kondensationslemma un(@GCH)

Eine der wesentlichen Eigenschaften des konstruktiblen Universums ist
das Verhalten konstruktibler Mengen unter deno$towskrKollaps.

Als Vorbereitung fihren wir den Begriff dexlementaren Substruktur
ein.

4.10.1 Definition Sei M C L,. Wir nennenM eineelementare Sub-
strukturvon L, wenn

MEe & LafFy (4.32)
fur jeden Satzp mit Parametern au/ gilt. Man notiert mit
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M < L,

dalRM eine elementare Substruktur vép ist.
Gilt (4.32) nur fur M-X,-Séatze, so heildd/ eine X;-elementare Sub-
struktur vonL, und wir notieren dies durch

M <4 L.

4.10.2 LemmaSeiM C L,. Dann giltM < L. genau dann, wenn
fiir jedes nichtleerel C L,, das sich libeL, mit Parametern aus!
definieren laRt, auch N M # ( ist.

Beweis: Seizuersi/ < L, undA :={z€L,| L, E ¢(x,u)}, wobei

u € Mist. IstA # 0, so gilt L, | (3z)e(x,w) und damit ebenfalls
M E (Fz)p(x,u). Somit gibt es eih € M mit M = ¢(b, u), woraus
L. E (b, w) folgt. Das bedeutdt € AN M.

Fur die Gegenrichtung zeigen wir

Lo |= o(t) & M |= o(t)

flr jeden Satzp(u) mit Parametern au8/ durch Induktion nach der
Komplexitat vony (). Dabei kénnen wir uns wieder auf das A, 3-
Fragment beschranken.

Fur Primformelny(w) ist die Behauptung klar und fis(u) = —¢ ()
bzw. p(u©) = ¢1(4) A po(u) erhalten wir die Behauptung sofort aus der
Induktionsvoraussetzung.

Sei alsop = (dz)y(x,u). Nehmen wir zundchs¥ = (@) an. Dann
gibt es einb € M mit M = (b, ©) und nach Induktionsvoraussetzung
folgt L, = ¥(b,w). WegenM C L, istb € L, und wir erhalten

Lo = (Fz)Y(z, u).
Gilt umgekehrtL,, = ¢(u), so ist
A:={z€L,| Ly E¢(z,a)} #0.

Also ist AN M # () und es gibt eib € M mit L, = (b, ). Nach
Induktionsvoraussetzung folgt dann aldér = (b, @) und damit auch
M = (Fz)y(z, ). O

4.10.3 Definition Sei M C L,. Wir sagen, dal& € L, UberM als
Punkt definierbaiist, wenn es ein Tupel von Elementen ausd/ und
eineL(€)-Formely(x, ) gibt, fir die

Lo = (3z)p(z, 1)
und
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Lo = ¢(a, 1)

gilt.
Die SkoLEMhlle SH:«(M) von M in L, ist die Menge aller Elemente
von L, die sich UbeV als Punkt definieren lassen.

4.10.4 Lemmalsta zuldssig und! C L,, so istSH-«(M) die kleinste
elementare Substruktur van,, die M umfal3t, d.h. es gilt

SH (M) < L,
und
(YN)(M C N < L, = SH(M) C N).
Beweis: Offenbar istM C SH:« (M), denn wir haben ja
L, E (3x)[z = a]
und
LyoFa=a

fur jedesa € M. WegenSH:+(M) C L, erhalten wir nach Lem-
ma 4.10.2

SHEe (M) < L,

wenn wir AN SH-« (M) # () fur jedes nicht leerel C L, gezeigt haben,
das sich mit Parametern ag8st“« (M) tberL,, definieren laRt. Sei also
i € SHre(M)undA .= {x € L,| Lo | o(x, @)} # 0, d.h.

Lo E (3z)p(z, 0).

Jedes; 1aRt sich als Punkt Gbév in L, etwa durch die Forme);(z),
definieren. Dann gilt

Lo (3z)(3zy) ... ) [1(z1) A oo A p(xn) A o(z, 7)),

wobeiy; (x1), . . ., ¥n(x,) unde(z, ¥) hdchstens noch Parameter dus
enthalten. Wir definieren

x(x) = 3xy) ... Fz){1(x) A oo A p(xn) A p(x, T)
A (YY)ly <r = —p(y, 7)),

wobei wir firy <; x die Formely. aus Satz 4.9.5 verwenden. Dann
gilt L, E (F'z)x(x) unda € A fur dasa € L, mit L, = x(a). Damit
ista € SHE= (M) N A.

Um den Beweis abzuschliel3en, sei
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M CN < L,.

Ista € SH* (M), so ista das eindeutig bestimmte € L, mit L, |=
©(a,w) fureind € M*. WegenL,, = (3z)p(z,%) undM C N < L,
folgt dann aber auctv = (3!z)p(x,w). Also gilt a € N und wir
erhaltenSHL= (M) C N. O

Wir wollen hier nochmals anmerken, dal} sich jedes L, als Punkt
Uber der leeren Menge definieren lait, (vgl. (4.21)). KOrC L, ist
alsoSH (M) = L,

Als Folgerung aus Lemma 4.10.4 erhalten wir

4.10.5 Satzlst o zulassig und\i C L, so gibt es einN < L, mit
M C N und|N| = sup{X, |M|}.

Beweis: Wir setzenN := SH-« (M) und haben nur noch die Kardinali-
tat nachzurechnen. Da sich aber nur so viele Mengais Punkte tber
M definieren lassen, wie X €) - Formelny(z, @) mit Parametern aus
M gibt, gilt

[SH™ (M)| < sup{Rq, |M|}.
WegenSH (M) D M U L, gilt auch
[SH" (M)| > sup{Ry, |M|}. [

4.10.6 Lemma (Kondensationslemma) Sei« eine zuldssige Ordinal-
zahl. IstM =<, L., so gibt es eirf < o mit 3 € Lim und

Beweis: Mit einer einfachen Induktion nachkdénnen wir
(Vnew)[L, C M]

und damit
L,CM (i)

zeigen. Offensichtlich gilLy C M. Ist L, C M und{a4,...,a,} C
L,,, so haben wir fur

Y:=(Fz) e €zN ... Nap € 2
ANNVzez)(x=a1V ... Vz=ay)
natirlichL,, = v, also auchV/ = 1. Damit gilt auchL,,.; C M.
Der Falla = w ist mit (i) trivial, denn hier folgthd/ = L,. Deshalb sei

ab jetzta > w.
Wir zeigen zuerst, daf¥/ extensional ist, d.h.
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M = (Ext).
Gilt ndmlich M = z # y, so folgtL,, = = # y und damit
Lyo=32)(zex+ 2¢y).
WegenM <, L, haben wir also auch
Mit Lemma 3.3.3 folgt nun, dafs[ M| transitiv und
v M — w[M]
ein € - € - Isomorphismus ist. Damit ist
7[M] N One On
und wir setzerg := w[M]| N On. Wir behaupten nun

Die Formel
u = Lw

istfurv < a nach Satz 4.9.5 eink,-X;-Formel. Wegen € Lim haben
wir fur jedesa € L,

Ly E (3z)(3y)yeOnAz=L,ANac . (i)
Sei

a € T[M]. (iii)
Dann gilt nach (ii)

M = (3z)(Fy)[y e OnAz = L, A my/ (a) € 2]
und damit

M) = (3z)(3y)[ye OnAx =L, AN a € z],
d.h.

(Fren[M]))Fyen[M])[r[M]Ey€OnAz=L,Aac x|

Dar|[M] transitiv ist, folgty € 7[M] N On= § und (mit der Aufwarts-
persistenz voiX;-Formeln)a € z = L.,. Also ist

ae |J L, ()
v<p
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Mit (iii) und (iv) haben wir daher
M) c | L, (v)
v<p

Isty < 3, soistm;/ () € M und es giltM = 7,/ () € On. Also ist
7 (7) < o und wir haben

La |: (ElZ)[Z = LT(IT/II('V)].
Damit folgt aber

M = (32)[z = Lw;;(y)]

und schliefdlich

M) = (32)[z = L,]. (vi)
Da (vi) fur alley < 3 gilt, haben wir
U L, S x[M]. (vii)
v<B
Nach (vii) und (v) ist
M) = | ] L,. (viii)
y<pB

Flry < 3 gilt aber wieder wegen, ' (7) < a

Lo |= (3€)(my7 (7) <),

und wir erhalten analog zu eben

m[M] = (36)(y <€),
d.h.(IE < B)[y < £]. Alsoist € Lim und es folgt mit (viii)
7[M] = L. O

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dal3 das Kondensationslemma bereits
fur Limeszahleny gilt. Es erfordert allerdings einen wesentlich héheren
Aufwand, wenn man einsehen mochte, daf¥fir o € Lim die Formel

r = L, eine L,-¥;-Formel ist (vgl. [2]). Sobald man dies jedoch zur
Verfligung hat, Gbertragt sich der hier geftihrte Beweis sofort.

Zur Erinnerung sei nochmals betont, dal3 fur transitweS M im-

mer s [a = id, ist. Das ergibt sich sofort aus der Definition des
MosTowsktKollapses (Definition 3.3.2).
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Mit Hilfe des Kondensationslemmas erhalten wir eine gewisse Kontrol-
le Uber das Wachstum der Schichten der konstruktiblen Welt. Wahrend
ja bei der Bildung der Schichten des fundierten Universums die Potenz-
menge vorV/, bereits inV,,; erscheint, geschieht dies inviel langsa-

mer. Die Frage, die wir jetzt klaren wollen, ist, wann im konstruktiblen
Universum die Potenzmenge erscheint, d.h. wir setzea L voraus,
betrachten eia C L, und fragen nach iia).

4.10.7 LemmalstV = L unda C L,, soistrk(a) < a™.

Beweis: Fira < wistdie Aussage wegen™ = w undL,, = HF, klar.
Sei dahew < a. DawirV = L voraussetzen, ist € L und wir finden
mit Satz 4.9.3 eine zulassige Ordinalzghiit L, U {a} C L. Nach
Satz 4.10.5 gibt es eif/ < L mit

Lo U{a} € M und|M| = |L, U {a}| < a*.

Dann istr[M] = L., fur einy € Lim nach dem Kondensationslemma.
Wegen|y| = |L,| = |[M| < a™isty < a®. DaL, U {a} transitivund in
M enthalten ist, giltry, [ L, U {a} = id. Also ista = my/(a) € L, und
damitrk;(a) < v < a™. O

4.10.8 SatzEs gilt L = (GCH). Damit ist(GCH) relativ konsistent zu
ZFC.

Beweis: Wir arbeiten unter der VoraussetzuwWig= L. Seiw < k € L.
Fur allea C & gilt wegenx C L, nach Lemma 4.10.d € L,.+. Also ist
Pow(k) C L.+ und damit| Pow(x)| < ™. Somit gilt mittels (3.34)

kT < 2% =|Powk)| < k™,

d.h.2% = k™. ]

4.11 Weitere Unendlichkeitsaxiome

Wir erinnern an die Begriffe von schwach unerreichbaren und unerreich-
baren Kardinalzahlen. Es sei

Wi := {k€R| (I €Lim)[k = Ny]}

die Klasse der schwach unerreichbaren Kardinalzahlen. Eine regulare
Kardinalzahl, die auch gegentiber der Kontinuumsfunktion abgeschlos-
sen ist, heil3t (stark) unerreichbar. Wir wollen allerdings nur tberab-
zahlbare Kardinalzahlen betrachten. Jede Uiberabzahlbare unerreichbare
Kardinalzahlx ist wegen
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A<k = M <2<k

auch eine Limeskardinalzahl und damit auch schwach unerreichbar. Da-
her kdnnen wir

| .= {keWI| (VA<k)]2* < K]}

setzen und die Klasse der (stark) unerreichbaren Kardinalzahlen nen-
nen. Wir zeigen zuerst:

4.11.1 Satzistk € |, so istV,, ein Modell vonZF. Gilt V = (AC), so
folgt auchV,; = (AC).

Beweis: Wegenw < k € Lim gilt nach Satz 4.1.2
Vi E (Ext) A (Fu) A (Pa) A (Vm)A (Pm)A (As) A (Ue).
Wir haben also nur noch

Vi = (Kol) (i)
zu zeigen. Dazu zeigen wir durch Induktion nack: x zuerst
A<k = V)| <k (i)

Naturlich ist|V;| < k.

Im Nachfolgerfall haben wifV,,;| = |Pow(V,)| = 2"l < , da nach
Induktionsvoraussetzuny, | < « ist.

Fir A € Lim ist

‘VA‘ - |U§<>\ V§| < 2§<AW§|
= [A|©sup, [Ve| <+,

da|\| < &, s regular und nach Induktionsvoraussetzyvig < « fur
alle& < \ist.
Wegenx N V,, = « erhalten wir mit (ii)

kel = |Vi| =k (4.33)
Um die Glltigkeit des Kollektionsschemashi nachzuprifen, sei
u,a €V,
und
Vi | (Vo €a)(3y)p(z, y, ). (i)

ZuU x € a definieren wir
a, = min{rk(y)| o(z,y,u)}.
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Nach (iii) gilt o, < &, und nach (4.33) gilta| < |V,| = k € R. Daher
ist

o 1= Supay < K,

rea

und wir erhalten

(Vo ea)Fy e Vo)V E o(z,y,4)].
Daraus folgt schlie3lich

Vi E (32)(Vzea)(Fy € 2)p(z, y, u).
Damit ist (i) bewiesen. Wir wollen schliel3lich noch zeigen, dald aus

V E (AC)

auch
Vi = (AC)

folgt. Ist namlicha € V;, mit @ ¢ a und gibt es eine Funktiofi € V mit
dom(f) =a A (Vx€a)[f(x) € x|, (iv)

so sehen wir sofort, dal3 die Formel in (iv) elie Ag-Formel ist. Dal/,
ein ZF-Modell ist, gilta x | Ja € V,, und weiter

fePowa x Ja) € V.

Damitist f € V., und aus (iv) folgt wegen der Absolutheit vof-A-
Formeln

Vi | dom(f) = a A (Vo €a)[f(z) € 2],
d.h.V, = (AC) 0]

Man kann sich nun klarmachen, dal} sich Satz 4.11.1 formal innerhalb
von Z F'C zeigen laldt, d.h. wir haben

ZFEC F (V) [p"7] (4.34)
fur jedesZ FC-Axiom ¢. Nehmen wir nun an, wir hatten

ZFC 1 #£ 1),
so folgte mit (4.34) (nach einiger Formalisierung)

ZFCF ,ZFC ist konsistent’.

Da dies dem zweiten @G>ELschen Satz widerspricht, haben wir
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4.11.2 Satzin ZFC laf3t sich die Existenz unerreichbarer Kardinalzah-
len nicht beweisen.

Beweis: Wir wollen hier, weil es uns instruktiv zu sein scheint, einen
Beweis angeben, der ohne Bezug auf dérbELschen Satz arbeitet.
Nehmen wir also an, wir hatten

ZFC 1 £ (i)
WegenV = ZFC existiert dann

Iy := minl. (4.35)
und es ist/;, N On= |, d.h.

Vi, =0. (4.36)
Gelingt es uns zu zeigen, daf3

kel = [(V,EAXE]D) & Xel] (4.37)

fur alle A < « gilt, d.h. dal3 unerreichbare Kardinalzahlgpabsolut
sind, so erhalten wir aus (4.36), dal

Vi,E1=10 (i)
gilt. Da nach Satz 4.11.W,, = ZFC qilt, widersprechen sich (i) und
(ii).

Furx € | zeigen wir zuerst di&,.-Absolutheit von Card. Es gilt

AeCard < (VH)(VY)[f: A «— v = A<~

Damit liegt einell;-Formel vor, die abwaérts persistent ist.
Gilt umgekehrtV,, = A € Card fur ein\ € V,, und nehmen wir ein

fid— ymity <\

an, soisty < k und daherf C A x v € V,.. Alsoist f € V,.. Da Begriffe
wie ,Funktiort, , Ordinalzaht, dom(f) etc. Ay-definierbar und mithin
absolut sind, folgt widersprichlicherweise

V. = A € Card

Somit ist aber auch die Aufwartspersistenz gezeigt und Card absolut ftr
V... Ebenso uberlegt man sich sofort, dalRdig V,, auch Powa) NV, =
Pow(a) ist und damit die Potenzmenge absolut ist. Damit gilt

(Vo EA=2") & A =2¢

fur alle A\, © < x und wir sehen, dal3 eine Kardinalzahl genau dann ge-
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4.11. Weitere Unendlichkeitsaxiome

genuber der Kontinuumsfunktion abgeschlossen ist, wenn dies schon in-
nerhalb vonv,, gilt.
Weiterhin gilt

V. E »Alist Limeskardinalzahl < , ) ist Limeskardinalzahl’

da wegen der Absolutheit von Card i) auch dieRX-Funktion absolut
ist, wir daher

Vi (Quelim)[A =X, < (Jpelim)X =R,

fur jedes) € V,, haben.

Die Absolutheit vorR in V,, ergibt sich aus der Tatsache, dalf? sich fur
A < k alle bei der Auswertung von €X) betrachteten Funktionen schon
in V.. befinden.
Zusammenfassend erhalten wir (4.37). ]

Mit einem ahnlichen Argument wollen wir auch einsehen, dal3 die Exi-
stenz schwach unerreichbarer Kardinalzahle iiC' nicht beweisbar
sein kann. Dazu zeigen wir zuerst

4.11.3 Lemmalstx € WI, so istL,. ein Modell vonZ FC.

Beweis: Wir haben ja bereits in Lemma 4.5.5 gezeigt, dal3 wir an Li-
meszahlemx > w immer

L, = (Ext) A (Fu) A (Pa) A (Vm) A (Ue)
haben. Daneben wissen wir, dal} fir regulérasich

Ly = (Kol)
gilt (vgl. Satz 4.9.3). Es bleibt also
L, = (Pm)A (As)A (AC) ()

zu zeigen. Ist abet,b € L, mit a C b, SO gibt es eiN\ < k mit
a CbC Ly. MitLemma 4.10.7 erhalten wig € L,+ C L,. Damit ist
aber auch Po®) N L, C L)+ und damit Powb) N L,, € Ly++. Also gilt
L, & (Pm)

Sei nunp(z, y) eineL(€) - Formel undz unda in L,. Wir betrachten

b:={x€a| L, E ¢(x,d)}.

Dannistb € Lundb C a € L) fiurein A < x. Mit Lemma 4.10.7
erhalten wirb € L)+ C L,. Also gilt L, = (As)

Zum Nachweis vorL,, = (AC) erinnern wir uns an die in (4.25) einge-
fuhrte L-AuswahlfunktionC'. Wir wollen zeigen, dal3 sich mit auch
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Clain L, befindet. Istz € a, so giltC(z) € = fur z # (. Wegen
C(0) = 0 ergibt sich

k. (C(2)) < rkp(z) < rke(a). (i)

Da « Limeskardinalzahl ist, befindet sich:= rk;(a)" in L,. Mittels
(i) gilt C [a C Ly, und aus Satz 4.9.5 folgt ftr

P(z,y) =[z=0Ay=0)
Ve£DANyex A Vzex)(—z <py))]

wegen
(z,y) & [(z=0ny=0)
Vie£DOANyex AN Vzex)(y<pzVy=2))
leicht
Cla={(z,y)eL\| Ly Fz€aAi(z,y)} € La1 C L.
Also ist (i) gezeigt. O

Wir bemerken, daf} fur die Absolutheit unerreichbarer Kardinalzahlen in
V.., wie wir sie schon skizziert haben, die Absolutheit der Potenzmenge
ausschlaggebend war. Fiie WI ist aber die Potenzmenge in dem Sinn
absolut, dafd

a€L, = Powa)NLEeEL, (4.38)

gilt. Dies folgt wie im Beweis von Lemma 4.11.3 sofort aus Lem-
ma 4.10.7. Damit erhalten wir, ohne dafd wir alle Details ausfuhren wol-
len, wieder

LEWI = (L EkeWI & L=k eWI). (4.39)

Aus (4.39) erhalten wir dann

4.11.4 SatzDie Existenz einer schwach unerreichbaren Kardinalzahl ist
in Z FC nicht beweisbatr.

Beweis: Nehmen wirZ FC + WI # () an, so giltL = WI # (). Sei

w:=min{tel| LE=.cWI}, (4.40)
Dann ist

L, "WIF = 0.
Wegen (4.39) folgt nun aber

L, = WI = 0. (i)
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4.11. Weitere Unendlichkeitsaxiome

Da L, E ZFC gilt, widerspricht (i) aber unserer Annahri&'C' +
WI £ 0. O

Um unerreichbare und schwach unerreichbare Kardinalzahlen weiter zu
studieren, erinnern wir an die Begriffe einer club Klasse, bzw. einer Men-
ge A C k, die club ink ist. (Vgl. Abschnitt 4.4 auf Seite 92)

4.11.5 Definition Eine MengeA C « heildtstationar in einer regularen
Kardinalzahlx > w, wenn fur jeded( C k, das clubincist, ANK # ()

gilt.

Da der Durchschnitt von clubs immer wieder club ist, ist jede Menge
K C g, die club ink ist, auch stationéar. I1s§ stationar undx club in k,

so ist offensichtlichS N K ebenfalls stationar ir.

Stationare Mengen sind relativ grof34n Insbesondere sind sie kofinal.
Mengen, die nicht stationar ksind, heil3en daheltinn ink.

4.11.6 Lemmalstk € R undw < &, so ist die Menge
W :={a< k| cf(a) =w}
stationdr inx.
Beweis: Ist K C « club, so wahlen wir eine aufsteigende Folge

oy <o < ...<op<...

in K. Dannisty := sup,., a, € K und cfla) = w. AlsoistWNK # 0.
[

Es gibt zwei interessante Eigenschaften stationarer Mengen, die wir hier
erwahnen mochten.

4.11.7 Satz (Satz voirODOR) IstS C k stationdrundg:S — « eine
regressive Funktion, d.lf¥a € S)[a # 0 — f(a) < «f, so istf auf
einer stationdren Teilmenge vSrnkonstant.

Beweis: Wir zeigen das Lemma indirekt und nehmen an, daf3 fur jedes
v < k die Urbildmenge{¢ € S| f(¢) =~} dunn ink ist. Dann gibt es
zu jedem solchen < « ein clubK,, C x mit

(Ve Ky NS (E) # 1. (i)
Sei
K:=A,..K,

die Diagonalisierung dek’,. Laut Lemma 4.4.7 isK club in ~ und
somitS N K stationar. Fin € SN K qgilt f(a) # £ furalle¢ < a. Also
ista < f(«) im Widerspruch zur Regressivitat vgn H

137



4. Axiomatische Mengenlehre

4.11.8 SatzJede Uberabz&hlbare reguldare Kardinalzaldt disjunkte
\ereinigung vork-vielen stationdren Mengen.

Beweis: SeilV := {a < k| cf(a) =w}. Nach Lemma 4.11.6 it/
stationar ink. Zu jedema € W haben wir eine kofinale Abbildung

forw — a. (1)
Dann gilt
(Inew)(Vner)[{acW| fo(n) >n} iststationarink]. (ii)

Anderenfalls fanden wir zu jedeme w einn,, und ein clubk,, C x mit
{aeW| foln) >n}NK, =0,d.h.f,(n) <n,firallea € K,NW.
Wir definieren

n:=supny, und K := (] K,.

new new

Dann giltf,(n) < nfurallea € K NW. DaK N W unbeschrankt im
ist, widerspricht dies (i).

Gemalf (ii) wahlen wir nun ein € w, so dal{ac W| f,(n) > n} fur
jedesn < k stationar ist und definieren

F(a) := fa(n).

Dann gilt F(a) < « fur allea € W, d.h. F ist regressiv. Nach dem
Satz von BDOR (Satz 4.11.7) finden wir zu jedem < & ein -y, mit
n <7, < K S0, dal}

Sy 1= {BeW| F(B) = Yo}

stationar auf; ist. Wir kdnnen darlber hinaug so wahlen, daf¢ < v,
fur alle ¢ < nist. Furn # ' ist danmy, # ,, und damitS, N .S,, = 0.
Setzen wir

£\U,<. S fallsn=0
Se fallsn=¢6+1<w
Sy sonst

g, —

So erhalten wik als disjunkte Vereinigung de.‘?n7 mit

{81 n < K} = {wl < K} = . 0

Istk € I, soistklar, dal3 die Menge der Kardinalzahlen unterkhatlub

in x ist. Dies gilt nattrlich auch fur die Menge der Limeskardinalzah-
len. Auch die Menge destarken Limeskardinalzahlddeiner alsx, d.h.

die Menge der Kardinalzahlen «, die unter der Kontinuumsfunktion
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abgeschlossen sind, ist club4n

Per definitionem liegen unterhalb vbnkeine regularen starken Li-
meszahlen. Da die starken Limeszahlen clulbyisind, ist die Klasse
der reguldren Kardinalzahlen nicht stationéd in Stark unerreichba-
re Kardinalzahlen, in denen die reguléren Kardinalzahlen stationar sind,
bezeichnet man als MiLOzahlen. Istk eine MaHLOzahl, so liegen
viele unerreichbare Kardinalzahlen unterhalb wvonNaturlich ist die
Existenz von M\HLOzahlen inZ FC nicht beweisbar.
Analog nennt mam eine schwache MHLOzahl, wenrk ein Limeskar-
dinalzahl ist und die regularen Kardinalzahlen unterhalba/stationar
in k sind. Es ist leicht einzusehen, dal? jede schwache M zahl auch
schwach unerreichbar ist. Daher ist die Existenz schwacher . zah-
len in ZF'C nicht beweisbar.
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5. Mel3bare Kardinalzahlen

Es ist wohlbekannt, daf’ sich nicht alle Mengen reeller Zahlen i L
BESGUEschen Sinne messen lassen. Die Frage, die wir uns hier stellen
wollen ist, ob es nicht méglich ist, eine Men§eso zu finden, daf3 sich

ein Mal3 auf der vollen Potenzmenge vBrdefinieren lafldt. Insbeson-
dere interessieren wir uns dann fur die Frage, wie grol3 diese Menge zu
sein hatte. Im folgenden Abschnitt wollen wir zunachst die Problematik
genauer studieren.

5.1 Das Mal3problem

Bevor wir uns mit dem eigentlichen Mal3problem beschaftigen kénnen,
mussen wir einige Grundbegriffe bereitstellen.

5.1.1 Definition Sei.S eine unendliche Menge. Elalter auf S ist eine
MengeU C Pow(S), die den folgenden Bedingungen genugt.

(i) SeUundd¢U
() AcUNBeU = ANBeU
() AcUNACB = BeU

Der zum Filter duale Begriff ist der eines Ideals. Wir definieren:

5.1.2 Definition Sei S eine unendliche Menge. Eldeal auf S ist eine
Mengel C Pow(S), die den folgenden Bedingungen genugt.

(i) 0elundS ¢l

() AeInBel = AuBel

(i) ACBABel = Ael

Als Folgerung aus beiden Definitionen erhalten wir sofort:
Die Mengel C Pow(S) ist genau dann ein Ideal, wenn

D:={XCS|S\Xel}

ein Filter ist.
Umgekehrt ist eine Mendé C Pow(,S) genau dann ein Filter, wenn die
Menge
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I={XCS| S\XeU}
ein Ideal ist.
Ist U ein Filter und gibt es einl C S derart, daf3

U={XCS| AC X}

ist, so heil3U ein Hauptfilter. Die MengeA nennen wir ein&rzeugende
des Filters. Der dazu duale Begriff ist der ddauptideals D.h. ein
Hauptideal aufS ist eine Menge

I={XCS| XCA

furein A C S. A heil3t wieder die Erzeugende des Ideals.
Laft sich die Bedingun(i) in der Definition des Filters verstéarken zu

(i) (Va<w){Xe E<a}CU = N XU,
E<a
so spricht man von einemvollstandigen Filter X;-vollstandige Filter
nennt man aus historischen Grundemollstandig
Die dualen Begriffe gelten wieder fir Ideale. Wir glauben, daf3 sie nicht
mehr explizit formuliert werden mussen.
Ein Filter U auf S heil3t einUltrafilter, wenn fur jede MengeX C S
entwederX € U oderS \ X € U gilt.
Der duale Begriff zum Ultrafilter ist der dé¥imideals
Zwei oft nitzliche Beobachtungen formulieren wir als Lemmata.

5.1.3 LemmaEin Ultrafilter U auf S ist genau dann ein Haupitfilter,
wenn es eim € S so gibt, dal3

U={XCS|acX}
gilt.
Beweis: Ist

U={XCS| acX},

so istU natirlich ein Hauptfilter, der von der Mende} C S erzeugt
wird. Ist umgekehrtU ein Haupt-Ultrafilter, so gibt es eid C S mit

U={XCS| AC X}.

Wir zeigen, dald danal bereits ein Singleton sein muf3. Anderenfalls
gabe es namlich ein € A so, dal¥{z} & A gilt. Alsoist{z} ¢ U und,
da ein Ultrafilter vorliegt, dami$\ {z} € U. Alsogilt A 2 A\{z} € U.
Ein Widerspruch. O]
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5.1.4 Definition Eine Familie{ X¢| ¢ < a} heil3tPartition einer Menge
S, wenn dieX; paarweise disjunkt sind urii= (J, _ , X¢ gilt.

5.1.5 Lemma Ein UltrafilterU aufS ist genau dannr-vollstandig, wenn
jede Partition vord' in weniger als: Teile zumindest ein Element vaéh
enthélt, d.h. wenn

Va<r)[S= U Xe = (In<a)(X, €U)]

E<a
gilt.

Beweis: Beginnen wir mit der Richtung von links nach rechts. Sei also
a < K, S = oo Xe und (V€ <)[X, ¢ UJ. Bezeichnen wir mitX,
das Komplement voiX, in S, so erhalten wir wegen der Ultrafilterei-
genschaft vort/

(Vé<a)[Xe € U).
Wegen dek-Vollstandigkeit vonU folgte dann aber der Widerspruch
)= ﬂ 75 eU.

E<a

Fur die Gegenrichtung gehen wir davon aus, taflicht x-vollstandig
ist. Dann finden wir eim < « und eine Familie{ X¢| £ < a} von
Elementen vor/ derart, daf¥¥ := ), _ , X¢ ¢ U gilt. Dann ist

S = U 7§UX

E<a

und es ist klar, daf3 sich daraus eine Partition Yaler Langex konstru-
ieren |a3t, deren Elemente alle nichtlinliegen. ]

Doch nun zum Maf3problem. Wir definieren:

5.1.6 Definition Eine MengeF C Pow(S) heildt einer-Mengenalgebra
ubersS, wennF die folgenden Bedingungen erfllt.

i) SerF

(i) Fistabgeschlossen gegentber (endlichem) Durchschnitt und Kom-
plement. (Damit ist insbesondepec F.)

(i) F ist abgeschlossen gegentber abzahlbaren Vereinigungen.
(iv) Furallex € Sist{z} € F.

Auf o-Mengenalgebren definieren wir Male in der folgenden Weise.
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5.1.7 Definition Sei F eineo-Mengenalgebra tbes. Ein Mal3 furF
ist eine Abbildung

w:F — R,

wobeiR hier die reellen Zahlen, nicht die regularen Ordinalzahlen be-
deutet, die den folgen Bedingungen genugt:

(i)  w@) =0undu(S)=1.
(i) FirX undY in F mit X C Y gilt u(X) < u(Y).

(i) Farallex € Sistu({z}) = 0. (Nichttrivialitat)
(iv) Ist{X;| i € I} C F eine paarweise disjunkte abzahlbare Familie,
So ist
p(U X)) =) ulX). (o-Additivitat)
1el

el

Als Paradigma fur den Mal3begriff dient selbstverstandlich das (normier-
te) LEBESGUEMaN fiir die LEBESGUEmMeRbaren Mengen. (Allerdings
werden wir uns keine Gedanken Uber die Translationsinvarianz von Ma-
Ren machen.)

Offensichtlich istX, nicht mit einem Mal3 versehbar. Es ist allgemein
bekannt, daf? sich nicht jede Menge reeller Zahlen mBESGUBCchen
Sinne messen lal3t. D.h. diEBESGUEMmMellbaren Mengen bilden eine
echte Teilmenge der Potenzmenge WorDie Frage ist nun, ob es Uber-
haupt eine Mengé gibt, fur die sich ein MalR auf Pd\®) angeben Iaf3t
und, falls dies zutrifft, wie grol3 diese Menge zu sein hat. Dieser Frage
wollen wir in diesem Abschnitt nachgehen.

Zur Vereinfachung der Redeweisen vereinbaren wir, daR/aid aufs

ein MaR fur PowsS) sein soll.

Um den Hauptsatz dieses Abschnittes formulieren zu kdnnen, missen
wir einige Notationen bereitstellen.

5.1.8 Definition Ein Mal3 1 auf S heildt zweiwertig , wenmu(X) €
{0, 1} fur alle X C S qilt.

Zwischen zweiwertigen Mal3en und Ultrafiltern besteht eine enge Bezie-
hung, die im folgenden Lemma zum Ausdruck kommit.

5.1.9 Lemmalst i ein zweiwertiges Mal3 alff, so ist die Menge
U:={X C 8| p(xX)=1}

eino-vollstandiger Ultrafilter, der kein Hauptfilter ist.
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5.1. Das Mal3problem

Umgekehrt definiert jeder solche Filter vermége

1 fallsX €U
““*:% falls X ¢ U

ein zweiwertiges Mal3 auf S.

Beweis: Wir zeigen nur, dal3 durch das Mal3 ein Ultrafilter definiert wird.
Den anderen Teil, dessen Beweis voéllig kanonisch verlauft, rechnet man
einfach nach.

Wegenu(S) = 1 und () = 0 haben wirS € U und() ¢ U.

Sind X undY in U und nehmen wig(X NY) = 0 an, so gelangen wir

wie folgt zu einem Widerspruch. Es ist

X=X\YU(Xny)
und analog
Y=Y \XU(XnNY).
Mit unserer Annahme erhielten wir also
WX UY) = p(X\Y) + p(¥ \ X) = u(X) + p(Y) =2,

was naturlich absurd ist.

DalRu(X) < p(Y) fur X C Y qilt, ist klar.

Wegen dewr-Additivitat von i kann es keine abzahlbare PartitiSn=
U, < ; X, durch NullmengenX, geben. Nach Lemma 5.1.5 it daher
o-vollstandig.

Da furz € S stetsu({z}) = 0 ist, kannU nach Lemma 5.1.3 kein
Hauptfilter sein. ]

5.1.10 Definition Sei i, ein Mal3 aufS. Eine MengeA C S heil3t ein
Atomvon p, wennu(A) > 0 ist und

(VX)X CA = p(X) =0V p(X) = u(A)]
gilt. Mal3e, die keine Atome besitzen, heilz¢amlos

Bei einem zweiwertigen Mal} ist offenbar jede Menge vom Madin
Atom. Umgekehrt induziert jedes Maf3auf S, das ein AtomA besitzt,
ein zweiwertiges Mal3
1
v(X)=——-uXNA
() = gm0 A

aufsS.
Wir haben nun alle Begriffe zur Hand, um den Hauptsatz dieses Ab-
schnittes formulieren zu konnen.
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5. MelRbare Kardinalzahlen

5.1.11 Satz (Satz votJLAM) Existiert ein Mal3 auf einer Mengg, so
gibt es bereits ein zweiwertiges Mal3 &utind es ist, < |S|, oder man
findet ein atomloses Maf3 a2if und es ist, < 2%.

Der Beweis des Satzes erfordert eine Reihe von Vorbereitungen. Be-
ginnen wir damit, die Auswirkungen der Existenz eines zweiwertigen
Mal3es genauer zu studieren.

5.1.12 Lemmaks seik die kleinste Ordinalzahl, die einerivollstandi-
gen Ultrafilter tréagt, der kein Hauptfilter ist. Dann ist jeder solche Ultra-
filter aufr bereitsx-vollstandig.

Beweis: SeiU ein o-vollstandiger Ultrafilter auk, der kein Hauptfilter
ist. Um zu einem Widerspruch zu gelangen, nehmen wir an{/dai8ht

r-vollstandig ist. Nach Lemma 5.1.5 gibt es dann irc x und eine
Partitionx = (J. _, X¢ so, daBX, ¢ U fur alle § < « gilt. Damit

konnen wir eine Abbildung: x — « mittels

fl)=n & {cX,

definieren. Die Wohldefiniertheit vofi ergibt sich dadurch, dai3 di€,
paarweise disjunkt sind. Wir setzen

D:={X Cal| flX]ecU}

und behaupten, dal3 ein o-vollstandiger Ultrafilter auty ist, der kein
Hauptfilter ist. Sobald wir diese Behauptung bewiesen haben, stellt diese
aber einen Widerspruch zur Minimalitat vardar.

Wegenf![a] = kista € D und wegenf—[0] = ) auch() ¢ D.

FirX € DundX C Y erhalten wir offenbar sofort audh € D.

Gilt X,, € D fir allen € w, so haben wir nach Definitiofi [ X,,] € U

fur allen € wund damif) _ X, € U. Nun gilt aber

necw

f_l[ ﬂ Xn] - ﬂ f_l[Xn]:

necw necw

woraus wir()
Filter.
Wegen

Fa\X]=r\ fX]

Ist D auch ein Ultrafilter.
Nach Konstruktion haben wir fir alle < «

FHEN = Xe.

X, € D erhalten. Damit istD ein o-vollstandiger

necw
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5.1. Das Mal3problem

WegenX, ¢ U fur alle{ < o folgt daher aucH¢} ¢ D. Also ist D
kein Hauptfilter. ]

Als eine unmittelbare Folgerung von Lemma 5.1.12 erhalten wir:

5.1.13 Korollar Istk die kleinste Ordinalzahl, die ein zweiwertiges Mal3
tragt, so existiert eir-vollstandiger Ultrafilter auk, der kein Hauptfilter
ISt

Dieses Korollar bildet die Motivation fiir die folgende Definition.

5.1.14 Definition Eine Ordinalzahlk heil3tmel3bar wenn es einem-
vollstandigen Ultrafilter auk gibt, der kein Hauptfilter ist.

Wir werden feststellen, dal? mel3bare Ordinalzahlen sehr grol3 sind. Zu-
nachst machen wir uns klar, daf3

XeU = v<|X| (5.1)

fur jedenx-vollstandigen Ultrafiltet/ aufx gilt, wenn er kein Hauptfilter

ist. Anderenfalls erhielten wir namlick = |, . v {z}, was wegen der
r-Vollstandigkeit vonU zusammen mit der Tatsache, dal3 fur alle X
stets{z} ¢ U gilt, zu dem WiderspruclX ¢ U fuhrte.

Zusammen mit Lemma 5.1.5 folgt aus dieser Beobachtung, dal’ jedes
mel3bare: bereits regular, also insbesondere eine Kardinalzahl sein muf3.
Es gilt aber mehr, wie wir im folgenden Lemma festhalten wollen.

5.1.15 LemmaJede mef3bare Kardinalzahl ist stark unerreichbar.

Beweis: Dal3 melRbare Kardinalzahlen regulér sind, haben wir uns ge-
rade Uberlegt. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dal3 jede mel3bare
Kardinalzahlx auch gegenuber der Kontinuumsfunktion abgeschlossen
ist. Um zu einem Widerspruch zu gelangen, nehmen wir die Existenz
einess < k an, fir das: < 27 ist. Dann wéahlen wir eine Menge C 27

mit |S| = . Auf S gibt es dann einer-vollstandigen Ultrafiltel/, der

kein Hauptfilter ist. ZLE < o wahlen wire; € {0, 1} so, daf3 immer

Xe:={fesS| f(§)=c} €U

gilt. Dann ist wegen det-\Vollstandigkeit von/
ﬂ Xg eU.
(<o

Da aber), _, X, als einziges Element die Funktighenthalten kann,
fur die immer (&) = e¢ gilt, ist [, ., X¢| = 1, was im Widerspruch
zu (5.1) steht. ]
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5. MelRbare Kardinalzahlen

Damit haben wir bereits ein grobe Groéf3envorstellung von mef3baren
Kardinalzahlen gewonnen, die doch so gut ist, dal3 sie den ersten Teil
der Aussage des Satzes vonAW — der ja noch immer unser nachstes
Ziel ist — nach sich zieht. Wir wollen uns daher nun MalRen zuwenden,
die nicht notwendigerweise zweiwertig sind. Dort funktioniert unsere
Ultrafilterkonstruktion sicher nicht. Wir kbnnen uns aber dem dualen
Begriff zuwenden und dasullmengenideal

I, = {X € S| u(X) =0}

eines Mal3eg auf.S betrachten. Wir wollen hier die Einzelheiten nicht
vorrechnen, aber es ist sehr leicht nachzuprifen,/dafn o-vollstan-
diges Ideal aufS ist, das wegen der Nichttrivialitat des Malekein
Hauptideal ist. Dartber hinaus kdnnen wir feststellen, Hafiuch die
folgenden Eigenschaften besitzt:

(VzeS)[{z} € 1] (5.2)

Jede Familie von paarweise disjunkten Teilmengen$odie (5.3)
alle nichtinI, liegen, ist abzahlbar.

Um einzusehen, dal3 (5.3) gilt, betrachten wir eine Familie
F={X,CS| e J}

von paarweise disjunkten Mengen mitX,) > 0 fur alle. € J. Wir
setzen

1
Foi={X,| teJApuX,)> ﬁ}

Jede der FamilietF,, muf3 endlich sein. Wegen

F=U F.
necw
ist 7 dann abzahlbar.
Ein Ideall auf S, dal3 die Eigenschaften (5.2) und (5.3) besitzt, wollen
wir g-saturiertnennen.
Genugt ein Ideal der Bedingung (5.2) und erftllt es die folgende Mo-
difizierung von (5.3):

Jede Familie von paarweise disjunkten Teilmengen$odie (5.4)
alle nichtinI liegen, hat eine Kardinalitat kleiner als,

SO nennen wirl k-saturiert. Diecs-saturierten Ideale sind also die in
diesem Sinn&;-saturierten ldeale.
Ein erstes Analogon zu Lemma 5.1.12 ist die folgende Beobachtung.
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5.1. Das Mal3problem

5.1.16 Lemmalst k die kleinste Ordinalzahl, die ein MalStrégt, so ist
dessen NullmengenideB| o-saturiert unds-vollstédndig.

Beweis: Dal3 I, ein o-saturiertes Ideal ist, haben wir uns bereits klar
gemacht. Wir beschréanken uns daher auf den Nachweis-tfelistan-
digkeit. Wir fihren den Beweis indirekt und nehmen dazu an, gal
nicht x-vollstandig ist. Dann finden wir ein. < x und eine Familie
{X¢| ¢ < a} von Nullmengen so, dafg(lJ, _ , X¢) > 0 ist. Dabei dur-
fen wir ohne Beschrankung der Allgemelnhelt annehmen, daflXgdie
paarweise disjunkt sind. Wir definieren

= J Xeundm := p(X)

{<a
und erhalten eine Abbildun@: X — o mittels
f(l') =¢ & x e Xf?

die ihrerseits die Definition eines Mal3es

WY) =l V)

erlaubt. Man rechnet sofort nach, dald es sich unveaaditives Mal3
aufa handelt, das wegen

E<a=v{t})=_ uX)=0

nichttrivial ist. Dies widersprlchtjedoch der Minimalitat van ]

Um die Analogie zwischen der ersten mef3baren Kardinalzahl und der
kleinsten Kardinalzahl, die ein reellwertiges Mal3 tragt, noch besser her-
auszuarbeiten, fihren wir den Begriff eineadditiven Mal3es ein. Dazu
definieren wir fur{r,| : € J} CR

> roe=sup{> r| ECJA Eistendlich.

e J LEFR

5.1.17 Definition Ein Mal3u, auf einer Mengés heil3tx-additiv, wenn

p(U Xe) =) n(Xe)

§<a t<a
fur alle o < « und paarweise disjunkieX¢| ¢ < a} C Pow(S) gilt.

Mal3e, diex-additiv sind, lassen sich durch ihre Nullmengenideale cha-
rakterisieren. Es gilt:
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5. MelRbare Kardinalzahlen

5.1.18 LemmaEin Mal3u auf einer Menges' ist genau danr-additiv,
wenn sein Nullmengenidealvollstandig ist.

Beweis: Es ist nattrlich klar, dal3 eir-additives Mal3 eim-vollstandi-

ges Nullmengenideal hat. Nur die Gegenrichtung erfordert etwas Uber-
legung. Wir wollen daher annehmen, daf3 das Nullmengenitieat
vollstandig ist. Sei nuar < k und{X¢| ¢ < a} eine Familie paarweise
disjunkter Teilmengen vo¥, wobei wir annehmen durfen, dald es ein

£ < amitXe ¢ I, gibt. Es kdnnen hochstens abzahlbar vigleein
positives Maf? haben. Seien digd¢,| n € w}. Damit ist

{Xe| £ <a} ={V,| new}U{Ny| n <},

wobei o’ < « ist und alle dieN,, Nullmengen sind. Wegen der-

Vollstandigkeit des Nullmengenideals ist dann aber dJ¢h ., IV, eine
Nullmenge und wir erhalten

/“L( U Xé): M(UnGan) +M(Un<a’ Nn)
E<a _ ZM(Yn)+O

=3 )+ 3 u(,)
=) u(Xe). O
E<a

Mit Hilfe der Lemmata 5.1.18 und 5.1.16 gelangen wir zu einem befrie-
digenden Analogon von Lemma 5.1.12.

5.1.19 Lemmalst k die kleinste Ordinalzahl, die ein Mal3 trégt, so ist
jedes solche Mal3 beretsadditiv.

Lemma 5.1.19 ist wieder die Motivation der folgenden Definition.

5.1.20 Definition Eine Ordinalzahlx heil3t reellwertig mel3bar wenn
ein k-additives Mald auk existiert.

Ist nuny ein k-additives Mal3 auk, so gilt u(X) = 0 fur jedesX C

k mit | X| < k. Damit kannk nicht die Vereinigung von weniger als

k vielen Mengen einer Kardinalitat kleiner adssein. Also ist jedes
reellwertig mel3bare regular. Wir werden etwas spater einsehen, daf3
reellwertig mel3bare Kardinalzahlen mindestens schwach unerreichbar
sein mussen.

Zunachst sehen wir uns jedoch atomlose Mal3e genauer an.

5.1.21 LemmaWenn lberhaupt eine Mengeexistiert, die ein atomlo-
ses Maf tragt, so gibt es bereits gil 2%, das ein Maf trégt.
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Beweis: Seip eine atomloses Maf3 adf. Der Beweis beruht wesent-
lich auf der Tatsache, dal} sich jede MengeC S mit positivem Mafl3

in zwei disjunkte Mengen positiver Mal3e zerlegen laf3t. Dies ist leicht
einzusehen, denn z&§ C S mit u(X) > 0 mul3 es einy’ C X mit

0 < u(Y) < wu(X) geben, da anderenfalls ein Atom ware. Setzen
wir Z := X \ Y, so istX die disjunkte Vereinigung volr und Z und
sowohlY als auchZ haben positives Mal3.

Wir definieren nun einen Baur C Pow(S), dessen Baumordnung
durch die inverse Mengeninklusion gegeben wird. Die Definition erfolgt
in Schichteri;, wobei jedesX < T positives Maf3 bekommen soll. Wir
beginnen mit

T() = {S}

Ist T¢ bereits definiert, so finden wir zu jedem € T, zwei disjunkte

MengenY, Z C X positiven MalRes miX = Y U Z. Diese nehmen wir
als unmittelbare Nachfolger vak in T¢, ;.

Ist schlief3lick¢ eine Limeszahl und istX, | n < £} C s T derart,

daf3

(v <)Xy € Ty] A (v <&)(VC<n)[ X, C X]
gilt und p(X) > 0 fir X := (), _ . X, ist, soistX € T¢.

I3
SchlieRlich ist "
T:: U Tg.
£€0n

Wir erinnern daran, daf3 ein Pfad in einem Ba(ifn<) eine durch die
Baumordnung< linear geordnete Teilmenge vanist. Ein PfadP heil3t
ein PfaddurchT’, wenn P ein maximaler Pfad ifT" ist, d.h. inT nicht
mehr verlangert werden kann.

Ist nun{X,| n < o} ein Pfad durch den eben definierten Baiiinso
setzen wir

Yy = Xy \ Xy

Dann bildet{Y, | n < a} eine disjunkte Familie von Mengen positiven
MafRes, denn wegem( X)) = p(X,11) + p(Y;,) und p(X,41) < p(X,)

ist u(Y;)) > 0. Damit ist laut (5.3) abetv < X;. Mit der gleichen Ar-
gumentation istT,| < ¥, fur allen < X;, denn nach Konstruktion sind
die Elemente von jederf, paarweise disjunkt. Also gibt es hochstens
N = 2% viele Pfade durcl’. Sei{P:| ¢ < s} eine Aufzahlung der
Pfade, deren Durchschnifl; := (| {X| X € P:} nicht leer ist. Da alle
P; Pfade durcHl" sind, muf3 jedes deb, eine Nullmenge sein. Nach
Konstruktion sind dieD, paarweise disjunkt, und zu jedeme S gibt
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5. MelRbare Kardinalzahlen

es ein{ < k mit z € D,. Damit bildet die Familie{D,| £ < x} eine
Partition vonsS in Nullmengen. Wir verwenden diese Partition wieder
zur Definition einer Funktiorf: S — x mittels

f(z)=¢ & z € De.
Mit Hilfe dieser Abbildung erhalten wir nun ein Maf3 acidurch

v(X) = u(fHX]).
Man rechnet muhelos nach, dafgvegen

v({}) = n(De) =0
ein Mal} ist. O

Der eben gefiihrte Beweis hat weiter gezeigt, dal3 jede M&nde ein
atomloses Malg tragt, eine Partition in hochste@¥ viele Nullmengen
besitzt. Damit kann nicht (2%)*-additiv sein. Tragt also eine Kardi-
nalzahlk ein atomloses-additives MalRR, so ist < 2%, Damit erhalten
wir den folgenden Satz.

5.1.22 Satzist k eine reellwertig melibare Kardinalzahl, so<dsntwe-
der meRRbar, oder es ist< 2%,

Aus Lemma 5.1.22 folgt nun auch sofort, dal3 das im Beweis des Lem-
ma 5.1.21 definierte Mald atomlos sein muf3. Anderenfalls ware namlich
nach Satz 5.1.22 mefRbar und nach Lemma 5.1.16 damit stark uner-
reichbar. Wir haben abe¥, < x < 2%,

Damit haben wir ein atomloses MaBauf einemx < 2%, das sich
vermoge der Festsetzung

v(X):=p(XNk)

auf alleX C 2™ fortsetzen laRt.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dal¥X « fur alle reellwertig mefl3ba-

ren Kardinalzahlem: gilt. Da wir, die Existenz eines atomlosen Mal3es
auf einer Menges vorausgesetzg < 2% flr die erste reellwertig meR-
bare Kardinalzahl haben, folgt dann die letzte Aussage des Satzes von
ULAM, namliche, < 2%,

Wir wissen bereits, dal3 jede reellwertig mel3bare Kardinalzahl reguléar
ist. Daher missen wir uns also nur noch klar machen, dal3 sie dartber
hinaus auch eine Limeskardinalzahl ist. Dazu fihren wir den folgenden
Begriff ein:

5.1.23 Definition Sei )\ eine Kardinalzahl. Eine Kollektion
{Ae,] €< AT Anp <A} CPoWA)
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heil3t eing( A", \)-ULAM -Matrix, wenn die folgenden Bedingungen er-
fullt sind:

() (V& <AN)(Ve<AT)(Vn<A)[&1 # & = Ay N Agy =0)

(i) (VE<AT)[ATNU, <5 Aenl < Al
Wir zeigen nun:

5.1.24 LemmaZu jeder Kardinalzahh > X, existiert eine(A*, \)-
ULAM -Matrix.

Beweis: Zu ¢ < A" wahlen wir eine Funktiorf;: A\ — A" so, daR
immer¢ C rng(fe) gilt. Zu & < AT undn < X definieren wir

Aey i ={CeXT] fe(n) =&}
und behaupten, dal3
Ai={Ae,| E<AT A< A}

eine ULAM -Matrix ist.

Zuerst bemerken wir, daf3 es zu jedgm A und¢ < A" nureiné < \*
mit { € A¢,, gibt, ndmlich := f:(n). Istalso¢ € A, , U Ag, ,, SO folgt
& = fc(n) = &. Damit erfiillt A aber Bedingung) der Definition einer
ULAM -Matrix.

Ist nuné < AT und¢ > &, so gibt es eim < A mit f-(n) = ¢, d.h. es ist
¢ € A¢,. Damit folgt aber

AN U Agy CE+ T

n<A

woraus sich

AN U Agql <A
n<A

ergibt. Damit erfillt. A auch die Bedingundii) der Definition einer
ULAM -Matrix. ]

Als Folgerung erhalten wir:

5.1.25 LemmaAuf keiner NachfolgerkardinalzalN* kann ein\"-ad-
ditives Mal3 existieren.

Beweis: Sei\™ gegeben und
A:={Ae,| E<AT A< A}

eine (A", A\)-ULAM-Matrix. Um zu einem Widerspruch zu gelangen,
nehmen wir an, dalR auf" ein \*-additives Mal} existiert. Dann gibt es
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5. MelRbare Kardinalzahlen

wegen der Eigenschd(ft) in der Definition der WAm-Matrix zu jedem

§ < A" einne < X so, dalRA,, positives MaR hat. Aus Kardinali-
tatsgrinden konnen nicht alig voneinander verschieden sein. Es gibt
daher eine Meng@é/ der Kardinalitat\™ mit

(V€€ M)(V¢ e M)[ne = nc]. (i)
Aus (i) folgt aber sofort
(VEeM)(VCeM)[E#C = Agy N Acy = 0] (i)

Mit (ii) haben wir ein Familie paarweise disjunkter Teilmengen von
der Kardinalitdt\™ vorliegen, die alle positives Mal3 besitzen. Dies ist
aber unmdoglich, da wir das Maf3 als-additiv vorausgesetzt haben, und
AT > Ny ist. U]

Da, wie bereits gezeigt, jede reellwertig melRbare Kardinalzahl reguléar
und nach dem eben gezeigten Lemma 5.1.25 auch eine Limeskardinal-
zahl sein mul3, erhalten wir als Korollar:

5.1.26 Korollar Jede reellwertig mel3bare Kardinalzahl ist schwach un-
erreichbar.

Existiert tUberhaupt ein atomloses Malf3, so ist nach Lemma 5.1.21 und
Satz 5.1.22 die erste reellwertig meRbare Kardinalgafffe, Damit gilt

dann aber auch, < 2%, und wir haben die letzte noch offene Behaup-
tung des Satzes vonldm bewiesen.

5.2 Ultraprodukte und Ultrapotenzen

Wir haben im Abschnitt Uber das Mal3problem dargestellt, wie zweiwer-
tige Mal3e mit Ultrafiltern zusammenhangen. Ultrafilter spielen in der
Modelltheorie eine wichtige Rolle, die wir am Beispiel der Sprafhe)

der Mengenlehre in diesem Abschnitt erlautern wollen.

Sei dazuS eine Menge und/ ein Ultrafilter aufS. Weiter sei fir jedes

x € S eineL(€)-Struktur?l, = (A,, E,) gegeben. Auf dem Produkt

A::HAI

resS

definieren wir eine Relation

f=vg & {z€8| flz) =g(x)} €. (5.5)
WegenS € U haben wir
f=uf (5.6)
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fur alle f € A. DaU gegenuber Durchschnitten abgeschlossen ist, folgt
f=vgNg=vh= f=uh (5.7)
und schlief3lich haben wir
f=vg9g=9=uv/f

als unmittelbare Folgerung der Definition (5.5). Damit liegt eine Aqui-
valenzrelation aufd vor und wir definieren

v :={9€Al f=vg},

wobei wir den unteren IndeX immer fortlassen, wenn aus dem Zusam-
menhang klar ist, auf welchen Ultrafilter wir uns beziehen. Wir betrach-
ten nun die Klasse der Aquivalenzklassen

AJU={[flv| f € A}
und definieren
fl €v [g] & {z€S| f(z) E, g(z)} €U,

wobei wir nachzuweisen haben, dal} diese Definition unabhéngig von
Représentanten ist. Ist namli¢ghe [f] undg; € |g], so sind

M, :={ze€S| filz) = f(x)} €U,

My ={zeS| q1(x) =g(x)} €U
und

Ms:={zeS| f(z) E, g(x)} € U.
Also ist

M :={zeS| filz) B, gi(x)} D MiNMyN M3 €U
und damitM € U, d.h. wir haben

fl€v gl ALAL=fIA o] = 9] = [fi] €v [a1].

Damit ist €;; wohldefiniert. Wir schreiben manchmal aug¢he;; g an-

Statt[f] Ey [g]
Damit wird

Ay = (A/U, €p)

zu einerL(€)-Struktur. Man nenn®(;; dasUItraproduktder Strukturen
2. Die wichtige Rolle von Ultraprodukten erhellt der folgende Satz, der
auch fur beliebige Sprachen erster Stufe gilt.
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5.2.1 Satz (Fundamentalsatz tber Ultraprodukte)SeiS eine Menge,
U ein Ultrafilter aufS und{2(,,| « € S} eine Familie vorL(<)-Struktu-
ren. Fur jede Formeb(z4, .. .,x,), die keine weiteren freien Variablen
enthalt, und jedes Tupé!, . .., f, € [, c s Az gilt dann

Ay = e(lAl - al) & {z] Ae b= o(fil2), .. ful2)} € U

Ist insbesonderg ein Satz, so haben wir

o F ¢ & {z| A E ot el

Beweis: Wir fuhren Induktion nach der Lange der Form#l, . . ., z,),
wobei wir uns auf die logischen Zeichen— und3d beschranken durfen.
Isto(xy,. .., x,) die Formelr; = z; oderz; € z;, so haben wir

Ay = [fil = il {=] filx) = fi(2)} €U
< {z| A = filr) = fi(x)} €U

bzw.
Ao = [fil € [fi] & {=z] A = filz) € fi(x)} € U

Ist p(x1,...,2,) = @1(x1,..., %) A po(x1,...,2,), SO erhalten wir
mit der Induktionsvoraussetzung

RuE= p([fils -5 [fa])
< Ay = oi(lfi], - [fo]) undAy = oo([f1], - [fa])

[
& {z| A Eoi(fi(z),..., falz))} €U
und{z| 2, = p2(fi(z),..., fu(x)} €U

< {z] A = @1(fi(2), - ful2) A @2(fil@), -5 ful2))} €U,

dennU ist abgeschlossen gegenuber Durchschnitten und Obermengen.
Isto(xy,...,2,) = —(x1,. .., 2,), SO erhalten wir mit der Induktions-
voraussetzung und der Ultrafiltereigenschaft ¥on

Gilt schlieRlichy(z1, . . ., 2n) = 3y)¢(z1, - . ., 2, y) und

2[U |: @([fl], SRR [fn])a
so gibtes eiry € [[, . ¢ A, mit

Ay =il [l [F])-
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5.2. Ultraprodukte und Ultrapotenzen

Damit ist

{z] % = 0(fi(2),.. ., fulz), f(2))} €U

und damit auch

{$| Q[J: |: (Hy)¢(f1($)7 . 7fn(x)7y)} S U,

dennU ist abgeschlossen gegeniuber Obermengen.
Ist umgekehrt

M = {z| A = (FY(f1(2), ..., folz),y)} €U,

so haben wir zu jedem € M einy, € A, mit

QL:E ): ¢(f1(l'), ceey fn(x)ayx)

und wir definieren

Yz fallsz € M
‘ beliebiges Element idl, sonst

Dannistg € []... ¢ Az, und es gilt

res

{e] U b (i), ful@) g(@)} = M €U

Nach Induktionsvoraussetzung folgt

QLU |: dj([fl]a Ty [fn]v [g])

und damit auch

Ao = C)o(lfil, - [fal y)- -

Ein wichtiger Spezialfall von Ultraprodukten ist diltrapotenz in der
alle Strukturen?(, identisch sind. Ist als@ = (A, E) eine L(€)-
Struktur, so sei

Ulty(2A) = ((H A)/U, eU> .

res

Als eine unmittelbare Folgerung des Fundamentalsatzes fur Ultrapro-
dukte erhalten wir den folgenden Satz:

5.2.2 SatzDie UltrapotenzUlty; () zu einer StruktuRl ist elementar
dquivalent z®, d.h. fir jedenC(e)-Satzyp gilt:

Ulty (A) = < A=
Beweis:Nach dem Fundamentalsatz gilt
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5. MelRbare Kardinalzahlen

Uty Ep & {z e S| Ak ¢} €.
Da{z €S| 2 | ¢} entwederS oder() und() ¢ U ist, folgt
Ulty () = o & A E= p. O

Im engen Zusammenhang mit elementarer Aquivalenz stehen elementare
Einbettungen. Um diesen hier zu erhalten, definieren wir

72— Ulty ()

wie folgt:
Zunachst betrachten wir zu jedeire A die konstante Abbildung

Ca:S — A

mit
co(T) 1= a.

Dann istc, € [], . g A, und wir definieren
jula) := lea]u-

Wir nennenj die kanonische Einbettungon 2l in Ulty (). Wir wol-
len nun festhalten, dal3 wir mit der kanonischen Einbettung bereits eine
elementare Einbettung v&hin Ulty () gefunden haben.

5.2.3 Lemma Die kanonische Einbettung

ist elementar, d.h. fir jede Forme(z, . .., z,) ohne weitere freie Va-
riablen und jedes-Tupela, . .., a, € A gilt

A= play,...,a,) < Ultg(A) E v(G(ar),...,J(an)).

Beweis: Auch dies ist eine unmittelbare Konsequenz des Fundamental-
satzes. Es gilt ja

Ulty (A) = ¢(i(a1), -, j(an)) < Ulty(R) = e(lcal, - - -, [¢a,])
& {zel| AEplar,...,a,)} €U
s AE plag, ..., an). O

Man sollte an dieser Stelle erwahnen, dal3 fur Haupt-Ultraftitedie
kanonische Einbettung; ein Isomorphismus wird. Zun&chst ist Klar,
dal’R wegen

r#y & MEj)#ily) & jlz)# i)
158



5.2. Ultraprodukte und Ultrapotenzen

jede elementare Einbettungnjektiv ist. IstU ein Haupt-Ultrafilter, so
gibt es nach Lemma 5.1.3 einc S mit

MeU & ue M.
Zu [f] € Ulty () seia := f(u) € A. Dann gilt aber

[f] = lea] = 3(a),
dennesistjg(u) = a = c,(u), also
{zeS| f(z) =ci2)} €U

Damit ist j auch surjektiv und somit ein Isomorphismus. Um nichttri-
viale Einbettungen zu erhalten, werden wir uns daher mit Ultrafiltern zu
beschaftigen haben, die keine Hauptfilter sind.

Wenn wir versuchen, Ultraprodukte und Ultrapotenzen innerhalb un-
seres Mengenuniversums zu bauen, so stol3en wir sofort auf die Schwie-
rigkeit, daR fur einen Ultrafiltet/ die Aquivalenzklasséf]; im allge-
meinen eine echte Klasse wird. Wir behelfen uns daher mit dem Lokali-
sierungsprinzip, wie wir es in (4.14) angegeben haben.

Beginnend mit dem Universuivi und einer Mengé& definieren wir wie

vorher die Aquivalenzrelatioff = g fiir f,g € V. Die Aquivalenz-
klassen jedoch lokalisieren wir zu

o ={9€V| g=v f A (Vhe V)[h =y f = rk(g) < rk(h)]},
d.h.

[flo =7([f])

in der Terminologie von (4.14), werlif] die alte Aquivalenzklasse be-
deutet, die im allgemeinen eine echte Klasse ist. Schlief3lich definieren
wir die Ultrapotenz

Ulty(V) = {[f]v] f €V},

die mit [flv ev [glv = {z| f(z) € g(x)} € U wieder zu einer
L(€)-Struktur wird, fur die der Fundamentalsatz gilt. Damit siidind
Ulty (V) elementar aquivalent. D¥ ein Modell des Fundierungssche-
mas ist, gilt dies ebenso in YIfV). Damit hat jede nicht leere Klasse,
die sich durch ein€(<)-Formel beschreiben laf3t, emrminimales Ele-
ment. Das bedeutet abmeicht, daf} Ul (V) generell wohlfundiert ist.
Wir erinnern daran, dal3 ein(e)-Strukturl = (A, E) wohlfundiert
heil3t, wenn jede TeilklassB C A, die nicht leer ist, einfk-minimales
Element besitzt und fir jedes € A die Klasse{bc A| b E a} eine
Menge ist.
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5. MelRbare Kardinalzahlen

Die Tatsache, dal3 jede nicht leere Teilklasse ¥oain E-minimales
Element besitzt, ist aquivalent dazu, dal3 es keine Funktion

fiw — A
gibt mit
(Vnew)[f(n+1) E f(n)].

Gibt es namlich eine Funktiofy, so ist ja die Klasse

{f(n)| n € w}

nicht fundiert. Ist umgekehrtA, E') nicht fundiert, so haben wir ein
nicht leeresB C A ohneE-minimales Element. Wir wahlen eine B
und definierenf(0) = x. Haben wirf(0),..., f(n) € B so gewahlt,
dalRf(n) E ... E f(0) qgilt, so gibt es einy € B mity E f(n) da
anderenfallsf(n) in B E-minimal ware. Wir definieren danfi(n +

1) := y und haben so durch Rekursion ginv — A definiert, fur das
(Yn)[f(n+ 1) E f(n)] gilt.

Wir suchen nun nach Bedingungen daftr, dal3 die UltrapotenzZWon
selbst wieder wohlfundiert ist.

5.2.4 Lemma Die UltrapotenJlt; (V) ist genau dann fundiert, wefih
eino-vollstandiger Ultrafilter ist.

Beweis: Sei zunachst/ o-vollstdndig. Nehmen wir an, dal’ YItV)
nicht fundiert ist, so finden wir eine Fold®, F, ..., F,,...in Ulty(V)
mit

Fn+1 Cu Fn
fur allen € w. D.h. wir haben

M, :={zeS| F,1(z) € F,(2)} €U

fur alle n € w. Damit ist aber auclf)
N, e My gilt dann aber

(\V/TL EW)[Fn+1(Z‘) € Fn(x)]a

was der Wohlfundiertheit vol widerspricht.
Damit ist eine Richtung gezeigt. Fur die Gegenrichtung nehmen wir an,
daRU nichto-vollstandig ist. Dann gibt es eine Partition

S=U M,

necw

M, € U. Fureinx €

necw

mit M,, ¢ U fur allen € w. Definieren wir
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Ny := U M,,

n<k

so gilt auchV;, ¢ U flr alle & € w. Bezeichnen wir mitV, das Kom-
plement vonV, in S, so haben witN, € U. SeiG: S — w durch

G(z) :=min{necw| z € M,}

definiert. Wir definieren eine Familie von Funktiongn S — V ver-
moge

G(z) —k fallsk < G(z
Ju(@) = {0( ) sacl)r?st< @)

Firz € Ny, gilt dannG(x) > k und damitf;,1(z) < fi(z). Also ist
Us N C{zeS| funle) € filx)}
und es folgt f11] €v [fx]. Damit ist Ul (V) nicht fundiert. ]

Nun haben wir die Aquivalenzklasséfi in Ult; (V) ja gerade so einge-
fuhrt, dal3 es eiv € On mit [g] € V,, gibt. Fur jedeqf] €y [g] folgt
rk([f]) < «, denn zufy =y f undgy =y g kann manf’ =y f, durch

f/(x) - {fo(ﬂ?) falls fo(!l?) - g()(ilf)

0 sonst
definieren. Nun gilt rkf’) < rk(go). Damit ist

{71l [f] ev lgl} € Vara CV.

Gehen wir daher von einem-vollstandigen UltrafilterU aus, so ist
Ulty (V) eine wohlfundierteC(e)-Struktur. Damit kdnnen wir deren
MosTowsktKollaps 7[Ulty (V)] bilden und gelangen so zu einer tran-
sitiven £(€)-Struktur. Also haben wir

V 4% Ulty (V) = #[Ulty (V)] (5.8)

wobei 7 der Isomorphismus auf den dsTowskrKollaps ist, wie er

in Abschnitt 3.3 eingefuhrt wurde. Wir wollen im folgenden in der Re-
gel Ulty (V) mit seinem MbsTowsktKollaps identifizieren und daher
Ulty (V) als transitive Klasse annehmen. Gemal (5.8) haben wir dann
eine elementare Einbettung v8hin eine transitive Klasse vorliegen.
Da dies eine im folgenden immer wiederkehrende Situation ist, wollen
wir uns diese einmal genauer ansehen.

Sei daher

3V — M
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5. MelRbare Kardinalzahlen

eine elementare Einbettung in eine transitive Klakte Dabei wollen
wir annehmen, daR nicht trivial, d.h. nicht die Identitét ist.
Fur A-Formelnp(zy, . . ., x,) haben wir

o(T1,...,2,) & ME o(j(r1),...,75(x)) (5.9)
< (i), 3(xn)),

wobei wir fir die letzte Aquivalenz die Absolutheit varfur alle transi-
tiven Klassen ausgenutzt haben. Ist fueineX-Funktion (und besitzt
daher einem\-Graphen), so ist

JE(z1,...,20)) = F(j(x1), ..., j(xn))- (5.10)

Ist ndmlichy(zy, .. ., z,,y) die A-Formel, die den Graphen van be-
schreibt, so folgt

F(zy,...,2,) =y < @©(x1,...,Zpn,Y)
& M=), .-, 5(@a),5(y))
< o(i(@1),-- 57 (@n), 1 ()
& F(j(x1), .., j(zn) = j()-
Mit Lemma 4.6.11 ergeben sich jetzt viele elen;entare ldentitaten, bei-

spielsweise geltefi(z Ny) = j(z) N j(y), j(z \ () \ j(y) und
i({z}) = {i(=)}.

Seia € On. Dax € On eineA,-Formel ist, folgtj(«) € On. Wegen
a<f e jla) <ip)
bekommen wir
a < jla) € OnN M, (5.11)
was wegen der Transitivitdt vall zua € M fuhrt. Damit gilt
OnC M. (5.12)
Esistj(0) = 0 und
jle+1) =jlaU{a}) = j(a) U{j(a)} = j(a) + L.
Daw von derAy-Formel
Lim(z) A (Vy €x)(—Lim(y))

als Punkt definiert werden kann, folgtw) = w mit (5.9). Also wissen
wir

(Va<w)lj(a) = af. (5.13)

162



5.2. Ultraprodukte und Ultrapotenzen

5.2.5 Lemma Sind die MengelX ., uniform in« definierbar, gibt es also
eineL(&)-Formelyp mit

z € Xo & oz, ),
so gilt fiir allec
rcjXa) ®zeEMAMEzE X

Beweis: Sei o gegeben. Wir setze# := X, = {z| ¢(z,«)} und
erhalten

(Vz)(z € Z ¢ o(x,a))

= M | (Vz)(z € j(2) + ¢(z,j()))

= (VeeM)(zcjZ)czeMAME®zEc Xjq).
Wegenj(Z) C M ist die Behauptung bewiesen. H
Interessanterweise legt jede elementare Einbettung ihre Bildklasse ein-
deutig fest. Wir zeigen:
5.2.6 Lemmalstj:V — M eine elementare Einbettung in eine tran-
sitive Klasse, so ist/ = |J,, c onJ(Va).

Beweis: Seixz € M gegeben. Mit etwas Mihe sieht man ein, dal3ldie
uniform in« definierbar sind, sagen wir durgh{z, o). Weil ZFC' in M
gilt, haben wir

M=y <0 = (V2)(¥(2,7) = ¥(2,9)) (i)

und M = (3a)y(z, «). Insbesondere existiert einmit M = ¢ (x, «).
Aus (5.11) und (i) folgtM = (z,j()), und Lemma 5.2.5 bestatigt
T € V}(a). L]

Mit (4.12) und dem-Rekursionssatz (Satz 4.8.2) sehen wir sofort, daf3
die Rangfunktion rkz) eineX-Funktion ist. Damit ist speziell

J(rk(z)) = rk(j(z)). (5.14)
Dies ist der Schlissel im Beweis des folgenden Lemmas.

5.2.7 LemmagGilt j(a) = « fir allea < k, so gilt auchj(z) = x fir
allex € V,.

Beweis: Wir fuhren Induktion nach ri). Es gilt
yex o MEjQy) i)

< jly) € j(z)
& yejz),

163



5. MelRbare Kardinalzahlen

wobei wir in der Richtung von unten nach oben in der letzten Aquiva-
lenz rk(j(x)) = j(rk(z)) = rk(z) bendtigen, um die Induktionsvoraus-
setzung anwenden zu kdnnen. ]

Eine wichtige Folgerung dieses Lemmas formulieren wir als Korollar.

5.2.8 Korollar Istj:V — M eine nichttriviale elementare Einbettung,
so ist die Mengda € On| j(«) # a} nicht leer. Wir definieren

cr(y) :=min{acOn| j(a) # a}
und nennemr(j) denkritischen Punktler Einbettung .

Als eine Folgerung von Korollar 5.2.8 und Lemma 5.2.7 erhalten wir:

5.2.9 Lemmalst;j:V — M eine elementare Einbettung in eine tran-
sitive Klassell mit kritischem Punkt, so istj [ V,, = idy. .

Wegen (5.11) gilt insbesondere
cr(j) < j(er())- (5.15)

Das zeigt, dal3 man sich nicht zu dem Trugschlul3 verleiten lassen sollte,
dalj(xz) = {j(y)| y € «} ist. Ist ndmlichx der kritische Punkt der
Einbettung, so gilt

{j(@)] a <r}={a] a<r}=r<j).
Als eine weitere Folgerung aus Lemma 5.2.9 erhalten wir
J(X)Nnv,=X (5.16)
fur alle X C V,, denn flrz € V, qilt
z € j(X) & jz) € j(X)
& e X.

WegenV,, C Vj,, = j(V.) erhalten wir mittels Aussonderung i und
der A-Definierbarkeit des Graphen der Rang-Funktion

Vi = {z € j(Vi)| k(x) < r}
= {z € j(Vi)| M = tk(z) < v} € M.

Dies konnen wir nutzen, um
Vit C M (5.17)

zu zeigen. Ist namlick € V.4, so erhalten wic = j(z) NV, € M
durch (5.16). Jetzt bekommen wir auch

(VX CV,)[Pow (X) = Pow(X)], (5.18)
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denn wegen (5.17) gilt

Pow" (X) = {ye M| M =y C X}
— {ye M| yC X}
— Pow(X) N M = PowX.

Durch Induktion nacla erhalten wir aus (5.18) dann
(Va<k+1)[VM =V, (5.19)
denn beispielsweise gilt fir jede LimeszahK x
reVM o ME (I<a)(z € Vp)

S (F<a)(M E z e Vp)
& (I0<a)(x € VﬂM),

was per Induktionsvoraussetzungzg V,, adquivalent ist.
Furv < k gilt

i) Xa) = ) §(Xa). (5.20)

a<v a<v

Dazu setzen wif := {(a, X,)| a < v}. Wegen Fktf) gilt auch Fktg)
fur g := j(f). Ista < v beliebig vorgegeben, so haben wir fir.= X,
offensichtlich(3p e f)(Pi(p) = a A Py(p) = Y), und dies fuhrt direkt
zu(Fpeg)(Pi(p) = j(a) A Po(p) = j(Y)). Mit j(a) = o folgt

g(a) = j(Xa). (i)
FurZ .=,-,

(Vx)(x € Z + Va<v)(z € f(a)))
wegenj(v) = v zu

VexeM)(z € j(Z) + (Va<v)(z € g(a)))

X, kbnnen wir von

gelangen, was wegen (i) die Behauptung ergibt. ]

Sei nunU ein o-vollstandiger Ultrafilter auf einer Mengg. Wir be-
trachten die elementare Einbettung

3. U — U|tU(V),

wobei wie vereinbart Ult(V) der MosTowsk+Kollaps ist, d.h. wir ha-
ben

J(x) = 7(les]).
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Ist nunU ein Hauptfilter, so gibt es eimn € S mit

XelU & ue X.
Wir zeigen durch Induktion, dal3 dann

(VaeOn)[j(a) = aj (5.21)
gilt. Es ist ja

j(e) = m([ea]) = {m([fDI [f] €v [cal}t = {x([fD] f(u) € a}. ()

Da f(u) dann eine Ordinalzahl < « ist, erhalten wir aus (i) zusammen
mit der Induktionsvoraussetzung

jl@) ={r(le, )] v<a}={y| v<a} =a O

Aus (5.21) und Lemma 5.2.7 folgt dann, dal3 die kanonische Einbettung
fur Hauptfilter trivial ist. Sei nurk eine melRbare Kardinalzahl. Wir
haben dann einertvollstandigen Ultrafiltet/ aufx, der kein Hauptfilter

ist. Die kanonische Einbettung

j: vV — U|tU(V)
Ist also nicht von vornherein trivial. Wir zeigen zunachst
Jj Ik =Iid,. (5.22)

Zua < kund[f] < [c,] gibt es eiry < a mit {z| f(z)=~} € U,
da wir sonst im Widerspruch zu Lemma 5.1.5 eine Partition xan
a < k viele Teilmengen erhalten wirden, die alle nichtlinliegen.
Durch Induktion nacly < « zeigen wir

jla) = a. (i)

Aus der obigen Feststellung erhalten wir zusammen mit der Induktions-
voraussetzung

j(a) = n([ca)=A{n([fD] [f] <lea]} = {n([c:])| v < a}

={/(V] y<a}=qa. O
Andererseits gilt
{a] ids(a) < K} =k €U,
woraus sich
[id,] < [cx]
ergibt. Flra < k ist
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{(<k| a<idy(()} €U,

denn das Komplement dieser Menge hat eine Kardinatitatund kann
deshalb nicht z& gehdren. Also haben wir fur alle < «

[ca] < [idy] < [ex],
woraus sich sofort
a = j(a) =7([c]) < n([ids]) < 7([cs]) = j(x)
ergibt. Damit ist
kv < m([ids]) < j(k). (5.23)

Aus (5.23) und (5.22) ergibt sich, dal@ine nichttriviale Einbettung mit
kritischem Punkk ist.

Ist andererseit$: V. — M eine nichttriviale Einbettung in eine transi-
tive KlasseM mit kritischem Punkk, so definieren wir

U:={XCk| rej(X)}

Wir wollen zeigen, dalf/ ein x-vollstandiger Ultrafilter auk ist, der

kein Hauptfilter ist.

Wegen;j(0) = 0 undx < j(k) haben wif) ¢ U undk € U.

SindX,Y € U, sogiltk € j(X) undk € j(Y). Nach (5.10) gilt aber
J(XNY)=4(X)Nnj(Y)undesfolgk € j(XNY).

Ist X € U mit X C Y, so ergibt sich mit (5.9% € j(X) C 5(Y) und

daherY € U.

Somit liegt ein Filter vor. Es gilt nun fUK C &

X¢U = r¢jX) & rejk)\iX)
s rkejr\X) & k\XeU

— wobei wir wieder (5.10) benutzt haben — uiidst ein Ultrafilter.
U ist aber auch kein Hauptfilter. FUr jedes< « haben wir ja

i{a}) = {j(a)} = {a}

und damit niemals € j({a}).
Es bleibt zu zeigen, dal? x-vollstéandig ist. Sei also < « und

{Xu| a<v} CU.
Wir haben danniva < «)(k € j(X,)), woraus mit (5.20)

K€ ﬂ ](on):](m Xa)

a<v a<<v
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folgt. Damitist(,_, X € U. Also istU x-vollstandig. O
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

5.2.10 SatzEine Kardinalzahk ist genau dann mefl3bar, wenn es eine
elementare EinbettunggV — M in eine transitive Klassé/l gibt,
deren kritischer Punkt ist.

Bevor wir mel3bare Kardinalzahlen weiter untersuchen, wollen wir fest-
halten, daf3 es in der konstruktiblen Welt keine mel3baren Kardinalzahlen
geben kann.

5.2.11 Satz (Satz voiscoTT) Gilt V = L, so existiert keine mel3bare
Kardinalzahl.

Beweis: Zuerst bemerken wir, dal’ die Eigenschaft, eine mel3bare Kardi-
nalzahl zu sein, durch eing(<)-Formel beschrieben werden kann. Fir
k € Card ist x ist melRbar* ndmlich aquivalent zu

(FU)[U CPowWk) ANDEU ANkeU
A (VaeU)(VbeU)lanb e Ul
A (VaeU)(VbCk)[a Cb = be U]
A (Vzer)(FuelU)|x ¢ ul
A (VaCk)la e U < k\a ¢ U]
N (Vaekr)(VF)[FK(F) A domF) =a A mg(F) CU
= [, <o F(v) €U}

v <«
Dann kdnnen wir aber auch durch
.k ist mel3bar* A (Vv e k)| ,v ist nicht mel3bar’|

ausdrucken, daR die kleinste mel3bare Kardinalzahl ist.

Um einen Widerspruch zu erlangen nehmen wir an, glalte kleinste
meRbare Kardinalzahl ist. Nach Satz 5.2.10 haben wir dann eine ele-
mentare Einbettung

3V — M

In eine transitive Klass@/ C V, die laut (5.12) alle Ordinalzahlen ent-
halt. Da)M undV elementar aquivalent sind, isf ein Modell vonZ FC
und damit gilt nach Satz 4.8.5

LCMCV=L. (i)

Da « die kleinste mef3bare Kardinalzahl ist und sich dies durch eine
L(€)-Formel mit der einzigen Konstanterbeschreiben Iaf3t, gilt

M = ,j(k) ist kleinste mefRbare Kardinalzahl“.
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5.2. Ultraprodukte und Ultrapotenzen

Zusammen mit (i) folgt daher
V E .j(k) ist kleinste meRRbare Kardinalzahl“.

Das aber steht im Widerspruch g j(k). [

Kehren wir zurtick zu Satz 5.2.10. Die Konstruktion des Ultrafilters zur
elementaren EinbettungV — M gibt Anlal3 zu folgender Beobach-
tung.

5.2.12 Satzistj:V — M eine elementare Einbettung mit kritischem
Punktk undU = {XCk| k € j(X)} sowieUlt := Ulty(V), so gibt es
eine elementare Abbildurig Uit — M, die das Diagramm in Abbil-
dung 5.2.1 kommutativ macht.

\Y M

Ju

Ult

Abbildung 5.2.1: Diagramm zu Satz 5.2.12

Beweis: Die Elemente von Ult haben die Gestglt und wir definieren

(A1) = G (w). ()

Als erstes miussen wir zeigen, dal3 die Definition in (i) unabhéangig vom
Représentanten ist. Sei algd = [¢g]. Dann ist

X ={aek| fla)=g(a)} €U
und damit

k€ j(X) ={acj(r)] (if)(a) = (jg)(a)},
d.h.(5f)(k) = (jg)(k).

Als ndchstes haben wir zu zeigen, da@ementar ist. Seb(z, ..., z,)
eineL(€)-Formel ohne weitere freie Variablen und

Ult = (LA, - [fa])-

Dann ist
X = {aen| o(fi(a),..., ful@)} € U,
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5. MelRbare Kardinalzahlen

d.h.

kej(X)={acj(k)| MEo((ifi)(a)...,([Gf)( )} (i)
Wegenk([f;]) = (5 fi)(r) folgt aus (ii)

M = o(k(LA]), - - k().

Damit istk elementar.
Zuletzt haben wir

J(x) = k(ju(z)) = k(lco])
Zu zeigen. Es ist aber
k([ea]) »= (jeo) (k) = j(2),

und alles ist gezeigt. O

5.3 Weitere Eigenschaften mef3barer Kardinalzahlen

Bislang haben wir eingesehen, dal3 mel3bare Kardinalzahlen zumindest
unerreichbar sind. In diesem Abschnitt wollen wir einsehen, dal} sie
sogar noch deutlich gré3er sind. Als Vorbereitung zeigen wir

5.3.1Lemmalstj:V — M eine elementare Einbettung in eine tran-
sitive KlasseM mit kritischem Punktz und X C k club ink, so gilt
k€ j(X).

Beweis: Wir beobachten zuerst, dal3 wegehs = id,, fir jedesX C k,
das club ink ist, schon

J(X)Nk=X
ist. Da X clubinx ist, gilt

M = (Vf)[FK(f) A dom(f) < j(x) A mg(f) € j(X)
= supmg(f)) € j(X)]

Wahlen wir f als id;, so erhalten wik = supX € j(X). O
Als unmittelbare Folgerung erhalten wir aus Lemma 5.3.1:

5.3.2 SatzJede mef3bare Kardinalzahl ist eMeHLO zahl.

Beweis: Sei x eine melR3bare Kardinalzahl undV — M eine ele-
mentare Einbettung in eine transitive Klasgemit kritischem Punki.
Da wir x schon als unerreichbar nachgewiesen haben, haben wir nur zu

170



5.3. Weitere Eigenschaften mel3barer Kardinalzahlen

zeigen, dal’ die Meng€ := R N « der regularen Kardinalzahlen unter-
halb vonk stationar ink ist. Dazu beobachten wir zuerst, daf3

ccR & ogcCardhw <o

A (VF)IFKE(f) A dom(f) <o A mg(f) Co
= supgrng(f)) < o]

gilt; R also durch einél-Formel beschrieben wird. Damit Bt abwarts
persistent. Wegen € R gilt daher auch

M =k e R,
und wegen
JO)={zeM| M=z ecR Az <j(k)}

somitauchs € j(C). IstnunX C k club ink, so gilt nach Lemma 5.3.1
aber auchk € j(X). Also haben wir

ke j(X)njC)=3(XNC).

Alsoistj(X N C) # ( und daher gilt auchi/ = (X N C) # (). Damit
folgt X N C # () undC ist stationar inx. O

Mel3bare Kardinalzahlen sind allerdings noch viel grof3er als die erste
MAHLOzahl. Um dies besser beschreiben zu kénnen fihren wir die
MAHLOableitungM (X) einer KlasseX ein als

M(X) :={a| X N« iststationarina}.
Wir definieren nun eine Hierarchi&,, durch

M, := 1, die Klasse der unerreichbaren Kardinalzahlen
My 1 = M(M,)
M, = ﬂ§<)\M£ far A € Lim.

Dann ist)M; die Klasse der MHLOzahlen. Die Zahlen id/; bezeichnet

man oft alshyperMaAHLOzahlen die in M5 als hyper-hypeMAHLO-
zahlenund so fort. Um eine Vorstellung von der GrolRe dieser Kardinal-
zahlen zu erhalten, muf3 man sich klarmachen, dal} fur jeded/, .1
stets|x N M,| = « gilt. Es gibt daher-viele unerreichbare Kardinal-
zahlen unterhalb jeder MHLOzahl k, k-viele MAHLOzahlen unterhalb
jeder hyper-M\HLOzahlx und so fort. MelRbare Kardinalzahlen sind so
grof3, dal3 sie durch diese Hierarchie nicht beschrieben werden. Es gilt
namlich:

5.3.3 SatzlIstk mel3bar, so gilt. € M, fir allea < k.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach, dafd fura < x immer
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5. MelRbare Kardinalzahlen

k€ M,Nj(M,)

gilt. x € M, (und auchx € M;) haben wir bereits gezeigt. Wir haben
auch bereits gezeigt, dal3 jede regulare Kardinalzahl augh regulér

ist. DarUber hinaus Uberlegt man sich, daf} die Ausgage ~ durch
eine II-Formel beschrieben wird. Deren Negation kann man namlich
durch dieX-Formel

,€S gibt eine injektive Funktiorf mit Definitionsbereichx so, dal? fur
alleé < kimmerf(§) C o ist’

beschreiben. Damit ist jede unerreichbare Kardinalzahl auth umer-
reichbar und es folgt € j(M,).

Fira € Lim folgt k € M, N j(M,) sofort aus der Induktionsvorausset-
zung und der Tatsache, daf ik « stetsj((, -, Me) = (e - o J(Me)

Ist.

Nur im Nachfolgerfall ist also tatsachlich etwas zu zeigen. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gilt aber immerc M, N j(M,) und damit auch

M E k € j(M,). Nach Lemma 5.3.1 gilt aber € j(X) fur jedesX,

das club inx ist. Also haben wir

M=k € §(X) N 5(Ma),
d.h.
M |= (X 0 M) # 0,

woraus wir dannX N M,, # 0 erhalten. Damit isf\/,, N « stationar inx
und somitk € M, .. Es bleibt

K€ j(MaJrl)

zu zeigen. Dazu sei(z, o) eine Formel, diec € M, besagt. Ist nuX
club in, so ist dies wegen (5.19) aquivalent zu

XeMAME Xistclubink.
Wegenx € M, und
j(M,) Nk =M,Nk

folgt j(M,) N X # (. Also gibt es laut Lemma 5.2.5 ein < x mit
v e XundM E ¢(v,j(a)). Aus X € M erhalten wir daraufhin
M = Mj,) N X # (). Damit haben wir

ME (VX)(X clubink = M, NX #0),

alsoM = ¢(k,j(a) + 1), bewiesen. Wegef(a) + 1 = j(a+ 1) und
Lemma 5.2.5 bedeutet das gerade j(M,1). O
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5.3. Weitere Eigenschaften mel3barer Kardinalzahlen

Wir haben eingesehen, dal3 die Existenz einer nichttrivialen elemen-
taren Einbettung: V — M die Existenz grol3er Kardinalzahlen nach
sich zieht. Man kann einsehen, daf3 diese Kardinalzahlen um so grél3er
werden, je mehr AbschlulReigenschaften vidrgefordert werden. Dal3
sich M nicht beliebig vergrof3ern laf3t, zeigt der folgende Satz vor K
NEN, dessen erstmaliger Beweis eine gewisse Sensation darstellte.

5.3.4 Satz KUNEN) Istj:V — M eine nichttriviale elementare Ein-
bettung, so isM # V.

Der Schlussel ist merkwurdigerweise ein vollig technisch anmutendes
kombinatorisches Lemma.

5.3.5LemmaSei\ € K mit 2* = XY, Dann gibt es eine Funktion
F:%“\ — X so, daf3

VX)VY<ANX CAAN|X| =X = (FseYX)F(s) =1]
gilt.
Wir beweisen zunachst das Lemma. Es gibt hochs2éngele Paare
(X,y) mit | X| = A, X C Aundy < ). Seidahed (X, )| € <2}
eine Aufzahlung dieser Paare. Durch Rekursion nadefinieren wir
eine Abbildung

s:20 —5 Wi,
Wegen

o] <a <2 =A% <|¥X,|,
kdnnen wirs(«) € “X, so wahlen, daf

(VB <a)[s(8) # s(a)]

gilt. Nun definieren wirF: YA — X durch

e fallss = s(a)
F(s) = {O sonst

Ist nunX C A mit |X| = Aund~y < ), so gibt es eirx < 2* so, daR
(X,7) = (X4, 7) ist. Dann ist abeg(a) € “X, und F(s(a)) = 7.
Damit hatF' die geforderte Eigenschatft. O

Wir beweisen nun den Satz voruKIEN und gehen von einer nichttrivia-
len elementaren EinbettungV — V mit kritischem Punki aus. Wir
definieren eine Folge durchy := x undk,1 := j(k,). Dak < j(k)
undj elementar ist, erhalten wik,, < k,, 1 fur allen € w. Wir definie-
ren
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5. MelRbare Kardinalzahlen

A = SUPK,.
new
Dann gilt
](A) — j(SUp/in) - Supj(’%n) = SUPKp11 = A
necw new new

Well alle x,, mel3bar sind, isk eine starke Limeskardinalzahl. Die Kon-
tinuumsfunktion wird nicht unterhalb schlie3lich konstant, denn zu
n < A finden wir eink, mit n < k,, womit2” < x, < 2" gilt. Wegen
cf(\) = w gilt A ¢ R. Nach Satz 3.10.6 gilt daher

28 = J(2%) = J(\) = XV = \Xo,
Damit konnen wir Lemma 5.3.5 anwenden und erhalten eine Funktion
F:90 — )\

mit F[“X ] = X fur jedesX C A mit | X| = \. Wegenj(w) = w und
j(A\) = A giltdann

JF:9N — A (i)
und

(VX)(Vy<HIX CAN X=X = (3s€¥X) ((GF)(s) =7)]-
SeiG = j[A] = {j(a)| a < A}. WegenG C Aund|G| = A folgt daher

GF)G] = A (i)

Damit gibt es eis € “G mit (5 F)(s)
wir dann eint:w — A mit s(n) =
j(t(n)) = (jt)(jn) = (jt)(n) far all
erhalten daher

= k. Wegens:w — j[)] finden
j(t(n)) fur allen € w. Wegen
en € wistdannj(t) = s. Wir

k= (iF)(s) = (GF)(jt) = §(F(1)) = j(a), (i)
wenn wira := F(t) < A setzen. Dies ist aber unmoglich, da ik «
stetsj () = S und furk < gimmerk < j(k) < j(0) ist. O]

Es sei hier nur am Rande erwéahnt, dald der Satz vor$(Satz 5.2.11)
sofort aus dem Satz vonUEN folgt.
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