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Vorab

Die vorliegende Arbeit ist eine leicht iiberarbeitete Version meiner dem Institut
fliir mathematische Logik und Grundlagenforschung am FB 10 — Mathematik
und Informatik — der Westfalischen Wilhelms-Universitéit Miinster im Mai 2001
eingereichten Diplomarbeit.

Einleitung

Mathematik beschéftigt sich mit der Untersuchung von Strukturen aller Art —
endliche Gruppen, reelle Zahlen, natiirliche Zahlen usw. Die beste Moglichkeit,
herauszufinden, ob eine Aussage in einer Struktur giiltig ist, besteht darin, sie
aus (in der Struktur wahren) Axiomen herzuleiten. Die abstrakte Analyse von
Axiomensystemen wird Beweistheorie genannt, und die vorliegende Arbeit f&llt
in dieses Gebiet. Beweistheorie als mathematische Disziplin geht zuriick auf
David Hilbert und sein Programm, die gesamte Mathematik zu formalisieren
und dann ,;mit finiten Methoden® ihre Widerspruchsfreiheit zu zeigen, mithin
das Gebdude der Mathematik auf festen Grund zu stellen. Seit Goédels Unvoll-
standigkeitssidtzen, die u.a. besagen, dafl eine verniinftig starke mathematische
Theorie ihre eigene Widerspruchsfreiheit eben nicht beweisen kann, weifl man,
da Hilberts Programm in diesem engen Sinne undurchfiihrbar ist.

Mit Gentzens Arbeit, die den nicht-finiten Anteil beim Beweis der Widerspruchs-
freiheit der Zahlentheorie erster Stufe, PA, durch eine Ordinalzahl (g¢) charak-
terisiert, begann die Zeit der Ordinalzahlanalysen. Diese beschéftigen sich all-
gemein damit, einer vorgegebenen Theorie T Ordinalzahlen zuzuordnen, um die
Stérke von T zu messen (eine Auswahl von verschiedenen charakteristischen Or-
dinalzahlen enthélt [Ra99]). Man begann damit, Teilsysteme der Zahlentheorie
der zweiten Stufe (welche ausreicht, um die klassische Mathematik zu formali-
sieren) zu untersuchen (vgl. z. B. [BFPS81]). Dabei spielt die Untersuchung von
[Ii-Formeln eine wichtige Rolle, mit deren Hilfe man beispielsweise die Wohl-
fundiertheit von Relationen ausdriicken kann. Mit der Zeit erkannte man, ange-
fangen mit Jager, dafl es technisch einfacher ist, Theorien der Mengenlehre zu
betrachten. Der Satz, der die beiden Welten (Zahlentheorie und Mengenlehre)

verbindet, stammt von Spector und Gandy und besagt, daf die II}—Relationen

L
auf N gewissen Relationen in der konstruktiblen Welt L (genauer den ElugKf

Relationen) entsprechen. Somit wandte sich das Interesse der Bestimmung von

kleinsten konstruktiblen Modellen von E];W?K —~Relationen zu, also der Bestim-
mung der sogenannten ,,beweistheoretischen Ordinalzahl®.

Die in diesem Kontext interessanten Syteme sind Erweiterungen der Kripke-
Platek-Mengenlehre KPw. Die Modelle von KPw sind auflerdem in zweierlei
Hinsicht wichtig: Zum einen sind sie natiirliche Strukturen fiir eine allgemeine
Rekursionstheorie (mit einem Grundbereich verschieden von N), zum anderen
sind die Axiome von KPw so vorsichtig gewihlt, dafl sie dem (etwas abstrakten)
Begriff der Pradikativitdt gentigen. Ein Existenzaxiom fiir eine Menge a wird
pridikativ genannt, falls dabei nicht auf eine Gesamtheit von Mengen (der a
selbst angehoren konnte) bezug genommen wird (nach der Russell’schen Anti-
nomie ist man vorsichtiger geworden). So wird in KPw im Vergleich zur Zermelo-
Fraenkel-Mengenlehre ZF, die in der Mathematik gebréduchlich ist, das Potenz-
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mengenaxiom komplett unterdriickt (denn dieses setzt definitiv die Kenntnis
der Gesamtheit der Mengen voraus), und die Axiome der Kollektion und der
Separation werden auf Ag—Formeln eingeschriankt, womit sie absolut bzgl. tran-
sitiven Modellen werden und somit unabhéingig vom jeweiligen Modell dieselbe
Bedeutung haben. In der L-Hierarchie haben nun KPw und die Theorie IIo—Ref,
die entsteht, wenn man in KPw die Ap—Kollektion durch die Axiome der ITo—
Reflexion ersetzt, dieselben Modelle, so dafl es natiirlich erscheint, auch fiir
grofleres m die Systeme II,,,—Ref zu betrachten.

Reflexionsaxiome jeglicher Art bringen die Philosophie zum Ausdruck, dafl das
Mengenuniversum unbeschreibbar ist derart, daf} jede Eigenschaft, die darin gilt,
auch schon auf eine Menge herunterreflektiert wird. Reflektierende Ordinalzah-
len sind von Bedeutung, da eine Analyse von ITI3-Komprehension (derzeit das
non plus ultra) bzw. der mengentheoretischen Entsprechung 3;—Separation auf
jeden Fall deren Handhabung voraussetzt (sieche [Ra99] oder [M&00b]).

Die Analyse von Theorien mit Reflexion soll nun — in eingeschréankter Form
— in dieser Diplomarbeit erfolgen. Die Einschriankung besteht darin, dafl wir
nur Y;—-Ordinalzahlen, also minimale konstruktible Modelle fiir ¥;-Formeln,
berechnen (es wird also |T|s, bestimmt, wie wir sagen werden). Diese sind we-
sentlich grober als die beweistheoretischen Ordinalzahlen. Diese Einschrinkung
macht die Techniken aber durchsichtiger; aulerdem modellieren unsere Untersu-
chungen einen (von dann vielen) Schritt(en) bei der Bestimmung des kleinsten

legK ~Modelles. Weiter entspricht |T|x, dem Spektrum der jeweiligen Theorie,
d.h. der Menge der Ordinalzahlen mit guter ¥;—Definition. Das Spektrum ist
von Interesse, da sich seine Elemente explizit in der Theorie als existent nach-
weisen lassen. Im Sonderfall KPw fillt zudem eine ,,echte” Ordinalzahlanalyse
ab, da sich das erste Modell dieser Theorie gerade bei L cx findet.

Der Ansatz, dem nachgegangen wird, ist neu und stammt von Michael Mollerfeld
([M500a)), die Ideen dazu finden sich implizit in Rathjens [Ra94b]. Er orientiert
sich stark an der Semantik und verwendet nur rekursive Ordinalzahlen. Da kei-
ne Notwendigkeit besteht, Ordinalzahlen rekursiv auf w zu codieren, benéttigt
man auch nicht mehr die herkémmlichen Bezeichnungssysteme. Auch fiir KP-
Theorien anderer Art, z. B. KPi oder KP/ 148t sich der Ansatz, in entsprechender
Form, anwenden.

Wegweiser

In Kapitel 1 werden die wichtigsten Begriffe und Ideen eingefiihrt sowie der Zu-
sammenhang zwischen dem Titel der Arbeit und den restlichen Abschnitten zu
erkldren versucht. Die eigentliche Arbeit ist in zwei Teile getrennt, in deren er-
stem die in der Einleitung erwahnten Theorien mit Reflexion untersucht werden.
Teil II beschiéftigt sich mit denselben Theorien, allerdings mit eingeschréankter
Fundierung. Er basiert wesentlich auf [Ra92]. Beide Teile sind in Kapitel mit
den Namen , Schnittelimination“ und ,, Wohlordnungsbeweis“ unterteilt, in de-
nen jeweils die gesuchte Ordinalzahl von oben bzw. von unten abgeschétzt wird.
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1 Grundlagen

1.1 Konventionen

Da wir im folgenden oft innerhalb von Theorien der Mengenlehre bzw. deren
Modellen argumentieren, miissen wir einen formalen sprachlichen Rahmen fi-
xieren. Wie {iiblich bedienen wir uns der erststufigen Sprache L mit € als
einzigem Relationszeichen (aufler natiirlich =). Eine Formel in dieser Sprache
(fortan ,Sprache der Mengenlehre®) heifle Ay, falls sémtliche in ihr auftretenden
Quantoren beschrénkt sind, d.h. von der Form (Vz € a) oder (3 € a). Darauf
aufbauend entwickelt man die bekannte Hierarchie der Formelklassen:

FeXy <— F =3dzVae Fo(f)
F el <~ F:V,Tlﬂngo(f)

jeweils mit einem alternierenden Strang von k Quantoren und Fy € Ag. F wird
Y genannt, wenn es keine unbeschrinkten Allquantoren enthélt, Negationen von
Y—Formeln heiflen IT-Formeln. Ist T irgendeine Theorie mit

Tk ¢« ¢ fireine X)—Formel ¢ und eine II;)—Formel ¢,

so liegen ¢ und ¢ in der Klasse Aa).

Ist F' eine Formel und a eine Menge, so entsteht F'* aus F', indem man in F alle
unbeschrinkten Quantoren auf a beschrinkt. F'* ist also immer Ag. Fiir transi-
tives, nichtleeres a werden wir stattdessen auch oft a = F schreiben. Ist ¥ eine
Formel (meistens eine Eigenschaft, die eine Klasse von Mengen beschreibt), so
ist F'¥ derjenige Ausdruck, der entsteht, wenn man alle unbeschrinkten Auftre-
ten von VY A durch Vz (¥(z) — A) und analog alle unbeschrénkten Auftreten
von 3z A durch 3z (¥(z) A A) ersetzt. Natiirlich ist F'Y nicht zwangsliufig A.
Mit ¢, und grofien lateinischen Buchstaben vom Anfang des Alphabets (vor
allem mit F') bezeichnen wir Formeln aller Art. Um darin auftretende freie Va-
riablen oder Konstanten (aus einer dann erweiterten Sprache) zu kennzeichnen,
werden wir F(Z), F(¢) o. d. schreiben.

Mit 2 sowie kleinen griechischen Buchstaben (vornehmlich vom Anfang des Al-
phabets) bezeichnen wir Ordinalzahlen. Das kleinste Element einer Klasse X
von Ordinalzahlen wird mit X bezeichnet. Ist E eine Eigenschaft von Ordinal-
zahlen, so ist pa. E(a) eine Abkiirzung fiir u{a | E(a)}.

Abgekiirzte Formeln werden wir oft serifenlos schreiben, z. B. a € Lim, um aus-
zudriicken, dafl o Limeszahl ist. In diesen Féllen ist die ausfiihrliche Formel klar
(oder leicht nachzuschlagen).

Beziiglich der in der Mathematik iiblichen Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ZF
sowie diverser mengentheoretischer Begriffe sei auf [Jec97] verwiesen.

Die Buchstaben m und n werden die ganze Arbeit hindurch fiir den Anteil der
Relfexion bzw. der Fundierung in der jeweils untersuchten Theorie reserviert.

1.2 Grundbegriffe

Wie schon in der Einleitung angedeutet, kommt der Theorie KPw und ihren
transitiven Modellen, den zuléssigen Mengen, eine wichtige Rolle zu. Deshalb
wollen wir zunéichst die Axiome vorstellen.
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1.2.1 Definition. Die Theorie KPw wird durch folgende Axiome (bzw. deren
Allabschliisse) charakterisiert:

(Ext) Ve(x€a—xze€b)—a=b

(Fund) Jzr p(x) — Tz [p(x) A (Vy € z)—p(y)] fiir alle Formeln ¢
(Paar) x(a€xNbeEx)

(Vm) Jz(Vy € x)(Vz € y)(z € x)

(Ao—Sep) JaVy(y € x — = € a A ¢(y)) fir alle Ag—Formeln ¢
(Ap—Koll) (Ve € a)Jy p(z,y) — Fz(Vo € a)(Fy € 2)p(z,y) fir ¢ € Ag
(Ue) Ja Lim(a)

Dabei ist das Unendlichkeitsaxiom fiir das ,,w“ im Namen der Theorie verant-
wortlich.

Bemerkung. Die Axiome, die die Stéirke von KPw ausmachen, sind die Ag—
Kollektion und die Fundierung.

1.2.2 Definition. Eine Menge z heifit zuldssig, falls z ein transitives Modell
von KP ist. Wir werden allerdings nur solche zuléssigen Mengen betrachten, die
auch w enthalten.

Folgerungen aus diesen Axiomen und vieles mehr zur Zuléssigkeit findet sich in
[Ba7s].

Wir wollen nun die Klasse der konstruktiblen Mengen, L, einfithren. L ist in
gewisser Weise die kleinste transitive KPw-Welt, da fiir jedes transitive Modell
M dieser Theorie, das alle Ordinalzahlen enthélt, bereits L C M gilt. Dies ist
nicht verwunderlich, besteht L. doch nur aus einem Minimum an Mengen, die
sich aus den Ordinalzahlen definieren lassen. Wir werden ausschlieflich in L
arbeiten, wofiir Lemma 1.3.5 verantwortlich ist.

1.2.3 Definition. Wie iiblich definieren wir die Schichten des konstruktiblen
Universums L wie folgt (vgl. auch z. B. [Dev&4], [Jec97])

Lo=0

Ly= | JLe
£<A
Loy1 = def(Lq).
Dabei sei def(L,) die Menge derjenigen Mengen, die sich iiber L, definieren
lassen, also a € def(L,) < a = {z € L, | Ly E ¢(2,d) fiir Parameter @ € L,,
und eine Formel ¢ }. Dann setzt man

Mit |a| bezeichnen wir den L-Rang einer konstruktiblen Menge a, d. h.
la| = pa.a € Loya.

1.2.4 Definition. Eine Ordinalzahl « heifit zuldssig, falls L, zuléssig ist. Eine
(rekursionstheoretische) Folgerung ist, daBl « unter allen o-rekursiven Funk-
tionen abgeschlossen ist. Es heifit f : o — o dabei a—rekursiv, falls f einen
Y,-Graphen auf L, hat, d.h. falls es eine ¥;-Formel ¢f(z,y) gibt, so daf

f€)=¢ <= Lal¢r(£0).
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Bei w{¥ := sup{otp(<) |< ist rekursive Wohlordnung auf w} findet sich das

kleinste Modell von KPw in der konstruktiblen Welt.

Es gibt viele Moglichkeiten, zuléissige (oder ,rekursiv reguldre®) Ordinalzah-
len zu definieren. [Ba75], [Dev84], [Hin78] und [RA74] bieten einen Uberblick.
Im folgenden werden die Schichten des konstruktiblen Universums eine ent-
scheidende Rolle spielen. Deshalb erwéhnen wir hier einige Eigenschaften ihrer
Konstruktion (siehe [Dev84, II 2]).

1.2.5 Lemma. Sei H(z,«) die Formel ,x =Ly “. Dann gilt
(i) Die Formel H(z, ) ist AXY.
(i) Die Klasse H ist uniform A fiir w < X € Lim.
(iii) Ist z zuldssig und A =sup(On N z), so ist L* =Ly,
wobei wir mit L* die Menge {a € z | (3o € z)(a € Ly)?} bezeichnen.

AbschlieBend méchten wir einige besondere (weil starke) Klassen von zuldssigen
Ordinalzahlen definieren.

1.2.6 Definition. « heifit rekursiv unerreichbar, falls o zuldssiger Limes von
zuléssigen Ordinalzahlen ist.

a heiBt rekursiv Mahlo, falls es zu jeder a—rekursiven Funktion f ein zuléssiges
[ < « gibt, das unter f abgeschlossen ist.

Unsere stdndigen Begleiter werden die reflektierenden Ordinalzahlen sein:

1.2.7 Definition. Sei F eine Formelklasse und X C On. Eine Ordinalzahl «
heiflt F-refiektierend auf X, falls

L.EF = (BeXna)lgEF firaleF €9.

a heilt F-refiektierend, falls o F-reflektierend auf On ist. Dabei sind in den F'
Parameter erlaubt.

Reflektierende Ordinalzahlen, ihre Eigenschaften und der Zusammenhang mit
induktiven Definitionen werden in [RA74] ausfiihrlich erldutert. Hier stellen wir
nur die wichtigsten Ergebnisse zusammen:

1.2.8 Lemma. FEs gilt
(i) « ist Hy—reflektierend auf On < w < « ist zuldssig.
(ii) « ist Hy—reflektierend auf X < « ist Xyq1-reflektierend auf X .

(ili) « ist Xo-reflektierend auf X < « ist Limespunkt von Elementen in X,
d.-h. o =sup(X Na).

(iv) Sei k > 3. « ist Uy—reflektierend auf X < « ist Hy—reflektierend auf
X NAd.
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Beweis. (i) wird am Ende des niichsten Abschnittes bewiesen. (ii) ist trivial, da
Parameter erlaubt sind. In (iii) seien zunéchst o ein Limespunkt und ¢ € II;.
Gilt L, = (@), so finden sich die Parameter @ bereits in einem Lg mit § < a.
Wegen der Abwértspersistenz von II;-Formeln gilt dann aber schon ¢ auf Lg.
Sei a nun Ag-reflektierend auf X und sei 8 < a. Aus L, = 0 ¢ 3 folgt, dal
esein vy € X Na gibt mit L, |= 8 ¢ B, also 8 < 7. Zu (iv) berlegt man sich,
daf es einen (parameterfreien) IIs—Satz o gibt, der ausdriickt ,ich bin zuléssig*
(siehe 2.4 in [RAT4]). O
Bemerkung. Die I1,-reflektierenden Ordinalzahlen sind also gerade die zuléssi-
gen, diejenigen, die IIy-reflektierend auf die IIs—reflektierenden sind, sind gera-
de die rekursiven Mahlo-Zahlen. II3—reflektierende sind grofler als jede sinnvolle
Iteration dieses Prozesses.

1.3 Motivation

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Theorien I1,,,~Ref untersucht, wobei wir
ab jetzt immer m > 2 annehmen wollen (denn der Fall m = 1 macht wenig
Sinn, IT;—Reflexion ist einfach eine Persistenzaussage). Sie entstehen aus KPw
dadurch, dafl man das Axiomschema der (Ag—Koll) durch das der IT,,—Reflexion,
welches die Gestalt

(I Ref)  ¢(Z) — 322 = ()
fiir alle II,,—Formeln ¢ (mit freien Variablen )

hat, ersetzt. Dabel ist ,,z = ¢(Z)“ jetzt und in Zukunft als Abkiirzung fiir
z#DAtran(2) AT € 2 A p(F)?

zu lesen.

Offensichtlich ist Ag—Kollektion ein Spezialfall der IIo,—Reflexion.

Man bemerkt, dal man mehr iiber das Aussehen des z, auf welches reflektiert
wird, sagen kann. Dies zeigt die folgende Reihe von Lemmata.

1.3.1 Lemma. FEs gilt
I, RefF o" - JaTz[a £ 0Nz =Ly Az = ¢
fir 11, —~Formeln ¢ und somit
IT,,~Ref I (IT,,,-Ref)".
Beweis. Wir unterscheiden die Félle m = 2 und m > 2:

o m = 2. Sei
ol = (Ve € L)(3y € L) po(x,y,a)

mit Parametern @, wobei diese Schreibweise einige Abkiirzungen enthélt.
Es gilt damit aber auch

Iy Ref - " — Va(Vz € L,)363y € Lg) wo(z,y, @).

Wir wollen nun das (8 uniform fiir alle z € L, finden. Dazu wenden wir
Ag—Kollektion an und erhalten

Ily-Ref - o — Va3z (Ve € L, ) (38 € 2)((3y € L)?) wolx, y, @).
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Formuliert man ,,(3y € Lg)*“ aus, so erhdlt man (Jy € 2)(3Y € 2)(Y =
Lg Ay € Y)?. Da hier nur 3-Quantoren vorkommen (auch in ,,Y = Lg“),
und unsere Theorie Aufwirtspersistenz versteht, erhélt man weiter

ITy-Ref - o — Ya3z (Ve € L, )(38 € 2)(Fy € Lg) oz, y,d),
und mit o(z) := sup{¢ | £ € z} als Beispiel fiir das folgende v auch

Iy Ref - " — Va3y(Va € La)(38 € 7)(3y € Ls) wo(z,y,d),
woraus wiederum

y-Ref - ¢ — VaFy (Ve € L,)(Jy € L) po(z,y, )

=X

folgt. Da x (auch nach Auflésung der Abkiirzungen, hier nutzt man Lem-
ma 1.2.5 (i) aus) wieder Il ist, und weil II,,—Ref F Va3z (z = L), kann
man Reflexion anwenden, und es ergibt sich

IL-Ref - ¢ — 3z [z = (x A Vadz(z = La))].
Jetzt 16sen wir ,,z = x“ durch

2 Va3y VXYY (X =Ly AY =L, —
(Vo € X)(Jy € Y)po(z,y,d))]

auf und sehen, daf§ wir wieder zu L, iibergehen konnen (da Loy € 2
wegen z = Va3z (x = L,,) gilt). Man erhélt also

My-Ref o — 3z [z # 0 Atran(z)
A Loy = Vady (Ve € La)(Jy € L) o(z,y,d)],
und damit auch
Iy Ref - " — JaTFz (@ #0A 2 = Ly,
Az |E VaTypo(z,y, @)).

e m > 2. Wir zitieren wieder [RA74], deren Satz 2.4 sagt, daB es einen II3—
Satz oy (ohne Parameter) gibt, der sagt ,ich bin zuldssig“. Also gilt auch
II,,~Ref F 0¢ und somit

I, Ref - o" Aoy .
N—_——
=X

Wie man leicht sieht, ist mit ¢ auch ¢ und somit x € II,,, und man
erhélt mit Reflexion

IT,, Ref - o~ — 3z[z |= x].

Nach Definition von oy ist dieses z zuliissig, und ,,z = ¢““ bedeutet nichts
anderes als L* |= ¢. Fiir zuldssiges z ist L* aber gerade ein L, (siehe 1.2.5
(iil)), und es ergibt sich

M, RefF ¢~ — JaTy[z =L, Az |= o).
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Fiir alle anderen Axiome ¢ gilt ebenfalls KPw F ¢U, siehe [Ba75, IT 5.5]. Damit
hat man insgesamt
IT,,~Ref - IT,,,—Ref ™.

Dann gilt auch
pnRefb o = I,-RefF ",

denn :

Sei M ein Modell von II,,,—Ref. Betrachte nun L™. Dies ist auch ein Modell von
I1,,—Ref wegen I1,,—Ref - I1,,,—Ref L Mit II,,,- Ref  folgt dann auch LM E o,
d.h. M |= "

Also kann man insgesamt festhalten, daff man immer schon auf ,,schéne“ L,
reflektieren kann in dem Sinne, daf fiir II,,,—Formeln ¢ gilt

IL,,—Ref ¢ = II,,—Reft Jadz (z = L, A ©7).
Wir mo6chten nun unsere weitere Vorgehensweise motivieren.

1.3.2 Definition. Sei T eine Theorie der Mengenlehre und F eine Formelklasse.
Dann definieren wir

|T|g := sup{|F| | F € F-Kons(T)},

wobei wir mit |F| das kleinste o mit L, = F bezeichnen wollen, falls ein solches
existiert. Auerdem ist

FKons(T)={F €TF|TFF} die Menge der F-Konsequenzen von T.
1.3.3 Lemma. Es gilt
IT|s, = paLy E X1-Kons(T).

Beweis. Aufwéirtspersistenz von Y¥;—Formeln. O

Bemerkung. Oft wird dies auch als Definition verwendet. Wir bevorzugen un-
sere, um folgendes zu beweisen:

1.3.4 Lemma. FEs gilt
|Hm*Ref|gl = |Hm7Ref|Hm.

Beweis. Es ist nur ,>“ zu zeigen. Sei dazu ¢ € II,;, mit II,,—Ref F ¢. Wie wir
gesehen haben (mit Lemma 1.3.1) gilt dann auch

I, RefF Jadz(a #0Ax =Ly Ax = )
mit einem « < |II,,—Ref|y, und damit L, = ¢, was schon die Behauptung
ist. O
Daf3 bei diesen Definitionen die Beschrankung auf L nicht schwer wiegt, zeigt
1.3.5 Lemma (Lévy-Shoenfield Absolutheitslemma). Es sei o ein ¥;—
Satz Jrp(x) (mit x als einziger freien Variable in ¢). Dann gilt (beweisbar etwa

in ZFC)
dzp(z) — (3w € L)p(x)

und mithin
g — L ': a.
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Beweis. Siehe z.B. [Jec97, Theorem 36].

Hat man also die Existenz einer Menge, die sich mittels einer Ag—Formel be-
schreiben 148t, nachgewiesen, so ist diese bereits konstruktibel. Da man iiber die
Mengen in L leichter sprechen kann, macht es Sinn, von Anfang an alle Uberle-
gungen auf L zu beschrianken.

In den nachfolgenden Ausfithrungen ist T eine von uns untersuchte Theorie der
Mengenlehre.

Wir miissen uns zunichst der Aufgabe stellen, zu einem F € X7 mit T + F
ein moglichst kleines Modell in der L-Hierarchie zu finden. Dabei wissen wir
lediglich, dafl F' von T bewiesen wird. Bedienen wir uns eines formalen Kalkiils
a la Tait, so haben wir eine endliche Herleitung

- ﬁAXh ey —\AX]C, F
vorliegen. Auflerdem weifl man
"AXi furz:l,Jc

Fiihrt man nun zusétzlich eine Schnittregel (cut) ein, so kann man sukzessive die
Axiome wegschneiden und erhélt - F mit endlicher Herleitungsldnge. Versucht
man jetzt, aus der Herleitbarkeit einer Formel F' in einem solchen Kalkiil auf
die Giiltigkeit von F' in einem L, zu schlieffen, so bemerkt man, daf§ wéhrend
der Herleitung nicht beliebig komplexe Formeln auftreten diirfen. Im speziellen
Fall T = II,,—Ref diirfen dort z.B. nur II,,—Formeln vorkommen (siehe Lem-
ma 2.3.5). Also versucht man, die Schnitte — zumindest partiell, d.h. bis zu
einer gewissen Grenze — zu eliminieren. An dieser Stelle mufl man einsehen,
dafl dies nicht ohne weiteres funktioniert: Die Fundierungsaxiome (die beliebig
grofie Komplexitét besitzen konnen) haben kein symmetrisches Gegenstiick (im
Gegensatz zu den iibrigen Regeln, es sind z. B. (V) und (3) symmetrisch). Der
Trick zur Losung des Problems ist aus der erststufigen Zahlentheorie PA be-
kannt (dort bereitet das Induktionsaxiom die entsprechenden Probleme): Man
fiihrt dort eine w—Regel der Gestalt

;% T, A(k) fiir alle k € N
}% I, VzA(x)

ein. Diese erlaubt es, alle Instanzen des Induktionsschemas herzuleiten, so daf3
man Induktion gar nicht mehr als Axiom benétigt (dazu siehe z.B. [Poh89)]).
Die Kehrseite der Medaille ist, dafl man sich nun unendliche Herleitungslangen
eingehandelt hat. Wie wir sehen werden, ist auch bei uns ein solches , halbfor-
males“ System erfolgreich. In Kapitel 2 wird ersichtlich, dal man die Gréfie der
Herleitungslédngen (auch nach partieller Schnittelimination) leicht beschrinken
kann, so dal nur noch eine Beziehung zwischen diesen und minimalen Modellen
in L herzustellen ist, um schlie8lich obere Schranken fiir |T|s, zu erhalten. Das
Prinzip, mit dem diese Beziehung gefunden wird, ist das Neuartige der Arbeit.
Dazu sei zur Theorie T die Ordinalzahl Qp := |T|s definiert als kleinstes «, so
dal L, Modell von T ist. Diese Bezeichnung gilt fiir den Rest dieses Textes. Da
im Zusammenhang stets klar ist, auf welche Theorie sich Q1 bezieht, wird das
7 in Zukunft weggelassen. Alle betrachteten Systeme T haben ihr minimales
Modell bei einer zuléssigen Ordinalzahl, und fiir solche gilt

|T|§;1 < Q.
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Es ist ndmlich fiir rekursiv aufzidhlbares T die Menge der Codes der ¥;—Konse-
quenzen, "¥;-Kons(T)™, rekursiv aufzédhlbar und somit Element in Lg, selbst
fiir 0 = wK. Weiter hat die Abbildung "¢+ pa. L, [= ¢ fiir o € 31-Kons(T)
einen Y—Graphen auf Lq, ist also Q-rekursiv. Weil ) nun zuléssig ist, ist das
Bild dieser Abbildung in  beschrinkt, also |T|x, < 2.
Wir wollen nun die Berechnung von |F'| mit F' € ¥;-Kons(T) (etwas vereinfacht)
skizzieren. Wir starten mit (fast ganz) €2 als Menge von moglichen Modellen
(fiir die Axiome) und diinnen diese mit jedem Herleitungsschritt R mittels einer
Ausdiinnoperation
A : Pot(2) — Pot(Q)

weiter aus:
(®) FT,A, X ELDA,

FT,A AX)ET A

(Dabei bedeutet X = A, daf auf allen Elementen von X die Disjunktion der
Formeln aus A gilt.)

Da die Herleitung von F i.a. unendlich ist, sind wir gezwungen, A transfinit zu
iterieren, und erhalten A,. Da A geschickt gewéhlt wurde, hat man

Y F = A.EF

Somit erhélt man pa = A, als obere Schranke fiir |F|.

Um an die Ausdiinnoperation A natiirliche Forderungen zu stellen, ben6tigen
wir den Begriff des Diagonalschnittes aus der Mengenlehre:

Seien (X4 )a<k Teilmengen von x. Dann ist

A Xo={E<r|&e )X}
a<k c<e

Forderung. Der Kalkiil und die zugehorige Ausdiinnoperation A sollten fol-
gendes erfiillen:

(/\) XZ|:A7Aqurz:O,1:>XOOX1 ':A7A0/\A1
(\/) XZ":A,AZ' furze{0,1}=>XoﬁX1 ':A,A()VAl
3) X EAFb) = X = A,F(x)
(V) Xio) FAF(a) firalle a € Lo = A X, F A, VoF(x)
a<Q
(cut) XEAFIC=XEA

(I, Ref) XEAF=AX)EAI:(:]F)

Der (V)-Fall sieht erklirungsbediirftig aus. Thm ist deshalb ein Lemma gewid-
met.

1.3.6 Lemma (Diagonalisierungslemma). Fulls X\, = A, F(a) fir alle
a € Lq, so gilt

A X, E A VeF(x).

a<)

Beweis. Sei € A X, und a € Lg. Zu zeigen ist, dafl Lg |= A, F'(a) gilt. Sei
a<)
la| = v < 5. Wegen
Be ) XeCX,
£<B
ist aber 3 € X, was die Behauptung ergibt. O
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Wie man sieht, sind alle Regeln trivial mit Ausnahme des Allschlusses und
der Ref-Regel. Wie wir spéter sehen werden, ist wirklich einzig diese fiir das
Aussehen der Ausdiinnoperation verantwortlich.

Aus historischer Sicht wurde die Schérfe der erhaltenen Schranken in den mei-
sten Féllen auf der Seite der Zahlentheorie iiberpriift. Ist ndmlich T eine Theorie
der erst- oder zweitstufigen Arithmetik, und ist T® das zugehérige System der
Mengenlehre (einen guten Uberblick bietet hier [Poh98]), so folgt aus |T| > a,
|T?| < a und einer Einbettung von T in T*® bereits die Gleichheit. Wir werden
dagegen die Mengenlehre nicht verlassen. Dies hat zwei Griinde: Zum einen ist
der Beweis der Schirfe der Schranken hier nicht besonders schwer (da wir ja nicht

E‘fchfFormeln betrachten), zum anderen macht es durchaus Sinn, die Mengen-
theorien als solche zu betrachten (auch im Hinblick auf IT}-Komprehension).
Der Trick ist, dafl man induktiv zeigen kann, daf IT,,—Ref jede ¥,,—Formel auf
jedes der oben erwahnten A, reflektiert, diese also insbesondere nichtleer sind.
Wir wollen schliefllich den Zusammenhang zwischen ITo—Ref und KPw prizisie-
ren:

In L haben die beiden Theorien dieselben Modelle, eine ¥;—Ordinalzahlanalyse
von ITo—Ref liefert damit auch gleich eine solche fiir KPw. Da bekannt ist, dafl
|KPw|o = wiX,| ist in diesem Fall auch schon die beweistheoretische Ordinalzahl
[KPw| := |KPw|Ewch gewonnen.

1

1.3.7 Lemma. Gilt L, = KPw, so folgt L, = IIo—Ref.

Beweis. Sei « also zulissig und (@) = Va3y po(z,y,d) € Iy mit L, = o(d).
Fir b = Lg und 8 < « gilt dann auch L, = (Vz € b)3ypo(z,y,d). Mit -
Kollektion (o ist zuléissig) findet man ein ¢, so dafl L, = (Vz € b)(Jy €
¢) ¢o(z,y,d). Definiert man nun f : @« — « durch f(3) = py.L, = (Vo €
b) (Jy € L) po(z,y,d), so ist f a-rekursiv, denn

f(B)=~r <= LoE3Icb=LgAc=LyA Vo, €b)(xs € c)i(x1,22)
(Vo <v)(Vd € ¢)(d=Ls —
(Fzq € b)(Vag € d)—p(21,22))]-
Dabei nutzt man Lemma 1.2.5 (i) aus. Da man noch zusétzlich wei}, daf fiir
zuléssiges « jede a—rekursive Funktion f unterhalb von « beliebig grofle unter
f abgeschlossene Ordinalzahlen besitzt (Lemma 1.3.8), kann man nun Gy < «
derart wéhlen, daf die Parameter @ alle in Lg, liegen und erhélt ein 5y < 3 < o,

so da8 0 unter f abgeschlossen ist. Dieses § erfiillt dann aber auch Lg = ¢, also
reflektiert o die Formel . O

1.3.8 Lemma. Sei o zuldssig. Ist f : o — « dann a-rekursiv, so besitzt f
beliebig grofie Limeszahlen v < «, die unter f abgeschlossen sind.

Beweis. Seien f und a wie beschrieben. Definiere

9(&) := max(¢ 4 1,sup f(())-
¢<e

Wie man leicht sieht, majorisiert g dann f, ist streng monoton und ebenfalls
a-rekursiv. Sei nun 7y < « beliebig vorgegeben. Setze

Y =g---9(70)
—

k—mal
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und v := supyc, k- Dann ist v < o eine Limeszahl, die unter f abgeschlos-
sen ist (denn aus £ < « folgt & < 4 fir ein k und mithin f(§) < Y41 <
7). Um einzusehen, da§ wirklich v < « gilt, definiert man sich mit dem Y-
Rekursionssatz eine a-rekursive Funktion F mit F(k) = ;. Damit ist aber
auch vy = sup,¢,, F(k) < a. O

1.4 Das ¥;—Spektrum von Theorien

Das ¥ -Spektrum einer Theorie T der Mengenlehre ist die Menge aller Ordinal-
zahlen «, die eine gute X1 —Definition in T haben. Das Ziel dieses Abschnittes,
der im wesentlichen eine Ausarbeitung des Artikels [MR99] ist, besteht darin,
zu zeigen, daf fiir hinreichend starke Theorien (eine Priizisierung folgt spiter)
das Spektrum eine Ordinalzahl ist und somit keine Struktur hat (die z. B. etwas
iiber das Aussehen von Bezeichnungssystemen aussagen konnte).

1.4.1 Definition. Eine Menge a hat eine gute 31 —Definition, falls gilt

LEJzp(z) und L = p(a)
fiir eine 3;-Formel .

1.4.2 Definition. a hat eine gute X1 —Definition in T, falls es eine ¥1—Formel ¢
gibt, so dafl T F lap(x) und L = ¢(a). Eine solche, a gut definierende, Formel
¢ werden wir mit ¢, bezeichnen. Das ¥, -Spektrum der Theorie T, specy, (T),
sei die Menge aller Ordinalzahlen mit guter 3;-Definition.

Der Beweis des Haupsatzes in diesem Abschnitt bendtigt den Begriff der Sta-
bilitéat. Dieser wird nun eingefiihrt. Die nachfolgenden Séitze sind ohne Beweise
aus [Ba75, V 7] iibernommen und werden hier nur teilweise benéttigt.

1.4.3 Definition.

(i) Seien 2 C B zwei Strukturen. 2 heifit X -elementare Substruktur von
B, in Zeichen A < B, falls fiir alle @ € A und alle Xp—Formeln ¢ gilt

A p(@) & B = ().
(ii) « heifit stabil, falls L, <1 L.

(iii) Die Aufzéhlfunktion der stabilen Ordinalzahlen ist o, die kleinste stabile
also og.

(iv) « heiit §-stabil, falls o < § und L, <1 Lg.

Den Zusammenhang zwischen stabilen Ordinalzahlen und X;—Definierbarkeit
verdeutlicht der folgende

1.4.4 Satz. Stabile lassen sich ,von unten® wie folgt erzeugen:

(i) o9 = {a | a ist in L parameterfrei X1—definierbar},
L,, = {a € L | a ist in L parameterfrei ¥1—definierbar}.

il) og11 = {a | a ist in L X1 —definierbar mit Parametern < oz},
B+ B
Lo, = {a € L|a ist in L Xy -definierbar mit Parametern < og}.

(iii) ox =sup{og | B < A},
Loy = Ugey Loy fiir A € Lim,
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1.4.5 Satz. (i) Uberabzihlbare Kardinalzahlen sind stabil.

(ii) Unterhalb von iiberabzihlbaren Kardinalzahlen gibt es beliebig grofie stabile
Ordinalzahlen, d. h. falls Card 5 kK > w, so gibt es zu jedem o < K ein
stabiles B < k mit a < 3.

(ii) Fir iberabzdihlbare Kardinalzahlen k gilt k = oy.
1.4.6 Satz. (i) Sei a < <+. Ist & nun y—stabil, so auch schon [—stabil.
(i) « ist y—stabil, falls es G—stabil ist und B zusditzlich y—stabil ist.

(i) Falls B stabil ist und a < 3, so ist a genau dann stabil, wenn es B—stabil
15t.

(iv) Sei B eine nichtleere Menge von 3-stabilen Ordinalzahlen. Dann ist sup B
auch B-stabil.

(v) Ist « < (B und B-stabil, so ist a zuldssig. Jede stabile Ordinalzahl ist
zuldssig.

Die Grofle (8-)stabiler Ordinalzahlen « und den Zusammenhang mit Reflexion
verdeutlicht das néchste

1.4.7 Lemma. Jedes a+1-stabile « ist Il —reflektierend, d. h. Il —reflektierend
fiir jedes k € IN.

Beweis. Sei ¢(d) eine Formel mit Parametern @ aus L, mit L, | ¢(@). Wegen
Lo € Loy folgt Loyt | J2p(@)* und wegen L, <7 Loy erhilt man L, |E
Jzp(@)?, d.h. ¢ wird reflektiert. O

1.4.8 Korollar. (i) « ist rekursiv unerreichbar, falls es f—stabil ist fiir ein
zuldssiges B > .

(ii) Stabile Ordinalzahlen sind rekursiv unerreichbar.

1.4.9 Satz. Seien A > w eine Limeszahl und 0 < o < \. Sei weiter

Axa = {a € Ly | es gibt in Ly eine gute X1 -Definition mit Parametern < o}
sowie prg die kleinste Ordinalzahl, die nicht in Ay, liegt. Dann gilt

(i) @< pra <A,

(ii) Axa =L,,, und

(iil) pra ist die kleinste A—stabile Ordinalzahl > c.

Fiir den Rest des Abschnittes sei o := sup(specy, (T)).

Wir haben jetzt das Riistzeug beisammen, um den entscheidenden Satz anzuge-
hen. Er 148t sich auch allgemeiner formulieren fiir Theorien der Mengenlehre, die
ein Minimum an primitiv rekursiven Mengenfunktionen verstehen (sie miissen
z.B. die Totalitit von « — L, beweisen) und wissen, dal Va(38 > «)Lim(3).
Aber dies gilt fiir alle betrachteten Systeme.

1.4.10 Satz. Fir alle Theorien T = II,,,~Ref und T = II,,~Ref™ + (II,—Fund)
(mit m,n > 2) ist specy, (T) ein Abschnitt.
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Beweis. Wir zeigen mit Induktion nach o < o, da8 a € specy, (T) gilt. Dazu
konnen wir a C specy, (T) annehmen. Mit Lemma 1.4.11 wissen wir, dafl es
Limeszahlen A > max{w, a} gibt. Fiir diese definieren wir

Axa = {a € Ly | es gibt in Ly eine gute ¥;—Definition mit Parametern < o}

mit den Konsequenzen aus Satz 1.4.9. Wir unterscheiden nun zwei Fille:
Fall 1: o < py, fiir ein max{w,a} < A € specy (T) N Lim. Dann hat « eine
31—Beschreibung ¥ (x, f1, ..., Bk) in Ly mit Parametern §; < a. Setze nun

U(z) =32z =LaA([z E P& B, .., Be) Az €z Az = (x, Br,. .., Br)]
\ [Z ): ﬁa!&b(&ﬁl, te aﬁk) Nx = AD]?

was eine Yi-Formel mit Parametern X, [i,...,0; darstellt. Da all diese in
specy;, (T) liegen, gibt es zugehorige ¥1-Formeln ¢y, g, , ..., ¢g,, so dal man
¥ durch Einsetzen dieser zu einer dquivalenten ¥;—Formel ¥ umschreiben kann
mit T = 3!I¢W/(¢) und L |= ¥'(«r), mithin o € specy, (T).

Fall 2: Fiir alle Limeszahlen A € specy (T) mit A > max{w, a} ist & = pro. Mit
Satz 1.4.9 (iii) wére « fiir all solche A schon A-stabil. Andererseits ist o das
Supremum dieser A und es wire « damit op—stabil (denn aus L, = 3z ¢(z)
mit ¢ € Ag folgt schon Ly | Jré(z) fiir ein solches A und damit auch
Lo E Jzé(z)). Gilt nun T F 3l&PH(§) mit einem ¢ € 3q, so folgt mit Lem-
ma 1.4.12: Ly = 3(€) und wegen L, <1 L. folgte auch L, = 3&(€), was
mit der Voraussetzung o < ot den Widerspruch specy, (T) C a ergébe. Also
kann Fall 2 gar nicht eintreten. O

1.4.11 Lemma. Falls o € specy, (T) und T F (3X > a)Lim(N), so gibt es einen
Limes A > a mit X € specy, (T).
Beweis. Aus T F 3lzp,(z) und T F (3X > a)Lim(A) folgt
T+ 3lwo [z [pa(z1) A Lim(zo) A (Vy € z0)(z1 € y — —Lim(y))]],
was nach geeignetem Codieren eine gute ¥1—Definition von « + w ergibt. O

1.4.12 Lemma. Falls T F JE3x (€, x) mit einem ¥ € Ay, so gilt schon
Loy | 3632 9(E, ).

Beweis. Das Problem ist der zweite Existenzquantor, da man iiber die Grofle
der dazugehorigen Zeugen noch nichts weifl. Allerdings 148t sich dies dndern.
Die Idee ist, dal man eine Situation der Gestalt

TF33zFy[z =Ly Ay € 2zA¢] mit ¢ € Ag

gut in den Griff bekommt: Die Formel ,,z = L, “ ist uniform A{‘* fiir Limeszahlen
A, und v4w € LimNor, also findet sich das gesuchte Existenzbeispiel erst recht
in Ly,. Somit sind z und y auch in L,,.. Um nun eine solch giinstige Situation
zu erhalten, verfahrt man wie folgt

T F 33z (€, )
& TF3EaTz (21 = Lo A (Tz € 21) (€, T)A
(VB < a)(Vzg € 21)(22 = Lg — —(Fx € 22)9(&, x))]
& Tk 3y3z[z1 =Ly, Ay = (yo,y1) Ay1 € On Az € OnA
(Fz € 21)Y(yo,z) A (Vy2 € y1)(V2a € 21)
[22 =Ly, = =(3z € ZQ)w(yo,x)H,
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wobei (a,b) das geordnete Paar von a und b sei und in der Riickrichtung die
Eindeutigkeit des £ aus der des y folgt,

& Tk 3!73z33!y{z'3 =L, AvyeLimAy€z3A (32 € 23)
[21 = Ly, Ay = (Y0, 1) A yo, y1 € OnA
(Fz € 21)d(yo, ®) A (Vy2 € y1) (V22 € 21)
[22 = Ly, — =(3z € 22)9(y0,2)]]

A (V0 <) (Vzg € 23)(24 =LsANd€Lim—y ¢Z4)}

Dabei kénnen wir die versteckten Existenzquantoren (in ,,zq = Ly, “ und 20 =
L,,“) auf z3 beschrénken (deshalb haben wir v € Lim gefordert), so daf§ die
Formel die gewiinschte Gestalt hat. O

1.4.13 Lemma. Fir alle untersuchten Theorien gilt
|T|s, = sup(specy, (T)) = specy, (T).

Beweis. Wir kénnen (da es ja nur um Y;-Formeln geht) mit der Definition
»|T|s, = paL, = X1-Kons(T)* arbeiten.

»<“ Sei p € ¥ mit T F ¢. Ergéinze ¢ geschickt durch einen leeren Quantor und
erhalte T F J1Ep’(€) und somit L. | ¢. Damit ist |T|g, < or.

»=>“ Gilt nun

T+ 3 pa(),

so folgt insbesondere

T+ 3¢ ¥a(§)
———
4q. zu X1—Formel
Damit gilt aber Lip),, F 3¢ ¢a(§) und somit a < |T|s,, also [T|s, > or.
O
Eine ¥;—Analyse eines solchen Systems liefert also gleichzeitig eine Charakteri-
sierung des Spektrums.

1.5 |T| vs |T|g,

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir die in der Einleitung angedeuteten Un-
terschiede (bei der Berechnung) der Ordinalzahlen |T| und |T|x, kurz erldutern.
Dazu setzen wir fiir eine Theorie T der Mengenlehre

CK
IT| := pa. Ly = X7 —Kons (T) = |T| v ok =t |T|_.ox
»,“1 ot

1

als sogenannte ,, beweistheoretische Ordinalzahl von T, wobei eine Formel F' €
J* ist, falls es eine F-Formel G gibt mit F' = G"*. Alternative Definitionen von
|T| finden sich in [Poh98] und [Ra99]. Das Interesse an dieser Ordinalzahl geht
auf folgendes Resultat zuriick:

1.5.1 Satz (Spector-Gandy). Eine Relation R auf den natiirlichen Zahlen
ist genau dann 11}, wenn sie ¥1 auf Lcx ist.
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Beweis. Z.B. in [Ba75]. O

Bei der Definition von |T| muf gewiihrleistet sein, dafl w$® irgendwie charakte-
risiert werden kann. )
Lassen wir bei den kommenden Uberlegungen den Sonderfall KPw einmal au-

CK
fen vor. Da man z.B. von X' —Formeln sprechen méchte, mul man Formeln

(i. a. unendliche) Rénge zuordnen. Nachdem man die benétigten Axiome weg-

geschnitten hat, hat eine Herleitung von F' in der Regel die Gestalt }i—g F.
Die Prozedur, die Herleitungslénge und Schnittrang (durch Manipulationen am
Beweisbaum) kleiner als 2 macht, heifit ,,Kollabierung®, die dabei verwende-
te Funktion ,, Kollabierungsfunktion®“. Normalerweise findet man sich nach der
ersten Kollabierung zwar unterhalb von {2 wieder, aber noch nicht notwendi-
gerweise unterhalb von w{’, so dafl weitere Kollabierungen vonnéten sind. Im

Gegensatz dazu geben wir uns mit einem Sprung unter €2 zufrieden.

Tm+1 = die kleinste II,,1-reflektierende

Zwischenkollabierungen

Empmt1 — Emmtl
B . . N
> unsere Situation < m

Im Fall T = II,,—Ref sind unsere Untersuchungen aber dennoch eine gute Fall-
studie, was wir jetzt zu erkldren versuchen. Dabei wird an jeder Stelle bezug ge-
nommen auf Rathjens Analyse der IIs—Reflexion [Ra94b] und die Folien [M&00b].
Die kritische Regel R des Systems II,,—Ref ist zweifellos die (II,,,~Ref). Der Be-
reich, iiber den sie Aussagen macht, ist = m,, die kleinste II,,,—reflektierende.
Man kann nun eine Anwendung dieser kritischen Regel entfalten in (sehr viele
iterierte) Anwendungen von II,,_;-Reflexionen (fiir welche man neue Regeln
einzufiihren hat), die auf Ordinalzahlen 7 < 2 arbeiten. Diese neuen, einfa-
cheren Regeln werden nach demselben Schema eliminiert, bis zum Schlufl keine
wirklich kritischen Regeln iibrigbleiben, und man unter w$® springen kann. Es
stellt sich die Frage, wie sich die Hierarchien, die bei der Auflésung von R ent-
stehen (Rathjens M®’s) durch R beschreiben lassen. An diesem Punkt kommen
die Ausdiinnhierarchien A} ins Spiel: Die Elemente von A7* sind die 1I,,—1—
reflektierenden, m € A% ist 1I,,_;-reflektierend auf die II,,_;-reflektierenden

Es 148t sich festhalten, dafl die Techniken der vorliegenden Arbeit veranschau-
lichen, was bei der Auflésung einer kritischen Regel geschieht, und sie damit
zeigt, wie (mit einigem Mehraufwand) die Auflosung sdmtlicher Reflexionsregeln
vor sich gehen sollte.



Teil I
Theorien mit voller Fundierung

2 Schnittelimination

Zuerst fithren wir einen halbformalen Kalkiil mit Konstanten aus Lg ein, in den
wir eine Basismengenlehre einbetten konnen. Dieser wird durch Hinzunahme der
jeweiligen Reflexionsregel spéter derart vervollstindigt, dal diese Einbettung
fiir die gesamte Theorie realisiert wird. Da diese Regel die Stirke des Systems
entscheidend bestimmt, nennen wir sie ab jetzt ,kritische Regel“. Um aus dem
Wissen, in dem Kalkiil eine endliche Formelmenge A herleiten zu kénnen, Riick-
schliisse auf minimale Modelle in der konstruktiblen Welt zu ziehen, benttigt
man die Aussage von Lemma 2.3.5. In dem Beweis siecht man aber bald, daf§
die Formelmenge nicht beliebig sein darf, sondern vielmehr A C II,, sein mu$.
Dies bedeutet keine Einschrankung fiir unsere Analyse — wir interessieren uns
ohnehin nur fiir |II,,—Ref|s, bzw. |IL,,—Ref|r,, — zwingt uns aber, Schnitte der
Komplexitidt m oder groBer zu eliminieren. Da dabei die Reflexionsregel keine
Rolle spielt, verschieben wir ihre Einfithrung auf Abschnitt 2.3. Um das Ergebnis
dieses Kapitels, ndmlich

’ |Hm*Ref|§;1 < HEQ+1 ‘

zu beweisen (die Definitionen folgen in Kiirze), bedarf es nur noch der Einbet-
tung, die in Abschnitt 2.4 bewerkstelligt wird.

2.1 Das Bezeichnungssystem

In diesem Abschnitt werden die Definitionen bereitgestellt, die die ganze Arbeit
priagen werden. Dazu bedarf es einiger elementarer Begriffe, die zunéchst vor-
gestellt werden sollen.

Jede Ordinalzahl o 148t sich eindeutig schreiben als

a=w" + -+ w mit ag > - > .

Solch eine Darstellung heiit Cantor-Normalform. Darauf aufbauend definiert
man die natiirliche Summe # (siche jeweils [Poh89]).

Eine Ordinalzahl « mit w® = « heifit Epsilon-Zahl. Die Klasse der Epsilon-
Zahlen wird mit Eps bezeichnet, ihre Aufzédhlungsfunktion mit ¢ . Jede zuléssige
Ordinalzahl « ist die a-te Epsilon-Zahl, es gilt also o = &,. Ist o € On, so sei a™
die nichstgroBere Epsilon-Zahl. Alle ab jetzt auftretenden Ordinalzahlen sind
kleiner als Q7 = eq1.

2.1.1 Definition. Fiir o < g1 definieren wir o* wie folgt:

o Fir a < Qsei a* = J{{ < | £ € Eps} der maximale Epsilon—Anteil von
o in Cantor-Normalform

e O*=0

o Ista=w* 4+ -+ w* >Q,s0seia* =a] U...Uaj.
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Es folgen die angekiindigten wichtigen Definitionen:

2.1.2 Definition. Im folgenden seien o, ap < eq41 und & < Q. Weiter ist A
eine Ausdiinnoperation (d.h. A : Pot(2) — Pot(2)).

(i) ap <Gasa<aha; <& U(a"+1)
(i) ap < asag<anaj<Ua”

(i) Ao = {E€EpsNQ| e N A4}

B<ga
(iv) pa = pAq
(v) Es sei  definiert durch
o« Q=1

[ ] Ql+1 = QQZ

(Vi) peat1 = supgen (182)

Bemerkung. (1) Fir a < § < Q gilt o* < %, ist auflerdem (§ € Eps, so ist
a* < [B*.

(ii) Der *—Anteil ist stabil bzgl. w und #, d.h. es ist (w*)* = o* und a <}
a # 0 fur alle 5 > 1.

o mift die Parameter, die zur Konstruktion von « benétigt werden. Wie wir
sehen werden, vergréfiert sich der *—Anteil der Herleitungsldnge bei der Schnit-
telimination nicht.

Der Grund, warum in der Definition von A, ein <° statt eines <* steht, wird
erst im Satz 3.2.8 deutlich.

Es ist A immer monoton, d.h. aus X C Y folgt A(X) C A(Y), spéter wird man
dies an der Definition der konkreten Operatoren A ablesen kénnen.

An manchen Stellen werden wir bendtigen, daf3

A(Aqs) C Aq (<)

fiir alle « gilt. Auch diese Eigenschaft hingt mit der Definition von A zusam-
men. Deshalb kénnen wir sie erst beweisen, wenn wir A definiert haben, was in
Abschnitt 2.3 geschieht. Bis dahin ist (C) als zusitzliche Eigenschaft zu lesen.
Sei X C On. Mit X[y] bezeichnen wir alle Elemente aus X, die grofer als «
sind. Dann wollen wir es mit der folgenden Eigenschaft genauso halten wie mit
(S):

AX[]) = AX)[]- (0

Das folgende Bild moge verdeutlichen, iiber welche 8 < o fiir a« = € - 5 bei der
Berechnung von A, immer geschnitten wird:

\
0 W
€0

Das Problem bei der Definition der A, ’s ist, dafl nicht iiber zu viele § geschnitten
werden darf, da sonst Aq = () wird. Deshalb schneidet man nur iiber einige Ag,

YR e S R

Q-3 Q-4
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die der zusétzlichen *—Bedingung geniigen. Ein weiterer Vorteil des Ansatzes
mit *—Anteil ist, dafl beim Wohlordnungsbeweis die entscheidenden ( in einer
Menge aufgesammelt werden kénnen (vgl. Satz 3.2.3).

Der folgende Sachverhalt ist grundlegend.

2.1.3 Lemma. Aus ag <} «a folgt bereits Ay [y] C A(Aay[7]) C Aayl]-

Beweis. Sei v <{ € (] A(Ap). Nun folgt aus ap <% a schon ag <¢ a, denn

ﬁ<ga
falls af < ~*, so af < £*, da jay < & und £ € Eps. Damit ist £ € A(A,,) C
Any. 0
Dazu eine Skizze
Q Q
Aao 1717 F—Aab]
Ao [ Aal]

Aay o <ja Ag

Man kann sich die A, als dichte, unbeschrinkte Teilmengen von €2 vorstellen.
2.1.4 Lemma. Fiir o, 3 < eq gilt
a<f = AgCA(AL).

Beweis. Fir § < gq folgt aus 6 < [ bereits 6 <g [ fiir beliebige £ (und die
Riickrichtung gilt per Definition). Also hat man

Ag={¢<Qfge [ A} ={6 < Q&€ () A} CAAa).

5<gp i<p

O

Zum Abschlufl wollen wir noch ein paar interessante Rechenregeln beweisen:
2.1.5 Lemma. Mit obigen Definitionen gilt
(i) Aa+1 = A(Aq).

(ii) Fiir Limeszahlen A < Q ist Ay = [ Aq.
a<

(iv) Agra = A Aqia usw.
a<Q

(v) Ag.a= A Aq.a usw.
a<$)
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(vi) Age = A Age usw.
a<Q

Beweis. Zu (i): ,C* ist wegen a <§ o + 1 klar. Die Riickrichtung wird spéter
(in Lemma 2.3.2) gezeigt.
(ii): Da fiir @ < A < Q bereits o <§ A folgt, gilt:

Av={¢|¢e [ A} =1l €€ ﬂA(A(»};) ) Aa-

a<gk a<A a<A

Zu (iii): Mit (i) ist wieder A A, = {£ ] & € [) A(Aa)}. Da aber alle vor-
a< a<§
kommenden ¢ € Eps sind, und somit £* = £ gilt, ist diese Menge = {£ | £ €
N, At} = Ao,

a<gQ
(iv)—(vi) haben alle dieselbe Beweisidee. Wir zeigen nur (iv):

Anra=1{¢l€€ [ AU} 5 {€1€€ [ AM)AEE [ Alnial}

a<gQ+Q a<é a<é

={¢l¢e ﬂ A(Aq+a)} a a%QAQ+a~

a<é

2.2 Das Verfahren ohne kritische Regel

Wir fithren nun den angekiindigten halbformalen Kalkiil ein. Man sieht leicht,
daB die Regeln (noch) symmetrisch sind. Die Schnittelimination bereitet also
keine Probleme: Komplizierte Schnitte werden durch einfachere ersetzt. Ent-
scheidend ist dabei das Reduktionslemma 2.2.8.

2.2.1 Definition. Wir ordnen Formeln wie folgt einen Rang rk zu:
e 1k(F') =0 fiir Ap—Formeln F.
o rk(Ag A Ay) =rk(A4p V A1) = max{rk(Ay),rk(A;)} + 1.
o 1k(Va F(x)) = rk(3z F(z)) = rk(F) + 1.

Ist T eine endliche Formelmenge, so bezeichnen wir mit par(T") die Menge der
(L-Rénge der) Parameter in T

Bemerkung. Mit obiger Definition haben IT;— und X;—Formeln den Rang k.

2.2.2 Definition. Sei I' eine endliche Formelmenge mit par(I') < 5. Dann
gelte

(Ax)  Fallses ein p € I'N Ap gibt mit L = ¢, so }% T fiir alle «, k.
(M) Falls v }% I, A; und o; <7 a fiir i = 0,1, so auch }% I AgANA;y.
(V) V%F,Aimitai<§ozfﬁreinie{O,l}:>*y}%F,AO\/A1.

Ay . " ..
(V) ~,b ]L I [, F(b) mit app <7, afiiralleb € Lo = v }% T, VzF(x).
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) v, bo }% L', F(bo) mit g <% a sowie by < pAa[7]
«
=7 }? T, 3zF(x).
(cut)  Falls rk(C) < k und 7o }% [, (=)C mit ap < a sowie
Yo < pAq[7], so auch ~ }% .

Dabei bezeichne }% T, (=)C die beiden Herleitungen ~ }% I, C und vy }% r, =C.

Ausdriicke der Art ,v,b b ...“ sind wohlwollend zu lesen als ,,y U {|b|} F ...%.
Formeln von der Gestalt 3z¢ oder ¢g V 1 werden ,vom \/-Typ“ genannt wer-
den, die entsprechenden Negationen ,vom A-Typ*“.

2.2.3 Definition. Diejenigen Formeln, die explizit in der Konklusion eines
Schlusses angezeigt werden, heilen Hauptformeln des letzten Schlusses, die ex-
plizit in den Préamissen erwéhnten Formeln Nebenformeln und alle {ibrigen Sei-
tenformeln. (Man beachte, dafl eine Formel gleichzeitig Haupt- und Seitenformel
sein kann!)

Leicht beweist sich das niitzliche Monotonielemma.;

2.2.4 Lemma. Seien k < k', v <v', a <!, o’ und par(A) <+'. Dann gilt

’y’%F = ’y'}%:F,A.

Beweis. Wir machen eine Herleitungsinduktion. In fast allen Fillen folgt die
Behauptung sofort aus der IV zusammen mit der Tatsache, daB aus ap <7 «
und den Voraussetzungen bereits ag <I, o’ folgt. Einzig in den Fillen eines
(3)— oder (cut)-Schlusses muBl man noch die Bedingung an das o (bzw. das
b) nachpriifen. Aber mit Lemma 2.1.3 weifl man A,/ [y'] C A[y] C Aqly] und
somit auch pAq [Y'] > pAaly)- O
Es folgt ein Vorgeschmack auf den schonsten Teil der Analyse (siehe auch die
Erlduterungen in Abschnitt 1.3).

2.2.5 Lemma. Falls }% T, so gilt As[y] E T, was heiffen soll, daf fiir jedes
& € Auly] auf Le die Disjunktion dber T' gilt.

Beweis. Man muf3 die Bedingungen an , X = I'“ aus der Forderung auf Seite 8
nachrechnen und erledigt dies mit einer Herleitungsinduktion.

Der Fall (Ax) ist sofort klar wegen der Parameterbeschrinkung und Absolutheit
von Ap—Formeln.

Im Falle (A) liefert die IV (mit Lemma 2.2.4)

Ao, ET, A fiir i =0,1.

Aaly] C Aa,[7] folgt aber schon aus Lemma 2.1.3, was die Behauptung ergibt.
Der (V)-Fall verlduft analog.
Wirklich spannend ist der (V)-Fall: Man hat als IV

Ao 7,0 E T, F(b)  fiir alle b € Lo.

Sei @ := |b|. Dann ist zu zeigen, daf

Aapl € A Aaybfl= (€] €< () Aa, [y}

n<§
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Seien dazu also v < £ € () A(As) und 1 < £ gegeben. Zu zeigen ist, dafl
5<Za

£ € Aa,[v:m]. &€ > v Un sind Voraussetzungen. Analog zu Lemma 2.1.3 folgt

auch schon

*

W <q.n

und damit § € A(Aq,) C Aq,-
Zum (3)-Fall: Wir haben zu zeigen, dafl A, [y] C Aq,[7, b] ist. Wegen der Vor-
aussetzung b < pA,[7y] gilt aber

Aah%:Aath

und mit Lemma 2.1.3 folgt An[y] C A7, b]-
Der (cut)-Fall wird mit demselben Argument erledigt. O

a:>a7,<ga

Das folgende Lemma wird zwar nirgendwo gebraucht, soll aber die Natiirlichkeit
des Kalkiils verdeutlichen.

2.2.6 Lemma. Sei C eine falsche Ag—Formel (d.h. L}~ C). Dann gilt
y }% ¢ = ~ }% r.

Beweis. Die einzigen Schwierigkeiten konnten bei den Quantorenschliissen auf-
treten. Wir betrachten exemplarisch den (V)-Fall. Hier hatte man (mit C' =
(Vz € a) Cy(x)) schlimmstenfalls

1O LT, €, (be a— Co(b)),

woraus die IV schnell

Y0 LT, (b€ a— Co(h)

macht. Nun gibt es ein by mit L = by € a A ~Cy(by), da ja C eine falsche
Ag—Formel war. Erneute Anwendung der IV liefert nun

A)p
r}/)bo |kO‘ F7

und wegen |by| < |a] < « folgt die Behauptung. Lieffe man die Beschrinkung
auf Ap—Formeln weg, so kénnte man die Beweisfithrung an dieser Stelle nicht
mehr retten, da ea kein a gébe, das den Parameter by auffiangt! O

Bevor wir mit der Schnittelimination beginnen, wollen wir kurz {iberlegen, wel-
ches Ziel wir anstreben. Da wir fiir ' € ¥; aus vy }% F auf Lo, = F fiir ein

[ € N schlieflen mochten, miissen wir an dieser Stelle Lemma 2.2.4 anwenden.
Dies ist aber wegen € = () nur moglich mit o* = (. Also muB es Ziel sowohl der
Schnittelimination als auch der Einbettung sein, keine Parameter zu erzeugen.
Wir bereiten nun die Reduktion vor und beginnen mit dem Inversionslemma:

2.2.7 Lemma. FEs gilt

() YFET AgA Ay = 4 [T, 4y fiiri=0,1,

(i) ~ }% T, VzF(z) = ~,b }% T, F(b)  fir alleb € Lq.
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Beweis. Jeweils per Herleitungsinduktion.

Zu (i): War Ay A A; ein Axiom, d.h. L = Ag A A1, so mufl auch L = A4;
gelten und somit die Behauptung. Wurde Ag A A; im letzten Schritt mittels (A)
erschlossen, so war die Voraussetzung (evtl. mit 2.2.4)

7[5 T Ao A Ay, A
Man wendet zuerst die IV an, um
15T A

zu erhalten und schlieft nun mit Lemma 2.2.4. War Ag A A; nicht die Haupt-
formel des letzten Schlusses, so folgt die Behauptung sofort aus der Induktions-
voraussetzung.

Zu (ii): Die Argumentation dndert sich nicht. War VzF(x) ein Axiom, so gilt
bereits L = T, F(b) fiir alle b € Lg und mithin ~,b }% T, F(b). Wurde die

Formel per (V) erschlossen, so hatte man
7,0 [ T, VaF (x), F(b)

und nach Anwendung der IV erreicht man wieder mittels Abschwiichung (2.2.4)
die Behauptung. O

2.2.8 Lemma (Reduktion). Falls y }% I, C und ~ }% A, =C, so folgt

v }Lﬁﬁ L, A,
falls tk(C) = k > 0 ist.

Beweis. Sei ohne Einschriankung —C vom \/-Typ. Dann verlduft der Beweis mit
Induktion nach g.

Im Axiomfall war die wahre Primformel schon € A (da ja rk(C) > 0) und somit
folgt die Behauptung sofort (Lemma 2.2.4).

War —C' nicht die Hauptformel des letzten Schlusses, so kann man einfach die
IV anwenden und danach denselben Schlufl wiederholen.

Sei also C = —Ag V -A; die Hauptformel des letzten Schlusses. Dann hat-

te man als Voraussetzung ~y }% A, =C, —A; fir ein i. Die IV liefert nun
y }% I, A, ~A;. Wendet man Inversion (2.2.7) auf die Herleitung von

I', Ag A Ay an, so erhilt man }%ﬁo I, A, A;. Damit ergibt ein (cut) (der

Rang von A; ist kleiner als k!) die Behauptung.
Zum (3)-Fall: Sei C' = Fx—Cy(z) die HF des letzten Schlusses. Man hatte also

v, b }% A, =C, =Cy(b) fiir ein b, das die entsprechenden Bedingungen erfiillt.
Die IV ergibt v,b ’%ﬂo T, A, =Cy(b). Inversion liefert nun — angewandt auf

die Herleitung der A-Formel — ~,b }# I, A, Cy(b). Da die Bedingung

b < pAaxs[y] nach Voraussetzung erfiillt ist, folgt mit einem (cut) wieder die
Behauptung. O
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Nun sind wir in der Lage, die Schnittelimination zu beweisen.

2.2.9 Satz (Schnittelimination). Sei k > 0. Dann gilt
o w
et = T

Beweis. Herleitungsinduktion. War der letzte Schluf} kein (cut), so braucht man
nur die IV anzuwenden. Im Falle eines Schnitts mufl man zur Trickkiste greifen:

Man hatte 7o 20_|_ T T, (=)C und erhilt v }WT% T, (=)C.
Fall 1: rk(C) < k. Dann geniigt ein einfacher Schnitt.
(XO . . .
Fall 2: rk(C) = k. Reduktion ergibt o }WTQ I'. Hier wiirde man gerne

eine Abschwiichung (Lemma 2.2.4) anwenden, da aber i.a. v < 7 ist, bringt
dies keinen Erfolg. Aber zum Gliick ist noch genug Platz, um einen Schnitt
durchzufiihren (an einer (negierten) Primformel, hinzugefiigt mit Lemma 2.2.4).
Dieser Trick fiihrt zum Ziel. O

Sei jetzt

wo(a) =«

wi ()

w(k_,_l)(oz) =w .
Dann folgt

2.2.10 Korollar. FEs gilt

o wi(a)
7}7m+kr = TIm r.

2.3 Die Hinzunahme der Ref-Regel

Wir fithren nun die kritische Reflexionsregel in unseren halbformalen Kalkiil ein.
Sei ¢(a@) € 11, (Parameter sind natiirlich erlaubt) und ap <% «. Dann hat die
Regel die folgende Gestalt:

()
4,36 Fel@)

(IL,,—Ref)

“

wobei wir hier wieder ,,z = ¢(&@)“ als Kurzschreibweise fiir
z#DAtran(z) Nd € 2z A p(a)?

lesen.
Zur Veranschaulichung ein Bild:
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Parameter von ¢

Um die Natur dieser Regel zu erkldren, zuerst folgende

Bemerkung. Fiir Axiome der Gestalt ,A — B*“ (wir denken an Reflexionsaxiome
der Gestalt ¢ — 3z (2 = ¢)) sind das Axiomenschema T + (A — B) und das
Regelschema

T+ — (so etwas liegt vor !)

dquivalent.

Zum Beweis mufl man sich nur die Riickrichtung iiberlegen. —=A, A kann man
per Tautologie herleiten und als Anwendung der Regel auch -4, B, d.h. A — B.
Ohne Nebenformeln ist diese Aussage falsch. O

Reflexionsregeln machen komplizierte (II,,,—)Formeln einfach (zu ¥;-Formeln).
Somit werden bei der Berechnung des kleinsten ¥;—Modells mehr Formeln be-
trachtet, und das Modell wéchst entsprechend bei wachsenden m.

Es ist nun an der Zeit, das Aussehen der Ausdiinnoperationen (und damit auch
den Zusammenhang mit der Reflexionsstéirke) zu verraten.

2.3.1 Definition. Zur Theorie IT,,—Ref sei die Ausdiinnoperation A™ wie folgt
definiert
ac A™M(X) <<= «ist E,,-reflektierend auf X.

Da im Zusammenhang immer klar ist, welche Operation gemeint ist, lassen wir
das m in A™ weiterhin oft weg.

Bemerkung. Mit dieser Definition folgt die Monotonie von A:
XCY = AX)CA[).

Wir sind damit in der Lage, die geforderte Ausdiinneigenschaft der Operatoren
A zu beweisen.
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2.3.2 Lemma. Fiir alle o gilt
(i) A(Aq) C Aa. (C)
(ii)) A(Aq) = Aati-

Bewets. Induktion nach a.
Beim Induktionsanfang o = 0 muf man fiir (i) folgende Uberlegungen anstellen:
Fiir m > 3 ist £ genau dann X,,,—reflektierend, wenn es 3,,,—reflektierend auf Eps
ist, da die Aussage ,,ich bin abgeschlossen unter w “ eine IIs—Formel ist. Also ist
in diesen Fillen Eps C A;. Fiir m = 2 iiberlegt man sich (geméifl Lemma 1.2.8),
dafl das Supremum einer Menge von Epsilon-Zahlen wieder eine solche ist. Fiir
(ii) ist dies die Definition.
Zum Nachfolgerfall « = § + 1. In (i) schliefit man mit der Monotonie: A(Agt1) =
A(A(Ag)) und Agt1 = A(Ag) jeweils mit der IV. In (ii) sei 7 € A(Apy1). Zu
zeigen ist

meAg={{1¢e [] A}

§<gp+2

Ist dabei 6 = B+ 1, so ist dies die Voraussetzung. Ist andererseits 6 < 3+ 1, so
auch 6 <2 B8+ 1, und mit der IV 7 € Agy; folgt die Behauptung.

Der spannendste Fall ist @ = A € Lim: Zu (i) sei 7 also 3,,-reflektierend auf
{€]1¢¢€ ﬂ5<§AA5}. Sei weiter dy <2 X gegeben sowie ¢ € X, mit Ly | ¢.

Erweitere ¢ um den Parameter §5 zu ¢’, so dafl weiterhin L, = ¢ gilt (das geht
wegen ¢ < m*). Nach der Voraussetzung gibt es ein

g€ mA5

d<gA
mit L¢ = ¢, Aber dieses £ ist schon € Ag,, denn mit der Wahl von ¢’ bzw. £
gilt dg <g A. Fiir (ii) ist die Argumentation dieselbe wie im Nachfolgerfall. [

In Gedanken kann man also die Definition von A(X) ersetzen durch
A(X) ={¢ € X | £ ist 3,,—reflektierend auf X}.

Damit beweist sich die zweite wichtige Eigenschaft der A’s von selbst:

2.3.3 Lemma. Fiir eine Klasse X von Ordinalzahlen gilt

AX]) = AX)[]- (0

Beweis. ,C“: Wegen obiger Bemerkung ist ein & € A(X[y]) grofler als v, und
wegen der Monotonie von A folgt diese Richtung.

5 2% Sei & € A(X)[y]. Dann kann man «y als Parameter verwenden und somit
Reflexionspunkte in X[y] erzwingen. O

Bemerkung. Die Hierarchien (AF)zen sind echt aufsteigend, d. h. es ist u*(a) <
pl(1) fiir alle o, falls k& < [ gilt. Es ist nidmlich jedes ¢ € A} schon II;-
reflektierend, im Gegensatz zu allen ¢ € AF_ die kleiner als die kleinste IT;—
reflektierende sind.

Macht es eigentlich einen Unterschied, da3 wir von vorneherein nur Epsilon-
Zahlen, statt ganz ), betrachten (davon abgesehen, dafl die Technik einfach
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wird)? Die Antwort auf diese Frage ist vor allem fiir die Untersuchung der
Teilsysteme in Teil II wichtig, da man dort keine 2-Potenzen zu verschenken
hat. Fiir die Theorien II,,—Ref bzw. II,,—Ref™ + (II,—Fund) mit m > 3 lautet
sie auf jeden Fall Nein, denn schon in A; holen sich beide Ansétze wieder ein.
Im Falle TIo-Ref sei A/, definiert mit  als Startmenge. Dann zeigt man

Al ={¢| £ =w™ - B fiir ein 3 < Q},
Aq ={¢| ¢ € Eps},
IQk+1 C Aqr sowie
A/QZ(QM) c AQ[(Q’“)7
wobei hier Q;(Q%) := Q%" und Q;,1(Q%) := Q%) ist,
Dies geniigt, um spéter zu sehen, daf} sich die Ergebnisse nicht &ndern.
Das folgende Lemma bildet (zumindest im #sthetischen Sinne) das Kernstiick

von Kapitel 2. Man beachte, dafl es entscheidend ist, daf} die Seitenformeln
C II,,, sind.

2.3.4 Lemma (Reflexionslemma). Seien A, F C II,,,. Dann folgt aus X |=
A, F bereits
AX)EA 32 (z = F).

Beweis. Sei € A(X), d.h. 8 sei 3,,-reflektierend auf X. Angenommen, es gilt

Ls ¥~ 3z (2 = F). Dann ist insbesondere fiir alle § < 5 L¢ = F' (denn L?ﬁ = L¢
wegen 3 € Lim und Lemma 1.2.5 (ii)). Also gilt fiir alle { € BN X: L¢ = A.
Nehmen wir weiter an, es gilt auch Lg = A —=A. Da A A dquivalent zu einer
Y,,—Formel ist, gibt es ein £ € BN X, so dafl L = A -A, Widerspruch!

2.3.5 Lemma. FuollsT' C1Il,,, k < m und v }% T', so gilt

Aol T

Beweis. Gegeniiber Lemma 2.2.5 ist nur die Reflexionsregel hinzugekommen.
War der letzte Schlufy also eine Anwendung von (II,,—Ref), so galt

mit ' = A, 3z (z = F). Dann gibt die IV
AoV E A F.

Mit Lemma 2.3.4 folgt
A(Aao ) E A F,

woraus sich mit A(Aa,[7]) = A(Aag)[y] und Lemma 2.1.3 die Behauptung er-
gibt. O
2.4 Die Einbettung

Aufler der Reflexion bzw. der (A¢—Koll) lassen sich alle Axiome von II,,—Ref
wie gewohnt in den Grundkalkiil (also ohne Reflexionsregel) einbetten.

2.4.1 Lemma ((Paar), (Vm), (A¢y—Sep)).
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(i) 5 VaVy3z(z € zAy € z) (Paar)

T e

(ii) VadyVz € aVw € z(w € y)  (Vm)

(iii) 5 VaIyvz(z € y « 2z € x A p(z)) fir alle Ag—Formeln ¢ (Ag—Sep)

Tes

Beweis. (1): Mit (Ax) erhélt man a,b,c % a € cA\b € ctir ¢ = {a,b}. Ein

(3)-Schluf ergibt a,b % Jz(a € zAD € ), denn |¢| = max{|al,|b]} +1 <
wA[max{lal,|b|}], da A; nur Limes-Zahlen enthélt. Zwei (¥)-Schliisse ergeben
die Behauptung.

(ii):  Zu gegebenem a sei b = | Ja. Dann gilt wieder mit (Ax)

a.b |3 (V2 € a)(Yw € 2)(w € b). () liefert a |- Fy[(Vz € a)(Vw € 2)(w € )]
mit derselben Begriindung wie eben. Mit (V) folgt erneut das Gewiinschte.
(iii):  Seien a gegeben und b = {z € a | p(z)}. Man bekommt

(Ax) = a,b,c % cebeoceanp(c)
ga,b %Vz(z ebeozeanp(z))

4, % JyYVz(z € y < z € a A ¢(z)) mit demselben Argument wie oben
(:v)> Behauptung.

O

Jetzt kann man sich fragen, warum das Argument von (i)—(iii) nicht auch bei
der (Ap—Koll) zum Ziel fithrt. Dies liegt daran, dafi — im Gegensatz zu obi-
gem Lemma, wo das Existenzbeispiel jeweils schon in der néichsten Schicht der
konstruktiblen Welt erscheint — hier keine Aussage iiber den Zeugen getroffen
werden kann.

Wir bereiten nun die Einbettung der Fundierung vor.

2.4.2 Lemma (Tautologien). Es bedeute T =§:=x1 =11 A...Ax; = y; und
T #y:=-Z=1y. Dann gilt

2(rk(F) + 2 + i)

0 VIV [T # yV —F(Z,¢) v F(y, )],

¢
wobei €= c1,...,¢j.
Beweis. Wir zeigen zunéchst
oo 2rk(F) L, > - -
C7a7b’#a7§b,ﬁF(a,€),F(b,a (*)

mit Induktion nach dem Aufbau von F.

e tk(F) = 0, also F € Ag. Dann gilt L = @ # b, ~F(@, &), F(b, &) und somit
cab |} a+b~F(@.d.Fb.e).
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— F = FyV F,. Die IV liefert ¢,@,b = a# b, ~F,(@,7), F,(b, &),

woraus (V)-Schliisse

cab PRI Gy k@, P

ergeben (jeweils fiir ¢ = 0,1). Nun fiithrt ein (A)-Schlufl zusammen
mit der Tatsache, dal rk(F') = max{rk(Fp),rk(Fy1)}+1 ist, zum Ziel.

— F = 3zFy(x). Die IV gibt hier

e.z.a,b PRI G4 o Ryea,0, P b0,

worauf man zunéchst einen (3)-, dann einen (V)-Schluf anwendet,
um die Behauptung zu zeigen.

— Die tiibrigen Falle sind symmetrisch.
Damit ist () gezeigt. Vierfache Anwendung von (V) fiihrt zu

zab PUEIYR) G py @ v FE.9),

worauf noch 2¢ (V)-Schliisse anzuwenden sind. O

2.4.3 Lemma (Fundierung). Fir alle Formeln F und ¢ = c1,...,c; gilt

12 +2
RS [Bu((vy € 2) F(y,8) A ~F(2,8)] V Va F(z, )]
und somit
[LHTH2 vz (30 ((vy € @) F(y,2) A ~F (2, 2)] V Ve Pz, 2)].
Beweis. Zuerst zeigen wir

L wla| +2
éa 5

S [(Yy € @) F(y, &) A~F(a,)], F(a, ) (+)

=-Prog(F,c)

mit Ind(]a]). Gelte also (x) fiir alle b mit |b| < |a|. Dann folgt

G 2L prog(r,a), vy (y € a — Py, ), (x)

denn .
Fall 1: b ¢ a. Dann folgt ¢, b, a h b aV F(b, ).
Fall 2: b € a. Laut IV gilt &,b,a }% ~Prog(F, &), (b & aV F(b,d)),

es fithrt also ein (V)-Schlufl zum Ziel, damit gilt (sx).
Als Anwendung des Tautologielemmas 2.4.2 und des Monotonielemmas 2.2.4
erhélt man zudem

¢ a }# F(a,é’),—\F(a,é'),—\Prog(F,E'),
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woraus ein (A)-Schlufi mit (x*) ¢ a w|al)—|— L F(a,?),—Prog(F,¢),~F(a,c) A

Yy (y € a — F(y,¢)) macht. Daraus folgt mit (3) (x).
Von (*) aus kommt man mittels (V) zu

E’}% —Prog(F, ¢),Vx F(x, ).

Zweimal (V) und danach j—mal (V) ergeben nun die Behauptung. O

Die Axiome der II,,,—Reflexion lassen sich offenbar mit der (II,,—Ref)-Regel
einbetten.

Die Existenz einer unendlichen Menge folgt ebenfalls schon mit ITs—Reflexion:
Es gilt V23y (y = z U {z}). Wird diese Aussage auf eine Menge z reflektiert, so
muf diese unendlich sein.

AbschlieBend 148t sich sagen, daf es zu jedem Axiom Ax(¢) ein k € IN gibt mit

L Q+k
¢ P Ax(@).

Dabei ist anzumerken, dafl nur die Fundierungen die Herleitungslénge grofler
als €2 werden lassen.
Die Arbeit, die in Kapitel 2 geleistet wurde, 1i8t sich damit wie folgt formulieren:

2.4.4 Korollar. Sei A(5) C I1,,, eine Formelmenge mit I1,,—Ref = A(3) und
sei v = max(|3]). Dann gibt es ein a < eq41 mit a* =0, so daff

Aalr] = A(3).
Insbesondere ist fir A ={F} C ¥ nun |F| < peqi1.
Beweis. Einbettung, Schnittelimination (2.2.9) und Lemma 2.3.5. O

Zum Schlufl wollen wir noch anmerken, dafl man die durch die Schnitteliminati-
on erzeugten w—Tirme auch durch Q-Tiirme ersetzen kann. Dazu definiert man
in Analogie zu wg(a):
Qo(a) =«
Q1) (@) = Q).

2.4.5 Lemma. FEs gilt

(i) w2 ™ = Q2 fir alle o und damit

(i) w () =0 (Q°) fiir o, > 1.
Beweis. Zu (i): W = 20 = (W =9,
Zu (ii): Induktion nach I. Der Fall [ = 1 war gerade Teil (i). Im Schritt { ~ 1+ 1
hilft folgender Trick:

14+« a
waan (@) = W@ = M@
Def. v
QU1 @™ Qa1 @ Qa1 @
= w = w

o = (T) Q = Q1) (Q7).

2.4.6 Korollar. FEs gilt
wl(QkJrl) _ Ql(Qk)

fir alle k,1 > 1.
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3 Der Wohlordnungsbeweis

In diesem Kapitel wollen wir die Schérfe der in Kapitel 2 erhaltenen oberen
Schranken nachweisen. Ziel ist also der Beweis von

’ L, —Refls, > peat ‘

Um in der Theorie (bzw. in einem beliebigen Modell selbiger) iiber alle Ordinal-
zahlen < £y sprechen zu kénnen, mufl man diese (und eine , kleiner“-Relation
<) zuerst geeignet codieren. Der Trick besteht dann darin, mit transfiniter In-
duktion nach < alle A; (wobei ¢ eine Ordinalzahl < £ 41 darstellt) als nichtleer
nachzuweisen (das geschieht in Abschnitt 3.2). Dazu muf} die transfinite Induk-
tion mindestens eine Linge ¢t haben. Der Beweis, das dies fiir jedes ¢ moglich
ist, ist das Thema von Abschnitt 3.1.

Wir sind dabei gezwungen, die neuen Definitionen und Konstruktionen inner-
halb der jeweiligen Theorie zu rechtfertigen. Das wesentliche Hilfsmittel dabei
ist der ¥-Rekursionssatz (vgl. [Ba75, II 6.4]). Dieser erlaubt es uns zum Bei-
spiel, ¥-Funktionszeichen fiir die gewohnlichen Rechenoperationen (wie +,#
etc.) einzufiihren.

3.1 Herleitung der Transfiniten Induktion

Dies ist nur ein Hilfsabschnitt. Das angestrebte Ergebnis in 3.2, die Totalitét
der Kollabierungsfunktion innerhalb unserer Theorie zu beweisen, benotigt al-
lerdings Transfinite Induktion (iiber IL,,—Formeln). Thr formaler Beweis bis zu
moglichst groflen Ordinalzahlen steht also im Mittelpunkt dieses Abschnittes.
Grob gesagt verlduft alles wie bei einer Analyse von PA (wie z. B. in [Poh89]).
Die Techniken in diesem Abschnitt entstammen [Ra92].

In der Folge bezeichnet (.,.) das geordnete Paar zweier Mengen.

3.1.1 Definition. Wir definieren simultan die Klasse OR, die die Ordinalzahlen
unterhalb £g41 darstellen soll, und ein dazu gehérendes <.

e 0 cOR

e Falls 1 <k, ay,...,a € On\ {0}, s1,...,8, € ORund s <--- <781, s0
ist auch

Qo @ - ® Q% ay, == (k, (s1,01), ..., (sk,az)) € OR

e Falls s € OR\ {0}, so ist 0 < s.

e Seien s = Q%1 & B %y, € OR und ¢ = Qslﬂl BB Qslﬁl € OR.
Es gilt s <t genau dann ,wenn
— k<lund s; =t; fir 1 <i<koder
— es ein p < k,[ gibt, so dafl
x g;=t; und a; = G; fiir 1 <7 < p und

* entweder s, <t, oder s, =t, und a;, < 3,.
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Wir wollen nun zeigen, dafl diese Definitionen bereits in IIo,—Ref A—Relations-
zeichen ergeben. Dazu bedienen wir uns des folgenden Satzes iiber Rekursion
entlang wohlfundierter Relationen (eine Folgerung aus dem 2. Rekursionssatz),
vgl. [Ba75, V 2.3 und V 3.1].

3.1.2 Satz. Sei z zuldssig und p eine z—rekursive Funktion. Sei weiter fiir y €
dom(p) definiert
r<y <= x€p(y).

Bezeichne nun W(=<) den wohlfundierten Teil von <. Ist G eine totale 2-stellige
z-rekursive Funktion, so gibt es ein z-rekursives F' mit dom(F) = W(<), so

dajs
F(x) =Gz, {(y, F'(y)) |y = z})

fir alle x € W(=) gilt.

Fiir unsere Anwendung definieren wir die Funktion p wie folgt:

p((yo, 1)) = a <360, 51,7, A [Bi = tk(y;) Ay = Bo # 1 A A =LA
(Vo € a)(Fzo, 21 € )3ag, 1,6
(z = (zo, 1) Ay =1k(2) Ad =g # a1 NS <7))A
((Vx,xo,wl,ao,al,é €A
((z = (zo,m1) Ny =1k(2;) A6 = qp # a1 AS <) =z € a))].
Dabei sind Zeichen wie # (natiirliche Summe) oder rk (der L-Rang) mit dem -

Rekursionssatz definiert, so dafl p tatséchlich einen >-Graphen hat. Die etwas
verschliisselte Bedeutung von p ist

(xo,z1) € p({yo, 1)) == rk(zo) # rk(71) < rk(y0) # rk(y1)-

Man erkennt damit < als wohlfundiert.
Unser Ziel ist es, xyor und x4 als X-Funktionszeichen zu etablieren. Dazu wen-
den wir Satz 3.1.2 auf das soeben definierte < an, um ein F' mit

F(<Svt>) = <XOR(8)7X<1(87t)>

zu erhalten. Aus Lesbarkeitsgriinden zuvor zwei Abkiirzungen.
Zu s,t # 0 seien T = TC(t), S = TC(s), T = Seqr und 8 = Seqg, wobei
TC(a) den transitiven Abschlufl der Menge a und Seq, die Menge der endlichen
Sequenzen iiber a bezeichnet. Dann bedeuten
Term(t) =(3t, ..., tg, a1,..., a5 € T)(In € w)(Is € 8)(
(F({t1,0)))o = -+ = (F((t5,0)))o = 1A
lh(s) =n+1A(s)o=nA(s); = (t;,) As =)

sowie
kleiner(s, t) = [Ih(s) < Ih(t) A (Vi < Ih(s))((s); = (t);)]
J

) )
v [(37 < 1h(s), (D) [(¥ < 3) (()s = (£):)A
((F({(s5)0, (t))o)))1 =1V ((s5)0 = (tj)o A (s5)1 < (tj)1))]]
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Jetzt kann man F' durch folgende Rekursion definieren:

(1,0) fiirs,t=0
(1,0) falls s=0,t# 0 und

ATIT(T = TC(t) AT = Seqp A = Term(t))
(1,1) falls s=0,t+# 0 und

ITIT(T = TC(t) AT = Seqp A Term(t))

(0,0) falls s £0,¢t=0 und
3538(S = TC(s) A 8 = Seqg A —Term(s))

F({s,t)) =1 (1,0) falls s #0, t =0 und
3538(S = TC(s) A 8§ = Seqg A Term(s))

(0,0) falls s,t # 0 und (F((s,0)))g =0
(1,0) falls s,t # 0 und (F((s,0)))o = 1 A (F({¢,0)))o =0
(1,0y falls s,t # 0 und (F((s,0)))o = 1A

(F((t,0)))0 = 1 A —kleiner(s, t

(1,1) falls s,t # 0 und (F({s,0)))o = 1A
(F((t,0)))0 = 1 AXKleiner(s, t)

Dabei wurde nur auf erlaubte Terme zuriickgegriffen, mit obigem Satz kénnen
wir also F als ¥-Funktionszeichen (und somit OR und < als A-Relationszeichen)
in unsere Sprache aufnehmen.

3.1.3 Definition.
(i) 1:=0°, Q:=0Ql1
(ii) Wir definieren s + ¢t fiir s, € OR durch folgende Rekursion:
e s+0:=sund0+s:=3s

e Seien s = Q%11 @BV apund t = Q1 B &--- B F mit 1 < k, L.
Falls s1 <1ty ist, setze s +t := t. Sei anderenfalls p der grofite Index
< k mit ¢t; < sp,. Setze dann

— s+t = Q@ @D, 1 BN (ap+51) B[y - BO S,
falls s, = t; ist, oder

— s+t =0 @O Wra, QN B ® OIS, falls £y s,
(iii) Definiere Q°0 := 0 und & := Qa.

Bemerkung. Die Strukturen (OR,<1,4) und (eq41,<,+) sind kanonisch iso-
morph.

Dies sieht man z. B. dadurch, dal man o < €q41 in Normalform zur Basis )
entwickelt.

Sei Prog” (<1, A) die Formel
Vs [(w Q) A(t) — (vt <as+QF) At)] .
3.1.4 Lemma. Fs gilt
II,, Ref - Prog(<1, A) — Prog'(<, A)

fiir alle Formeln A.
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Beweis. Offenbar ist Prog” (<, A) #quivalent zu Prog(<, A). Gelte also
Prog(<1, A) und (Vt <1s) A(t). Sei B(a) = (Vt <15+ Q%) A(t). Mit Induktion
nach « zeigen wir B(«). Gelte dazu also (V3 < «) B(3). B(0) gilt offensichtlich.

Falls a € Lim, so gibt es zu jedem t<1s+Q% ein [ < a mit t<154+0°3, und somit
kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden. Sei also a = § + 1. Dann gilt
(Vt <15+ Q0B) A(t). Mit ProgOAerhiilt man (V¢ s+ Qoﬁ + Q09 A(t), also B(a).
Da es aber zu jedem t <15 + Q! ein o mit ¢t <1 s + Q% gibt, folgt daraus die
Behauptung. O

Sei OT die kleinste Teilmenge von OR, die 0 und 1 enthilt und abgeschlossen
ist unter der Regel:

Wenn s = Q% ay @ -+ ® Q% ay, ist und s1,. .., sk, Q1,...,60; € OT,
so ist auch s € OT.

Dann ist jedes p € OT (wieder mit einem einfachen Rekursionsargument) A-
definierbar in KP~ 4 (IIo—Fund). Also kann man jedes dieser p als Konstante
auffassen. Bezeichnen wir nun mit

TI(t, F)
die transfinite Induktion fiir Formeln F' € F bis zu ¢, also
Prog(<, F) — (Vs < t)F(s),
so erhalten wir folgendes

3.1.5 Korollar. FEs gilt
IT,, Ref - TI(Q', 11;,)

fiir jedes k € IN.

Beweis. Sei A € Il Setze s = 0 in der Formel Prog'(<, A) aus Lemma 3.1.4.
O

3.1.6 Lemma. Flir jedes k € N und p € OT gilt
I, Ref + TI(p, ) 11) F TIQP, TT;,).
Beweis. Der Beweis wird spéter unter verschiirften Bedingungen (eingeschrink-

ter Fundierung) gefiihrt, deswegen verweisen wir auf 5.1.3. O

Sei Qo(t) := t und Q(H_l)(t) ;= Q%M in Analogie zu frither definiert. Dann
erhdlt man

3.1.7 Korollar.
IT,,-Ref - TI(Qx(QY), 1))

fiir alle k,1 € N.

Beweis. Lemmata 3.1.4 und 3.1.6.

Wir haben somit transfinite Induktion fiir alle erststufigen Formeln bis zu einem
beliebig grofien Punkt unterhalb £g,1 bewiesen.
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3.2 A, # 0 fiir beliebig grofie s

In diesem Abschnitt wollen wir in der Theorie II,,—Ref zeigen, dafl fiir alle
a < gqy1 (bzw. deren Codierungen) die Menge A,, nichtleer ist. Natiirlich bildet
eine Induktion nach a den Rahmen des Beweises. Die Frage ist allerdings, wie
man die Induktion formuliert: Einzig die Voraussetzung ,,A¢ # 0 fiir alle £ < o
geniigt leider nicht. Stattdessen fithren wir folgenden Begriff ein:

3.2.1 Definition. Eine Menge X von Ordinalzahlen < 2 heifle m—schin, falls
o X ist X-definierbar und
e X ist X,,—reflektierend, in Zeichen ¥,,[X]..
Dabei gilt ¥,,,[X], falls fiir jedes ¢ € &, gilt
I, Ref- " — (3Ir € X)L, = ¢.

(Dabei ist zu beachten, da o™ in derselben Komplexititsklasse wie ¢ liegt.)
Hat man erst einmal alle A, mit o < €41 als m—schoén nachgewiesen, so folgt,
dafl diese auch nichtleer sind, denn wahre 3,,—Formeln findet man immer. Im
folgenden sind wir also gezwungen, innerhalb der Theorien bzw. deren Modellen
von Formeln, Erfiillbarkeit etc. zu sprechen. Fiir die Grundlagen dazu sei auf
[Dev84] verwiesen. Nur in der Schreibweise werden wir etwas abweichen: Men-
gen, die Formeln codieren, werden mit "¢ ' usw. bezeichnet. Von besonderer
Bedeutung ist dieser Sachverhalt:

3.2.2 Satz. Firk > 1 gibt es (in einer einfachen Basismengenlehre) eine ¥y —
Formel Saty, , die die Erfillbarkeit fir X,—Formeln ausdriickt, d. h. es gilt fiir
€ X

Y Satzk ('—g&—').

Analoges ist damit auch fir Il wahr.

Beweis. Wir bewegen uns jetzt in dieser Basismengenlehre und zitieren [Dev84,
1 9.10], um einzusehen, dafl die Formel Sat(u, ¢™) > u = ¢ in die Klasse Ay
féllt. Dann koénnen wir definieren

Saty, ("Fzpo(x,d)7) < Ib(Ja € b) [a@ € b A Sat(b, "po(a, d))],

wobei wir Funktion, die "Jzpg(x,d)™ in "¢o(a, )" umrechnet, unterschlagen
diirfen, da sie mit einfachen Mitteln zu definieren ist.
Fiir II; erhalt man damit

Satm, ("Vazpo(x,d)?) < —Saty, ("Fz—pe(z, @)7).
Dieses Verfahren 148t sich entlang der arithmetischen Hierarchie fortsetzen, z. B.
gilt
Saty, ("3aVypo(x,y,d@)") < JaSatn, ("Vyeo(a, y, @)").
Zu einem Term ¢ € OR wollen wir nun t* wie folgt definieren:
t"=a <<= a=sup{f|&eTC()AE e Eps}.

Damit ist dann auch die Relation <? als Abkiirzung erklért.
Wir kénnen nun die erste Bedingung an ,,m—schén“ nachweisen:
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3.2.3 Satz. Es ist As uniform Y—definierbar fiir alle s € OR, genauer gibt es
eine X—-Formel ¢ 4 mit

(€A, = pals9)
Beweis. Wir mochten wieder Satz 3.1.2 anwenden, um ein entsprechendes F
mit

F(s,§) << ¢&€A,
zu erhalten. Bei der Definition von ,,§ € A¢“ erkennt man, dafl fir { < £ auf

alle Ay mit ¢ <9Z s zuriickgegriffen wird. Um das in der Voraussetzung des obigen
Satzes geforderte p geeignet zu definieren, miissen wir also gewéhrleisten, dafl

{t,0) < (5,§) < (t,¢) € p((5,8)) =t < sAC<E
gilt. Wir realisieren dies wie folgt:

p(x) = a < 3zo, 21,90, Y1,y ¢, B
x = {(xo,21) Nyo = x5 Ax1 € On Ay = x]A
y=yoUy Ae=y" AE =LA
(V2" € a)(3z0, 21, 2)
(
(
(

= (20, ) Nz =25 Nzg <<z Az1 <1 Az <y))A

VZ' z0,21,2 € E)

(

z:<z0,zl>/\z:z8/\zo<1x0/\zl<x1/\z<y—>zEa))].

(An dieser Stelle wird die Bedeutung des *—Ansatzes klar: Er erméglicht es hier,
die entscheidenden Terme in einer Menge (F) aufzusammeln!)
Man erkennt < als wohlfundiert. Definieren wir nun

F(s,§)=1 «— [s=0A&¢€ Eps|V
[(Vt <g 5)(€ € A(AL))]

und losen die Abkiirzungen durch
(Vt<gs)A «— Jy[B=§"U(s"+1)
ANFVIZ(y=BTYAE=L,A(Vt€ E)(t<s— A))]
und
e AA) —— XX =L:ANMpeX)(Fmlg, (O)ANX =
= (A (Y =L AC<EANFRONY = 9)))]

auf, so erkennt man, dafi die Formel in der Tat ¥ ist und nur auf erlaubte F'(t, ¢)
bezug nimmt. O

Bemerkung. Es gilt
@A(Sag) g (SDA(&&))L-

Um auch die zweite Forderung zu erfiillen, mufl man sich etwas mehr anstrengen
und zunéchst einige Hilfssdtze beweisen.
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3.2.4 Lemma. Die Formeln
YnlX]  fir YS-definierbares X
und
Vt <18 BplAs]  mit Y—definierbaren Ay fir alle t < s

sind jeweils dquivalent zu einer 1L, —Formel.

Beweis.

S| X] <= VaVyVovzv A
[(y =Ly AFmly,, (z) AFrVar(z) = {v1,..., 06 }A
21,...,2x €y ASats, (/7))
— JoFw(w=LaAa€ X Aw = 1)]
Dabei sind alle Formeln bis auf Saty,, (z%/Z) (wobei die Schreibweise ,,z'/Zz“ das
Ersetzen der freien Variablen in 2’ durch 2z’ bedeuten soll) einfach (Ilp). Somit

ist die erste Formel als II,,, nachgewiesen.
Es folgt sofort die Aussage fiir die zweite Formel, da <1 € A ist. O

3.2.5 Lemma. Seirw € Eps. Aus t <2 s und s € L folgt schon L, =t < s.

Beweis. Sei t <% s, d.h. t 9 s sowie t* < 7* U (s* +1). Da s € L, folgt, da8

(s*+1) < 7* ist, also t* < 7* =T Damit hat man ¢t € L, und wegen <t € A
mTekEps
erhélt man L, =1 <s. O

Bemerkung. An dieser Stelle wiirde der Beweis mit ,,<** statt ,,<°“ scheitern:
Es ist 7 <. €2, aber natiirlich nicht 7 € L.

3.2.6 Lemma. L, = X,,[X] impliziert fir Y—-definierbares X bereits, daf§ ©
Y —reflektierend auf X ist, in Zeichen X7 [X].

Beweis. Klar, da X ja Y—definierbar ist. O

Fiir den Beweis von Satz 3.2.8 bendtigt man auflerdem den folgenden Sachver-
halt:

3.2.7 Lemma. Es gilt firk > 1
Saty, (T¢"7) <= Satpy, (T~

Beweis. Induktion nach dem Formelaufbau mit Hilfe der Definition des Sat—
Pradikates. O

Wir wollen jetzt zeigen, dafl zu jedem gegebenen k € IN gilt:
I1,, Ref - (Vs <1 Q(Q1) 2, [As).

Mit der zur Verfiigung stehenden TI(Qk(Ql), I1,,,) geniigt es, zu zeigen, daB fiir
festes s
II,,—Ref F (Yt < 5) X, [At] — Zin[As]

wahr ist. Um dies einzusehen, begeben wir uns in ein beliebiges Modell von
I1,,—Ref (und unterdriicken zusitzliche Parameter):
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3.2.8 Satz (Progressivitiitssatz). Wir befinden uns in einem beliebigen Mo-
dell der Theorie 11,,—Ref. Dann gilt

(Vt <1 8) S Ad] — Sl As).

Beweis. Gelte also (Vt < s) X, [A¢] und sei ¢ eine II,,_;—Formel mit
Satyr,, , ("™ 7). GemiB der Bemerkung zur Definition von ¢4 gilt dann auch

((VE <t'8) SpnlAs] A Satr, (")

=:x

Dann ist x € Il,,,. Eine Anwendung der II,,,—Reflexion ergibt also ein 7w mit

Lr E x,

also L, = ¢ und
L, = (Vt <) 2 [Ad.

Mit Lemma 3.2.5 (denn natiirlich ist s € L) folgt nun aus t <2 s schon L, =
t < s und somit t <2 s — L, E ¥,,[A¢]. Aus Lemma 3.2.6 erschlieft man die
Behauptung, da

T eA, = (Vt <, s) X7 [Adl.

O

Bemerkung. Mit demselben Beweis hitten wir auch zeigen konnen, dafl unter
denselben Voraussetzungen gilt

IL,,Ref - (Vs <1 Q (1)L, [As).

Dies ist aber erstens nicht notig, zweitens benttigt der Beweis II,,41-Fundie-
rung, und wir kénnten ihn bei der Analyse der Teilsysteme in Kapitel 5 nicht
wortlich iibernehmen.



Teil 1T
Theorien mit eingeschrankter
Fundierung

Wir betrachten nun die Theorien II,,,~Ref™ + (II,—Fund), es wird also das Fun-
dierungsschema eingeschriankt auf II,—Formeln. Dabei wollen wir stets n > 2
voraussetzen, um sinnvoll Mathematik betreiben zu kénnen. Zum Beweis des Y-
Rekursionssatzes geniigt z. B. II;-Fundierung nicht, man benétigt Fundierung
auch fiir ¥1-Formeln. Diese Theorien sind fiir den Fall n < m eher uninteres-
sant. Deshalb werden wir diese Félle jeweils in kleinen Abschnitten am Ende
der Kapitel betrachten. Es sei also bis auf weiteres m < n vorausgesetzt. Be-
merkenswert ist, dafy ¥,,~Fundierung ungleich schwieriger zu handhaben ist (fiir
n > 1 sind noch keine Ergebnisse bekannt). Die folgenden Techniken kénnen
durch Hinzunahme von N als Urelementmenge und Benutzung einer w—Regel
auch fiir eine Analyse von II,,,~Ref™ 4 (II,~Fund) + IND (das Schema der vollen
Induktion auf N) verwandt werden. Das korrekte Ergebnis kann man an den
folgenden ablesen, wenn man k durch wy ersetzt.

4 Schnittelimination

Um das Ergebnis vorwegzunehmen: Wir werden in diesem Kapitel

IIT,,—Ref™ + (II,,~Fund)|s, < :161]113I P (0 —m) (Qk)

beweisen. Warum bedarf es dazu neuer Techniken? Betrachten wir beispielswei-
se die Theorie II,,~Ref™ + (II,,—Fund) (es sei also m = n). Wendet man das
Verfahren aus Kapitel 2 an (und erlaubt nur II,,—Fundierung in Herleitungen),
so erhélt man nach dem Wegschneiden der Axiome in der Herleitung

= ﬁAXl,...,—'AXl,F

von dem X¥;-Satz F' etwa

Q+k p

m+4 "
Das Schnitteliminationsverfahren schraubt die Herleitungsldnge auf w4 (Q + k)
hoch, was leider grofier ist als jedes der oben geforderten ', Mit einem feineren
Ansatz kann man dieses Problem 16sen, die Idee und der gréfite Teil der Technik
stammt aus [Ra92]. Zuerst fithrt man einen formalen Kalkiil — K,,,, — ein, der es
erlaubt, Schnitte bis zum Rang n zu eliminieren. Dies geschieht in Abschnitt 4.1.
Das Problem dabei ist, dafl man das Fundierungsschema ein wenig verdrehen
mufl. Die Einbettung von K,,, in den urspriinglichen halbformalen Kalkiil, die

in Abschnitt 4.2 erfolgt, bereitet entsprechende Schwierigkeiten und benétigt
eine zusétzliche Forderung an die Herleitungen.

4.1 Der formale Kalkiil

Damit in diesem Abschnitt alles glatt durchgeht, mufl gewéihrleistet sein, daf3
die Konklusionen der nichtlogischen Regeln, also der II,,—Reflexion und der
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II,,~Fundierung, einen Rang < n besitzen. Damit auch in 4.2 nichts schiefgeht,
diirfen in der Herleitung einer Menge von 3f—Formeln (eine Definition folgt
bald) nur solche ¥* —Formeln auftreten, d. h. auch die Pramissen dieser nichtlo-
gischen Regeln miissen C 3} sein.

4.1.1 Definition (Der Kalkiil K,,,). Wir leiten endliche Formelmengen wie
folgt her:

o Axiome
(Log) A -A fir Ae Ay
(Ext) I'ya=bA A(a) — A(b) wieder fiir A € Ag
(Paar) INIz(acxAbex)
(Vm) I',3x(Vy € a)(Vz € y)(z € z)

(Ao—Sep)  T',3z[(Vy € a)(p(y) — y € x) A (Vy € z)(a € a A p(y))]
fiir eine Ap—Eigenschaft ¢

(FundAx) Fa#0— 3z eca)(Vyex)(y &a)
(Ue) Jz Lim(x)

o Logische Regeln

(/\) Kmn}—F,Az fﬁri:O,1:>Kmnl—F,A0/\a1
(\/) Kon F F,AZ fiir 7 € {0, 1} = Kpn F,AO V Ay
()  KpnFT,a€b— F(a) = Ko F T, (Va € b)F(z)

(V) Kpn F T, F(a) = Ky F T, V2 F(2)
(b3) KpnFT,a€bAF(a) = Kppn FT, (32 € b)F(x)
(3 Kpn F T, F(a) = Ky F T, 32F (1)
(cut) Ky bFIL,(5)C =K, FT
e Nicht-logische Regeln

(I1,-FR) Fir Fe Agund QZF € X,,_1:

Kin F T, 323y-QZ [ € a — F(z,y, 2)], QZF (a,b, 2)
Kon FT,QZF (¢, d, ?)

(IL,,-RefR)  Fiir F € ¥, —1:

Ko T, F(a)
Ko F 1,32 (2 = F(a)

Dabei sollen natiirlich die Variablenbedingungen erfiillt sein: Bei (V) und (bV)
darf das a nicht in T' auftreten, ebenso bei der (II,,~RefR). Die Variablen
a, b, c,d, die in der Fundierungsregel auftreten sollen auch alle neu sein.

Man erkennt die Symmetrie der Regeln
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so dafl in diesem Bereich die Schnittelimination keine Probleme bereitet. Bei
den nichtlogischen Regeln hat die Konklusion der Reflexion den Grad 1 und die
der Fundierung den Grad n — 1. Definiert man

2% =k
2?—&-1 = 22?3
so folgt daraus

4.1.2 Satz (Schnittelimination in K,,,,,). Fs gilt

k 2F
Kmn}mf = Kmn}ﬁl T.

Beweis. Trivial, da Formeln, die mit nichtlogischen Regeln erschlossen wurden,
auch weiterhin geschnitten werden diirfen. O

Um nun zu sehen, dal K,,, auch wirklich jedes Theorem von II,,—Ref™ +
(I1,,—Fund)beweist, miissen wir noch die II,,~Fundierung herleiten.

4.1.3 Lemma. K,,, - (II,—Fund).

Beweis. Sei also QZF (a, b, Z) eine X,,_1—Formel mit F' € Ag und a # b als neuen
freien Variablen. Elementar erhélt man

Kpn F (V2 € a)VyQZ F(z,y, 2), 32Ty—QZ [z € a — F(x,y, 2)].
Dies zusammen mit dem leicht beweisbaren
K F 3y-QZ F(a,y, 2), QZ F(a,b, 2)
ergibt per (A)-Schlufl
Kpn F P(a),323y-Q7 [z € a — F(z,y, 2)], Q7 F(a,b, 2)

mit P(a) = (Vz € a)VyQZ F(z,y, 2) A Jy—QZ F(a,y, 2).
Ein (3)-Schluf} liefert

Kpn b Ju P(u),323y—QZ [z € a — F(x,y,2)],QZ F(a,b, ).

Darauf kann man nun die (II,,~FundR) anwenden und erhélt nach zwei weiteren
(V)-Schliissen

Kon b Ju P(u), VuvyQZ F(z, y, Z).
Doppelte Anwendung von (V) ergibt die Behauptung. O

Damit man diesen Kalkiil in unseren eigentlichen, halbformalen einbetten kann
(die II,~FR macht Probleme!), miissen wir eine zusitzliche Forderung an die
Herleitungen in K,,,, stellen. Dazu nun die Terminologie:

4.1.4 Definition. Eine K,,,—Herleitung K,,,,, b T' heifle n—nett (in Zeichen
Kyn F* 1), falls

e der Schnittgrad der Herleitung < n ist und

e jede X,—Formel F, die in der Herleitung als Seitenformel auftritt, schon
e I ist.
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Die komplexeste Formel in der II,—Fundierungsregel ist ,3x3y—QZ [z € a —
F(z,y,2)]“. Formeln dieser Gestalt erhalten eine eigene Bezeichnung;:

4.1.5 Definition. Sei 3%,, die Menge der Formeln der Gestalt Jz3y F(x,y)
mit I € II,,_; sowie ¥} = 3%, UlJ,,, Zi U, ., TL U X,

An dieser Stelle wollen wir kurz auf den Unterschied zwischen II- und -
Fundierungen eingehen. Fundierungsschemata bieten eine (starke) Moglichkeit,
Allaussagen zu beweisen: Um die Aussage Vo F'(x) herzuleiten, nimmt man sich
einfach ein festes x und zeigt unter der Voraussetzung, daf fiir alle y € x bereits
F(y) gilt, F(z). Ist F dabei eine Formel, die mit einem Allquantor beginnt, so
fallen — sowohl in der Pramisse als auch in der Konklusion — zwei solche Quanto-
ren zusammen. Dadurch wird die Formelkomplexitit nicht wirklich erhéht (wie
wir sehen werden, bekommt man 3} -Formeln ganz gut in den Griff). Anders
ist die Lage, falls F' € ¥, ist: Der gleiche Ansatz ergibt sowohl in der Pramisse
als auch in der Konklusion, dafl die Formelkomplexitéit einfach zu grof ist.
Das besondere an n—netten Herleitungen ist nun, daf sie erlauben, Formeln vom
Typ 3%, zu reduzieren. Auflerdem bedeutet die n—Nettigkeit keine wirkliche
Einschrankung wie das folgende Lemma zeigt.

4.1.6 Lemma. Sei I' C X, A = {3z Fi(a1,21),..., 32k Fr(ag,2x)} C 2,
sowie A = {Fy1321 F1(y1,21), .-, 132k Fr(Yr, 21) }- Dann gilt

(i) Falls Ky F T, A, s0 gibt es eine n—nette Herleitung K, H* T, A'.
(ii) Falls Ky F T, so gibt es ein n—nettes Ky F* T

Beweis. (ii) ist offenbar eine direkte Konsequenz von (i).

Zu (i): Mit Satz 4.1.2 darf man einen Schnittgrad < n annehmen. Jetzt kommt
eine Herleitungsinduktion. Im Falle eines Axiomes I') A ist auch I" und somit
I', A’ eines, was eine n—nette Herleitung darstellt. Ist weder die Haupt- noch die
Nebenformel des letzten Schlusses ¥,,, so fithren die IV und derselbe Schluf3 zum
Ziel. War 3z F'(b, z) Nebenformel des letzten Schlusses, so muf} dies eine Anwen-
dung der (3)-Regel gewesen sein (ein Schnitt kann es aus Gradgriinden nicht
gewesen sein, und alles andere scheidet ohnehin aus). Also ist die Hauptformel
Jy3z F(y, z) € T, und man hatte K, F T(~{3y3z F(y, 2)}), AU {3z F(b,2)}.
Wir kénnen die IV anwenden um

Ko F* T(N{Fy32 F(y, 2)}), A" U {Fy3z F(y, 2)}

=TI,A/

zu erhalten.

Es bleibt der Fall, dafl 3z F(z) Hauptformel des letzten ((3)—)Schlusses war.
Dann findet man eine Herleitung K., - I'; A, F(a) von kleinerer Linge und so-
mit induktiv K,,,,, H* T, A’, F(a). Ein (3)-Schluf} ergibt eine n—nette Herleitung
von I', A, 3z F(x). War 3z F(z) € T, so ist man hier fertig, anderenfalls war
diese Formel in A, und ein weiterer Existenzschluf§ ergibt die Behauptung. Da
beide (3)—Schliisse direkt hintereinander ausgefiithrt wurden, bleibt die gesamte
Herleitung n—nett. O
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4.2 Die Einbettung in den infinitdren Kalkiil

Um nun die gewiinschten oberen Schranken zu erhalten, miissen wir den Begriff
der n—netten Herleitung auf unseren urspriinglichen infinitéren Kalkiil iibertra-
gen. Wir kénnen Definition 4.1.4 fast wortlich ibernehmen:

4.2.1 Definition. Wir nennen eine Herleitung -~ }% I’ n—nett (in Zeichen
y }%* ), falls
e der Schnittgrad der Herleitung < n ist und

e jede X,—Formel F, die in der Herleitung als Seitenformel auftritt, schon
F eT gilt.

Die folgenden Lemmata sind genauso leicht einzusehen wie ihre Vorgénger 2.2.4
und 2.2.7.

4.2.2 Lemma. FEs gilt
/
1T = A

firk <k <n,~y <+, a <’ o' und par(A) <.

Beweis. Da die n—Nettigkeit nur etwas von Formeln fordert, die nicht am Ende
der Herleitung dastehen, mufli man den Beweis von 2.2.4 nicht abédndern. O

4.2.3 Lemma. Fs gilt
v }% [\VeF(z) = b }% I, F(b)
fiir alle b € Lo (und natiirlich das Analogon fiir Formeln vom (A)-Typ, welches

wir aber nicht bendtigen).

Beweis. Trivial, da Ve F(x) ¢ %, ist. O

Wir kommen nun zum zentralen Hilfsmittel der Einbettung, dem verbesserten
Reduktionslemma. Dies ist die Stelle, fiir die man den Begriff der n—Nettigkeit
eingefiihrt hat.

4.2.4 Lemma. Sei C = 323y Cy(z,y) € IX,, sowie I'; A C X . Weiter gelte

~ }%* IC und ~v }g* A -C.

Dann kann man auch eine n—nette Herleitung

W}Lfﬁ*ﬂA

konstruieren.

Beweis. Induktion nach «. War C nicht die Hauptformel des letzten Schlusses,
so hilft die Induktionsvoraussetzung. Anderenfalls hatte man ~,b }%* Ty, D
mit Ty = T'(U{C}) und D = Ty Cy(b,y). Aus D ¢ T folgt mit der n—Nettigkeit
der Herleitung, dafl der letzte Schluf§ ein (3) war mit Hauptformel D — sonst
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ware D als 3,—Formel Seitenformel des letzten Schlusses, Widerspruch! Man
hatte also ein ay <7, . ao mit v,b,¢ }%* o, Co(b,c). Die IV liefert an dieser
Stelle

’}/,b,C }OZOTM* F0 N {C}7Aa00(b7 C).

Andererseits erhélt man aus der Voraussetzung mit Inversion (2.2.7) auch
’Y,b,C O‘O# ﬁ* A7"00(b7 C),

und aus diesen Herleitungen macht ein (cut) nun

V}Lﬁﬂ*A,F,

denn wir haben wegen |b| < pAq, bzw. || < pA,, auch schon |b, c| < puAqxs[7y]-
O

Den Abschufl des Abschnittes bildet der folgende Einbettungssatz, der obere
Schranken fiir die ¥1—Ordinalzahlen von Reflexionstheorien mit eingeschrénkter
Fundierung liefert.

4.2.5 Satz. Seil'(€) = {A1(€),...,Ai(€)} C Xf. Gelte Ky, H* T'(€). Dann gibt
es ein k > 0, so daff zu allen § € L ein v = |5] und eine n—nette Herleitung
QF .,
v }T I'(s)
ezistieren.

Beweis. Der spannende Fall tritt ein, wenn der letzte Schlul eine Anwendung
der Fundierungsregel war. Dann hatte man

Kmn }_* F/(ava‘ray _'Qg(x c€a— H(xvyagvéj)ngH(aabagvé)

exr

mit QZH € ¥,,_1 und I'(€) = I"(€) U{QZ H(c, d, Z, &) }. Seien nun 3, r,t beliebig.
Zur Vereinfachung fithren wir einige Abkiirzungen ein. Ab jetzt sei

X =T'(5)
D(r) =323y -QZ (v € r — H(z,y, 7,5))
E(r,t) = QZH(rt,Z%,39)

Die IV liefert dann also fiir alle r, ¢

k
v et FELe X D(r), B(r, 1) (1)
mit 7/ = |3]. Wir wollen nun induktiv zeigen, daf3

Qk‘owlT‘-‘rl

it "X, E(rt) ()

fiir alle r, ¢ gilt. Dazu werden wir unten

QFowlrl 4 6.
vt = X,=D(r) (2)



4.2 DIE EINBETTUNG IN DEN INFINITAREN KALKUL 43

herleiten, und auf (1) und (2) kann man die verbesserte Reduktion anwenden
(die entscheidende Stelle!) um

ko, ,|7| k
LML A W)

’y',r,t I
zu erhalten, woraus ({) folgt. Aus () folgt die Behauptung nun leicht mit
k.= k‘o + 1.

Es bleibt also noch (2) herzuleiten mit der Voraussetzung, da8 fiir alle ¢, 7’ mit
[r’| < |r| bereits
QkowlT/H'l .

- X, E(r't) (%)

vt
gilt.
Man kann sich leicht

Vv pit Bt p A ~E(r 1), B(p, 1) ()

erschlieflen. Schneidet man nun (%) und (*x), so ergibt sich

ko, +1

Q 14
’y/ar/ap7t }% )(7p7é TI7E(pat)

und somit auch

QOFkolrl + 2.
n

v, rp,t X, E(p,t),(Vz €7) (z # p). (i)

Eine weitere Abkiirzung: Sei
F(r,p,t)=QZ(p € r — H(p,t,Z,5)).

Folgende Herleitungen sind wieder elementar (man hangelt sich am Aufbau von
F entlang) zu beweisen:

Yorpt 5" Qe €)@ =p), F(r.p,t) (if)

und
7,7T7p3t }%* _‘E(p’ t)7F(r’p’ t)' (iil)

Aus (i), (ii) und (iii) 148t sich mit Hilfe von zwei Schnitten (die Formel E ist
Y-l

Qrowlrl 4 4,
Y. rp,t o X, F(r,p,t)

gewinnen. Zwei weitere Allschliisse ergeben schliefilich (2).

Man tiberlegt sich leicht, dafl die restlichen Axiome und Regeln keine Schwie-
rigkeiten bereiten (so sind z. B. die in Abschnitt 2.4 gezeigten Herleitungen alle
n-nett). O

Bemerkung. Wie man sieht war die Einschrankung auf ¥} -Formeln wichtig.
Ansonsten hitte man die verbesserte Reduktion nicht anwenden kénnen.

Wir haben damit folgenden Satz bewiesen:
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4.2.6 Satz. Es ist

[II,,—Ref™ + (II,—Fund)|s, < :16111% 12—y (2F).

Beweis. Sei A ein ¥1-Satz mit I1,,,~Ref” + (II,~Fund) - A. Dann gibt es ein
[ € N mit Ky, }%* A (4.1.3 und 4.1.2). Mit Satz 4.2.5 gibt es nun ein k € N,
so daf}

Ok,
F A

gilt. Nun bedient man sich der Schnitteliminationsmaschinerie aus Abschnitt 2,

um auch .
Qo (QFL
m

einzusehen. Nun aber kommt endlich Lemma 2.2.5 ins Spiel, um die Behauptung
zu erhalten. O

Fiir m < n koénnen wir sogar etwas mehr beweisen:

4.2.7 Korollar. Sei A C II,, mit I1,,~Ref™ + (II,,~Fund) - A. Dann gibt es
ein k € N, so dafs

QO Qk—l
(n m)( )* A
m
gilt.
Beweis. Klar, da I1,,, C X% . Fiir m = n scheitert diese Argumentation. O

4.3 Sehr wenig Fundierung

Wir kommen nun zu den Féllen, daf§ weniger Fundierung als Reflexion vorhan-
den ist. Dazu kénnen wir den infinitdren Kalkiil komplett vergessen, es reicht
K,nn aus. Allerdings ist hier die ¥;—-Analyse so unscharf, dafl der Anteil der
Fundierung, solange er zwischen 2 und m liegt, das Ergebnis nicht beeinflufit.

4.3.1 Satz. Es ist

[II,,—Ref™ + (II,,-Fund)|x, < sup pAy.
kew

Beweis. Wir nutzen wieder den Kalkiil K,,,, aus Abschnitt 4, um
I, Ref™ + (I, Fund) F 4 = Ky [ 4

zu erhalten. An dieser Stelle mufi man sich allerdings nicht mehr die Miihe
machen, eine Einbettung in den halbformalen Kalkiil zu beweisen, sondern kann
einfach auf das folgende Lemma verweisen. O

4.3.2 Lemma. Fulls K,,, }% A(g) fiir A(g) C II,, und freie Variablen g, s0

folgt
Arldl E A(@)  fiir alle € € Lg.



4.3 SEHR WENIG FUNDIERUNG 45

Beweis. Eine Herleitungsinduktion. Dabei sind die Axiome klar, da man sich
auf Epsilon-Zahlen befindet, die logischen Regeln folgen mit der IV, nur die Re-
flexionsregel bewirkt eine Ausdiinnung. Wir betrachten exemplarisch die span-
nendsten Fille:

(V):  Sei dazu A(b) = A'(b) U {VzF (b, z)}. Man hatte dann

k() s g
Kon }? A'(b), F(b,b)
und per IV auch
A, [C c] |E A'(@), F(éc) fiir alle ¢, ¢ € Lg.

Sei nun a € Ag[c] und ¢ € L, (also insbesondere |¢| < o und somit a € Ay, [, c]).
Dann folgt aber schon

Lo £ A(8), F(Z,0).
(3): Hier liefert die IV

A, [C c] |E A'(@), F(éc) fiir alle ¢, ¢ € Lg,

und fiir a € Ag[c] sei ¢ so klein gewéhlt, dal o € Ay, [¢, ¢] ist. Dann folgt nach
Voraussetzung wieder

L. = A'(@), F(@c).

(cut): Da der Rang der geschnittenen Formeln unterhalb von n liegt, kann man
direkt die IV anwenden.
(IT,,-RefR): analog zum Beweis von Lemma 2.2.5. O
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5 Der Wohlordnungsbeweis

Wir miissen uns in diesem Kapitel lediglich {iberlegen, daf} alles, was in Ka-
pitel 3 geschehen ist, schon mit eingeschrinkter Fundierung zu beweisen ist.
Hat man sich aber erst einmal davon iiberzeugt, dafl die zitierten Sétze (vor
allem die Rekursionssétze), in der Form, in der wir sie bendtigen, bereits mit
II,—Fundierung beweisbar sind, so sieht man, dafl man die Beweise aus Ab-
schnitt 3.1 wortlich iibernommen werden kénnen. Denn dort haben wir schon
auf die Formelkomplexitdt geachtet.

5.1 Die Herleitung der Transfiniten Induktion

Die Definitionen von ON ,<1 usw. konnen aus Abschnitt 3 ibernommen werden.
Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von 3.1.4.

5.1.1 Lemma. Sei A € II,,. Dann gilt
I1,, Ref~ + (I, Fund) F Prog(<1, A) — Prog®(<, A)

und somit
IT,, Ref™ 4 (I,~Fund) - TI(QF, A)
fiir alle k € N.

Beweis. Der Beweis verlauft formal mit Induktion nach &, wobei der Fall kK =0
klar ist und der Trick beim Induktionsschritt bereits im Beweis von Lemma 3.1.4
gezeigt wurde. Zusétzlich mufl man sich hier nur noch dem Problem der For-
melkomplexitit stellen. Im Falle k& ~ k + 1 sei wieder B(«) die Formel (Vt<1s+
QFa)A(t). Dann ist B(«) dquivalent zu einer IT,~Formel, und es geniigt erneut,
fiir festes a (VB8 < a)B() — B(a) zu zeigen. Im interessanten Fall o = v + 1
hat man nach Voraussetzung

(Vt <5+ QFy)A(t).
Eine Anwendung von Progk(<1, A) ergibt nun
(Vt <5+ QFy + Q) A(t),

also die Behauptung. O

Natiirlich kann man die Terme in OT wieder schén definieren. Im folgenden
sei also s € OT. Jetzt definiert man Prog®(<1, A) als Verallgemeinerung von
Prog®(<, A) durch

vr [(w ar) A(t) — (vt ar+ Q%) A(t)] .

Das folgende Hilfslemma ist etwas verwirrend:

5.1.2 Lemma. FEs sei A € I1,,. Dann gilt

IT,,—Ref™ + (II,,-Fund) - Prog(<, A) — Prog(<, Prog®(<, A))
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Beweis. Zuerst bemerkt man, dafl die Formel Prog®(<, A) eine II,,+1—Formel
ist. Gilt nun Prog(<i, A) und (Vs < s)Prog(<, Progs/(<1,A)), so unterscheiden
wir wieder die drei {iblichen Félle.

Fall 1: s = 0, aber Prog’ (<, A) ist dquivalent zu Prog(<, A).

Fall 2: s = s’ + 1. Sei r gegeben und gelte (Yt < 7)A(¢t). Zu zeigen ist (Vt <
4 Q%) A(t). Definiere B(a) := (Yt <7+ Q% a)A(t). Dann ist B dquivalent zu
einer II,~Formel. B(0) gilt wieder nach Voraussetzung. Weiter folgt B(5 + 1)

aus B(8) und Progsl(<17A). Fiir t <7+ Q% a und o € Lim gibts schon ein § < a
mit ¢ <17 + Q% B, so daB man (V3 < a)B(3) — B(a) erhilt.

Fall 3: s € Lim, d.h. s = Q%" +--- + Qs-fozj mit s; # 0 oder a; € Lim. Aber
auch dann existiert zu jedem t <1 r + Qf ein 8’ <'s mit t <7+ O und die IV
kann angewandt werden. O

Damit sind alle Vorbereitungen getroffen fiir das folgende
5.1.3 Lemma. Fiir festes p € OT gilt
I, Ref™ + (I, Fund) + TI(p, IL,.1) F TI(QP, 1L,,).

Beweis. Sei wieder A € II,,. Mit dem vorigen Lemma erschlieffen wir aus den
Voraussetzungen

I,, Ref™ + (II,~Fund) + TI(p,II,,;1) F Prog(<1, A) — (V¢ < p)Prog’ (<, A),
da ja (Vt < p)Prog’ (<, A) wieder eine II,,;-Formel ist. Mithin gilt auch per
Progressivitét von Prog® (<, A)

IL,,—Ref™ + (I,—Fund) + Tl(p, I,,41) - Prog(<i, A) — Prog? (<, A).
Setzt man in der Formel Prog? (<1, A) = Vr [(Vt < 7r)A(t) — (Vt Qr + QP)A(t)]
nun r = 0, so erhilt man die Behauptung. O
Bemerkung. Wir haben in diesem Lemma ein wenig mehr bewiesen als notig.
Es hétte geniigt, zu zeigen
IL,,~Ref™ + (I, Fund) + Tl(p,IL,) F TI(QP, IT,,_,).

5.1.4 Korollar. Im Zusammenspiel der Lemmata 5.1.1 und 5.1.3 ergibt sich
fiir alle k € N

IL,,~Ref™ + (IL,~Fund) F TH Q) (Q%), ILy,).

5.2 A, # 0 fiir einige s

Betrachtet man das Verfahren aus Abschnitt 3.2, so stellt man fest, dafl die
entscheidende Argumentation, ndmlich mit 3.2.8 die entsprechenden A, als m—
schon nachzuweisen, gerade I1,,,—Fundierung benétigte. (Fiir die ¥-Definierbarkeit
reicht IIo—Fundierung aus.) Im vorigen Abschnitt haben wir in der vorliegen-
den Theorie transfinite Induktion fiir II,,~Formeln gerade bis Q(n,m)(Qk) fiir
alle k € N hergeleitet. Derselbe Beweis, der auch bei voller Fundierung benutzt
wurde, liefert also

5.2.1 Korollar. Fir alle k € N gilt
IL,,~Ref™ + (IT,~Fund) F (V£ < Q) () Ay # 0

und somit
IL,,~Ref™ + (I,~Fund)|s, > sup pQ,_m)(QF).
keN
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5.3 Sehr wenig Fundierung

Hier verlduft alles nach dem Schema , X m-schén = A(X) m-schén®, endliche
Iteration dieses Argumentes reicht vollig aus.

5.3.1 Lemma. Es sind alle Ay, mit k € N gegeben, m—schon.

Beweis. Widmen wir uns wieder zuerst der Y—Definierbarkeit. Hier benutzen
wir kein kompliziertes Rekursionsargument mehr, sondern schreiben einfach fiir
jedes k die Formel

PAk (§) = &€ Ay

auf. Es ist also
©a,(§) < & € Eps

und

0, (§) IX[X =Le A(Vp € X)(Fmls, (0) AN X E o
— (AW (Y =L AC<EN@a, (O AY E )]

Um nun zu sehen, da§ ,,[A] fiir ein vorgegebenes k gilt, begibt man sich
wieder in ein beliebiges Modell der Theorie und zeigt Satz 3.2.8. O

5.3.2 Korollar. Wir kénnen somit in der vorliegenden Theorie beweisen, daj
Ay # 0 ist fiir alle k € N. Damit hat man

|II,,—Ref™ + (II,~Fund)|s, > sup uAy.
kew
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