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1 Einfiihrung

Zur Erfassung unserer anschaulichen Vorstellung von der Grifle eines Objek-
tes, genauer einer Teilmenge der reellen Zahlen oder eines anderen topologischen
Raumes, gibt es in der Mathematik eine Reihe unterschiedlicher Konzepte. In
Anlehnung an das von René Baire im Jahr 1899 in [Bai99] veroffentlichte Grofien-
konzept, in dem er von Mengen von 1. und von 2. Kategorie spricht, wollen wir
solche Konzepte allgemein als Kategorien-Konzepte bezeichnen.

Derartige mathematischen Groflenbegriffe spielen etwa in der Maf}- und Inte-
grationstheorie, der Mengenlehre und in der Topologie eine wesentliche Rol-
le. Mit ihrer Hilfe lassen sich in einem mathematisch exakt formulierten Sin-
ne unscharfe Begriffsbildungen vornehmen. Beispielsweise definiert man in der
MaB- und Integrationstheorie, fiir einen Mafraum® (2, A, ) und eine Eigen-
schaft £ C Q von Elementen aus €2, daf§ die Eigenschaft F auf einer Menge
A € A p-fast diberall besteht, falls E in A gilt bis auf eine u-Nullemenge®:
AN € A(u(N) = 0N AN N° C E). Dies ist entscheidend fiir die Formulie-
rung von Eindeutigkeitsaussagen, die in der Maf- und Integrationstheorie in der
Regel nur bis auf u-Nullmengen gelten.

In dieser Arbeit soll der Schwerpunkt auf der Untersuchung zweier Kategorien-
Konzepte liegen, die sich beide mittels topologischer Begriffe bilden lassen: Die
Baire-Kategorie und die o-Kategorie.

Fiir die spieltheoretische Charakterisierung betrachten wir beide Kategorien auf
dem Baireraum. Das ist der Raum w* aller unendlichen Folgen natiirlicher Zahlen
mit den Mengen der Form O, := {f € w* | u ist ein endl. Anfangsstiick von f}

als den offenen Basismengen [i= Kapitel 3.5].

IMaf3raum: Ein Tripel (2, A, ;1) wobei © eine nicht-leere Menge, A eine o-Algebra auf  und

p ein Maf auf (Q, A) ist = Konventionen S. 145].
2y-Nullmenge: Eine Menge A € A mit u(A) = 0 fiir einen Mafiraum (€2, 4, ).
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Unter der Baire-Kategorie wollen wir das Gréflenkonzept von R. Baire verstehen:
Als kleine Teilmengen eines topologischen Raumes oder speziell des Baire-Raumes
w* werden die mageren Teilmengen ausgezeichnet. Eine Menge bezeichnet man
als mager, wenn sie sich als abzahlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen
(d.h. Teilmengen, die in keiner offenen Menge dicht sind oder dquivalent da-
zu: Teilmengen, deren Komplemente jeweils eine offene dichte Menge enthalten)
schreiben la83t.

Die o-Kategorie definieren wir direkt fiir den Baireraum. Sie zeichnet als kleine
Teilmengen die sogenannten o-beschrinkten Teilmengen des Baireraumes aus.
Eine Teilmenge A des Baireraumes wird als o-beschrdnkt bezeichnet, falls es im

Baireraum eine Folge (f;)i<. gibt so, dafl

wobei fiir f,g € w* genau dann f < g gelte, wenn Vn < w (f(n) < g(n)) gilt
(dabei sei f(n) die n-te Stelle von f). Eine solche Folge von Elementen aus w*

bezeichnet man auch als eine o-Schranke.

Der rote Faden in dieser Arbeit ist die Behandlung der in Kapitel 1.3 aufge-
worfene Frage nach einer Vereinheitlichung der beiden Gréflenkonzepte Baire-
und o-Kategorie. Die Antwort darauf soll in einer spieltheoretisch definierten
verallgemeinerten Kategorie bestehen, die die beiden erstgenannten als Spezi-
alfille umfat. Dazu werden zunéchst in den Kapiteln 3 und 4 die Baire- und
die o-Kategorie definiert und ihre grundlegenden Eigenschaften untersucht. Wie
sich dabei herausstellt, lassen sich Baire- und o-Kategorie in ganz &hnlicher Wei-
se spieltheoretisch charakterisieren: Dazu wird fiir jedes der beiden Kategorien-
Konzepte ein mathematisches Zwei-Personen-Spiel G** (A) bzw. G (A) fiir Teil-
menge A des Baireraumes definiert, mit dem sich ein Zusammenhang zwischen
dem Kleinheitsbegriff des jeweiligen Kategorien-Konzeptes und den Gewinnstra-
tegien in den jeweiligen Spielen herstellen 148t [ Theoreme 3.6.4 und 4.5.3].
In beiden Féllen wird der jeweilige Kleinheitsbegriff dadurch charakterisiert, dafl
eine Menge A klein ist, genau dann, wenn Spieler 11 eine Gewinnstrategie fiir das
entsprechende Spiel mit Gewinnmenge A hat. Zusétzlich zu den Spielen G™ (A)
und G (A) werden jeweils projektive Versionen G," (B) bzw. G, (B) zur Charak-
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terisierung der jeweiligen Kategorien-Konzepte fiir Projektionen A = p(B) fiir
eine Menge B C w* X w¥ bzw. B C w* x A fiir eine unendliche Ordinalzahl A
definiert [#= Definitionen 3.6.5 sowie 4.5.5]. Analog zu den nicht-projektiven Cha-
rakterisierungen entsprechen sich auch die Charakterisierungen fiir Projektionen
A = p(B) [ Theoreme 3.6.7 sowie 4.5.8].

Die Kompaktheit 148t sich fiir abgeschlossene Teilmengen A des Baireraumes wie

folgt charakterisieren [ Satz 4.1.2]:
VseThdk<wVitews™ (steTs=t(0) # k) (1.1)

wobei Ty die Menge aller endlichen Anfangsstiicke von Elementen aus A ist, w<¥
die Menge aller endlichen Sequenzen natiirlicher Zahlen und w3 gleich w<“ ohne
die leere Sequenz. Die o-Beschrdnktheit einer Menge A C w® ist laut Satz 4.2.4
(17) gleichbedeutend mit:

A c |, A; fiir eine Folge kompakter (A; C w*);,. (1.2)

<w

Fiir ein allgemeineres Kategorien-Konzept auf dem Baireraum nimmt man
nun die beiden Charakterisierungen (1.1) und (1.2) fiir Kompaktheit bzw. o-
Beschranktheit als Vorlagen fiir die allgemeineren Begriffe von einer B-nirgends
dichten bzw. einer B-mageren Teilmenge des Baireraumes (oder etwas allgemeiner
des Raumes X* mit einer Menge X mit wenigstens zwei Elementen [ Definitio-
nen 5.2.1 und 5.2.2]. Die B-mageren Teilmengen, da als Teilmengen abzihlbarer
Vereinigungen B-nirgends dichter Mengen definiert, bilden ein o-Ideal. Die B-
mageren Teilmengen stehen also fiir einen neuen Kleinheitsbegriff den wir als
verallgemeinertes Kategorien-Konzept bezeichnen oder (in Anlehnung an die Be-
griffe von der Baire- und der o-Kategorie) als die verallgemeinerte Kategorie. Es
zeigt sich, daf sich die Theoreme 3.6.4, 3.6.7, sowie 4.5.3 und 4.5.8 zur spieltheo-
retischen Charakterisierung der Kleinheitsbegriffe mager bzw. o-beschrinkt in
entsprechenden Versionen auch fiir die verallgemeinerte Kategorie zeigen lassen
[ Theoreme 5.4.1 und 5.4.4].

Neben den Kleinheitsbegriffen charakterisieren die angesprochenen Theoreme
auch Begriffe von grofien Mengen (d.h. von Komplementen kleiner Mengen) wie

den komageren Mengen bzw. von relativ groffen Mengen (d.h. von anschaulich
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»groBen“ Mengen, die aber nicht unbedingt Komplemente kleiner Mengen sind)
wie etwa den superperfekten Mengen.

Im Falle der spieltheoretischen Charakterisierung der Baire-Kategorie [/ Theo-
reme 3.6.4, 3.6.7] werden im Sinne der Baire-Kategorie lokal grofie Mengen (d.h.
in einer offenen Menge komagere Mengen) charakterisiert.

Im Fall der spieltheoretischen Charakterisierung der o-Kategorie [ Theoreme
4.5.3 und 4.5.8] werden im Sinne der o-Kategorie relativ grofie Mengen (d.h.
Mengen, die eine nicht-leere superperpfekte Teilmenge enthalten). Als superper-
fekt bezeichnet man Teilmengen A des Baireraumes, deren Baum T4 (d.h. die
Menge der endlichen Anfangsstiicke von Elementen in A) die Eigenschaft hat,
daf es fiir jedes Element des Baumes eine endliche Erweiterung im Baum gibt,
die im néchsten Schritt unendlich oft verzweigt. Nicht-leere superperfekte Men-
gen (und deren Obermengen) stehen zwar fiir anschaulich ,,groie“ Mengen, sind
aber nicht unbedingt grof§ im Sinne der o-Kategorie, d.h. sie sind i.a. nicht Kom-
plement einer o-beschrinkten Menge [#= Beispiel 4.3.2]. Die Superperfektheit wird
in Kapitel 5.3 zum Begriff der B-Perfektheit verallgemeinert [= Definition 5.3.6
und Beispiel 5.3.10].

Die spieltheoretischen Charakterisierungen von Baire- und o-Kategorie sowie der
verallgemeinerten Kategorie entsprechen sich im Hinblick auf diese Gréflenbegriffe
insofern, als Spieler I in dem jeweiligen (nicht projektiven) Spiel eine Gewinnstra-
tegie hat genau dann, wenn auf die Gewinnmenge lokal grof§ bzw. relativ grofs
(jeweils im obigen Sinne) ist. (Fiir die entsprechenden projektiven Spiele gelten

die analaogen Aussagen jeweils nur in der Hinrichtung).

Neben der spieltheoretischen Charakterisierung von Kleinheits- und Gréflenbe-
griffen der o- und der Baire-Kategorie in den Kapiteln 3.6 und 4.5 sowie deren
Verallgemeinerung in Kapitel 5 leisten die Kapitel 3.1 bis 3.5 eine Einordnung
der Baire-Kategorie und des Baireraumes in den allgemeineren topologischen Zu-
sammenhang:

Um die Eigenschaft, da8 in R kein Intervall [a,b] C R (oder dquivalent dazu: kein
offenes Intervall (a,b) C R) mit a < b als Vereinigung einer Folge von Mengen
von erster Kategorie dargestellt werden kann [ Beispiel 3.1.17], fiir topologische

R&ume zu verallgemeinern, bezeichnet man einen Raum als Baire’sch, wenn er
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keine nicht-leere offene magere Menge enthélt [s= Kapitel 3.3].

Eine nicht-leere offene Teilmenge U C X ist mager genau dann, wenn jede Teil-
menge von X mager (und komager) in U ist [ Definitionen 3.1.8 und 3.2.1].
Die Baire’schen Raume sind daher gerade diejenigen, in denen die Lokalisierung
der Begriffe mager und komager sinnvoll ist.

Der Baire’sche Kategoriensatz identifiziert die Klassen der lokal kompakten sowie
der vollstindig metrisierbaren Réume als Baire’sche Rdume und wird in 3.3.11
bewiesen.

In Satz 3.6.8 stellen wir einen Zusammenhang her zwischen der Determiniertheit
und der Baire-Figenschaft projektiver Mengen. Anschaulich besagt die Baire-
Eigenschatft {iber eine Teilmenge eines topologischen Raumes, da8 sie , fast offen”
— d.h. offen bis auf eine magere Menge ist.

In Kapitel 4 zeigen wir aulerdem, dafl sich einige Resultate fiir perfekte und
abzéhlbare Teilmengen des Baireraumes analog auch fiir superperfekte und o-
beschréankte Teilmengen herleiten lassen — vorrangig der Satz von Cantor und
Bendizson. Die Ubertragung 4.4.1 des Satzes von Cantor und Bendixson fiir o-
beschrénkte und superperfekte Teilmengen des Baireraumes besagt, daf} sich jede
abgeschlossene Teilmenge des Baireraumes eindeutig als disjunkte Vereinigung
einer superperfekten und einer o-beschrinkten Teilmenge darstellen 1483t.

In Kapitel 4.5 beweisen wir mittels der spieltheoretischen Charakterisierung der
o-Kategorie durch Theorem 4.5.8 und eines Resultates von Y.N. Moschovakis
sowie eines von D.A. Martin einige Definierbarkeits-Aussagen iiber o-Schranken
= Sétze 4.5.11 und 4.5.12].

In den Kapiteln 3.6, 4 und 5 beziehen wir uns weitgehend auf Séatze und Ideen, die
Alexander Kechris 1977 in seinem Artikel ,On a notion of smallness for subsets

of the Baire space® [Kec77] formuliert hat.

Inhaltsiibersicht

Kapitel 1 gibt zunéchst eine Einfithrung in die Ideen zu dieser Arbeit. Un-
sere anschauliche Vorstellung von der ,,Grofle” eines Objektes spiegelt sich im
Begriff des o-Ideals auf einer Menge wieder [ Kapitel 1.1]. Eine solche mathe-

matische Formulierung unserer anschaulichen Grolenvorstellung nennen wir ein
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Kategorien-Konzept. In Kapitel 1.2 werden drei klassische Kategorien-Konzepte
— die Cantor- die Lebesgue- und die Baire-Kategorie — vorgestellt. Mittels solcher
Konzepte lassen sich in der Mathematik unscharfe Begriffe (oder auch Fuzzy-
Begriffe) formulieren, wie etwa der Begriff von einer fast offenen Teilmenge eines
toplogischen Raumes [== Kapitel 1.2]. Dabei weisen die Grofilenbegriffe der unter-
schiedlichen Kategorien-Konzepte strukturelle Gemeinsamkeiten auf. Viele Sétze
iiber den einen Groflenbegriff kann man in der entsprechenden Version auch fiir
andere Groflenbegriffe zeigen. In Kapitel 1.3 stellen wir daher die Frage nach der
Vereinheitlichung derartiger Konzepte. Speziell geht es uns dabei um die Verein-
heitlichung von Baire- und o-Kategorie in einer verallgemeinerten spieltheoretisch

konzipierten Kategorie.

Kapitel 2 fiihrt die wichtigsten spieltheoretischen Grundbegriffe ein: topolo-
gische Spiele, Gewinnstrategie und Determiniertheit. Die topologischen Spiele
dienen speziell dazu, topologische Eigenschaften spieltheoretisch zu beschreiben.
Dazu wird ein Zusammenhang zwischen einer topologischen Eigenschaft der Ge-
winnmenge des Spieles und der Determiniertheit des Spiels hergestellt. Determi-
niert nennt man ein Spiel, fiir das einer der beiden Spieler eine Gewinnstartegie
hat. Ein Spieler hat eine Gewinnstrategie, falls es fiir ihn unabhiingig von den
Ziigen seines Gegners immer einen Weg gibt, das Spiel zu gewinnen. Nimmt man
mit dem Determiniertheitsaziom (in Kurzschreibweise AD) an, daf alle Spiele
der Grundversion determiniert sind, so ist dies unvertraglich mit dem Auswahlaxi-
om, jedoch vertraglich mit dem abzdhlbaren Auswahlaxiom sowie mit dem Aziom
der abhdingigen Auswahl [/= Kapitel 2.3]. Um Inkonsistenzen zu vermeiden darf
also zusammen mit dem Determiniertheitsaxiom nicht das volle Auswahlaxiom

vorausgesetzt werden.

Kapitel 3 stellt die Baire-Kategorie vor. Die Baire-Kategorie 148t sich allgemein
fiir topologische Réaume definieren. Die kleinen Mengen der Baire-Kategorie sind
die mageren Mengen. Sie setzen sich aus nirgends dichten Mengen zusammen, die
sich gleichsam , diinn machen®, indem ihre Komplemente offene dichte Mengen
enthalten = Kapitel 3.1]. Beispiel 3.1.10 verdeutlicht, dafl man die Kleinheitsbe-
griffe verschiedener Kategorien-Konzepte keinesfalls durcheinanderwiirfeln darf —

klein in dem einen Konzept bedeutet nicht unbedingt auch klein in einem ande-
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ren.
Die komageren Mengen stehen in Baire’s Kategorien-Konzept fiir die groffen Men-
gen und werden daher als die Komplemente magerer Mengen definiert [ Kapitel
3.2]. Daher haben die komageren Mengen die zu den mageren Mengen dualen Ei-
genschaften. Aulerdem wird definiert, wann eine Menge mager bzw. komager in
einer offenen Menge ist.

In einer offenen mageren Menge sind alle Teilmengen mager und komager. Sinn-
vollerweise betrachtet man dieses Konzept daher nur auf topologischen Raum-
en, die keine offenen mageren Mengen enthalten. Derartige Rdume nennt man
Buaire’sche Riume [#= Kapitel 3.3]. Der Baire’sche Kategoriensatz 3.3.11 identifi-
ziert zwei grofe Klassen topologischer Raume als Baire’sch: die lokal kompakten
Réume und die vollstdndig metrisierbaren Raume.

Fiir spieltheoretische Charakterisierungen betrachten wir in dieser Arbeit die
Baire-Kategorie auf dem Baireraum (s.o.). In Kapitel 3.5 ordnen wir den Bai-
reraum in den allgemeineren topologischen Zusammenhang ein. Unter anderem
zeigen wir, dal der Baireraum ein polnischer Raum ist und somit nach dem
Baire’schen Kategoriensatz 3.3.11 (i) insbesondere ein Baire’scher Raum.

In Kapitel 3.6 wird dann die Baire-Kategorie mittels des Spieles G™ (A) fiir
beliebige Teilmengen A des Baireraumes und mittels G (B) fiir Projektionen
A = p(B) (B C w” x w”) charakterisiert [== Theoreme 3.6.4 und 3.6.7]: Es
zeigt sich, daBl eine Teilmenge A des Baireraumes genau dann klein im Sinne der
Baire-Kategorie ist, wenn Spieler IT in dem Spiel G** (A) eine Gewinnstrategie
besitzt und grof (in einer offenen Teilmenge des Baireraumes) genau dann, wenn
Spieler I eine Gewinnstartegie fiir das Spiel G* (A) hat [== Theorem 3.6.4]. Fiir
Projektionen A = p(B) einer Menge B C w* X w* erhélt man ein entsprechendes
Resultat mit dem Spiel G;* (B) in dem allerdings nur die Hinrichtungen gelten
== Theorem 3.6.7]. Andererseits bieten die Spiele G, (B) mit A = p(B) den ent-
scheidenden Vorteil einer gegeniiber A einfacher (mit einem 3-Quantor weniger)
definierten Gewinnmenge B.

Kapitel 3 abschlielend wird als eine direkte Anwendung von Theorem 3.6.7 ein

hinreichendes Kriterium fiir die Baire-Eigenschaft projektiver Mengen angegeben
= 3.6.8].
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Kapitel 4 stellt die o-Kategorie vor. Die kompakten Teilmengen des Baire-
raumes werden in Kapitel 4.1 als abgeschlossen und {iberall endlich verzweigt
charakterisiert [= Satz 4.1.2]. Diese Charakterisierung der kompakten Mengen
dient dann im spéteren Kapitel 5.2 als Vorlage fiir den allgemeineren Begriff der
B-nirgends dichten Teilmengen [= Definition 5.2.1].

In Kapitel 4.2 wird der Kleinheits-Begriff der o-Beschrinktheit eingefiihrt (s.o.).
Die Charakterisierung der o-beschrénkten Mengen in Satz 4.2.4 (ii) als Teilmen-
gen o-kompakter Mengen dient wiederum im spéateren Kapitel 5.2 als Vorlage fiir
den allgemeineren Begriff der B-mageren Teilmengen [ Definition 5.2.2].
Kapitel 4.3 fithrt mit dem Begriff der superperfekten und nicht-leeren Teilmenge
(s.0.) eine Beschreibung fiir relativ groffe Teilmengen des Baireraumes ein. Aus
dem Cantor-Bendixson-Analog in Kapitel 4.4 folgt, dafl der Abschlufl des Kom-
plementes einer o-beschrankten Teilmenge stets eine nicht-leere superperfekte
Teilmenge enthélt [= Korollar 4.4.2]. Unter der Annahme von AD enthélt schon
das Komplement einer o-beschrankten Teilmenge eine nicht-leere superperfekte
Teilmenge [== Korollar 4.5.4].

In Kapitel 4.4 wird der Satz von Cantor und Bendixson fiir hochstens abzéhl-
bare und perfekte auf die o-beschriankten und superperfekten Teilmengen des
Baireraumes iibertragen.

In Kapitel 4.5 wird dann die o-Kategorie mittels des Spieles G (A) fiir beliebige
Teilmengen A des Baireraumes und mittels ép (B) fiir Projektionen A = p(B)
(fiir ein B C w* x A und eine unendliche Ordinalzahl \) charakterisiert [s=
Theoreme 4.5.3 und 4.5.8]: Analog zu den Theoremen 3.6.4 und 3.6.7 fir die
Baire-Kategorie erhélt man, dafl eine Teilmenge A des Baireraumes genau dann
klein im Sinne der o-Kategorie ist, wenn Spieler II in dem Spiel G (A) eine Ge-
winnstrategie besitzt und relativ grofi (in dem Sinne, dafl A eine nicht-leere su-
perperfekte Teilmenge enthélt) genau dann, wenn Spieler I eine Gewinnstartegie
fiir das Spiel G (A) hat [ Theorem 4.5.3]. Fiir Projektionen A = p(B) (fiir eine
Menge B C w* x A“ und eine unendliche Ordinalzahl \) erhilt man ein entspre-
chendes Resultat mit dem Spiel G,, (B), in dem allerdings nur die Hinrichtungen
gelten [ Theorem 4.5.8]. Wie schon die Spiele G* (B) bieten die Spiele G, (B)
mit A = p(B) den entscheidenden Vorteil einer gegeniiber A einfacher (mit einem

3-Quantor weniger) definierten Gewinnmenge B.
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Mittels dieser Charakterisierung (in Form von Korollar 4.5.9) sowie eines Resulta-
tes von D.A. Martin (= Kapitel 4.5 Funote 10 bzw. [KS85, 196ff] oder [Kan03,
30.10]) und eines weiteren Resultates von Y.N. Moschovakis (s Kapitel 4.5 Fu$-
note 9 bzw. [Mos80, 6E.1.]) lassen sich nun einige Definierbarkeitsresultate fiir
o-Schranken (s.0.) ableiten [ Siitze 4.5.11 und 4.5.12]3.

Kapitel 5 definiert auf der Grundlage der Untersuchung von Baire- und o-
Kategorie in den vorangegangenen Kapiteln eine verallgemeinerte Kategorie und
zeigt, dafl die Theoreme 3.6.4 und 3.6.7 sowie 4.5.3 und 4.5.8 in analoger Form
auch in der verallgemeinerten Kategorie herleitbar sind.

Zunéichst definieren wir dazu in Kapitel 5.1 ein verallgemeinertes Spiel GP(A) fiir
Teilmengen A des Raumes X¢. In G®(A) werden die vorherigen Spiele G** (A)
und G (A) dahingehend verallgemeinert, daf Spieler II nun keine endlichen Se-
quenzen oder natiirliche Zahlen mehr spielt, sondern Bedingungen fiir den weite-
ren Spielverlauf.

In Kapitel 5.2 dienen anschlieend die Charakterisierungen aus Satz 4.1.2 fiir
kompakte und aus Satz 4.2.4 (i) fiir o-beschrénkte Teilmengen des Baireraumes
als Vorlagen fiir die Definition der allgemeineren Begriffe B-dirgends dicht und
B-mager [#= Definitionen 5.2.1 und 5.2.2].

In Kapitel 5.3 wird der Begriff der B-perfekten Teilmenge des Bairerauems ein-
gefiihrt. Beispiel 5.3.10 zeigt, daf3 die nicht-leeren B-perfekten Teilmengen eine
Verallgemeinerung von Teilmengen des Baireraumes sind, die eine nicht-leere su-
perperfekte Teilmenge enthalten.

Kapitel 5.4 definiert zusitzlich zum Spiel GP(A) fiir beliebige Teilmengen A C N/
ein entsprechendes projektives Spiel Gf (C) fiir Projektionen A = p(C) (fur ei-
ne Menge C' C N x A und eine beliebige unendliche Ordinalzahl \) und zeigt,
daf sich die Theoreme aus den Kapiteln 3.6 und 4.5 zur spieltheoretischen Cha-
rakterisierung der Baire- bzw. der o-Kategorie analog auf die verallgemeinerte
Kategorie iibertragen lassen: Analog zu den Theoremen 3.6.4 und 4.5.3 fiir die
Baire-Kategorie bzw. die o-Kategorie erhélt man, dafl eine Teilmenge A C X¥
genau dann klein im Sinne der verallgemeinerten Kategorie ist, wenn Spieler II

in dem Spiel G®(A) eine Gewinnstrategie besitzt und relativ groff (in dem Sinne,

3w On a notion of smallness for subsets of the Baire space“ von A. Kechris [Kec77, 4].
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daB A eine nicht-leere B-perfekte Teilmenge enthélt) genau dann, wenn Spieler I
eine Gewinnstartegie fiir das Spiel GB(A) hat [ Theorem 5.4.1]. Fiir Projektio-
nen A = p(C) (fur eine Menge C' C w* x A¥ und eine unendliche Ordinalzahl \)
erhélt man als Verallgemeinerung der Theoreme 3.6.7 und 4.5.8 ein entsprechen-

des Resultat mit dem Spiel G5 (C) [ Theorem 5.4.4].
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1.1 Kleine und groBe Mengen

Unsere anschauliche Vorstellung von der ,,Gréfle” eines Objektes, genauer einer
Teilmenge der reellen Zahlen oder eines anderen topologischen Raumes, 148t sich

in folgenden Forderungen zusammenfassen:
1) Die leere Menge @ ist klein,
2) Teilmengen kleiner Mengen sind klein,

3) Das Komplement kleiner Mengen ist grofl — und umgekehrt: das Komple-

ment grofler Mengen ist klein,

4) Endliche Vereinigungen kleiner Mengen sind klein und wegen 3) somit auch:

endliche Durchschnitte grofler Mengen sind grof,

5) Abzédhlbare Vereinigungen kleiner Mengen sind klein und wegen 3) somit

auch: abzahlbare Durchschnitte groffer Mengen sind grofi.

Um dies mathematisch noch prézieser zu formulieren, représentieren wir die Be-
griffe ,klein“ und ,groff* als Systeme K bzw. G von Teilmengen von X. Die
Elemente des Systems K nennen wir dann die kleinen Teilmengen von X und
die Elemente des Systems G die groflen Teilmengen von X. Da in 3) gefordert
wird, daf} die groflen Mengen gerade die Komplemente von kleinen Mengen sein
sollen, brauchen wir nur K zu definieren so, dafl Punkt 1), 2) und 5) erfiillt sind.
Punkt 4) folgt dann bereits aus 5), da endlche Vereinigungen AgU...U A, auch
als abzéhlbare Vereinigungen AgU...UA,UgUZU. .. aufgefasst werden konnen.
Eine Prézisierung fiir K so, da§ die Punkte 1), 2) und 5) erfiillt sind, leistet der
Begriff des o-Ideals auf einer Menge X.

Definition 1.1.1. (o-Ideal)
Sei X eine Menge. Ein nicht-leeres System I von Teilmengen von X heifit ein
o-Ideal* auf X, wenn es abgeschlossen ist gegeniiber Teilmengenbildung und

abzéhlbaren Vereinigungen, d.h. wenn gilt:

1) Aclund BC A= Bel,

1o-Ideal: = etwa [KM76,15 (11)].

11
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2) S C I abzihlbar = (g S) € 1

Die Elemente von [ heiflen klein in X oder einfach klein. Die Komplemente

kleiner Mengen in X heiflen grof3 in X oder einfach gro83.

Ist das Mengensystem I nur abgeschlossen gegeniiber Teilmengen und endlichen

Vereinigungen, spricht man von einem Ideal.

Bis auf die Abgeschlossenheit gegeniiber abzéihlbaren Vereinigungen, verkorpert
also auch der Begriff des Ideals unsere Anschauung von kleinen Mengen (obige
Punkte 1), 2) und 4) sind erfiillt). Fiir die Auszeichnung der kleinen Teilmengen
einer Menge X werden wir nachfolgend jedoch in den meisten Féllen auf o-Ideale

zuriickgreifen.

Insbesondere ist die leere Menge in jedem (o-)Ideal auf einer Menge X enthalten.

Ist I eine Ideal auf einer Menge X, so erhélt man mit

" ={ACX|A= U A; fir eine Folge (A; € I)icw}
<w
={ACX|AC U A; fiir eine Folge (A; € I)i<w}

<w

das kleinste o-Ideal auf X, das I enthélt.

Vielfach ist der Ausgangspunkt fiir einen Begriff von einer kleinen Menge die an-
schauliche Vorstellung, daf} sie sich in der gegebenen Obermenge gleichsam ,,diinn
macht“. Um dies mathematisch formulieren zu kénnen, miissen die betrachteten
Mengen erst mit einer geeigneten Struktur versehen werden. Eine solche Struktur
liefert die Theorie der topologischen Ridume. An dieser Stelle scheint es daher
angebracht, zunéchst einige topologische Grundbegriffe zu erldutern. Anschlie-
Bend werden dann in Abschnitt 1.2 drei klassische mathematische Groéflenkon-

zepte kurz umrissen.

Topologie

Ein wichtiges Konstruktions- und Hilfsmittel aus der Analysis ist der Begriff der

Konvergenz einer Folge . Anschaulich bedeutet die Konvergenz einer Folge gegen

12
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einen Punkt, daf in jeder ,Umgebung“ des Punktes ,fast alle“ Folgenglieder zu

finden sind.

Um diese Anschauung mathematisch exakt fassen zu kénnen, zeichnet man fiir
jeden Punkt z einer Menge X gewisse Teilmengen als ,, Umgebungen® dieses
Punktes aus, die den folgenden sogenannten Hausdorff’schen Umgebungs-

axiomen® geniigen:

1) x gehort zu jeder seiner Umgebungen.

2) Jede Obermenge einer Umgebung von z ist wieder eine Umgebung von x.

X ist eine Umgebung von x.

3) Der Durschnitt zweier Umgebungen von x ist wieder eine Umgebung von

x.

4) Jede Umgebung U von x enthilt eine Umgebung V' von z so, dafl U auch

eine Umgebung eines jeden Punktes von V ist.

Auf dieser Grundlage definiert man eine Teilmenge von X als offen, falls sie
Umgebung jedes ihrer Punkte ist (z.B. eine Kreisscheibe in R? ohne ihren Rand).
Offen sind also genau diejenigen Teilmengen, die nur aus ,,inneren* Punkten (und
weder dufleren Punkten® noch ,, Randpunkten) bestehen in dem Sinne, dal um
jeden Punkt der offenen Menge eine Umgebung gelegt werden kann, die schon
ganz in der offenen Menge enthalten ist. Damit lassen sich nun folgende Sétze

ableiten:

Satz 1. Die leere Menge und der Raum selbst sind offen.

Satz 2. Der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen.

Satz 3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Satz 4. Eine Teilmenge U ist genau dann eine Umgebung von x, wenn es eine

offene Menge O gibt mit x € O C U.

Verwendet man nun anstelle der Hausdorff’schen Umgebungsaxiome die Satze 1
bis 3 als Axiome und Satz 4 als Definition fiir den Umgebungs-Begriff, gelangt

man zu der heute iiblichen (gleichwertigen) Definition einer Topologie:

®Hausdorff’sche Umgebungsaxiome: Benannt nach Felix Hausdorff (1868-1942). 1914
verdffentlich in [Haul4, 7].

13
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Definition 1.1.2. (Topologie)
Sei X eine Menge. Ein System X von Teilmengen von X heifit eine Topologie

auf X, wenn gilt:

1) oeX, XeX,

2) 0,0, X=0,N0€X,
3) SCX = (Ugesd) € X

Das Paar (X, X) heifit ein topologischer Raum oder (falls klar ist, was gemeint
ist) auch einfach Raum. Statt (X, X) schreibt man auch nur X. Die Elemente
von X heiflen offen in X oder einfach offen. Die Komplemente offener Mengen

in X heiflen abgeschlossen in X oder einfach abgeschlossen.

Die beiden einfachsten Beispiele einer Topoogie X auf einer Menge X sind die
diskrete und die indiskrete Topologie. Erstere besteht aus allen Teilmengen
von X (also X = P (X)), letztere lediglich aus der leeren Menge und X selber
(also X = {2, X}).

Ein Standardverfahren, um eine Topologie auf einer Mengen X zu erhalten, ist
das , Erzeugen® aus einem System Y von Teilmengen von X: Ist das System Y
schnittstabil (d.h. mit A, B € Y ist auch AN B € Y) und laBt sich X als
Vereinigung von Mengen aus Y schreiben, so ist das System X bestehend aus
beliebigen Vereinigungen von Mengen aus Y eine Topologie auf X. Man nennt

X dann die von Y erzeugte Topoplogie.

Lassen sich alle offenen Mengen einer Topologie X als Vereinigung von Mengen
eines Systems Y C X darstellen, so nennt man Y eine Basis der Topologie X.
Die Elemente aus Y heilen dann offene Basismengen. (Dabei braucht die leere
Menge nicht notwendig unter den offenen Basismengen zu sein, da man die leere

Menge auch als leere Vereinigung @ = | J,_, O; offener Basismengen O; erhilt.)

1€

Alle Teilmengen eines topologischen Raumes (X, X) werden automatisch wieder
zu topologischen Raumen, wenn man die ,Spuren“ der Topologie X auf den
Teilmengen als offene Mengen auszeichnet. Unter den ,,Spuren“ von X auf einer

Teilmenge Y C X sind dabei die Schnitte der in X offenen Mengen mit der

14
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Teilmenge Y zu verstehen. Die so definierte Spurentopologie Y := {ONY |
O C X offen} auf Y nennt man auch die von X induzierte Topologie oder

Relativtopologie.

Héufig sind topologische Réume aus anderen topologischen Rdumen ,,zusammen-
gesetzt“. Auf dem kartesischen Produkt X x Y zweier Rdume (X, X) und (Y,Y)
ist die Menge B :={U x V | U € X und V € Y} zwar keine Topologie, aber ein
schnittstabiles System von Teilmengen, das X xY enthélt. Die von diesem System
erzeugte Topologie X x Y = {O C X xY | O = |, B; fiir {B;}; C B} nennt
man die Produkttopologie. Dies ist gerade die kleinste Topologie auf der Men-
ge X x Y so, daBl die Pojektionen py : X xY — X undpy : X xY —Y
stetig (d.h. fiir alle O offen in X und O’ offen in Y sind p3'(O) und py'(O) wieder
offen in X x Y') sind. Daher nennt man die Produkttopologie auch die von den

Projektionen px, py erzeugte Topologie.

1.2 Kategorien-Konzepte

<Dans de nombreux problemes de Topologie, le role de la notation d’ensemble
de I. catégorie est analogue a celui d’ensemble de mesure nulle dans la théorie

de la mesure (ensembles négligeables).>% (C. Kuratowski in [Kur58, 10 IIT])

Konzepte, die mathematisch exakte Begriffe unserer anschaulichen Vorstellung
von der ,Groe” eines Objektes liefern, sollen hier in Anlehnung an R. Baires
Begriffe von der 1. und 2. Kategorie (= 3.1) Kategorien-Konzepte genannt
werden. Ein solches Konzept muf§ den in 1.1 formulierten Anforderungen geniigen.
In der Mathematik gibt es drei klassische Kategorien-Konzepte, die hier kurz

umrissen werden sollen.

Cantor-Kategorie

Das einfachste Kategorien-Konzept geht zuriick auf Georg Cantor (1845-1918)
[Can83]. Eine Menge A heifit abzihlbar, wenn sie gleichméchtig zu den natiirli-

61n vielen Problemen der Topologie spielt der Begriff einer Menge von I. Kategorie eine shnliche

Rolle wie der einer Menge vom Mafl Null in der Mafitheorie (,vernachlissigbare’ Mengen).

15
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chen Zahlen ist, sie heiffit h6chstens abzihlbar, falls sie endlich oder abzéhl-
bar ist. Letzteres ist gleichbedeutend damit, dafl es eine injektive Abbildung
f : A——=w in die natiirlichen Zahlen gibt. Eine Menge heifit iiberabzihl-

bar, wenn sie nicht héchstens abzéhlbar ist.

Betrachtet man die hochstens abziahlbaren als die kleinen Mengen und die Kom-
plemente hochstens abzéhlbarer Mengen als die groffen Mengen, so geniigt dieses
Konzept den oben in 1.1 formulierten Anforderungen. Die hochstens abzéhlba-
ren Mengen bilden ein o-Ideal, da hochstens abzdhlbare Vereinigungen hochstens

abziahlbarer Mengen wieder héchstens abzédhlbar sind.

Lebesgue-Kategorie

Ein weiterer klassischer Grof8enbegriff ist das Volumen eines Kérpers. Die For-
mulierung dieses Konzepts geht zuriick auf Henri-Léon Lebesgue (1875-1941)
[Leb04]".

Fiir das Lebesgue-Maf3 werden zunéchst die Volumen von einfach zu messenden
Ausgangsmengen bestimmt. Fir a = (ay,...,a,),b := (by,...,b,) € R" gelte
a < b genau dann, wenn a; < b; fiir ¢+ = 1,...,n. Fiir beliebige a,b € R" sei
(a,b] == {z € R*" | a < z < b}. Fiir n-dimensionale (links offene) Quader
Iel":={(a,b]|abeR"} CR" definiert man ihr Volumen

n

AT = [ [ (b — ).

i=1

Fiir n-dimensionale Figuren F := Z;l:l I, e F" = {Z;l:l(a(j),b(j)] | a9, b0 €

"Lebesguesche Integartionstheorie: In ,,Lecons sur l’intégration et la recherche des foncti-
ons primitives“ (Paris 1904) veroffentlicht Lebesgue eine Vorlesung iiber Integrationstheorie,
die er im akademischen Jahr 1903-1904 am College de France hielt. Im Mittelpunkt steht die
Frage, unter welchen Bedingungen das unbestimmte Integral eine Stammfunktion des Inte-
granden ist. Im letzten Kapitel geht er kurz auf seinen eigenen Integralbegriff ein: Analog
zum Mafiproblem formuliert er das Integrationsproblem. Dieses fithrt er auf das Maflpro-
blem zuriick und gelangt mit Hilfe des Begriffs der mef3baren Funktion zur Definition des
Lebesgue-Integrals. Mit diesem Buch wurde die Lebesguesche Integartionstheorie allgemein

zuganglich.
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R™ fur 1 < j <d,d > 1} C R" definiert man

d
NY(F) =) AM(I). (1.3)
j=1
Dabei ist A\ durch (1.3) auf F" wohldefiniert (= [Als98, 4.2]).

In der MaBtheorie zeigt man, daf§ A" eindeutig zu einem Ma$ (der Einfachheit hal-
ber ebenfalls mit A\ bezeichnet) auf der von F" erzeugten o-Algebra o(F") =: B
fortgesetzt werden kann.® Die (lebesgue-)mefibaren Teilmengen von R™ erhilt man
durch Vervollstindigung der o-Algebra B bzgl. des Mafles \", d.h. indem man
ibergeht zur o-Algebra B := {AUN | A € B, N C B fiir ein B € B mit \"(B) =
0}, das Mafl A" wird auf B fortgesetzt durch A"(AU N) := A"(A) fiir A € B und
N C B fiir ein B € B mit \"(B) = 0 (= etwa [Els05, II 6.3]).

Eine meBlbare Menge A € B heifit Lebesgue-Nullmenge oder einfach Null-
menge, wenn \"(A) = 0 gilt. Der Einfachheit halber werde A™ von nun an

ebenfalls mit \™ bezeichnet. Statt A! schreiben wir auch \.

Fiir eine anschauliche Charakterisierung des Lebesgue-Mafles definiert man fiir
beliebige Teilmengen A von R™ das innere Maff \.(A) und das duflere Maff \*(A)
wie folgt:

Fiir das innere Mafl A\, wird A von innen her mit Borelmengen approximiert bzw.

yausgeschopft:
A(A) :=sup{\"(B) | A D B mit B € B}.

Umgekehrt wird fiir das &ulere Maf§ A* die zu messende Menge A von auflen mit

Borelmengen approximirt bzw. ,, verpackt®:

A (A) :=inf{\"(B) | A C B mit B € B}.

8Man zeigt, dal A" ein Primaf (d.h. ein Maf}, das auf einem Ring [ Konventionen S. 145]
definiert ist) auf dem Ring F™ auf R™ ist. Nach dem Fortsetzungssatz der Mafltheorie (=
[Als98, 3.5] bzw. [Bau74, 5.2]) kann A" auf wenigstens eine Art zu einem Mafl auf der
von F" erzeugten o-Algebra [/ Konventionen S. 145] o(F") =: B (genannt o-Algebra
der Borelmengen) fortgesetzt werden. Da das PramaBl A" o-endlich ist (d.h. es gibt eine
aufsteigende Folge 2 C Q3 C ... von Teilmengen von € so, daf8 [ J,~, ©2; = Q und A\"(£);) <
00), ist diese Fortsetzung nach dem PFindeutigkeitssatz der MaBtheorie (= [Als98, 3.6))

eindeutig bestimmt.
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Fiir Teilmengen A C R™ mit A*(A) < oo gilt nun:
M(A)=X(A) < AeB
und in diesem Fall ist A,(A) = A\*(A) = \"(A) (= [Coh82, 1.5.5]).

Betrachtet man die Nullmengen in R™ als kleine Mengen und die Komplemente
von Nullmengen als grofie Mengen, so geniigt dieses Konzept erneut den Anfor-
derungen, die wir in Kapitel 1.1 an ein Konzept von kleinen und grolen Mengen
gestellt haben. Ein Beweis fiir die o-Idealeigenschaft der Nullmengen findet sich
etwa in [Els05, I1,1.9].

Baire-Kategorie

Im Jahr 1899 formulierte R. L. Baire sein Kategorien-Konzept [Bai99]. Zunéchst
werden nirgends dichte Teilmengen A der reellen Zahlen charakterisiert als
Mengen, die in keinem Intervall dicht sind oder damit gleichbedeutend als Men-
gen, fiir die jedes Intervall I ein Teilintervall J C I besitzt, das im Komplement
von A enthalten ist. Eine solche Menge stellt man sich am besten als Menge ,,mit
lauter Lochern® vor. Weitere dquivalente Formulierungen sind: Eine Menge A
ist nirgends dicht genau dann, wenn das Komplement von A eine offene dichte
Teilmenge enthilt und genau dann, wenn der AbschluB A von A keine inneren
Punkte enthiilt — also A° = @. Mit diesen #quivalenten Formulierungen erhilt

man eine allgemeine Definition fiir beliebige topologische Raume (== Kapitel 3.1).

Eine abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist i.a. nicht wieder nir-
gends dicht: z.B. sind die rationalen Zahlen eine abzihlbare Vereinigung von
Singleton-Mengen (also von Mengen, die nur aus einem Punkt bestehen) und sol-
che Singleton-Mengen {x} sind in R nirgends dicht (das Komplement R — {z} ist
eine dichte offene Teilmenge), andererseits liegen die rationalen Zahlen aber auch
dicht in den reellen Zahlen. Daher wird auf den Begriff einer nirgends dichten
Menge aufbauend eine Teilmenge der reellen Zahlen als von erster Kategorie
bezeichnet, falls sie eine abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen von
R ist. Teilmengen der reellen Zahlen, die nicht von erster Kategorie sind, heiflen

von zweiter Kategorie.
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Eine Menge A von erster Kategorie ist nicht notwendig selber eine Menge mit
y2lauter Lochern® in dem Sinne, dafl jede offene Menge das Komplement von A in
einer offenen Menge schneidet, kann aber durch derartige Mengen approximiert
werden. Eine Menge von ertser Kategorie enthélt anschaulich eine dichte Menge
von , Liicken* — damit ist gemeint, dal kein Intervall [a,b] C R mit a < b als
Vereinigung einer Folge von Mengen von erster Kategorie dargestellt werden kann
[i= Beispiel 3.1.17].

Mit den Teilmengen der reellen Zahlen von erster Kategorie als kleine Mengen
und den Komplementen kleiner Mengen als grofie Mengen beschreibt auch dieses
Konzept kleine und grofie Mengen im Sinne von Kapitel 1.1. Die Teilmengen der
reellen Zahlen von erster Kategorie bilden ein o-Ideal, da abzdhlbare Vereinigun-

gen abzéhlbarer Vereinigungen wieder abzéhlbar sind.

Fuzzy-Begriffe

<Pour qu’une fonction bornée f(x) soit intégrable, il faut et il suffit que
I'ensemble de ses points de discontinuité soit de mesure nulle.>? (H. Lebes-
gue in [Leb72, S. 45])

<...je dirai qu’'une condition est remplie presque partout lorsqu’elle est vérifiée
en tout point, sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle.>0 (

in [Leb72, S. 200])

H. Lebesgue

Ideale und o-Ideale erlauben die Definition von Fuzzy-Begriffen. Darunter sind
Begriffsbildungen zu verstehen, die in einem bestimmten mathematisch exakt
formulierten Sinne ,,unscharf“ sind. Typischerweise definiert man dabei, wann ein
Objekt eine vorgegebene Eigenschaft ,fast“ hat, indem man mittels der kleinen
Objekte die gerade noch zuldssige Abweichung von dieser Eigenschaft festlegt.

Hierzu sollen nun einige Beispiele gegeben werden:

Ein klassisches Beispiel fiir eine solche unscharfe* Begriffsbildung ist der Kon-

9Dafiir, da§ eine beschrinkte Funktion f(z) [Riemann-Jintegrierbar ist, ist es notwendig und

hinreichend, dafl die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen vom Mafl Null ist.

10 ich werde sagen, dafl eine Bedingung fast tiberall erfiillt ist, wenn sie fiir jeden Punkt gilt

bis auf Punkte einer Menge vom Mafl Null.
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vergenzbegriff der Analysis: Eine Folge (z;);<,, reeller Zahlen konvergiert gegen
eine reelle Zahl z, falls fiir jedes reelle € > 0 fast alle Folgenglieder einen Abstand
< € zu x haben. Damit ist gemeint, dafl alle bis auf endlich viele Folgenglieder
in einem Abstand < € zu z liegen. Alternativ 148t sich dies so formulieren: Fiir
alle offenen e-Umgebungen O, := {y € R | |x —y| < ¢} C R von x gibt es eine
endliche Menge N C R so, daf§ gilt:

{z;|i<w}—N CO..

Eine formal gesehen ganz dhnliche (freilich inhaltlich vollig verschiedene) Defini-

tion taucht nun in der Maf3- und Integrationstheorie auf:

In der Ma8- und Integrationstheorie miissen viele Aussagen im Hinblick auf ihre
Eindeutigkeit mit einer Einschréinkung versehen werden, bei der der Begriff der
Lebesque-Nullmenge eine wichtige Rolle spielt'!: Sei A eine Lebesgue-mefibare
Teilmenge von R und £ C R eine Eigenschaft von Elementen aus R. Dann
sagt man, die Eigenschaft F gilt Lebesgue-fast iiberall auf A, wenn es eine

Lebesgue-Nullmenge N gibt so, daf} gilt:
A—-—NCE.

Dies erlaubt es nun, Begriffe und Aussagen in der Integrationstheorie zu formulie-
ren, die im obigen Sinne eindeutig bis auf Lebesgue-Nullmengen sind. Beispiels-

weise wird die Gleichheit von Funktionen f, g auf R ausgedriickt durch:
f = g Lebesgue-fast iiberall

oder die Endlichkeit der Werte einer Funktion f auf R durch:
| f| < oo Lebesgue-fast iiberall.

Dies ist notwendig, da es fiir die Aussagen in der Integrationstheorie i.a. auf

Nullmengen nicht ankommt.

HEindeutigkeit in der Integrationstheorie: Dies gilt nicht nur fiir die Lebesgue’sche In-
tegrationstheorie, sondern allgemeiner fiir Aussagen der Integrationstheorie in beliebigen
MafBrdumen (== etwa [Als98, 10]).
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In der deskriptiven Mengenlehre sagt man, eine Teilmenge A eines Baire’schen
Raumes X habe die Baire-Eigenschaft, falls sie fast offen ist, d.h.:

AAQO ist mager.
fiir eine offene Teilmenge O von X.

Allgemeiner 1a83t sich dies fiir eine Menge X mit einem o-Ideal I C P (X) und
einer Eigenschaft £ C P (X) von Teilmengen von X definieren: Eine Teilmenge
A von X habe [-fast die Eigenschaft £, falls es eine Menge B € E (d.h. B hat
die Eigenschaft E) gibt so, daf gilt: AAB € I (d.h. AAB ist I-klein). Fiir eine
Eigenschaft F C X von Elementen von X ldt sich allgemein formulieren: Eine
Teilmenge A von X hat [-fast iiberall die Eigenschaft F, falls es eine Menge
N € I gibt so, dafl gilt: A— N C F.

Unscharfe Begriffe spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle, wenn es um
die prizise Formulierung von Aussagen geht, fiir die es ,,auf kleine Abweichungen

nicht ankommt*.

Nach diesen Beispielen von Kategorien-Konzepten wollen wir nun die Frage nach
der Vereinheitlichung derartiger Konzepte stellen. Dabei beschrianken wir uns auf

Kategorien-Konzepte fiir den Baireraum.

1.3 Vereinheitlichungsproblem

<It is natural to ask whether these notions of smallness are related.» (J.C.

Oxtoby in [Oxt80, S. 4])12

In den Kapiteln 3 und 4 werden das Kategorien-Konzept von Baire und die o-
Kategorie vorgestellt. Es zeigt sich dass die Grossenbegriffe viele strukturelle
Gemeinsamkeiten aufweisen. Viele Sétze iiber einen Grossenbegriff kann man in
der entsprechenden Version auch fiir andere Grossenbegriffe zeigen [ die Kapitel
3.6 und 4.5]. Daher stellt sich nun folgende Frage:

120xtoby bezieht sich dabei auf das Verhiltnis zwischen Nullmengen und Mengen von erster
Kategorie im Raum der reellen Zahlen. Wir wollen diese Frage nun iibertragen auf Mengen

von erster Kategorie und o-beschréankte Mengen im Baireraum.
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1 Einfithrung

Frage

Wie lassen sich Baire- und o-Kategorie in einem allgemeineren Kategorien-
Konzept vereinheitlichen so, dal sich darin die wichtigsten Ergebnisse zu den

beiden Konzepten reproduzieren lassen?

Vorgehensweise

Fiir die Erstellung eines allgemeineren Kategorien-Konzeptes, wird hier zunéchst
nur die Frage nach einer vereinheitlichten Fassung der Baire- und der o-Kategorie
gestellt. In den Kapiteln 3 und 4 werden dann die Baire- und die o-Kategorie spiel-
theoretisch charakterisiert. Auf den Gemeinsamkeiten dieser Charakterisierun-
gen aufbauend wird anschlieend in Kapitel 5 ein verallgemeinertes Kategorien-
Konzept vorgestellt, das die beiden erstgenannten vereinheitlicht und auch noch
weitere Spezialfille umfasst. In dem allgemeineren Konzept erhélt man Theoreme

analog zu denen der Kapitel 3 und 4.

Die spieltheoretischen Charakterisierungen werden dabei mit Hilfe spezieller to-

pologischer Spiele vorgenommen — den sogenannten Banach-Mazur-Spielen.

Derartige Spiele erlauben dann eine spieltheoretische Charakterisierung topolo-
gischer Eigenschaften £ und E5 der Menge A, indem ein Zusammenhang zu den
den Gewinnstrategien der Spieler fiir ein Spiel mit Gewinnmenge A hergestellt
wird — etwa derart, dafl gilt: ,Spieler I hat eine Gewinnstrategie fiir das Spiel mit
Gewinnmenge A genau dann, wenn die Mange A die topologische Eigenschaft F;
besitzt. Spieler II hat eine Gewinnstrategie fiir das Spiel mit Gewinnmenge A

genau dann, wenn die Menge A die topologische Eigenschaft Fy besitzt.

Im nachfolgenden Kapitel werden nun derartige topologischen Spiele vorgestellt

und einige wichtige Eigenschaften besprochen.
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2 Topologische Spiele

Die Spieltheorie ist eine eigenstindige mathematische Disziplin und dient als wis-
senschaftliche Grundlage fiir zahlreiche empirisch arbeitende Wissenschaften. In
den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften werden mit spieltheoretischen Metho-
den wirtschaftliche, gesellschaftliche und militérische Vorginge modelliert, in der
Biologie nutzt man Spieltheorie zur Analyse von Phéanomenen wie der Ausbrei-
tung von Genen oder Spezies. In der Informatik und im Maschinenbau kommen
spieltheoretische Methoden etwa bei der Verifikation reaktiver Systeme! zum Ein-

satz.

Die mathematische Spieltheorie betrachtet eine Vielzahl von Spielen unterschied-

lichster Typen. Ein allgemeiner Spielbegriff findet sich etwa in [vNM44, 7].

Die topologischen Spiele dienen im allgemeinen dazu, topologische Eigenschaften
spieltheoretisch zu beschreiben. Dazu wird ein Zusammenhang zwischen einer
topologischen Eigenschaft der Gewinnmenge und den Gewinnstrategien des Spiels

hergestellt.

In einem topologischen Spiel wihlen die Spieler Objekte, die in Zusammnheng
stehen mit der Toplogie eines Raumes — dies kénnen etwa Punkte, offene oder
abgeschlossene Teilmengen, abgeschlossene Hiillen oder dergleichen sein (¥ et-

wa [Tel87]). Zu dieser Art Spiel gehoren auch die spéter noch zu definierenden

'Reaktive Systeme: Computer-Systeme, die in stindiger Interaktion mit ihrer Umgebung
stehen, indem sie Reize aus ihrer Umgebung empfangen und verarbeiten und als Reaktion
darauf steuernd und regelnd auf diese Umgebung einwirken. Sie werden eingesetzt bei unter-
schiedlichsten Anwendungen wie Uberwachung und Steuerung von medizinischen Geriten,
Fahrzeugen, Produktionsanlagen und Kraftwerken. Da viele dieser Anwendungen sicher-
heitskritisch sind, ist man sehr daran interessiert, schon im Vorfeld bei der Entwicklung —

etwa durch Methoden der spieltheoretischen Verifikation — Fehlerquellen auszuschlielen.
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2 'Topologische Spiele

Spiele G** (A) und G;* (B) aus Kapitel 3, G (A) und G, (B) aus Kapitel 4 und
GP(A) und Gf (C) aus Kapitel 5. Der gemeinsame Grundtyp dieser Spiele sind die

unendlichen Zwei-Personen-Spicle mit perfekter Information® aus Kapitel 2.1.

In Kapitel 2.3 wird das Determiniertheitsaxiom eingefiihrt. Dieses besagt, dafl
gewisse mathematische Spiele immer determinieren (d.h. es gibt stets eine Ge-
winnstrategie fiir einen der beiden Spieler). Das Determiniertheitsaxiom ist nicht
vertriglich mit dem so elementar erscheinenden Auswahlaziom [ Lemma 2.3.4].
Das Auswahlaxiom besagt, daf es fiir jedes System nicht-leerer Mengen moglich
ist, aus jeder Menge dieses Systems ein Element auszuwéhlen. Allerdings ist
das Determiniertheitsaxiom vertriaglich mit dem schwécheren abzdihlbaren Aus-
wahlaziom [ Lemma 2.3.6]. Dieses garantiert die Auswahl von Elementen fiir
abzéhlbare Mengensysteme. Um Inkonsistenzen zu vermeiden, mufl man also stets
darauf achten, das Determiniertheitsaxiom nicht zusammen mit dem vollen Aus-

wahlaxiom zu verwenden.

Bevor jedoch auf diese Zusammenhénge in Kapitel 2.3 néher eingegangen wird,
sollen hier zunéchst in den Kapiteln 2.1 und 2.2 die nachfolgend immer wieder

benotigten grundlegenden spieltheoretischen Begriffe eingefiihrt werden.

2.1 Unendliche Zwei-Personen-Spiele mit perfekter

Information

Die Grundvariante eines unendlichen Zwei-Personenspieles mit perfekter Infor-

mation sieht wie folgt aus:

Definition 2.1.1. (Das Spiel G(A))
Sei X eine beliebige Menge. Zu einer beliebigen Teilmenge A C X“ definiert man

2Unendliche Zwei-Personen-Spiele mit perfekter Information: Die Spiele heiflen ,,un-
endlich®, da unendlich viele Spielziige gemacht werden. Sie heiflen , mit perfekter Informa-
tion“, da die Spieler jederzeit iiber alle gemachten Spielziige im Bilde sind. Dies wiire z.B.

nicht der Fall, wenn die Spieler einige ihrer Ziige verdeckt oder gleichzeitig abgében.
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2 'Topologische Spiele

das Spiel G(A) wie folgt:

ANVANVAN

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler I spielt ein kg € X, Spieler

I:

II:

IT spielt eine k; € X, Spieler I spielt ein ky € X, Spieler II spielt ein k3 € X
w.s.w.. Sei nun f = (ko, k1,...) € X“ — man nennt f auch die Spielfolge oder
Partie. Man sagt, dafl Spieler I gewinnt, falls gilt:

feA

Ansonsten sagt man, dafl Spieler II gewinnt. A nennt man dabei auch die
Gewinnmenge. Hat die Gewinnmenge eine Eigenschaft £ C P (X) (etwa A
offen, abgeschlossen, X! (X) fiir einen polnischen Raum X...), so sagt man auch:
das Spiel G(A) hat die Eigenschaft £ oder bezeichnet G(A) als ein E-Spiel.

Ein solches Spiel bezeichnet man auch als unendliches Zwei-Personen-Spiel
mit perfekter Information, da es nicht nach endlich vielen Spielziigen en-
det und jeder der beiden Spieler zu jedem Zeitpunkt die komplette Information
dariiber hat, wie der bisherige Spielverlauf aussieht — insbesondere wie der andere

Spieler gespielt hat.

Definition 2.1.2. ((Gewinn-)Strategie fiir I)

Eine Strategie fiir Spieler I ist eine Funktion
o: {s € X<¥|Ing(s) ist gerade} —= X .

Statt o(s) schreiben wir auch kurz os. Man sagt, Spieler I spielt nach der

Strategie o, falls gilt:

k‘o = O'()
ko = U<k07k1)
ky = U(kmkfl,kz,ks)
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2 'Topologische Spiele

Die kg, ko, k4 ... nennt man dann auch o-gespielt. Falls Spieler I nach der Stra-
tegie o spielt, ist die Spielfolge bereits festgelegt durch o und p := (kq, k3, ks, . . .)

und wird mit o % p bezeichnet.
o ist eine Gewinnstrategie fiir I, falls
Vpews (ocxpeA).
Analog definiert man (Gewinn-)Strategien fiir Spieler II:

Definition 2.1.3. ((Gewinn-)Strategie fiir IT)
Eine Strategie fiir Spieler II ist eine Funktion
7: {s € X=¥|Ing(s) ist ungerade} — X .
Statt 7(s) schreiben wir auch kurz 7s. Man sagt, Spieler II spielt nach der
Strategie 7, falls gilt:
k‘l = T(ko)
ks = 7(ko, k1, k2)
ks = 7(ko, k1, ka, k3, k’4)

Die k1, k3, k5 ... nennt man dann auch 7-gespielt. Falls Spieler II nach der Stra-
tegie T spielt, ist die Spielfolge bereits festgelegt durch 7 und q := (ko, ko, k4, . . .)

und wird mit g x 7 bezeichnet.

T ist eine Gewinnstrategie fiir II, falls

Vgews (gxT € A°).

2.2 Banach-Mazur-Spiele

Die Banach-Mazur-Spiele sind spezielle unendlichen Zwei-Personenspiele mit per-
fekter Information. Da die Spieler in ihnen topologische Objekte (z.B. offene Ba-
sismengen) spielen, zdhlen sie zu den topologischen Spielen. Die Grundvariante

der Banach-Mazur-Spiele sieht wie folgt aus 3:

3Banach-Mazur-Spiel: Der polnische Mathematiker Stanistav Mazur (1905-1981) entwickel-
te 1935 folgendes Spiel: Zu einer beliebigen vorgegebenen Teilmenge A des Einheitsintervalls
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2 'Topologische Spiele

Definition 2.2.1. (Das Spiel BM(X, A))
Sei X ein nicht-leerer topologischer Raum. Zu einer beliebigen Teilmenge A C X
definiert man das Banach-Mazur-Spiel BM (X, A) wie folgt:

NNV

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd offene nicht-leere Mengen U, und

II:

V,, € X wobei U, DV, D U, 1. Man sagt, da3 Spieler I gewinnt, falls gilt:

ﬂ U, N A # @ oder gleichbedeutend: ﬂ ViNA#o

n<w n<w

Ansonsten sagt man, dal Spieler II gewinnt.

Falls klar ist, in welchem Raum X gespielt wird, bezeichnet man das Spiel auch
einfach mit BM(A).

Die topologischen Spiele G™ (A) und G*(B) aus Kapitel 3 sowie G (A) und
G, (B) aus Kapitel 4 werden weiter unten fiir Teilmengen A des Baire-Raumes
bzw. Teilmengen B von N x N (im Falle von G} (B)) und Teilmengen B von
N x X fiir eine unendliche Ordinalzahl A (im Falle von G;* (B)) mit A = p(B5)
definiert. Sie lassen sich auch als Varianten dieses Grundtypes formulieren. Bei-
spielsweise entsprechen in dem Spiel G (A) [= Definietion 4.5.1] die von I gespiel-
ten endlichen Sequenzen u,, € w< offenen Basismengen U,, := O~ ~,, C w*

und die von II gespielten natiirlichen Zahlen k,, entsprechen den offenen Mengen

Vi = Uuoyo, Ouom o u © 6.

[0,1] C R spielen Spieler I und Spieler IT abwechselnd Intervalle I,, und J, C [0,1] wobei
I, D J, D I,4+1. Man sagt, dafl Spieler I gewinnt, falls gilt:

ﬂ I, N A # @ oder gleichbedeutend: ﬂ Jo.NA#D

n<w n<w

Ansonsten sagt man, dafl Spieler II gewinnt. Die unter 2.2.1 gegebene Definition ist
eine Verallgemeinerung dieses Spiels fiir beliebige topologische Rdume von John C. Oxtoby
(1910-1991).
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2 'Topologische Spiele
2.3 Determiniertheit und Auswahl

Die Determiniertheit von Spielen in Abhédngigkeit von ihrer Gewinnmenge ist
ein entscheidendes Thema in der Spieltheorie. Dabei beziehen wir uns mit dem
Begriff Determiniertheit stets auf die in Kapitel 2.1 defnierten Spiele G(A) fiir
eine Teilmenge A C w*. Reden wir iiber die Determiniertheit von anderen Spielen,
so gehen wir davon aus, dafl diese auf den Grundtyp G(A) zuriickgefiihrt werden
konnen (bei einem Spiel, in dem endliche Sequenzen natiirlicher Zahlen gespielt

werden: etwa durch die Kodierung dieser Sequenzen in natiirliche Zahlen).

Definition 2.3.1. (G(A) determiniert)
Sei A C X“. Das Spiel G(A) heifit determiniert, falls einer der beiden Spieler

eine Gewinnstrategie hat.

Definition 2.3.2. (Determiniertheitsaxiom AD)
Das Determiniertheitsaxiom AD besagt, daB fiir jedes A C w* das zugehorige
Spiel G(A) determiniert ist?.

Das Auswahlaxiom wird manchmal auch als volles Auswahlaxiom bezeichnet, um
den Unterschied zu schwécheren Formen der Auswahl deutlich zu machen. Das

volle Auswahlaxiom ist wie folgt definiert:

Definition 2.3.3. (Auswahlsaxiom AC)
Das Auswahlsaxiom AC besagt, dafi fiir jede Familie S von Mengen mit @ ¢ S

eine Auswahlfunktion

f:8—U5s

1Determiniertheitsaxiom: 1962 von Jan Mycielski und Hugo Steinhaus in ihrem Aufsatz ,A
mathematical aziom contradicting the aziom of choice (v [MS62]) formuliert als ,, Axiom of
Determinateness®: ,,Every set of reals is determined* (== auch [Ste65]). Unter der Annahme
von AD 148t sich zeigen, daf} jede Menge reeller Zahlen lebesgue-mefbar ist und die Baire-
Figenschaft sowie die Perfekte-Mengen-Figenschaft besitzt (= etwa [Jec03, 33.]). Diese
Resultate aus dem Jahr 1964 waren urspriinglich der Hauptanreiz fiir eine Beschéftigung
mit AD. Nachdem Robert M. Solovay gezeigt hatte, dafl N; unter der Annahme von AD
eine meflbare Kardinalzahl ist, richtete sich dann die Aufmerksamkeit auf das Verhiltnis
zwischen AD und groflen Kardinalzahlen (v etwa [Kan03, 28.]).
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2 'Topologische Spiele

mit V X € S (f(X) € X) existiert®.

Das Determiniertheitsaxiom AD und das volle Auswahlaxiom AC sind nicht

miteinander vertraglich:

Lemma 2.3.4. (Inkonsistenz von AD mit AC)
Wenn AC gilt, dann gibt es ein A C w* so, daff das zugehorige Spiel G(A) nicht

determaniert ist.

BEWEIS. Seien {0, | a < 2%} und {7, | @ < 2%} die Mengen der Strategien fiir
Spieler I bzw. II (in Spielen G(A) mit A C N beliebig). Dann konstruiert man
die Mengen

X = {2z, | a < 2™}
Y i={ys | a < 2%}

wie folgt:

Fiir gegebene {z¢ | ¢ < a} und {y¢ | £ < a} wihle man mit Hilfe von AC
ein Yy, = 04 % b & {x¢ | £ < a} fiir ein b € N (solch ein y, existiert, da die
Kardinalitiit von {o, * b | b € N} gleich 2% > « ist). Danach wihlt man ein

To = a*xTy & {ye | € < a} (dies existiert aus demselben Grund, wie das y,).

1) Es gilt X NY = @: Angenommen es gibt ein z € X NY — etwa

2=Yy=0a%b¢ {xe | £ <} und
S — o — kT & {ye | € < ')

Wegen z = o & {z¢ | £ < o} gilt dann o/ > a und wegen z =y, & {ye | £ < o'}
gilt o/ < a — Widerspruch.

2) Es gilt V. a < 2% 3 (a,b) e N XN (a*7, € X Noyxb & X): Nach der

Konstruktion von X und Y gibt es fiir jedes o« < 2% ein a * 7, € X und ein
goxb€eY.Da XNY =@ muB dann gelten o, b & X.

2) bedeutet, daff weder Spieler I noch II eine Gewinnstrategie fiir das Spiel G(X)
haben. Das Spiel G(X) ist also nicht determiniert. O

® Auswahlaxiom: 1904 durch Ernst Zermelo (1871-1953) in [Zer04] formuliert, um zu zeigen,

dafl jede Menge wohlgeordnet werden kann.
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2 'Topologische Spiele

Eine schwiachere Form der Auswahl ist die abzahlbare Auswahl:

Definition 2.3.5. (Axiom der abzihlbaren Auswahl AC¥)
Das Axiom der abzidhlbaren Auswahl AC® besagt, daf fiir jede abzéahlbare

Familie S von Mengen mit @ ¢ S eine Auswahlfunktion
f:s—US>s

mit V X € S (f(X) € X) existiert.
Sei M eine Menge. Das Axiom der abzihlbaren Auswahl auf M ACY,
besagt, dafi fiir jede abzédhlbare Familie S von Teilmengen in M mit @ ¢ S eine

Auswahlfunktion
f:8—=US
mit V X € S (f(X) € X) existiert.

Das Axiom der abzahlbaren Auswahl AC}; ist vertréglich mit dem Determiniert-

heitsaxiom AD — es folgt sogar daraus:

Lemma 2.3.6. (Konsistenz von AD mit ACY))
Aus AD folgt ACY;.

BEWEIS. Sei S = {X, | n < w} eine Familie nicht-leerer Teilmengen in N.

Esgilt 3 f: 5——=US (f(X,) € X,.):

Um dies zu zeigen, wird zunéchst das Spiel Gg wie folgt definiert:

Spieler I spielt (ag, a1, as,...) € N,
Spieler 1T spielt (bg, by, ba,...) =: b€ N.

Spieler II gewinne genau dann, wenn b € X, gilt. (Mit A := {(aq, by, a1,b1,...) |
(b, by, b, ... € X4y)} 188t sich Gg als Spiel G(A) der Grundvariante aus Defi-
nition 2.1.1 auffassen und es ist klar, daf§ aus AD folgt, da Gg determiniert
ist.)

Spieler I kann fiir Gg keine Gewinnstrategie haben, da Spieler I zu ag nur ein

b € X,, # @ zu spielen braucht, um zu gewinnen (Spieler I hat nach seinem ersten
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2 'Topologische Spiele

Zug ay keinerlei Einfluf mehr auf den Ausgang des Spieles). Wegen AD hat somit

Spieler II eine Gewinnstrategie 7. Mit dieser 1483t sich dann eine Auswahlfunktion

f(Xn) = {((n,0,0,...)%7),

fiir S definieren, wobei ((ag, a1, as,...) * 7), = bmit b € X,, die Ziige von Spieler

ITin Gg seien. Es gilt f(X,,) € X,, da 7 eine Gewinnstrategie von II fir Ggist. ¢

Um nicht in Widerspriiche zu geraten, ist also darauf zu achten, AD und AC
niemals gleichzeitig vorauszusetzen. AC® ist jedoch fiir die Untersuchung von
Spielen des Typs G(A) fiir eine Teilmenge A C w* in der Regel schon ausreichend.
Eine andere schwéchere Form der Auswahl ist das Axiom der abhdngigen Auswahl
DC. Die abhéngige Auswahl folgt aus AC* und ist ebenfalls vertraglich mit AD
(= vgl. Kapitel 4 Fuinote 10). An den Stellen, an denen wir AD annehmen, soll

dies jedesmal ausdriicklich erwéhnt werden.
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3 Baire-Kategorie

In diesem Kapitel soll nun die Baire-Kategorie vorgestellt werden. Die Baire-
Kategorie 148t sich allgemein fiir topologische Rdume definieren. Die kleinen Men-
gen der Baire-Kategorie sind die mageren Mengen. Sie setzen sich aus nirgends
dichten Mengen zusammen, die sich gleichsam ,,diinn machen®, indem ihre Kom-
plemente offene dichte Mengen enthalten [ Kapitel 3.1]. Die nirgends dichten
Mengen sind anschaulich gesehen Mengen mit ,lauter Lochern®, da jede offene
Menge das Komplement von A in einer offenen Menge schneidet. Eine mage-
re Menge A ist in dem Sinne nicht notwendig selber eine Menge mit ,lauter
Lochern®, kann aber durch derartige Mengen approximiert werden. Offene In-
tervalle (a,b) # @ in R sind nie mager [== Beispiel 3.1.17]. Diese Eigenschaft
motiviert die Definition Baire’scher Riume [ Definition 3.3]: Ein Raum heifit
Baire’sch, falls er keine nicht-leeren mageren offenen Mengen enthélt.

Beispiel 3.1.10% verdeutlicht, dafl man die Kleinheitsbegriffe verschiedener
Kategorien-Konzepte keinesfalls durcheinanderwiirfeln darf — klein in dem einen
Konzept bedeutet nicht unbedingt auch klein in einem anderen.

Die komageren Mengen stehen in Baire’s Kategorien-Konzept fiir die groffen Men-
gen und werden daher als die Komplemente magerer Mengen definiert [ Kapitel
3.2]. Daher haben die komageren Mengen die zu den mageren Mengen dualen Ei-
genschaften. Auflerdem wird definiert, wann eine Menge mager bzw. komager in
einer offenen Menge ist.

Eine magere Menge in R enthélt anschaulich eine dichte Menge von ,,Liicken*
— damit ist gemeint, dafl keine Intervall [a,b] C R (oder dquivalent dazu: kein
offenes Intervall (a,b) C R) mit a < b als Vereinigung einer Folge von Mengen

von erster Kategorie dargestellt werden kann [#= Beispiel 3.1.17]. Um diese Eigen-

!Bis auf Beispiel 3.1.10 (aus [Jec03, 11.8]), 3.1.12, 3.1.13 und 3.1.16 stammen die Beispiele in
Kapitel 3.1 aus [K688, IT 6, VI 2]
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3 Baire-Kategorie

schaft fiir topologische Rédume zu verallgemeinern, bezeichnet man einen Raum
als Baire’sch, wenn er keine nicht-leere offene magere Menge enthilt [r= Kapitel
3.3].

Eine nicht-leere offene Teilmenge U C X ist mager genau dann, wenn jede Teil-
menge von X mager (und komager) in U ist. Die Baire’schen Rdume sind daher
gerade diejenigen, in denen die Lokalisierung der Begriffe mager und komager
sinnvoll ist.

Der Baire’sche Kategoriensatz 3.3.11% identifiziert zwei grofie Klassen topolo-
gischer Rdume als Baire’sch: die lokal kompakten R&ume und die vollsténdig
metrisierbaren Rdume.

Fiir spieltheoretische Charakterisierungen betrachten wir in dieser Arbeit die
Baire-Kategorie auf dem Baireraum. In Kapitel 3.5 ordnen wir den Baireraum
in den allgemeineren topologischen Zusammenhang® ein. Unter anderem zeigen
wir, dafl der Baireraum ein polnischer Raum ist und somit nach dem Baire’schen
Kategoriensatz 3.3.11 (i) insbesondere ein Baire’scher Raum.

In Kapitel 3.6 wird dann die Baire-Kategorie mittels des Spieles G™ (A) fiir
beliebige Teilmengen A des Baireraumes und mittels G,* (B) fiir Projektionen
A = p(B) (B C w” x w*) charakterisiert [= Theoreme 3.6.4 und 3.6.7]* . Es
zeigt sich, daf eine Teilmenge A des Baireraumes genau dann klein im Sinne der
Baire-Kategorie ist, wenn Spieler II in dem Spiel G** (A) eine Gewinnstrategie
besitzt und lokal grofi (groff in einer offenen Teilmenge des Baireraumes) genau
dann, wenn Spieler I eine Gewinnstartegie fiir das Spiel G*™ (A) hat [== Theorem
3.6.4]. Fiir Projektionen A = p(B) einer Menge B C w“ X w* erhélt man ein
entsprechendes Resultat mit dem Spiel G)* (B) [ Theorem 3.6.7].

Kapitel 3 abschlielend wird als eine direkte Anwendung von Theorem 3.6.7 ein
hinreichendes Kriterium fiir die Baire-Eigenschaft projektiver Mengen angegeben
[ Satz 3.6.8)°.

2Der Bairesche Kategoriensatz 3.3.11 findet sich in dieser Form etwa in [HM77, I1.2], Teil (i4)

findet sich auch in [Pre70, 7.3.12].
3Bei Begriffen wie quasikompakt, kompakt und lokal (quasi-) kompakt halten wir uns an die

Definitionen von [Pre70, 7.1, 7.3]. = etwa [Pre70, 4] fiir die Trennungsaziome und den

Begriff reguldr.
‘e etwa [Jec03, 111 33] fiir Theorem 3.6.4. w& [Kec77, S. 194] fiir Theorem 3.6.7.
i [KecT77, S. 193] fiir Satz 3.6.8.
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3 Baire-Kategorie

3.1 Magere Mengen

Die kleinen Mengen der Baire-Kategorie sind die mageren Mengen. Sie setzen
sich aus nirgends dichten Mengen zusammen, die sich gleichsam ,,diinn machen®.
Im Gegensatz dazu stehen die tiberall dichten Mengen, die sich gleichsam ,, breit

machen®, indem sie jede offene Menge schneiden:

Definition 3.1.1. (iiberall dicht)
Eine Menge A C X heifit iiberall dicht oder einfach dicht genau dann, wenn

sie mit jeder offenen nicht-leeren Menge U C X einen nicht-leeren Schnitt hat.

Definition 3.1.2. (dicht in einer offenen Menge U)
Eine Menge A C X heifit dicht in U fiir eine offene Menge U C X genau dann,

wenn sie in U dicht beziiglich der Relativtopologie ist.

Beispielsweise liegen die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen: Jede reelle
Zahl 1488t sich als unendliche Dezimalzahl darstellen. Diese 148t sich als unendliche
Reihe im Sinne der Analysis auffassen. Die Partialsummen dieser Reihe sind
rationale Zahlen. Also 148t sich jede reelle Zahl beliebig genau durch rationale

Zahlen approximieren.

Im Gegensatz dazu machen sich die nirgends dichten Mengen gleichsam , diinn“

dadurch, dafl ihr Komplement eine offene dichte Menge enthélt:

Definition 3.1.3. (nirgends dicht)
Eine Menge A C X heifit nirgends dicht genau dann, wenn A€ eine offene dichte
Menge G C X enthilt.

Anschaulich erhélt man eine nirgends dichte Teilmenge Y eines Raumes X, indem
man aus einer Teilmenge Y von X iterativ aus jeder X-offenen Menge U C Y
eine offene Teilmenge V' aus U entfernt. Eine nirgends dichte Menge stellt man

sich daher am besten als eine Menge , mit lauter Lochern® vor.

Aus Definition 3.1.3 folgt direkt, dal Teilmengen nirgends dichter Mengen eben-
falls nirgends dicht sind. Die leere Menge & ist nirgends dicht, da @° = X offen
und dicht ist. Das Innere A° einer nirgends dichten Menge A ist leer, da A keine

offene Menge enthalten kann (eine offene Menge in A kénnte ja nicht die dichte
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3 Baire-Kategorie

Menge G C A€ schneiden). Insbesondere ist A also nicht offen. Auflerdem kann
ein nirgends dichtes A nicht dicht sein in einer Menge B C X, die die dichte
Menge G C A° schneidet, da A sonst G N B C A° schneiden miisste — insbeson-
dere kann A somit nicht dicht sein in X oder einer offenen Teilmenge U von X.
Eine abgeschlossene Menge A C X, die das Komplement einer dichten Menge ist,
muf} nirgends dicht sein, da ihr Komplement offen und dicht ist. Es gilt also: Ist
A =@, soist A (als Teilmenge der nirgends dichten Menge A) nirgends dicht.

Insbesondere ist A nirgends dicht, falls abgeschlossen und A° = &

Satz 3.1.4. (Ideal der nirgends dichten Mengen)

Die nirgends dichten Teilmengen eines topologischen Raumes bilden ein Ideal.

BEWEIS. Es bleibt zu zeigen, dafi die Vereinigung endlich vieler nirgends dich-
ter Mengen nirgends dicht ist. Sei also |J;_, A; die Vereinigung endlich vieler
nirgends dichter Teilmengen A; eines topologischen Raumes X. Dann liegt im
Komplement dieser Vereinigung der endliche Schnitt (), G; offener dichter Teil-
mengen G; C X. Endliche Durchschnitte offener dichter Teilmengen sind aber
stets selbst wieder offen und dicht. O

Satz 3.1.5. (nirgends dicht)
Fir eine Menge A C X sind dquivalent:

(i) A nirgends dicht.
(ii) A dicht.
(111) A ist in keiner offenen nicht-leeren Menge U C X dicht.

(iv) Fir jede offene nicht-leere Menge U C X gibt es eine offene nicht-leere
Menge V C X so, daf V CU und VNA=02.

() A =o.

BEWEIS. (i) = (i7) : Sei A nirgends dicht. Dann ist A° = @. A enthélt also keine
offene nicht-leere Menge. Folglich gilt fiir jede offene nicht-leere Menge U C X:
UNA®+#@. Das heiit, A ist dicht.

(i1) = (iii) : Sei A dicht. Angenommen A ist dicht in einer offenen nicht-leeren
Menge U C X. Da A° dicht ist, ist dann UN A" # @. Da A° und U offen sind,
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3 Baire-Kategorie

ist U N'A° offen. Und da A dicht in U und U N A" offen ist, muB ANUNA" # @
gelten. Widerspruch, da A° c A°.

Die Annahme war also falsch und es gilt: A ist in keiner offenen nicht-leeren
Menge U C X dicht.

(73i) = (iv) Sei U eine offene nicht-leere Teilmenge von X und gelte (7i7). An-
genommen alle offenen nicht-leeren Mengen V' C U haben einen nicht-leeren
Schnitt mit A. Das heifit A liegt dicht in der offenen nicht-leeren Menge U — im
Widerspruch zu (4i).

Die Annahme war also falsch, d.h. es gibt eine offene nicht-leere Menge V' C U
mit VNA=0g.

(iv) = (i) Gelte (iv). Angenommen A ist nicht nirgends dicht. Dann gilt A° # @.
Da A" C A gilt dann

VV CcA offen # @ (VNA#Q)

und da A° offen ist, widerspricht dies (iv).

Die Annahme war also falsch und A ist somit nirgends dicht.

(v) < (i) In A ist keine offene Menge enthalten genau dann, wenn sich jede
offene Menge mit A° schneidet. O

Beispiel 3.1.6. Der Graph G; = {(z,y) € R* | f(z) = y} einer stetigen,
reellwertigen Funktion f ist eine im euklidischen Raum® (R?,d?) nirgends dichte

Menge.

BeEweEIs. Nach Satz 3.1.5 geniigt es zu zeigen, daf3 G_f keine offene Menge
enthahlt.

Um zu zeigen, daB G gleich Gy, geniigt es zu zeigen, dal G; D Gj. Sei a =
(z,y) € Gy beliebig. Da G; abgeschlossen ist gibt es dann eine Folge (a;); =
(i, ;)i in Gy, die gegen a konvergiert und es gilt lim;(x;) = 2 und lim;(y;) = v.
Da f stetig ist, gilt dann

f(z) =lim f(z;) =limy; =y

6euklidischer Raum: = Konventionen S. 146.
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3 Baire-Kategorie

und somit mufl ¢ = (x,y) in Gy liegen.

Nun geniigt es zu zeigen, daB Gy keine offene e-Kugel K(a,e) = {b € R |
d*(a,b) < €} fiir € > 0 enthilt. Dies ist aber klar, da der Graph G; von f
mit einer e-Kugel K(a = (x,y), €) auch die Menge

L={,y)eR* |2’ =0Ay—e<y <y+e} CK(are)

enthalten miifite (was nicht geht, da ¢ > 0 und f eine Funktion ist).

Insgesamt ist damit gezeigt, dafl G_fo = @. Somit ist G; nach Satz 3.1.5 nirgends
dicht. O

Eine abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen kann dicht in einer offenen
Menge sein und somit nicht wieder nirgends dicht (Beispiel: Die Menge der ra-
tionalen Zahlen Q = J, ¢
Teilmengen {q} C R aber dicht in R. Nirgends dichte Mengen bilden also i.a.

{q} ist eine abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter

kein o-Ideal — um ein solches zu erhalten definiert man:

Definition 3.1.7. (mager)

Eine Menge A C X heifit mager in X oder einfach mager genau dann, wenn A
als abzéhlbare Vereinigung UiZO A; von nirgends dichten Mengen A; geschrieben
werden kann. Magere Mengen bezeichnet man auch als von erster Kategorie

und nicht magere Mengen als von zweiter Kategorie .

Der Begriff mager 148t sich wie folgt lokalisieren:

Definition 3.1.8. (mager in einer offenen Menge U)
Sei U eine offene Menge in X, dann heifit eine Menge A C X mager in U genau
dann, wenn A N U mager ist. Da U offen ist, ist dies dquivalent dazu, dal AN U

mager beziiglich der Relativtopologie von U ist.

"mager: Bei R. L. Baire heifit es in [Bai99] ensemble de premiére catégorie bzw. en-
semble de deuxieme catégorie, korrekt iibersetzt also Mengen von erster Kategorie
bzw. Mengen von zweiter Kategorie. Ublich ist aber auch die Kurzform 1. Kategorie
bzw. 2. Kategorie. Die franzosische Mathematikergruppe Bourbaki hat vorgeschlagen, die
sprachlich etwas schwerfélligen und unanschaulichen Ausdrucksweisen von 1. Kategorie
und von 2. Kategorie fallenzulassen, und stattdessen eine Menge von 1. Kategorie mager
zu nennen. Der Vorschlag setzte sich aber nicht recht durch, und so sind bis heute beide

Bezeichnungsweisen gebrauchlich.
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3 Baire-Kategorie

Nirgends dichte Mengen sind also mager — insbesondere die leere Menge. Abzéhl-
bare Vereinigungen magerer Mengen sind ebenfalls mager, da eine abzéhlbare
Vereinigung abzdhlbarer Vereinigungen von Mengen wieder abzélbar ist. Teil-
mengen magerer Mengen sind mager — sei etwa B C A und A mager, dann ist
A= Uizo A; mit A; nirgends dicht und somit B = Uizo BNA; mit BNA; CA;
nirgends dicht. Mithin gilt:

Satz 3.1.9. (0-Ideal der mageren Mengen) Die mageren Teilmengen eines

topologischen Raumes bilden ein o-Ideal.

Die mageren Mengen erfiillen also die natiirlichen Eigenschaften kleiner Mengen.

¢ ste-

Obwohl mager wie Lebesgue-Nullmenge jeweils fiir ,,vernachlédssigbar klein®
hen, 1488t sich R als Vereinigung einer mageren Menge und einer Nullmenge dar-
stellen. Die Kleinheitsbegriffe sind also wohl zu trennen — ,klein“ in dem einen

Sinne bedeutet nicht automatisch auch ,klein* in einem anderen Sinne:

Beispiel 3.1.10. Es gibt eine Lebesgue-Nullmenge N C R und eine magere Men-
ge M CR so, daf R=NUM gilt.

BEWEIS. Sei q1, ¢, ... eine Aufzdhlung der rationalen Zahlen. Fiir jedes n > 1
und k£ > 1 sei 1, 5, das offene Intervall mit Mittelpunkt g, von der Lénge kan Sei
Dy = Un21 I, und A= ﬂkzl Dy.. Da die I, offen sind ist dann jedes Dy, offen.
Auflerdem ist jedes Dy auch dicht in R, weil Q C Dy gilt und Q dicht in R ist.
Somit ist A° mager. A ist eine Nullmenge, da A\(Dy) < 1 und somit A(A) = 0 gilt

(mit Lebesgue-Maf3 \). O

Um eine Anschauung zu bekommen, wie ,alltdgliche” magere Mengen aussehen
konnen und auf welche Weise sie sich ,,diinn machen®, sollen abschliefend noch

einige weitere Beispiele betrachtet werden.
Beispiel 3.1.11. Jede hichstens abzdihlbare Teilmenge von R st mager in R.

BEWEIs. Dies ergibt sich sofort daraus, dafl einelementige Teilmengen von R nir-
gends dicht in R sind. Eine einelementige Teilmenge {x} von R ist stets nirgends
dicht in R, weil ihr Komplement {x}¢ offen und dicht in R ist. O
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Beispiel 3.1.12. Die Menge der rationalen Zahlen Q ist mager in R und die

Menge der irrationalen Zahlen 1 ist nicht mager in R.

BEwEIS. Da Q C R abzéhlbar ist, ist Q nach Beispiel 3.1.11 mager. Da R = QUI
gilt und R nicht mager ist, ist I nicht mager. (In Satz 3.3.11 (i) zeigen wir,
daB in vollstédndig metrisierbaren Rdumen der Durchschnitt von offenen dichten
Teilmengen wieder dicht ist. Da R vollstdandig metrisierbar ist folgt daraus, dal R
4, =o=RD_, G #

nirg. dicht off. dicht 3.3.11 (i

@ — Widerspruch). ¢

nicht mager sein kann, da sonst: R = J,_,

In Beispiel 3.1.11 wurde lediglich benutzt, daf§ R keine isolierten Punkte besitzt
und das erste Trennungsaxiom (je zwei Punkte besitzen Umgebungen, die den je-
weils anderen Punkt nicht enthalten [ spiteres Kapitel 3.3 Formel (3.2)] erfiillt.

Mit der Argumentation aus Beispiel 3.1.11 erhélt man somit auch:

Beispiel 3.1.13. Sei X ein topologischer Raum, der das erste Trennungsaziom
erfillt und keine isolierten Punkte besitzt. Dann ist jede hdchstens abzdhlbare

Teilmenge von X mager.

Beispiel 3.1.14. Die Vereinigungsmenge G der Graphen aller Polynome f mit

rationalen Koeffizienten ist mager im euklidischen Raum R2.

BEWEIS. Jedes der Polynome f ist eine auf R stetige Funktion. Nach Beispiel
3.1.6 sind somit die Graphen G der Polynome nirgends dicht in R?. Da die Menge
L:=,., QXy,...,X;] der Polynome mit rationalen Koeffizienten abzéhlbar ist,
ist dann G = |J rer Gy als abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen eine
magere Menge. O

Beispiel 3.1.15. Sei A C R dicht und die Funktion f: R —=TR in A stetig®.
Dann ist die Menge M der Unstetigkeitsstellen von f mager.

BEWEIS. Sei M die Menge der Unstetigkeitsstellen von f. Dann 1a8t sich M

schreiben als M = J -, M, wobei eine reelle Zahl = genau dann zu M,, gehore,

n>1

8stetig in A C R: Eine Funktion f : R —— R heifit stetig in A C R, falls f stetig in allen
Punkten x € A ist. Fiir ein = € R heifit f stetig im Punkt z, fallsVe>036 >0V y €

R (d(z,y) <0 =d(f(z), f(y)) <e).

40
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wenn es eine Folge (zx)r>1 gibt, die in R gegen x konvergiert und fiir die | f(zx) —
f(x)] > L fir alle k> 1.

Die M,, sind nirgends dicht (fiir alle n € N): Angenommen fiir ein ng > 1 ist M,
in R nicht nirgends dicht. Wegen A = R gibt es einen Stetigkeitspunkt y, € A von
f, der Bertihrungspunkt von M, (d.h. in M, gibt es eine gegen y, konvergente
Folge) ist. Da f in yq stetig ist, gibt es zu ﬁ ein 6 > 0 mit

vyeR(W—yM<5iﬁﬂw—f@w%<§Z)

Da yo Berithrungspunkt von M, ist, gibt es ein xy € M, so, daf |z¢ — yo| < 0.
Sei nun () die oben genannte Folge, die in M,,, gegen xy konvergiert (existiert
laut Definition von M, ). Dann gilt fiir hinreichend grofies & > 1:

() = Fao)] < f () = Fwo)| + |f (o) — F(ao)]

v~ v~
1 1
2ng < 2ng

1
< _—
No
Insgesamt gilt dann fiir hinreichend grofles k£ > 1:
1 1
|f(zk) = flzo)| > — und [ f(zx) — flzo)| < —.
%) Nyo
Widerspruch — also gibt es kein ng € N, fiir das M,,, nicht nirgends dicht wére.

Somit ist dann M = Un21 M,, mit nirgends dichten M, — also ist M mager. ¢

Beispiel 3.1.16. In einem metrischen Raum (X, d) mit nur endlich vielen Ele-
menten ist jede nicht-leere Teilmenge A C X und insbesondere X selber von 2.

Kategorie.

BEWEIS. Dies ergibt sich sofort daraus, dal in einem metrischen Raum X mit

nur endlich vielen Punkten jede Singulum-Menge {z} C X offen ist. O

Allgemeiner gilt (nach der selben Argumentation), daf jede Teilmenge eines to-
pologischen Raumes X, die nur aus isolierten Punkten (d.h. aus Punkten in X,
gegen die keine Folge in X konvergiert [ Kapitel 4] besteht, von 2. Kategorie

ist.

Beispiel 3.1.17. Sei I ein Intervall (also I gleich (a,b), (a,b],|a,b) oder [a, 0]

mit a < b in R) des euklidischen Raumes R. Dann ist I von 2. Kategorie in R.
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BEWEIS. Der Baire’sche Kategoriensatz [ Satz 3.3.11(7)] zeigt, dafl in
vollstdndigen metrischen Raumen (wie R) offene Mengen niemals mager sind. Ist
I also offen, so kann I nicht mager in R sein. Ist I abgeschlossen oder halboffen,

so enthélt es ein offenes Intervall und kann daher ebenfalls nicht mager sein. ¢

3.2 Komagere Mengen

Die komageren Mengen stehen in Baire’s Kategorien-Konzept fiir die ,,groflen®
Mengen und werden daher als die Komplemente , kleiner* Mengen definiert. Ana-
log zur Lokalisierung des Begriffes einer mageren Mengen wird auch definiert,

wann eine Menge komager in einer offenen Menge ist:

Definition 3.2.1. (komager in X, komager in U C X)

Eine Menge A C X heiffit komager in X oder einfach komager genau dann,
wenn A€ mager ist. Eine Menge A C X heifit komager in U fiir eine offene
Menge U C X genau dann, wenn U — A mager ist — das ist gleichbedeutend
damit, dafl A° mager in U ist.

Lemma 3.2.2. (komager in U C X)
Sei U C X offen. Dann ist A C X komager in U genau dann, wenn es eine Folge
(G})i<w offener dichter Mengen in X gibt so, dafs

UmAaﬂUmGi

1<w
qgilt.
BEWEIS. Seien U C X offen und A C X. Dann gilt
A komager in U < U N A° mager

S UNA= U U N A; mit A; nirgends dicht

i<w

SUNA=[\UNA
<w

S UNA DﬂUﬂGi mit G; C A{ offen und dicht.
<w
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Insbesondere gilt, dal A C X genau dann komager ist, wenn A einen abzédhlbaren

Schnitt (),__ G; offener dichter Teilmengen G; von X enthilt.

<w

In Kapitel 3.1 wurde bereits gezeigt, dafi magere Mengen klein im Sinne von
Kapitel 1.1 sind (d.h. sie bilden ein o-Ideal). Als Komplemente magerer Mengen
verhalten sich die komageren Mengen somit genau so, wie wir es in Kapitel 1.1 von
grofsen Mengen gefordert haben: Sie sind abgeschlossen gegeniiber Obermengen

und abziahlbaren Schnitten.

3.3 Baire’sche Raume

Fiir die spieltheoretischen Untersuchungen werden wir in dieser Arbeit fast aus-
schliefllich den Baire-Raum verwenden. Dieser wird in Abschnitt 3.5 eingefiihrt
und einige seiner grundlegenden Eigenschaften umrissen. Da die Baire-Kategorie
jedoch nicht blo8 fiir den Baire-Raum, sondern fiir allgemeine topologische Rdume
definiert ist, erscheint eine Einordnung in den allgemeineren Zusammenhang der

Topologie angebracht.

In diesem Abschnitt werden die Bair’schen Rdume allgemein definiert und einige
ihrer grundlegende topologischen Eigenschften vorgestellt. Der Baire’sche Kate-
goriensatz 3.3.11 identifiziert zwei grofie Klassen von Topologischen Rdumen als

Baire’sch: die lokal kompakten und die vollstéindig metrisierbaren Rdume.

Offene (nicht-leere) Intervalle in R und somit beliebige nicht-leere Teilmengen von
R sind niemals mager [== Beispiel 3.1.17]. Um diese Eigenschaft fiir topologische

Réaume zu verallgemeinern definiert man:

Definition 3.3.1. (Baire’scher Raum)
Ein topologischer Raum X heifit Baire’sch genau dann, wenn er keine nicht-leere

offene magere Menge enthélt.

Eine nicht-leere offene Teilmenge U C X ist mager genau dann, wenn jede Teil-
menge von X mager (und komager) in U ist. Die Baire’schen Raume sind daher
gerade diejenigen, in denen die Lokalisierung der Begriffe mager und komager

sinnvoll ist.
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Lemma 3.3.2. (Baire’scher Raum)
Fiir einen topologischen Raum X ist dquivalent
(i) X ist Baire’sch.

(i) Fir jede Folge (D;)i<y offener dichter Teilmengen von X ist der Schnitt
Niso Di dicht in X.

(111) Jede komagere Menge in X ist dicht.

(iv) Fir jede Folge (A;)i<. abgeschlossener Teilmengen von X mit A = & ist
das Innere der Vereinigung (J,, Ai)° ebenfalls leer.

BEWEIS. (i) = (ii) : Sei X Baire’sch und sei (D;);<, eine Folge offener nicht-
D; ist nicht dicht in X. Sei
D;. Dann gilt

leerer dichter Teilmengen in X. Angenommen (,_,,

etwa U C X offen nicht-leer und schnittfremd mit ()

U=U-(\Di=JW-Dy)

<w <w

<w

und die U — D; sind nirgends dicht (laut Definition 3.1.3, denn das Komplement
enthélt die offene in X dichte Teilmenge D;). Somit ist U mager und offen — im

Widerspruch dazu, dal X als Baire’sch vorausgestzt war.

Also ist obige Annahme falsch, d.h. ().__ D; ist dicht in X.

1<w
(17) = (di7) : Sei A C X komager und es gelte (ii). Angenommen es gibt eine
offene nicht-leere Menge U C X mit U N A = @. Da A komager ist, gilt laut

Lemma 3.2.2: A D (), G; fiir einige G; C X offen und dicht. Wegen UN A = &
gilt dann auch

i<w

<w
Da die G; offen und dicht sind, ist jedoch (,_, G; nach (i) dicht — es gilt also
Un(Gi# 2.
<w
Widerspruch.

Somit war obige Annahme falsch — es gibt also keine offene nicht-leere Menge
U C X, die A nicht schneidet. Das heifit A ist dicht.
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(17i) = (iv) : Sei (A;)i<w eine Folge abgeschlossener Teilmengen von X mit
A? = @ und es gelte (ii7). Angenommen (|J,_, A;)° # @. Sei etwa U C |J,_, 4

offen und nicht-leer. Dann gilt fiir das Komplement

(LJ A4i)° nicht dicht.

<w

Andererseits ist aber | J._  A; mager (da A; abgeschlossen mit A} = & also A{

<w

offen und dicht also A; nirgends dicht) und somit gilt nach (ii3):
(LJ Ai)° dicht.
i<w

Widerspruch.

Obige Annahme war also falsch und es gilt (|, 4:)° = @.

1<w
(1v) = (i) : Sei U C X offen nicht-leer und es gelte (iv). Angenommen U ist mager
—etwa U =J,,
A;” leer fiir alle 4;. Nach (iv) gilt dann

A; mit A; nirgends dicht. Dann ist das Innere des Abschlusses

Jayr=2

<w

Da U = J,__ A offen und nicht-leer ist gilt aber auch

<w
(U A)° # 2.
1<w

Widerspruch.

Obige Annahme war also falsch, es gibt also keine offene magere Menge U C X
— das heifit X ist Baire’sch. O

Endliche topologische Ridume sind immer Baire’sch, da sie nur endlich viele of-
fene Mengen besitzen und Schnitte endlich vieler offener dichter Mengen im-
mer dicht sind. Wichtige Beispiele fiir Baire’sche Rdume sind lokal kompakte
Hausdorff-Rdume und vollsténdig metrisierbare Rdume — insbesondere die pol-
nischen Rdume. Zunéchst ist es jedoch notwendig einige weitere topologische

Grundbegriffe zu definieren:

45



3 Baire-Kategorie

Definition 3.3.3. (Hausdorff’scher Raum oder 7>-Raum)
Ein topologischer Raum (X, X) heift Hausdorff’sch oder To-Raum, wenn je
zwei verschiedene Punkte von X disjunkte Umgebungen besitzen (&quivalent:

disjunkte offene Umgebungen besitzen), d.h.:
Ve#ydUVeX@eUNnyeVAUNV =02). (3.1)

Die Formel (3.1) nennt man auch die Hausdorff-Eigenschaft oder das zweite

Trennungsaxiom (auch kurz T, genannt).

Fiir den Beweis des Baire’schen Kategoriensatzes in diesem Kapitel spielen fiir
uns neben dem zweiten Trennungsaxiom auch noch das sogenannte erste und
das dritte Trennungsaxiom eine gewisse Rolle. Sei wie oben (X, X) ein topo-
logischer Raum. Nach dem ersten Trennungsaxiom (auch kurz 7} genannt)
haben je zwei unterschiedliche Punkte offene Umgebungen, die den jeweils ande-

ren Punkt nicht enthalten, d.h.:
VeAydUVeX@eUNyeVAxgVAygU). (3.2)

Das dritte Trennungsaxiom (auch kurz T3 genannt) besagt, dal jede abge-
schlossene Menge und jeder Punkt, der nicht in dieser Menge liegt, schnittfremde

offene Umgebungen besitzen, d.h.:
VAabg Vag AJUVeEX (ACUANzeVAUNV =0). (3.3)

Einen Raum, der das erste und dritte Trennungsaxiom erfiillt, nennt man re-

gular.

Lokal kompakte Raume

Der Begriff der Kompaktheit ist in der Topologie von zentraler Bedeutung.
Dabei werden gewisse Endlichkeitseigenschaften von Uberdeckungen gefordert.
Auf diese Weise erhélt man die kompakten bzw. die lokal kompakten Raume.

Zugrunde liegt diesen Begriffen die fiir die reelle Analysis wichtige topologische
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Eigenschaft, dal man abgeschlossene und beschréinkte Teilmengen des R"™ durch

Uberdeckungen charakterisieren kann (Heine-Borel’scher Uberdeckungssatz®”).

Eine Familie (A4;);cr von Teilmengen einer Menge X heifit eine Uberdeckung
von X, wenn X C (J,o;
mal auch die Darstellung X C (J,; A; eine Uberdeckung von X. Ist I endlich
(abzihlbar), so heiBt die Uberdeckung (4;);c; endlich (abzihlbar). Ist (X, X)

ein topologischer Raum, (A;);c; eine Uberdeckung von X und sind alle A; of-

A; gilt. Der Bequemlichkeit halber nennt man manch-

fen (abgeschlossen), so heifit die Uberdeckung (4;);c; offen (abgeschlossen).
Ist (A;)ier eine Uberdeckung einer Menge X, J C I und (A4;);cs ebenfalls eine
Uberdeckung von X, so heiit (A;);c; eine Teiliiberdeckung von (4;);c;.

Ein topologischer Raum heifit quasikompakt, falls jede offene Uberdeckung des
Raumes eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Ein quasikompakter T5-Raum
heit kompakt!®. Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heifit (quasi-)

kompakt, wenn sie als Unterraum (quasi-)kompakt ist.

In einem quasikompakten Raum (X, X) 148t sich wie folgt von lokalen auf globale
Eigenschaften schlieflen: Sei £ C X eine Eigenschaft von offenen Teilmengen von

X so, daB fiir beliebige offene Teilmengen U,V von X gilt:
UVeE=UUVeL.

Hat dann X die Eigenschaft E lokal (d.h. fiir jedes z € X gibt es eine offene
Umgebung U, von z mit der Eigenschaft £), dann hat schon der ganze Raum

X die Eigenschaft E. Diese Schlu3weise ist deshalb korrekt, weil die Vereinigung

9Heine-Borel’scher Uberdeckungssatz: In der deutschen Literatur nach Emile Borel
(1871-1956) und Eduard Heine (1821-1881) benannter Uberdeckungssatz, nach dem die
kompakten Teilmengen von R™ gerade die beschrinkt und abgeschlossenen sind. Allerdings
formulierte und bewies Borel diesen Satz lediglich fiir abzihlbare Uberdeckungen und weist
in einer Notiz iiber seine wissenschaftlichen Arbeiten selbst darauf hin, dal H. Lebesgue den
Beweis fiir beliebige Uberdeckungen erbracht hat. Daher wird dieser Satz in der franzosi-
schen Literatur zurecht als Satz von Borel und Lebesgue bezeichnet. (= vgl. [Bou98a, IV,
2,2])

10(quasi-)kompakt: Viele Autoren verwenden den Begriff kompakt anstelle von quasikom-
pakt. Wir halten uns hier an die Notation von [Pre70] und fordern fiir kompakt zusétzlich

noch die Hausdorff-Eigenschaft.
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U,ex Uz D X aller U, mit jeweils der Eigenschaft E eine Uberdeckung von X ist.
Da X quasikompakt ist, gibt es dazu eine endliche Teiliiberdeckung U;L:1 Ug, O X
die die Eigenschaft E auf X iibertragt.

Quasikompakte Rédume sind alternativ durch folgende Eigenschaft charakterisiert:

Lemma 3.3.4. (quasikompakt)

Fiir einen topologischen Raum (X, X) ist dquivalent:
(1) (X, X) ist quasikompakt.

(i1) In jeder Familie (A;)icr abgeschlossener Teilmengen von X mit (., Ai = @

gibt es endlich viele Glieder A;,, ..., A;, mit (i_, Ay = @.

icl

BeEwEIS. Die Aussagen (i) und (i¢) sind zueinander dual: Die Behauptung, da8
der Durchschnitt abgeschlossener Teilmengen (), A; leer ist, ist gleichbedeutend
damit, dafl |J; AY gleich X ist, d.h.: daB die Komplemente der abgschlossenen

Mengen eine offene Uberdeckung von X sind. O

Fiir den Beweis des Baire’schen Kategoriensatzes 3.3.11 sollen nun schnell noch

einige weitere Lemmata bewiesen werden.

Lemma 3.3.5. (hinr. Krit. fiir abgeschlossen)

Kompakte Teilmengen von Ty-Rdumen sind abgeschlossen.

BEWEIS. Sei X ein 75-Raum und K C X kompakt.
Es geniigt zu zeigen: K¢ ist offen bzw.: fiir jedes y € K€ liegt eine offene

Umgebung V,, von y in K¢

Sei y € K€ beliebig. Da X ein Th-Raum ist, gibt es zu jedem x € K schnittfremde
offene Umgebungen O, von z und V/ von y. Es gilt dann K C U,ex O- und

Jo.nNOVvy=2

reK rzeK

Da K kompakt ist, gibt es dazu schon eine endliche Teiliiberdeckung |J;'_, O,, D
K und es gilt:

n n
Jo. (Vi =2.
i=1 i=1
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Da N, V7t eine offene Umgebung von y ist und ganz in K* liegt, folgt dann die
Behauptung. O

Anders als in R" reicht in kompakten Rdumen die Abgeschlossenheit zur Cha-

rakterisierung kompakter Teilmengen aus:

Lemma 3.3.6. (hinr. Krit. fiir (quasi-)kompakt)
Abgeschlossene Teilmengen — von (quasi-)kompakten — Rdumen  sind

(quasi- Jkompakt.

BEWEIS. Sei X ein quasikompakter Raum und A C X abgeschlossen. Sei | J, U; D
A eine beliebige offene Uberdeckung von A. Dann ist

UUiUAC:X

eine offene Uberdeckung von X. Da X quasikompakt ist existiert dazu eine end-

liche offene Teiliiberdeckung

ox - x

i=1
von X. Dann muf} |J;_, U; D A eine endliche Teiliiberdeckung von A zu (U;); sein.
Da die offene Uberdeckung (U;); beliebig gewahlt war, ist A somit quasikompakt.

Da sich die Hausdorftf-Eigenschaft auf Teilmengen {ibertragt, gilt die Aussage

analog auch fiir abgeschlossene Teilmengen kompakter Raume. O

Lemma 3.3.7. (regulér)
Ein kompakter Raum ist immer auch requldr.
BEWEIS. Sei X ein kompakter Raum.

X erfiillt T}: Ein kompakter (d.h. quasikompakter und Hausdorff’scher) Raum

erfiillt immer das erste Trennungsaxiom, weil T, = T} gilt [ Formeln (3.1) und
(3.2)].

X erfiillt T3: Sei A C X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von X und
sei z € X ein beliebiger Punkt in X, der nicht in A liegt. Dann gibt es nach 75
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fir jeden Punkt y € A schnittfremde Umgebungen U, von y und UY von z. Die

Vereinigung | J, ., U, ist eine offene Uberdeckung von A und

yeA

Ju,ua=x

yeEA

ist eine offene Uberdeckung von X. Da X quasikompakt ist gibt es zu dieser

Uberdeckung schon eine endliche Teiliiberdeckung von X:

O U, UA®=X.
j=1

Mit Uy == U}, Uy, und U, := (;_, U’ erhilt man so zwei schnittfremde offene
Umgebungen von A und x. D.h. X erfiillt T5. O

Einen Raum, der lokal aussieht wie ein kompakter Raum, nennt man lokal kom-

pakt:

Definition 3.3.8. (lokal (quasi-)kompakt, relativ kompakt)

Ein topologischer Raum (X, X) heiit lokal quasikompakt, wenn jeder Punkt
x € X eine quasikompakte Umgebung (d.h. eine quasikompakte Teilmenge, die
Umgebung des Punktes ist) besitzt.

Ein lokal quasikompakter 7T5-Raum heifit lokal kompakt

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, X)) heifit relativ kompakt,

wenn A kompakt ist.

In einem lokal kompakten Raum enthélt jede Umgebung eines Punktes schon

eine kompakte Umgebung dieses Punktes:

Lemma 3.3.9. (lokal kompakt)
In einem lokal kompakten Raum (X, X)) gilt:

VoeXVYU Ungeb. von x 3 komp. Umgeb. K von x (K C U).

BEWEIS. Sei (X, X) ein lokal kompakter Raum und sei x € X beliebig mit
einer beliebigen offenen Umgebung U von x. Zu z gibt es dann eine kompakte
Umgebung K von z. Sei V := (UNK)°. V ist also eine in K enthaltene X-offene
Umgebung von z (z € V, da K komp. Umgebung von = —etwa z € G C K mit G
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offen, somit folgt x € GNU C (UNK)°). K ist kompakt also nach Lemma 3.3.7
auch regulir — erfiillt also insbesondere 75. Nun ist K — V' abgeschlossen in K
und x liegt nicht in K — V. Demnach gibt es nach 75 eine in K offene Umgebung
Ok_y von der K-abgeschlossenen Menge K — V' und eine K-offene Umgebung
H C V vom Punkt z so, daBB Og_v N H = @. Sei Ok _y etwa gleich O N K fiir
O C X offen. Dann ist W := O°N K eine K-abgeschlossene Umgebung von z in
K (W ist in K eine Umgebung von =, da H C W K-offen). Die Menge W ist

eine kompakte Umgebung von x in X:

W ist kompakt: Da W eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raum-
es K ist, ist W nach Lemma 3.3.6 quasikompakt. Die Hausdorff-Eigenschaft
iibertrigt sich von K auf W. Also ist W insgesamt kompakt.

W ist eine Umgebung von x in X: Da W eine Umgebung von x in K ist,
gibt es eine in X offene Menge G C X mit t e GNK C W C V C K. Dann ist
GNKNV =GNV und wegen GN K C W in W enthalten und eine in X

GNV CK

offene Umgebung von x. Es gilt also: W ist ein Umgebung von x in X. O

Nun fehlen nur noch einige Grundbegriffe iiber metrische Rdume, und der

Baire’schen Kategoriensatz kann bewiesen werden.

Vollstdndig metrisierbare Raume

In der Mathematik wird die anschauliche Vorstellung vom ,,Abstand® zweier
Punkte durch den Begriff der Metrik beschrieben. Fiir eine Menge X ist eine
Abbildung d : X x X ——=R in die reellen Zahlen eine Metrik, falls gilt:

1) dlz,y)=0cz=y
2) d(z,y) = d(y, )
3) d(z,z) <d(z,y)+d(y, z)

fiir alle z,y, 2 € X. Das Paar (X, d) nennt man einen metrischen Raum?!!. Fiir

je zwei Elemente z,y € X heiit d(x,y) der Abstand von z und y.

"Umetrischer Raum: Von Maurice Fréchet 1906 in [Fré06] eingefiihrt (ebenda eine Axioma-

tisierung des Begriffes der Konvergenz).

o1



3 Baire-Kategorie

Beispielsweise ist (R",d") fiir n < w mit

A"((, s wn), (U5 n)) = V(@ = 9)? o (20— )

ein metrischer Raum. (R",d") heifit der n-dimensionale euklidische Raum und
die Metrik d" die zugehorige euklidische Metrik.

Die Begriffe Metrik und Topologie stehen miteinander in einem engen Zusammen-
hang, denn jeder metrische Raum ist gleichzeitig auch ein topologischer Raum.
Die offenen e-Kugeln O (z) := {y € X | d(z,y) < €} fiir Elemente x € X und
reelle € > 0 bilden die Basis einer Topologie auf X. Man nennt diese Topologie

auch die von d induzierte Topologie.

Umgekehrt 148t sich nicht selten fiir eine gegebene Topologie X auf einer Menge X
eine Metrik d auf X angeben, die die Topologie X induziert. In diesem Fall nennt
man den topololgischen Raum (X, X)) metrisierbar. Ist ein Raum metrisierbar,
lassen sich also alle topologischen Aussagen wahlweise auch in der Sprache der

Metrik formulieren.

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchyfol-
ge konvergiert. Dabei bezeichnet man eine Folge von Punkten (z;);c; in X als

Cauchyfolge'?, wenn
Ve>03dny<wVnm>ng (dx,,x,) <e).

Ein topololgischer Raum (X, X) heifit vollstindig metrisierbar, wenn es eine
Metrik d auf X gibt so, da8 d die Topologie X induziert und (X, d) vollstindig
ist. Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare dichte
Teilmenge enthélt. Einen separabelen und vollsténdig metrisierbaren Raum nennt

man auch einen polnischen Raum?!3.

Anschlieend soll der Baire’schen Kategoriensatzes fiir die vollstéindig metrisier-

baren und die lokal kompakten RAume bewiesen werden. Der Beweis fiir die

12Cauchyfolge: Benannt nach Augustin Cauchy (1789-1857).
13polnischer Raum: Aquivalent: Vollstéindig metrisierbar und mit einer abzihlbaren Basis

(da fiir metrische Rdume X gilt: X separabel = X hat abzéihlbare Basis).
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vollstdndig metrisierbaren Rdume beruht auf dem sogenannten ,,Schachtelungs-
prinzip® (fiir den lokal kompakten Fall bendtigen wir an entsprechender Stelle
die Charakterisieung quasikompakter Rdume durch Lemma 3.3.4). Das Schach-
telungsprinzip besagt, daf in vollstdndig metrisierbaren Rdumen eine absteigende
Folge abgeschlossener Teilmengen, deren Durchmesser gegen null geht, genau ein

Element enthéalt — insbesondere also nicht leer ist.

Fiir Teilmengen Y eines metrischen Raumes (X, d) definiert man den Durch-

messer von Y als
diam(Y) := sup{d(z,y) | z,y € Y}.

Lemma 3.3.10. (Schachtelungsprinzip)

Sei (X, X) ein vollstindig metrisierbarer Raum und Ay D Ay D Ay D ... eine
absteigende Folge abgeschlossener Teilmengen von X, fir die diam(A;) gegen 0
geht. Dann ist (,_, A; = {x} und insbesondere:

<w *7
(A # 2.
<w
BEWEIS. Sei (z;); eine Folge mit (z; € A;)i<, (eine solche Folge erhdlt man

bereits mittels AC%). Dann ist (z;);<, eine Cauchy-Folge, da gilt:
d(xpm, x,) < diam(Ay) fir n,m > N.

Da X vollstandig ist, konvergiert (x;);<. gegen ein x € X. Da die A; abgeschlos-

sen sind ist auch (), _ A; abgeschlossen und x mufl in (,_ A; liegen. Also gilt

i<w
Nic, Ai # @. Danun die Durchmesser der A; gegen null gehen, kann kein weiteres
Element y € X im Schnitt der A; liegen. Also (,_, A; = {=} O

Baire’scher Kategoriensatz

Die vollstéandig metrisierbaren und die lokal kompakten Rdume sind zwei sehr
unterschiedliche Klassen topologischer Rdume. Dennoch zeigt der folgende Satz,
daB sie beide zur Klasse der Baire’schen Rdume gehoren. Dies ist auch ein Grund

dafiir, da3 man sich in der Topologie fiir Baire’sche Raume an sich interessiert
(= etwa [Bou98b, IX, 5,3]).

93



3 Baire-Kategorie

Satz 3.3.11. (Baire’scher Kategoriensatz)
(1) Jeder vollstindig metrisierbare Raum ist Baire’sch.
(i1) Jeder lokal kompakte Raum ist Baire’sch.

BEWEIS. (i) Sei X ein vollstédndig metrisierbarer Raum. Sei (D,,),, eine beliebige
Folge offener dichter Teilmengen in X.

Es ist zu zeigen: V O C X offen, nicht-leer (O N, D, # D).

Sei U; C X offen und nicht-leer. Dann ist Uy N Dy # & (da D; dicht ist). Sei
etwa 1 € Uy N Dy, d.h. Uy N Dy ist eine offene Umgebung von x1. Da X metrisch
ist, gibt es dann eine abgeschlossene Kugel U; := m C U; N Dy. Dann ist
Us N Dy # @ (da Dy dicht ist). Sei etwa x5 € Us N Dy. Da X metrisch ist, gibt

es dann erneut eine abgeschlossene Kugel Uz := O, (x2) C U3 N Ds.

Induktiv fortfahrend erhélt man so eine absteigende Folge Uy D Uz D ... nicht-
leerer abgeschlossener Kugeln in X mit Radien (0 < ¢; < €;_1/2);>2, d.h. diam(U;)
geht gegen 0, fiir die gilt:

U, CU° N Dy (3.4)

fiir n > 2. Da wir die U, fiir n > 2 so gewéhlt haben, daf} sie abgeschlossen sind
und auch die iibrigen Voraussetzungen des Schachtelungsprinzips 3.3.10 erfiillen,

gilt dann (), 5, U, # @ und wegen U; D U D ... auch:

U.# 2. (3.5)

n>1

Wegen (3.4) gilt Uy D Uy, D U3 D U3 D Ug D ... (%) und somit (-, U, =
= )
Nys1 Un € Uin(), Dn. Wegen (3.5) gilt dann
= (3.4)

Uy N (Do # 2.
Es folgt also die Behauptung.

(77) Sei X ein lokal kompakter Raum. Sei (D,,),, eine beliebige Folge offener dichter

Teilmengen in X.
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Es ist zu zeigen: V O C X offen, nicht-leer (O N[, D, # 9).

Sei O; C X offen und nicht-leer. Dann ist O; N Dy # @ (da D; dicht ist). Sei
etwa x € O1N Dy, d.h. O;N Dy ist eine offene Umgebung von x. Dann gibt es eine
kompakte Umgebung K7 von x (d.h. eine kompakte Menge K7, die eine offene
Umgebung U von x enhélt) mit K1 C O; N D; (da X lokal kompakt ist und
Lemma 3.3.9). Sei

02 = Kf
Dann gilt:
0_2 = ECK = KiycCcOnD
Def. K abg.

denn K ist als kompakte Teilmenge eines To-Raumes abgeschlossen [ Lemma
3.3.5]. Dabei ist O, als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes K
kompakt [ Lemma 3.3.6], d.h. O, ist relativ kompakt.

Wendet man die gleiche Uberlegung auf O, und D, an, erhélt man eine relativ

kompakte offene Umgebung O3 von & mit O3 C Oy N Dy,
Induktiv fortfahrend ergibt sich so eine absteigende Folge (O,,),, relativ kompakter

offener (nicht-leerer) Umgebungen O,, von z mit
0,C0O, 1ND, (3.6)

fir n > 2. Da fiir n > 2 alle O,, als abgeschlossene Teilmengen des kompakten
Raumes O, aufgefait werden konnen und je endlich viele Glieder der Folge (O,,),,
einen nicht leeren Durchschnitt haben (die Folge ist absteigend), gilt nach Lemma
3.3.4, daB ﬂnZQO_n # @ und wegen O; D Oy D ... auch:

() On # 2. (3.7)

n>1

Wegen (3.6) gilt O; D O1 D Oz D Oy D ... (%) und somit )+, On = N,y On C
= . = (3.6)
O1 NN, Dy. Wegen (3.7) gilt dann

OmﬂDn#Q.

Es folgt also die Behauptung. O
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Der Baire-Raum w® (mit der Topologie, die durch die diskreten Topologien auf
den w induziert wird) ist ein Beispiel fiir einen nicht lokal kompakten Baire’schen
Raum [= Kapitel 3.5]. Auch sind Baire’sche Rdume nicht unbedingt Haus-
dorff’sch (Beispiel: der topologische Raum X mit mindestens zwei Punkten und
der indiskreten Topologie {X, @} ist Baire’sch jedoch nicht Hausdorff’sch).

3.4 Die Baire-Eigenschaft

Die anschauliche Vorstellung einer , fast offenen“ Menge wird durch den Begriff

der Baire-Eigenschaft beschrieben:

Definition 3.4.1. (Baire-Eigenschaft)

Sei X ein Baire’scher Raum. Eine Menge A C X habe die Baire-Eigenschaft,
falls es eine offene Menge U C X gibt so, dafl AAU mager ist. Dazu dquivalent
ist, dal A = UAP fiir eine offene Menge U und eine magere Menge P in X ist
(setze P = AAU).

Jede magere Menge hat die Baire-Eigenschaft, da sie in diesem Sinne fast leer
und die leere Menge offen ist. Offene Mengen haben die Baire-Eigenschaft, da die

leere Menge nirgends dicht und somit mager ist.

Ein System A von Teilmengen einer Menge X nennt man eine o-Algebra, falls A
die Menge X enthélt und abgeschlossen ist gegeniiber Komplementbildung und

abzéhlbaren Vereinigungen, d.h. wenn gilt:
1) XeA,
2) Ac A= A€ A,
3) S C A abzihlbar = ((Jgeg5) € A

Damit gilt nun folgendes Lemma:

Lemma 3.4.2. Die Teilmengen eines topologischen Raumes X, die die Baire-

Figenschaft besitzen, bilden eine o-Algebra.

o6



3 Baire-Kategorie

BEwEIs. Es ist zu zeigen: X selber hat die Baire-Eigenschaft und die Teil-
mengen von X, die die Baire-Eigenschaft besitzen, sind abgeschlossen gegeniiber

Komplementbildung und abzahlbaren Vereinigungen.
X ist offen und hat somit die Baire-Eigenschaft.

Da beliebige (insbesondere abzihlbare) Vereinigungen offener Mengen offen sind,
iibertragt sich die Abgeschlossenheit magerer Mengen gegeniiber abziahlbaren

Vereinigungen direkt auf Mengen mit der Baire-Eigenschaft.

Es bleibt die Abschlufleigenschaft gegeniiber der Komplementbildung zu zeigen.
Habe A C X die Baire-Eigenschaft — etwa AAU mager fiir ein U C X offen.
Dann ist auch AAU mager:

Zunichst folgt aus U offen, daB U — U nirgends dicht ist, da (U — U)° = @ gilt
und (U —U)¢ offen aus U offen folgt. Sei etwa AAU = (AAU)UB mit BC U~U
nirgends dicht. Dann ist AAU mager.

Somit hat auch A° die Baire-Eigenschaft, da (A°)A(U°) = ((AATU)°)® = AAU

mager ist und U° offen. O

In einem Baire’schen Raum bilden die Mengen mit der Baire-Eigenschaft die
kleinste o-Algebra, die die Borelmengen und die mageren Mengen enthélt. Die
Baire-Eigenschaft 148t sich fiir den Baireraum auch gut spieltheoretisch charak-
terisieren: in Satz 3.6.8 geben wir ein hinreichendes Kriterium fiir die Baire-

Eigenschaft projektiver Mengen an.

3.5 Der Baire-Raum

Der Baireraum w® und der Cantorraum 2* werden in der Mengenlehre anstelle der
reellen Zahlen untersucht®. Die Zuordnung einer reellen Zahl x € [0, 1] zur Folge
b € n¥ ihrer Nachkommastellen einer g-adischen Darstellung ist i.a. nicht eindeu-
tig. So bezeichnen bei Dezimaldarstellung die Folgen 0,0999... und 0, 1000...
dieselbe reelle Zahl. Diese Uneindeutigkeiten treten weder im Baire- noch im

Cantor-Raum auf. Diese Folgenrdume haben auf der anderen Seite ganz dhnliche

14Baire- und Cantorraum: Benannt nach René Baire (1874-1932) bzw. Georg Cantor (1845
1918).
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Eigenschaften wie die reellen Zahlen: Wie man eine reelle Zahl durch Angabe
von immer mehr Nachkommastellen immer genauer bestimmt, so werden auch
Elemente f der Folgenrdume durch Angabe von immer langeren Anfangsstiicken
immer besser approximiert. Dabei werden im Gegensatz zur p-adischen Darstel-
lung einer reellen Zahlen x € R zwei Folgen (f(0), f(1),...) und (g(0),g(1),...)
aus Baire- oder Cantor-Raum wirklich nur dann miteinander identifiziert, wenn

sie Glied fiir Glied iibereinstimmen, d.h. f(n) = g(n) fiir alle n < w.

Zwei Folgen f und g aus dem Baire- oder Cantor-Raum sind intuitiv &hnlich, wenn
sie in einem langen Anfangsstiick iibereinstimmen. Auf diese Weise erhélt man
einen Begriff von f liegt nahe bei g fiir zwei Folgen aus dem Baire- oder Cantor-
Raum, wie man ihn auch von den reellen Zahlen her kennt. Die mathematische
Préazisierung dieser Vorstellung liefert dann Raume, die den reellen Zahlen sehr
dghneln, und die zudem fiir die Untersuchungen in der Mengenlehre besser geeignet

sind.

Dariiberhinaus iibertragen sich aber viele Resultate, die man im Baire-Raum
erhélt nicht nur auf die reellen Zahlen, sondern zusétzlich auch auf polnische
Réume. In der deskriptiven Mengenlehre zeigt man, dafl je zwei iiberabzéahlbare
polnische Réume (insbesondere der Baireraum = Satz 3.5.9 und jeder andere

polnische Raum) zueinander borel-isomorph’® sind (== etwa [Kec95]).

Ein Modell V' von ZF enthélt mit w stets natiirliche Zahlen im Sinne der Pea-
no’schen Axiome und somit auch den Baire-Raum w®. Dieser ist homdomorph

zum Raum der Irrationalzahlen aufgefafit als Teilraum der reellen Zahlen (= etwa
[Ale94, 4.6.2]).

Sei w<* die Menge der endlichen Sequenzen natiirlicher Zahlen:

W = U W

n<w

5horel-isomorph: Zwei topologische Riume heiflen borel-isomorph, falls es zwischen ihnen
einen Borel-Isomorphismus gibt. Eine Abbildung f : X ——=Y zwischen zwei topologi-
schen Réumen heifit Borel-Isomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch die
Umkehrabbildung f~! borel-mefbar sind. Eine Abbildung f : X —Y zwischen zwei
topologischen Riumen heiit borel-meflbar, falls fiir eine Borelmenge A C Y ihr Urbild f = A
stets wieder eine Borel-Menge in X ist (¥ etwa [Kec95, 11]).
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und w:* die Menge der nicht-leeren endlichen Sequenzen natiirlicher Zahlen. Sei

Ing(u) die Lange der endlichen Sequenz u € w<¥:
Ing(u) :=m fiir u = (u(0),...,u(m —1)).

Fiir u,v € w<* bedeute u < v, dafl u ein Anfangsstiick von v ist:
u<v:su=(v(0),...,v(Ing(u) — 1))

wobei Ing(u) < Ing(v) sei — d.h. u ist ein echtes Anfangsstiick von v oder u ist
gleich v.1% Ist f € w* und v € w<¥ ein endliches Anfangsstiick der unendlichen

Sequenz f, schreibt man ebenfalls u < f.

Fiir eine unendliche Sequenz f € w* bezeichne f|, das endliche Anfangsstiick

von f der Lénge n:

flo = (f(0),..., f(n—1)).

Definition 3.5.1. (Baireraum)

Der Baire-Raum ist der Raum N := w* aller unendlichen Folgen natiirlicher
Zahlen mit der Topologie, die durch die offenen Basismengen O, := {f € N |
s < f} mit s € w<¥ definiert ist. Die Mengen Og nennt man auch elementare
offene Teilmengen. Da der Baireraum N = Oy selber eine elementare offene
Menge ist, und das System der elementaren offenen Teilmengen des Baireraumes
schnittstabil ist, bilden die elementaren offenen Teilmengen tatséchlich die Basis

einer Topologie.
Das ist gerade die Produkttopologie der diskreten Topologien auf den w.

Nachfolgend werden nun einige elementare topologische Eigenschaften des Bai-
reraumes dargestellt. Aulerdem wird der Baireraum als polnischer Raum der

Klasse der Baire’schen Rdume zugeordnet [== Sitze 3.5.9 und 3.5.10].

16A. Kechris definiert in [Kec77, S. 192] davon abweichend u < v :< Ing(u) > Ing(v) AV i <
Ing(v) (u(i) = v(#)) — d.h. v ist ein echtes Anfangsstiick von wu.
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Topologische Eigenschaften

Singleton-Mengen des Baireraumes sind nirgends dicht: Das Komplement einer
Singleton-Menge {f} C N &8t sich schreiben als {f}¢ =, ,; Ou. Also ist {f}°
offen. Da jede offene Basismenge O, des Baireraumes ein g # f enthilt, gilt
g € O, fiir ein u £ f und somit g € {f}°. Also ist {f}° nicht nur offen sondern
auch dicht. Die Singleton-Menge { f} ist also nirgends dicht.

Der Baireraum selber ist eine offene Basismenge, da er sich schreiben 1a3t als
N = O. Hingegen 148t sich die leere Menge nicht als offene Basismenge auffassen:
Angenommen die leere Menge ist eine offene Basismenge. Gelte etwa @ = O,, fiir

ein u € w*. Dann folgt =3 f € w* (f > u) — Widerspruch.

Fiir die Arbeit im Baireraum spielen die offenen Basismengen eine besondere
Rolle. Sie sind nicht nur offen sondern immer auch abgeschlossen und haben

einige weitere besondere Figenschaften:

Lemma 3.5.2. Je zwei offene Basismengen in N liegen entweder ineinander oder
haben einen leeren Durschnitt - genauer: Seien Og und O, offene Basismengen

in N mit O, N Oy # @, dann gilt
O, C Oy oder O, C Oq.

BEWEIS. Seien O, und O, beliebige offene Basismengen des Baireraumes und
gelte O, N O; # @. Sei etwa [ € Oy N Oy. Dann gilt

s<fundt=<f
=>s<todert<s
=0, D O, oder O; D O,

und somit folgt die Behauptung. O
Fiir zwei beliebige offene Basismengen gilt stets

O, CO, < s =t.
Liegen zwei offene Basismengen Og und O, nicht ineinander, schreibt man auch

O, L O, oder s L t.
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Lemma 3.5.3. Die offenen Basismengen des Baireraumes sind auch abgeschlos-

Sen.

BEWEIS. Das Komplement einer offene Basismenge O, C N ist offen, da es sich
schriebenlédfit als | J,, Os. Daher ist O, abgeschlossen. O

Lemma 3.5.4. Die nicht-leeren offenen Teilmengen des Baireraumes sind nicht

kompakt.

BEWEIS. Eine offene Basismenge O, des Baireraumes ist nicht kompakt, da es
zur offenen Uberdeckung (Os~ (m))m<w keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Somit
sind auch beliebige offene Teilmengen U des Baireraumes nicht kompakt, da es fiir
eine beliebige offene Basismenge O, C U zur offenen Uberdeckung (Os(m))m<w U
U — O, keine endliche Teiliiberdeckung von U gibt. O

Insbesondere ist wegen N' = Oy der Baireraum nicht kompakt. Auflerdem sieht
man, dafl kompakte Mengen A C AN nirgends dicht sind, da V O, (O, ¢ A)
gelten mufl (O, C A abgeschlossen und A kompakt wiirde sonst nach Lemma

3.3.6 folgen: O, kompakt — im Widerspruch zu Lemma 3.5.4).

Eine gegeniiber der Kompaktheit schwéchere Anforderung stellt man an einen
Lindel6f-Raum. Ein topologischer Raum X heiit Lindel6f-Raum oder Lin-
delsf’sch genau dann, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung Uier Ui von X
eine abzéhlbare Teiliiberdeckung (J,_, U; gibt. Beispiele sind Raume mit abzahl-

barer Basis:

Satz 3.5.5. (Lindelof)
Seir X ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis und U C X. Dann ist U mat
der Relativtopologie ein Lindeldf-Raum. Insbesondere ist jeder topologische Raum

mit abzdhlbarer Basis ein Lindeldf-Raum.

BEWEIS. Sei das System B eine abzéhlbare Basis der Topologie von X. Sei weiter

(O,)ier eine beliebige offene Uberdeckung von X.
Es ist zu zeigen: Es gibt eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von (O );e;.

Jedes O; 148t sich darstellen als Vereinigung von Mengen aus B. Bestehe B* aus

allen offenen Basismengen, die zu Darstellung von den O; benétigt werden. Dann
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ist B* abzdhlbar, da B* C B. Zu jedem B* € B* lafit sich nun ein ig- € I so
auswéhlen, dafl B* C O;,.. Dann ist (O;);es mit J := {ip- | B* € B"} C I eine
abzahlbare Teilitberdeckung von (O;);er. O

Lemma 3.5.6. Der Baire-Raum hat eine abzdhlbare Basis.

BEWEIS. Da w<“ als abzéhlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen w™ mit n € w
abzahlbar ist, ist auch die Menge {O, | u € w<“} der offenen Basismengen des

Baire-Raumes abziahlbar. O
Daraus ergibt sich nun:
Korollar 3.5.7. Der Baire-Raum st ein Lindelof-Raum.

BEWEIS. Nach Lemma 3.5.6 hat der Baire-Raum eine abzahlbare Basis und ist
somit wegen Satz 3.5.5 Lindel6ff’sch. O

Lemma 3.5.8. Jeder topologische Raum mit einer abzdhlbaren Basis ist separa-
bel.

BEWEIS. Sei X ein topologischer Raum mit einer abzédhlbaren Basis. Wahlt man
aus jeder offenen Basismenge B ein zp (hierzu verwendet man ACY), so ist
D = {xp | B offene Basismenge} abzéhlbar und jede nicht leere offene Menge
schneidet sich mit D. O

Satz 3.5.9. Der Baire-Raum ist polnisch.

BEWEIS. N ist separabel: Nach Lemma 3.5.6 und Satz 3.5.8 mufl N separabel
sein (dies sieht man auch direkt, da die Teilmenge {u~(0,0,0...) e N' | u € w¥}
dicht in A und abzéhlbar ist).

N ist metrisierbar: Falls die Abbildung d : w* x w¥ —R mit

© 0 fallsi=j
d ) = o ) 0 ’7 )=
(£.9) ; o0 (F(1);9(n) N £

wohldefiniert ist (d.h. die Reihe d(f, g) konvergiert fiir beliebige f, g € w*), dann
definiert sie eine Metrik auf w*. Fiir beliebige f, g, h € w* gilt ndmlich:
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1) d(f,f) =0,
da 6(f(n), f(n)) = 0 gilt,

2) d(f,g)=dl(g,[),
da §(f(n),g(n)) = d(g(n), f(n)) gilt,

3) d(f,h) <d(f,g)+d(g,h),
da §(f(n), h(n)) < (f(n),g(n)) +o(g(n), h(n)) gilt.

Dabei ist bei Punkt 3) zu beachten, daB Y~ | == (6(f(n), g(n)) +(g(n), h(n)))

absolut konvergiert und daher beliebig umgeordnet werden kann.

d ist wohldefiniert: Die geometrische Reihe )" # hat nur nicht-negative
Glieder und konvergiert (gegen 1). Wegen 0 < 6(f(n),g(n)) <1 gilt:

a0 (). )| < i

Daher bezeichnet man die Reihe 7, 271% auch als eine Majorante von
> o i 0(f(n), g(n)). Nach dem Majorantenkriterium aus der Analysis kon-
o 1

vergiert dann ), 5550(f(n), g(n)) absolut und somit auch im gewohnlichen

Sinne.

Die Metrik d erzeugt die Topologie des Baireraumes: Die Topologie des
Baireraumes wird erzeugt von den offenen Basismengen O, = {f € N | u < f}
mit u € w<¥. Es geniigt also zu zeigen, daf sich jede offene Basismenge O, eine

Darstellung als eine Vereinigung offener e-Kugeln K(f, ;) hat:
Ou = UK(f, Ef).
f

Sei O, eine beliebige offene Basismenge und u = (u(0),...,u(n)) d.h. Ing(u) =
n + 1. Wéhlen wir
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Es gilt K D O,: WeilV f € O, (f € K(f,¢e) C K).
Es gilt K C O,: Sei g € K beliebig.

=3 fec 0, (g eK(f )
"1

=3[0, (df,g) <e<1-) )
0

=Uu <4g

=g € O,.

Somit erzeugt d die Topologie des Baireraumes.

Der metrische Raum (N, d) ist vollstindig: Es ist zu zeigen, daf jede
Cauchy-Folge in (N, d) beziiglich d konvergiert. Sei (f;); < w eine beliebige
Cauchy-Folge in (N, d) — das heifit:

Ve>03IN<wVi,j>N(dfi,f)<e).

Wahlt man nun:

n

1
Egl—Zﬁ,

1=0

dann gilt

AN <w Vi >N ((f0), .. filn) = (0),. ... f5(n))

Fiir immer kleiner werdendes € erhalten wir auf diese Weise immer ldnger wer-
dende Anfangsstiicke, die fast allen (allen bis auf endlich vielen) Folgengliedern

fi gemeinsam sind.

Diese immer ldnger werdenden jeweils fast allen f; gemeinsamen endlichen An-

fangsstiicke definieren ein f € N, gegen das die Cauchy-Folge konvergiert. O

Als metrischer Raum ist der Baire-Raum somit auch Hausdorff’sch: Fiir zwei be-
liebige Punkte f,g des Baire-Raumes sind K(f,ef) und K(g,€,) mit €, ¢, <
%d( f,g) schnittfremde offene Umgebungen von f bzw. g (angenommen h €
K(f, ¢) NK(g,€,), dann d(f, h) + d(h,g) < e + ¢, < d(f. g) < d(f,h) + d(h, 9)
— Widerspruch).
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Der Baire-Raum ist weder endlich (klar) noch lokal kompakt: Angenommen der
Baireraum ist lokal kompakt. Das heifit: fiir jeden Punkt des Baireraumes gibt es
eine kompakte Teilmenge, die eine offene Basisumgebung dieses Punktes enthélt
[i= Definition 3.3.8]. Diese offene Basisumgebung ist nach Lemma 3.5.3 auch
abgeschlossen und somit nach Lemma 3.3.6 als abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge selber kompakt. Offene Teilmengen des Baireraumes sind aber

niemals kompakt [== Lemma 3.5.4].

Wie fiir alle polnischen Riaume gilt nach dem Bairesch’en Kategorienatz 3.3.11

fiir den Baire-Raum:
Satz 3.5.10. Der Baire-Raum ist Baire’sch.

BEWEIS. Der Baire-Raum ist nach Satz 3.5.9 insbesondere vollstédndig metrisier-
bar und somit nach Satz 3.3.11 Baire’sch. O

Baume

Ein wichtiges kombinatorisches Hilfsmittel zur Untersuchung von Folgenrdumen
X% wie etwa des Baireraumes w“ oder des Cantorraumes 2“ ist das Konzept von
Baumen. In der deskriptiven Mengenlehre wie auch in der Graphtheorie und etwa
in der theoretischen Informatik spielen Konzepte von Baumen eine grundlegende
Rolle.

An dieser Stelle sollen nun Baume 7' C X* allgemein auf beliebigen nicht-leeren
Mengen X definiert werden. In den nachfolgenden Kapiteln gebrauchen wir dieses
Baum-Konzept zunéchst nur fiir den Fall X = w. Im letzten Kapitel, in dem
allgemeinere Folgenrdume X“ vorkommen, werden wir dann von den B&umen

auf beliebigen nicht-leeren Mengen X gebrauch machen.

Sei nun X< die Menge der endlichen Sequenzen und X=* die Menge der nicht-
leeren endlichen Sequenzen von Elementen in X. Fiir u,v € X<“ und f € X¥
seien die Ausdriicke u < v, Ing(u), u < f und f|,, analog zu den Definitionen fiir

den Baireraum [i= S. 59].

Fiir eine beliebige nicht-leere Menge X ist die Standardtopologie fiir den Fol-

genraum X“ analog zu der Topologie des Baireraumes definiert. Die offenen Ba-
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sismengen sind die Teilmengen der Gestalt
O, ={feX“|u=<f}

Analog zum Baireraum gilt fiir zwei beliebige offene Basismengen stets O, C
O, & s > t. Liegen zwei offene Basismengen O, und O, nicht ineinander, schreibt
man auch O, L O; oder s L t.

Als einen Baum auf einer nicht-leeren Menge X bezeichnet man nun eine Teil-

menge 7' C X<“, die abgeschlossen ist beziiglich Anfangsstiicken:
veT Nv<u=vel.

Die Elemente von T heiflen auch Knoten. Ein unendlicher Ast oder unend-
licher Pfad in T ist eine unendliche Sequenz f € X¥ so, da} f|, € T fir alle

n <w.

Die zu einem Baum 7" gehorige Teilmenge [T] von X“ oder auch der Kérper von
T ist die Menge aller unendlichen Pfade in T"

T ={feX|Vn<w (flneT)}

Einen Knoten u € T, der keine echte Erweiterung v > u, v # u in T besitzt,
nennt man einen endlichen Pfad oder auch Blatt in 7. Ein Baum T heift

blattlos oder beschnitten, falls er keine endlichen Pfade enthélt:
VueT IveT (u<vAu#v).
Nicht beschnittene Baume nennt man auch Baume mit Blittern.

Fiir eine Teilmenge A des Folgenraumes X* sei Ty C w<* die Menge aller endli-

chen Anfangsstiicke von Elementen in A:
Tha={ue X |3 feAV n<lng(u)(f(n)=un))}.
T4 heifit der Baum der Menge A.

Durch die Abbildung [ _| : {Bdume auf X} —— P (X*) geht fiir nicht beschnit-
tene Baume die Information der endlichen Pfade verloren. Fiir nicht beschnittene

Béume T ist Tj7; C T daher eine echte Inklusion.
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Umgekehrt gilt fiir die Abbildung 7" : P (X¥) — {Béume auf X} und fiir
nicht abgeschlossenen Teilmengen A C X“, da [T4] D A eine echte Inklusion
ist. Da A ndmlich nicht abgeschlossen ist, gibt es eine Folge (g, )n<. in A, die gegen
ein f ¢ A konvergiert. In [T4] ist nun aber auch f enthalten, da die endlichen
Anfangsstiicke von f gleichzeitig endliche Anfangsstiicke der g, sind, die in T4

liegen.

Beschrankt man nun die Abbildung [ - ] auf die Menge der beschnittenen Baume
auf X und die Abbildung 7" auf die abgeschlossenen Teilmengen von X“, so ergibt
sich eine Bijektion. Die abgeschlossenen Teilmengen des Folgenraumes entspre-

chen also genau den blattlosen Baumen:

Lemma 3.5.11. Die Abbildungen

[-]
{blattlose Baume C X<*} {abg. Teilm. C X“}
T

sind zueinander invers.

BEWEIS. Es ist zu zeigen, dafl T' = Tjqy fiir beliebige blattlose Baume 7' C X<
und A = [T4] fiir beliebige abgeschlossene Teilmengen A von X*.

Fiir T C X<“ blattloser Baum gilt 7' D Ti7y: Jedes u € X =*, das ein endliches
Anfangsstiick eines unendlichen Pfades in T ist, liegt in T: Die unendlichen Pfade
fin T sind ja gerade dadurch definiert, dafi ihre endlichen Anfangsstiicke f|, fiir

alle n <w in T liegen.

Fiir T C X< blattloser Baum gilt 7' C Tj7;: Da T keine endlichen Pfade
hat, ist jedes u € T ein endliches Anfangsstiick eines unendlichen Pfades f € [T7].
Dann gilt aber u € Tip).

Fir A C X“ abgeschlossen gilt A D [T4]: Fiir ein f € [T4] gilt f|, € Ta
fir alle n < w. Also kann f beliebig gut durch unendliche Sequenzen g, € A
mit f|, < ¢, approximiert werden. Anders ausgedriickt: es gibt immer eine Folge
(gn)n in A, die gegen f konvergiert. Da A abgeschlossen ist, mufi dann f in A
liegen.

Fiir A C X“ abgeschlossen gilt A C [T4]: Fiir ein f aus A enthilt T, alle
endlichen Anfangsstiicke f|, mit n < w von f. Also mufl [T4] auch wieder f

enthalten. O

67



3 Baire-Kategorie

Demnach ist eine Menge A C X“ genau dann abgeschlossen, wenn die Relation
f € A schon durch die endlichen Anfangsstiicke von f charakterisiert ist, d.h.

genau dann, wenn
Vi<w (fl;€Ta)= fe€A
Das ist genau dann der Fall, wenn A = [T fiir einen Baum 7" auf X gilt.

Eine aufsteigende Folge endlicher Sequenzen sy < s1 < s < ... in X<¥ definiert
stets eine Cauchyfolge fo > so, f1 = S1,fo > S2,... in X“ die nach Satz 3.5.9
gegen ein f € X“ konvergiert. In diesem Fall sagen wir dann ebenfalls von der

aufsteigenden Folge (s,,)n<., daB sie gegen f konvergiert.

3.6 Charakterisierung durch Banach-Mazur Spiele

Die Baire-Kategorie soll nun spieltheoretisch charakterisiert werden. Theorem
3.6.4 charakterisiert die Baire-Kategorie mittels der Banach-Mazur-Spiele G*™ (A)
fiir beliebige Teilmengen A des Baireraumes. In Theorem 3.6.7 wird dann die
Baire-Kategorie mittels der Banach-Mazur-Spiele G (B) speziell fiir sogenannte

projektive Teilmengen A = p(B) des Baireraumes charakterisiert!”.

An dieser Stelle erscheint es daher angebracht den von nun an immer wieder
benutzten Begriff der projektiven Menge im Zusammenhang mit den Boldface-
Punktklassen einzufithren. Bei dieser Gelegenheit werden auch gleich die ana-
lytischen Mengen und die Lightface-Punktklassen definiert, die spéter fiir die
Definierbarkeitsresultate in Kapitel 4.5 gebraucht werden.

Boldface-Punktklassen

Mit den Boldface-Punktklassen wird eine Systematik fiir gewisse Teilmengen pol-
nischer Rdume eingefiihrt. Die Boldface-Punktklassen teilen sich ein in die Borel-

Hierarchie und die projektive Hierarchie (auch Lusin-Hierarchie).

'"Banach-Mazur-Spiele G™* (4) und G} (B): Die *+-Notation fiir diese Varianten des
Banach-Mazur-Spieles kommt von J. Mycielski (s [Myc64]). Die Notation , kennzeichnet

projektive Spiele — auch genannt Spiele mit Zeugen.
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Die Borel-Hierarchie beginnt mit den offenen Teilmengen und deren Komplemen-
ten und wird mittels abzéhlbarer Vereinigung und Komplementbildung induktiv
fortgefiihrt.

Fiir jedes n < w sind die Klassen X9 TI° und A? von Teilmengen polnischer

Riume wie folgt definiert'®:

»{ = Klasse aller offenen Mengen,

II; = Klasse aller abgeschlossenen Mengen,

§2+1 = Klasse der A = J,__ A; fiir E[g—Mengen A;,

1<w
I1° = Klasse der Komplemente von Y°-Mengen in X,

= Klasse der A =(),__ A; fiir Y-Mengen,

<w

AV =50 N11o.

Die Elemente aus X% oder II° heiflen Borel-Mengen. Es ergibt sich eine Hier-
archie A? C X2 C A, sowie AY C IIY C A%, mit echten Inklusionen (=
etwa [Jec03, 11, S.140f]). Diese bezeichnet man als die Borel-Hierarchie. Die
einzelnen Klassen ¥.2, 112 und A? bezeichnet man als Borel-Punktklassen. Fiir

die Borel-Punktklassen eines polnischen Raumes X schreibt man entsprechend
25 (X), T (X) und An(X).

Die Klasse
B=z =W
nw n<w

ist abgeschlossen gegeniiber abzdhlbaren Vereinigungen, abzéhlbaren Schnitten
und Komplementbildung. = etwa [Mos80, 1D], [Kan03, 3.12, S. 146f] oder [Jec03,
11, S. 140f] zur Definition der Borel-Hierarchie.

Die projektive Hierarchie beginnt mit den analytischen Teilmengen und deren

Komplementen und wird mittels Projektionen und Komplementbildung induktiv

BF_ und Gj;: Entsprechend der alten Notation der Borel-Hierarchie schreibt man auch Gg
anstatt II und F,, anstatt X3 (5= etwa [KM76, VIL4]). Eine Gs-Menge ist also ein abzihlba-
rer Schnitt offener Mengen und eine F,-Menge eine abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener

Mengen.
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fortgefiihrt. Eine Teilmenge A eines polnischen Raumes X heifit analytisch, falls

A die Projektion einer abgeschlossenen Teilmenge B von X x N ist:
A=p(B):={feX[IgeN((f,9) € B)}

fiir eine abgeschlossene Teilmenge B C X x N. Das ist dquivalent dazu, dafl A
das stetige Bild einer Borel-Menge eines polnischen Raumes ist (¥ etwa [Jec03,
S. 142]). Also sind die Borel-Mengen und insbesondere die offenen und die abge-

schlossenen Teilmengen eines polnischen Raumes analytisch.

Fiir jedes n < w sind die Klassen X! TI! und Al von Teilmengen polnischer

Réaume wie folgt definiert:

Y1 = Klasse aller analytischen Mengen,

I} = Klasse der Komplemente analytischer Mengen,

¥y.1 = Klasse der Projektionen von IIL-Mengen in X x N,

I1} = Klasse der Komplemente von Y:-Mengen in X,

AL =!I
Die Elemente aus X! oder II! heiBen projektive Mengen (oder auch Lusin-
Mengen). Es ergibt sich eine Hierarchie AL, C X} C A}, sowie A} C II} C
A, mit echten Inklusionen (= etwa [Jec03, 11, S.145]). Diese bezeichnet man
als die projektive Hierarchie (oder auch Lusin-Hierarchie'?). Die einzelnen
Klassen X!, IIL und A? bezeichnet man als projektive Punktklassen (oder

auch Lusin-Punktklassen). Fiir die projektiven Punktklassen eines polnischen
Raumes X schreibt man entsprechend 3} (X), IIL(X) und AL (X).

Eine projektive Menge A aus ¥, _, (N) ist also die Projektion p(B) einer Menge
B aus I}, (N x N):

A=pB)={feN|TFgeN ((f,9) € B)}.

i etwa [Mos80, 1E], [Kan03, 3.12, S. 148f] oder [Jec03, 11, S. 144f] zur Definition

der projektiven Hierarchie.

YLusin-Hierarchie: Von Nikolai Lusin (1883-1950) und Wactaw Sierpinski (1882-1969).
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Gelegentlich (etwa fiir Satz 3.6.8 oder die Definierbarkeitsresultate in Kapitel
4.5) bendtigen wir noch das folgende Lemma iiber die Abschlufleigenschaften der

projektiven Punktklassen.
Lemma 3.6.1. (Abschlufleigenschaften)

(i) Die X} sind abgeschlossen gegen stetige Urbilder, abzihlbare Vereinigungen
(d.h. 3-Quantifizierung iber w ), abzdihlbare Schnitte (d.h. V-Quantifizierung
tiber w) und stetige Bilder (insbesondere gegen Projektionen, d.h. 3-

Quantifizierung iber polnischen Rdumen).

(ii) Die 11} sind abgeschlossen gegen stetige Urbilder, abzihlbare Vereinigungen
(d.h. 3-Quantifizierung tiber w), abzihlbare Schnitte (d.h. ¥-Quantifizierung
tiber w) und Urbilder von Projektionen (d.h. ¥-Quantifizierung iber polni-

schen Rdumen).

i etwa [Kec95, 37.1].

Banach-Mazur-Spiel ohne Zeugen G™ (A)

Um eine spieltheoretische Charakterisierung der Baire-Kategorie zu erhalten, de-
finiert man fiir beliebiges A C A ein Spiel G** (A4), in dem Spieler I genau dann
eine Gewinnstrategie hat, wenn A komager in einer nicht-leeren offenen Menge

ist, und II eine Gewinnstrategie hat genau dann, wenn A mager ist.

Definition 3.6.2. (Banach-Mazur-Spiel ohne Zeugen G™ (A))
Zu einer beliebigen Menge A C N definiert man das Banach-Mazur-Spiel
G™ (A) wie folgt:

NN

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler I spielt eine nicht-leere
endliche Sequenz natiirlicher Zahlen uy € w:*, Spieler II spielt eine nicht-leere

endliche Sequenz u; € ws®, Spieler I spielt eine nicht-leere endliche Sequenz
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uy € wi¥, Spieler II spielt eine nicht-leere endliche Sequenz us € w* u.s.w.. Sei

nun f = ug"u;"up” ... € N. Man sagt, dal Spieler I gewinnt, falls gilt:
feA

Ansonsten sagt man, daBl Spieler II gewinnt. A nennt man dabei auch die

Gewinnmenge.

Die Begriffe (Gewinn-)Strategie fiir I (bzw. fiir IT) und determiniert sind
fiir die Spiele G** (A) analog zu den Definitionen 2.1.2 (bzw. 2.1.3) und 2.3.1
definiert.

Mit einer Kodierung der in G** (A) gespielten Sequenzen in die natiirlichen Zahlen
148t sich dieses Spiel auch als ein Spezialfall der Grundvariante [ Definition

2.1.1] auffassen und es gilt:

Lemma 3.6.3. (Determiniertheit)

Falls AD gilt, so sind auch die obigen Spiele G*™* (A) determiniert.

BewEIs. Kodiert man die in G™ (A) gespielten endlichen Sequenzen natiirlicher
Zahlen in natiirliche Zahlen, so gibt es eine Menge C' C w* so, daf} Spieler I (bzw.
IT) eine Gewinnstrategie in G™ (A) hat genau dann, wenn Spieler I (bzw. II) eine
Gewinnstrategie in dem Spiel G(C) hat. O

In dem Spiel G*™ (A) spielen Spieler I und II also abwechselnd endliche Sequenzen
s; — Spieler I strebt dabei an, dafl f := sp7s17 ... in A liegt und Spieler II, dafl
f in A€ liegt. Dadurch [&8t sich nun ein Zusammenhang herstellen zwischen den
Gewinnstrategien der Spieler I und II in dem Spiel G** (A) und den topologischen
Eigenschaften der Menge A bzgl. der Baire-Kategorie:

Theorem 3.6.4. (Charakterisierung durch Spiele ohne Zeugen)
Set A C N. Dann gilt:

(i) I hat Gewinnstrategie in G** (B) < A ist komager in einer offenen nicht-
leeren Menge G.

(i) II hat Gewinnstrategie in G™ (B) < A ist mager.
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BEWEIS. (i) <>: Spieler I hat eine Gewinnstrategie fiir G, (B) genau dann, wenn
es eine endliche Sequenz sy € w¥ gibt so, dafl Spieler II eine Gewinnstrategie
fiir folgendes Spiel hat: I spielt s; > s¢ nicht-leer, II spielt sy > s; nicht-leer, I
spielt s3 > s9 nicht-leer etc. und I gewinnt, wenn f := 507517537 ... € O, — A.
Nach Theorem 3.6.4 (i7) hat II eine Gewinnstrategie in diesem Spiel genau dann,

wenn Oy, — A mager ist — also A komager in der offenen Menge Oy, ist.

(i7) <=: Sei A mager. Dann gilt nach Lemma 3.2.2:
A°D ﬂ G
1<w
mit offnen dichten Mengen G; C N. Der Schnitt endlich vieler offener dichter
Mengen ist stets wieder offen und dicht (*). Dann kann II folgendermafen spielen:
I spielt beliebiges s
=0, N Gy # @ offen (wegen Gy offen und dicht)
=3 O4-s, (0445, € Og, N G)
II spielt s;
I spielt beliebiges s
(z?OSOA__ASQ N Gy NGy # @ offen

ia OSOA..‘ASQI\Sg (OSQ’\.."‘Sg C OSOA.../\SQ m GO m Gl)

IT spielt s3

I spielt beliebiges so,

ﬁoso“...“52n NGoN...NG, # @ offen
*
=3 Oso"m”szn“sznﬂ (080”-~~“82n”52n+1 - OSo”-..”Szn N GO n...N Gn)
IT spielt s9,41
Das Spielen von si, s3,... in dieser Weise bedeutet fiir II eine Gewinnstrategie,

da

SOASlr\SQr\ ... € m Gz C A°.

<w
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(17) =: Habe II eine Gewinnstrategie 7.

Gute Sequenz: Eine Sequenz u := (Sg, 1, ..., Son, S2pa1) Mit s; € w fiir
1=0,...,2n+1 heile gut, falls fiir alle : = 0, ..., n die s9;41 gemaf der Gewinn-

strategie 7 gespielt wurden. Die leere Sequenz sei definitionsgeméaf gut.

Sei nun f € A beliebig. Dann muf es eine Sequenz u = (8o, S1, - ., Son, S2n+1)

(eventuell u = ()) geben mit:

u gut A
S0 . TSopu1 < f A
=3 (S2n12, Sont3) (W (S2nte, Sonts) gut Asp” ... Sonisz < f)
Ansonsten konnte Spieler I gewinnen, obwohl Spieler II mit seiner Gewinnstrate-
gie T spielt (Widerspruch). Dann gilt f € K, mit
Ko={f e w’|s0” ... Sop11 < f'A
=3 (S2nt2; S2n+3)
(U™ (S2n19, S2na3) GUE A So” ... "Soniz < f)} (3.8)
={f ew’|so” ... Sops1 < f'A
=3 (S2n42, S2n+3)

(Sonts T-gesp. A so” ... "Soniz < f)} (3.9)

wobei Sg,13 ,,7-gesp.“ heifit so, 13 = T(u"(S2,42)). Damit gilt dann

Ac | K.

u gut

Die Vereinigung ist abzdhlbar (weil w<“ abzdhlbar ist). Um zu zeigen, dal A
mager ist, geniigt es nun zu zeigen, dafl die K, nirgends dicht sind (denn dann
ist A als Teilmenge der mageren Menge (J, K, mager). Das ist dquivalent dazu,
daf die K, abgeschlossen sind und K = @ gilt (nach Satz 3.1.5 (v)).

Die K, sind abgeschlossen: Sei K, wie oben konstruiert mit
u = (S0, S1,- - - Son, Son+1). Dann 148t sich K¢ nach (3.9) darstellen als
in = CSO,...,$2n+1) U U Oso“...“s2n+1“82n+2“82n+3‘

($2n+2,52n+3)EN XN
Son+3 T-gespielt

74



3 Baire-Kategorie

Also ist K offen und somit K, abgeschlossen.

Das Innere der K, ist leer: Angenommen eine offene Basismenge liegt in K,:

OSo“---“S2n+1“52n+2 C Ku'
Dann gilt fir se,y3 := 7(u"(Soni2)), daB so™ ... Soua3 < f’ fir ein f/ €
Osom .~ sami1msamss C Ky ist. Es gibt also ein f € K, mit:

3 (Sont2, S2n+3) (Sanas = T(u ™ (S2n42) ASo™ ... “Sonts < f')

im Widerspruch zur Definition von K.
Also liegt keine offene Menge in K, d.h. K = @.

Damit ist die Hinrichtung von (i7) bewiesen. O

Banach-Mazur-Spiel mit Zeugen G,;" (B)

Manchmal ist es niitzlich, eine gegeniiber der zu charakterisierenden Menge A
vereinfachte Gewinnmenge B betrachten zu konnen [ etwa Satz 3.6.8]. Um eine
spieltheoretische Charakterisierung der Baire-Kategorie speziell fiir Teilmengen
A des Bairerauems mit A = p(B) fiir eine Teilmenge B C N x N zu erhalten,
definiert man daher ein Spiel G;* (B) auf B mit der Eigenschaft, da§ A komager
in einer offenen nicht-leere Menge ist, falls Spieler I eine Gewinnstrategie hat,

und dafl A mager ist, falls IT eine Gewinnstrategie hat.

Definition 3.6.5. (Banach-Mazur-Spiel mit Zeugen G,* (B))
Sei AC N und B C N x N und es gelte:

A =p(B).
Dann definiert man das Banach-Mazur-Spiel G,* (B) wie folgt:

I: (10, uo) (ng, u2) (14, us)

NN

’U/S .

II:

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler I spielt eine natiirliche Zahl

ng € w und eine nicht-leere endliche Sequenz natiirlicher Zahlen uy € w, Spieler
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IT spielt eine nicht-leere endliche Sequenz u; € w*, Spieler I spielt eine natiirliche
Zahl ny € w und eine nicht-leere endliche Sequenz uy € w*, Spieler 11 spielt eine
nicht-leere endliche Sequenz uz € w ¥ u.s.w.. Sei nun g = (ng,ng,...) € N und

f=up"ui"us" ... € N. Man sagt, da3 Spieler I gewinnt, falls gilt:

(f.9) € B.

Ansonsten sagt man, dal Spieler II gewinnt. B nennt man dabei auch die
Gewinnmenge.

Da Spieler I nicht nur endliche Sequenzen sondern auch Elemente aus w spielt, die
zu einem Zeugen g € w* zusammengesetzt werden — wobei Spieler I (f,g) € B

anstrebt — gehort das Spiel GJ* (B) zu den Banach-Mazur-Spielen mit Zeugen.

Die Begriffe (Gewinn-)Strategie fiir I (bzw. fiir IT) und determiniert sind
fiir die Spiele G}* (B) analog zu den Definitionen 2.1.2 (bzw. 2.1.3) und 2.3.1
definiert.

Mit einer Kodierung der in G (B) gespielten Sequenzen in die natiirlichen Zahlen
148t sich dieses Spiel auch als ein Spezialfall der Grundvariante [ Definition

2.1.1] auffassen und es gilt:

Lemma 3.6.6. (Determiniertheit)
Falls AD gilt, so sind auch die obigen Spiele G, (B) determiniert.

BEWEIS. Analog zu Lemma 3.6.3. O
Fiir die Mengen A und B aus obiger Definition gilt dann:

Theorem 3.6.7. (Charakterisierung durch Spiele mit Zeugen)
Sei A C N und und A = p(B) fiir ein BC N x N. Dann gilt:

(i) I hat Gewinnstrategie in G* (B) = A komager in einer offenen nicht-leeren
Menge G.

(i) 11 hat Gewinnstrategie in G;* (B) = A mager.

BEWEIS. (i) Habe Spieler I eine Gewinnstrategie o fiir das Spiel G,* (B). Wegen
A = p(B) hat Spieler I dann eine Gewinnstrategie ¢ fiir das Spiel G™ (A). Mit
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Theorem 3.6.4 (i) folgt dann, dal A komager in einer offenen nicht-leeren Menge

G ist.

(77) Habe II eine Gewinnstrategie 7.

Gute Sequenz: Eine Sequenz u := (ko, So, 1, - - - , k2n, S2n, Sone1) Mit So € WY,
si €Ews¥ firi=1,....2n+ 1 und ky; € w fiir i = 0,...,n heiBe gut, falls fiir
alle t = 0...n die s9;11 gemiaf der Gewinnstrategie 7 gespielt wurden. Die leere

Sequenz sei definitionsgeméf gut.

Sei nun (f,g) € B beliebig. Dann mul es eine Sequenz

u=(ko, S0, S1 ,---,kon,Son, Sons1) (eventuell u = ()) geben mit:
—— —— N~
I 1 I II
u gut A
(koy- - ykan) = (9(0),...,9(n)) < gAso” ... Sopr1 < f A
—3 (k2n+2; Son42; 82n+3) (Uﬁ(ksmz, Son+2, S2n+3) gut
A (k‘o, .. ,kgn, k2n+2) < g A SOA RN A83n+3 =< f)
Ansonsten konnte Spieler I gewinnen, obwohl Spieler II mit seiner Gewinnstra-
tegie 7 spielt (Widerspruch). Sei m := kopio := g(n + 1), dann gilt f € M m)
mit
Mumy ={f €w’[s0”... 5041 < f'A
-3 (52n+27 52n+3)
(u™(m, Sany2, Sontz) Ut A se” ... "sanas < [} (3.10)
={f €w 50" ... sons1 < f'A
-3 (52n+27 82n+3)

(Sonts T-gesp. A so” ... "Sonaz < f)} (3.11)

wobel Sg,13 ,,7-gesp. heifit so,13 = 7(u"™(m, S2p42)). Damit gilt dann

AC U M(%m)

(u,m)

wobei tiber alle (u, m) € w<¥ X w mit u gut und m wie oben vereinigt wird. Die

Vereinigung ist abzdhlbar (weil w<“ x w abzdhlbar ist).
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Da wir die Mengen M, ,,) ganz &hnlich wie die Menge K, im Beweis der Hinrich-
tung von (i7) von Theorem 3.6.4 definiert haben, kénnen wir von nun an analog

dazu fortfahren.

Um zu zeigen, dal A mager ist, geniigt es (wie im Beweis von Theorem 3.6.4)
zu zeigen, dafl die M, ) nirgends dicht sind (denn dann ist A als Teilmenge der

mageren Menge U( My,my mager). Das ist dquivalent dazu, daf die M,

u,m)
abgeschlossen sind und Mg, ., = @ gilt (nach Satz 3.1.5 (v)).

Die M, sind abgeschlossen: Sei M(,,, wie oben konstruiert mit v =
(ko, S0, 1, - - - k2n, Son, Sons1) und m = koo € w. Dann 14t sich M(C%m) nach
(3.11) darstellen als

c _ e
M(U,m) - O(So,~~~,82n+1) U U OSOA~~~,\S2n+1’\s2n+2,\32n+3’

(s2n+2,52n+3)EN XN
Son+3 T-gespielt

Also ist M(Cu’m) offen und somit M, ,,) abgeschlossen.

Das Innere der M, ) ist leer: Angenommen eine offene Basismenge liegt in

M(u’m)I

OSOA...A52n+1"82n+2 - M(u,m)
Dann gilt fiir so,43 := 7(u™(m, S2n42)), daBl so7... "s9pyg < f' fiir ein f' €
Oso~ .~ sami1msmss C Meum) ist. Es gibt also ein f" € M, ) mit:

3 (S2n+2, S2n+3) (S2n+s = T(UW™ (M, Sopg2) ASo” ... "Sangs < f7)

im Widerspruch zur Definition von M, ).

Also liegt keine offene Menge in My, d.h. M,

(u,m

):g.

Damit ist (i7) bewiesen. 9

Determiniertheit und Baire-Eigenschaft

Nun lassen sich auch Begriffe wie etwa die Baire-Eigenschaft [s= Definition 3.4.1],
die mittels magerer Mengen definiert wurden, gut spieltheoretisch charakterisie-
ren: Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die Baire-Eigenschaft

projektiver Mengen an.
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Satz 3.6.8. (Determiniertheit und Baire-Eigenschaft)
Wenn jede 33, -Menge in N determiniert ist, dann hat jede $3,, . -Menge in N
die Baire-Figenschaft.

BEWEIS. Die Idee fiir den Beweis besteht darin, die die Baire-Eigenschaft defi-
nierenden Begriffe mager und komager fiir X3, ;-Mengen in A auf die Determi-
niertheit von X3 -Mengen in N zuriickzufiihren. Dies geschieht mittels des Spieles

G," (B). Falls nicht anders erwihnt seien hier alle Mengen in .

Sei A € X3, (N) beliebig, B € I3, (N x N) mit 7 (B) = A und es sei jede
%3,-Menge determiniert (und somit auch jede II3,-Menge). Fiir das Spiel G;* (B)
hat dann entweder Spieler I oder Spieler II eine Gewinnstrategie. Nach obigem
Lemma ist A dann entweder mager und hat somit auch die Baire-Eigenschaft,
oder A ist komager auf einer offenen nicht-leeren Menge G. Fiir den letzteren Fall
bleibt also zu zeigen: A hat die Baire-Eigenschaft, d.h.: 3 Uoffen (A—U)U(U—A)

mager.

Sei G = |J{O; | A komager auf O}, dann ist (A—G)U(G — A) mager, da (A—Q)
und (G — A) mager sind:

G — A mager:

G-A=GnA°
=(|Jo)na

abzb.

= [J (0.n 49

abzb.

= U (OS_A)7

abzb. mager

wobei die Ausdriicke Oy — A mager sind (da A komager in N;). Die Vereinigung

ist endlich, da s € w<* und w<¥ abzéahlbar ist.

A — G mager: Zunichst muf mit A € X5, auch (A —G) € X}, gelten, weil
G offen ist (G offen = G € X9 und G¢ € I C Y31, danun A € X3 und
¥}, nach Lemma 3.6.1 schnittstabil ist, folgt ANG° e X}, ).

Auf A — G treffen nun wieder die Voraussetzungen des obigen Lemmas zu —

allerdings kann A — G nicht komager auf einer offenen nicht-leeren Menge U sein,
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weil sonst U — (A — G) und somit auch U — A mager wire — laut Definition von G
gilte dann U C G Damit lieBe sich folgern U—(A—G) mager = U—(A—U)(= U)

mager. U ist aber offen und nicht-leer und kann somit nicht mager sein.

Also gilt nach obigem Lemma A — G mager. O
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In diesem Kapitel sollen unter anderem einige Ergebnisse fiir das Begriffpaar
hdochstens abzdhlbar und perfekt analog auf die Begriffe o-beschrinkt und super-

perfekt iibertragen werden.

Der Begriff eines perfekten Raumes ist ein sehr anschaulicher: Ein Raum heift
perfekt, wenn er keine isolierten Punkte enthélt. Dabei bezeichnet man einen
Punkt eines Raumes als isoliert, falls es eine Umgebung des Punktes gibt, die
aufler dem Punkt selber keinen weiteren Punkt des Raumes enthélt. Ein solcher
Punkt ist dann auch im anschaulichen Sinne ,jisoliert von den iibrigen Punkten
des Raumes. Aquivalente Formulierungen fiir einen Punkt z eines topologischen

Raumes X sind:
(i) =« ist isoliert.
(ii) =« ist kein Haufungspunkt von X.
(iii) {z} ist offen in X.
(iv) Es gibt keine Folge (y,), in X, die gegen = konvergiert (v S. 12, 20).

Dabei bezeichnet man einen Punkt z als einen Haufungspunkt von X, falls
jede Umgebung von x einen Punkt y # x aus X enthélt. Dazu dquivalent ist, dafl

x mit Punkten y # x aus X approximiert werden kann.

Eine Teilmenge eines Raumes heifit perfekt , falls sie ein perfekter Raum und

zusétzlich abgeschlossen ist.

Zunéchst werden in Kapitel 4.1 die kompakten Teilmengen des Baireraumes cha-
rakterisiert als abgeschlossen und iiberall endlich verzweigt [ Satz 4.1.2]. Diese

Charakterisierung der kompakten Mengen dient dann im spéteren Kapitel 5.2
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als Vorlage fiir den allgemeineren Begriff der B-nirgends dichten Teilmengen [
Definition 5.2.1].

In Kapitel 4.2 wird der Kleinheits-Begriff der o-Beschrdanktheit eingefiithrt. Laut
Satz 4.2.2 bilden die o-beschrinkten Mengen ein o-Ideal — verhalten sich also
wirklich wie kleine Mengen. Bis auf die leere Menge gibt es im Baireraum keine
offene Menge, die o-beschrinkt ist [i= Satz 4.2.3]. Das ist eine weitere Gemein-
samkeit der o-beschrankten mit den mageren Teilmengen des Baireraumes. Die
Charakterisierung der o-beschrinkten Mengen in Satz 4.2.4 (ii) als Teilmengen
o-kompakter Mengen dient dann im spéteren Kapitel 5.2 als Vorlage fiir den

allgemeineren Begriff der B-mageren Teilmengen [ Definition 5.2.2].

Kapitel 4.3 fiithrt mit dem Begriff der superperfekten (und nicht-leeren) Teilmen-
ge eine Beschreibung fiir relativ grofie Teilmengen des Baireraumes ein. Jedoch
sind nicht alle superperfekten Teilmengen des Baireraumes groff im Sinne der
o-Kategorie (d.h. Komplemente o-beschréankter Mengen) [1= Beispiel 4.3.2]. Aus
dem Cantor-Bendixson-Analog in Kapitel 4.4 folgt jedoch, daf§ der Abschlus-
ses des Komplementes einer o-beschrankten Teilmenge stets eine nicht-leere su-
perperfekte Teilmenge enthélt [i= Korollar 4.4.2]. Unter der Annahme von AD
enthélt schon das Komplement einer o-beschrénkten Teilmenge eine nicht-leere

superperfekte Teilmenge [== Korollar 4.5.4].

In Kapitel 4.4 wird der Satz von Cantor und Bendixson fiir hochstens abzéhl-
bare und perfekte auf die o-beschriankten und superperfekten Teilmengen des

Baireraumes iibertragen.’

Abschlieflend wird in Kapitel 4.5 das Begriffspaar o-beschrinkt und Obermenge
einer nicht-leeren superperfekten Menge dann auf zwei verschiedene Arten spiel-
theoretisch charakterisiert [ Theoreme 4.5.3 und 4.5.8]2.

Mittels dieser Charakterisierung (in Form von Korollar 4.5.9) sowie eines Resul-
tates von D.A. Martin (= Kapitel 4.5 Fuinote 10 bzw. [KS85, 196ff] oder [Kan03,
30.10]) und eines weiteren Resultates von Y.N. Moschovakis (1= Kapitel 4.5 Fu$-

lex [Kec77, 2B].
2i [KecT7, 3.3, 3.1] fiir Theorem 4.5.3 sowie die Aussage des Theorems 4.5.8.
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note 9 bzw. [Mos80, 6E.1.]) werden dann noch einige Definierbarkeitsresultate fiir
o-Schranken abgeleitet [ Sitze 4.5.11 und 4.5.12]3.

Die Definitionen sowie teilweise auch die Aussagen der Lemmata und Sétze (bis
auf das Cantor-Bendixson-Analog 4.4.1 und die Definierbarkeits-Resultate 4.5.11
und 4.5.12 ohne Beweise) finden sich in ,On a notion of smallness for subsets of
the Baire space“ von A. Kechris [Kec77, 2-4]. Theorem 4.5.3 sowie die Aussage
von Theorem 4.5.8 finden sich in [Kec77, 3.1, 3.3].

4.1 Heine-Borel-Analog

Im euklidischen Raum R"™ (n € N groer 0) sind die kompakten Teilmengen
vollsténdig charakterisiert als beschrinkt und abgeschlossene Teilmengen. Eine

Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit beschrinkt, falls
diam(A) < oo wobei diam(A) = sup{d(z,y) € R | z,y € A}. (4.1)

Mit dieser Definition ist dann in einem metrischen Raum (X, d) z.B. jede abge-
schlossene Kugel K(z,7) := {y € X | d(z,y) < r} beschriankt und abgeschlossen
(wobei z € X und r € R grofer 0).

Im Baireraum hingegen lassen sich die kompakten Teilmengen nicht als be-
schrankt und abgeschlossen charakterisiern. Metrisiert man den Baire’schen
Raum N mittels der Metrik d : N/ —— R mit

0 fallsi=y

so sind die offenen Basismengen O, C N beschrinkt, da

vV f,gew (df,g) <1)

gilt und abgeschlossen [ Lemma 3.5.3]. Nun sind im Baireraum aber offene

Mengen nicht kompakt [ Lemma 3.5.4].

Siw [KecT7, 4]
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Insbesondere sind also die beschrinkten und abgeschlossenen O, im Baireraum
nicht kompakt. Fiir Teilmengen A des Baire-Raumes kann kompakt somit nicht
gleichbedeutend mit beschrdnkt (im Sinne von (4.1)) und abgeschlossen sein. Die
kompakten Teilmengen des Baire-Raumes AN kénnen jedoch mit Hilfe einer par-

tiellen Ordnung als <-beschrénkt und abgeschlossen charakterisiert werden.

Eine Teilmenge A des Baireraumes heifle <-beschrinkt, falls es ein f € N gibt
mit g < f fiir alle g € A — dabei sei

g < f genau dann, wenn fiir jedes n < w gilt, da8 g(n) < f(n).

Ein solches f heifit eine <-Schranke fiir A. Nun erhélt man folgende Charak-

terisierung kompakter Teilmengen des Baireraumes:

Satz 4.1.1. (Heine-Borel-Analog)
Eine Menge A C N st kompakt genau dann, wenn sie <-beschrinkt und abge-

schlossen 1ist.

BEWEIS. =: Sei A C N kompakt.

A ist abgeschlossen: Da der Baireraum metrisierbar ist [/= Satz 3.5.9], ist
der Baireraum ein Hausdorff-Raum. In einem Hausdorff-Raum sind kompakte

Mengen jedoch immer abgeschlossen [ Lemma 3.3.5].

A ist <-beschriinkt: Da A kompakt ist, gibt es fiir die offene Uberdeckung
von A mit allen offenen Basismengen O, des Baireraumes eine endliche Teiliiber-
deckung. Daraus folgt, dafl sich der Baum T4 von A auf iiberall nur endlich oft
verzweigt — genauer: fiir jedes u € T4 ist die Menge {m € w | u~(m) € T}
endlich. Sei T die Menge der endlichen Sequenzen in 74 der Lange n € w. Dann
ist f € N mit f(n) =max{m € w | u~(m) € T} fiir ein u € T4} eine Schranke
fiir A.

«: Sei umgekehrt A C N <-beschrinkt und abgeschlossen.

A ist kompakt: Angenommen es gibt eine offene Uberdeckung von A zu der es
keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Liege diese offene Uberdeckung ohne Ein-

schrénkung in Form offener Basismengen (O,,);.; vor (gibt es keine endliche
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Teilitberdeckung der beliebigen offenen Uberdeckung so auch keine der sie erzeu-
genden offenen Basismengen). Da A <-beschrinkt ist, verzweigt sich der Baum
T, auf jeder Stufe nur endlich oft (s.0.). Dann l&8t sich aus den endlich vielen
Sequenzen einer Lange n < w ein v; € T4y heraussuchen so, dal O,, N A keine
endliche Teiliiberdeckung hat (ansonsten gibe es eine endliche Teiliiberdeckung
fiir ganz A). Aus dem so definierten Teilbaum TaNTp, 1&8t sich dann analog eine
endliche Sequenz v, > vy heraussuchen so, da A N O,, ebenfalls keine endliche
Teilitberdeckung besitz und so fort. (Dabei sind die O,, i.a. nicht unbedingt aus
der obigen Uberdecklung (O,);;.) Sei f € N mit f|, := v, fiir n € w und seien
g1 € Oy, NA g € Oy, NA,.... Dann konvergiert die Folge (gy),, gegen f. Da
gn € A fiir n < w und A abgeschlossen ist, mufl also f in A liegen. Somit liegt
J aber schon in einer der offenen Basismengen O, aus der Uberdeckung (Ouy)ier
und es gibt ein N € w so, dafl uy < v, fiir alle n > N. Fiir n > N haben die
O,, N'A dann aber die endliche Teiliiberdeckung O, ; — Widerspruch. O

Eine Teilmenge A des Baireraumes ist <-beschrénkt genau dann, wenn ihr Baum
tiberall (d.h. fiir jedes s € T)) endlich verzweigt ist. Eine andere Formulierung

des obigen Satzes lautet daher:

Satz 4.1.2. (Heine-Borel-Analog 2)
FEine Menge A C N ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und 1iberall

endlich verzweigt ist — das heifst: A ist abgeschlossen und es gilt:
VseTsIk<wVtews™ (steTs=t0)#k) (4.2)
wobei w=¥ gleich w=<* ohne die leere Sequenz sei.

Die Formulierung (4.2) wird in Kapitel 5.2 als Vorlage fiir eine verallgemeinerte

Definition der Kompaktheit dienen.

4.2 o-beschriankte Mengen

Die kleinen Mengen der o-Kategorie sind die o-beschrénkten Teilmengen des

Baireraumes. Sie werden wie folgt definiert:

4Fiir die Definition von w<* und ws¥ & S. 65 oder Anhang S. 148.
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Definition 4.2.1. (o-beschrinkt)
Eine Teilmenge A C N heifit o-beschrinkt genau dann, wenn es eine Folge
(fi)ic,, in NV gibt so, dafl es fiir jedes f € A ein i < w gibt mit f < f;.

Teilmengen einer o-beschrinkten Menge A C N sind o-beschriinkt, da eine o-
Schranke fiir A auch eine o-Schranke fiir jede Teilmenge von A ist. Eine abzéhlba-

re Vereinigung A = | J,__ A; o-beschrinkter Mengen A; C N ist o-beschrinkt, da

<w
die abzéhlbare Vereinigung (f;;)i j<. der o-Schranken (f;;);<. der A; abzdhlbar

und somit eine o-Schranke fiir A ist. Es gilt also:
Satz 4.2.2. Die o-beschrinkten Teilmengen des Baireraumes bilden ein o-Ideal.

In der Definition eines Baire’schen Raumes wird gefordert, dafl es keine nicht-
leeren mageren offenen Teilmengen gibt. In Theorem 3.3.11 und Satz 3.5.10 wurde
dann gezeigt, dafl der Baireraum ein Baire’scher Raum ist. Hierzu analog gilt der

folgende Satz:

Satz 4.2.3. (offen, nicht-leer = nicht o-beschrinkt)

Im Baireraum gibt es keine nicht-leeren offenen o-beschrankten Teilmengen.

BEWEIS. Mit einem Diagonalargument sieht man zunéchst, daf offene Basismen-

gen des Baire-Raumes niemals o-beschrénkt sind:

Sei O, eine offene Basismenge des Baire-Raumes (mit v € w<*). Sei (f;);<, eine
beliebige Folge von Elementen des Baireraumes (eine potentielle o-Schranke von

O,). Dann liegt g mit

g 1= 0" (0, fioggu 1 (08(0) + 1) + 1, fiaguyo(Ing(w) +2) +1,...)
0 = max(fo(Ing(w)) + 1, . Fingee) (ng(w)) + 1)

in O,. Falls nun ¢ < Ing(u) ist, so gilt:
filng(u)) < max(fo(Ing(u)) +1,. .., fiugqw (Ing(u)) + 1) = g(Ing(u))

und falls ¢ > Ing(u), so gilt:

fi(i) < fi(i) +1 = g(7).
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Insgesamt gilt damit Vi < w (g £ f;). Das bedeutet, dafl (f;); keine o-Schranke
von O, und somit O, (da (f;); beliebig gewihlt war) nicht o-beschrinkt sein

kann.

Dann gibt es aber keine nicht-leere offene Teilmenge des Baireraumes, die o-
beschréankt ist. Denn Teilmengen o-beschrankter Mengen sind ja wieder o-
beschréankt und die nicht-leeren offenen Teilmengen des Baireraumes enthalten

offene Basismengen (diese sind aber wie eben gesehen nicht o-beschrinkt). ¢

Die Begriffe o-beschrankt und mager beschreiben beide kleine Mengen (im Sinne
von Kapitel 1.1). Dariiber hinaus teilen sie nach Satz 4.2.3 die Eigenschaft, dafl
ihre o-Ideale mit der Topologie des Baireraumes nur die leere Menge gemeinsam
haben.

Zur besseren Handhabe wird nun der Begriff der o-Beschranktheit durch einige
dquivalente Formulierungen charakterisiert. Anschliefend sollen einige Beispiele

den Begriff veranschaulichen.

Topologisch lassen sich o-beschrankte Mengen als Teilmengen o-kompakter Men-
gen beschreiben. Eine o-kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes ist

eine abzihlbare Vereinigung kompakter Teilmengen.

Mittels einer partiellen Ordnung <g, lassen sich die o-beschrankten Teilmengen
des Baireraumes auch als die <g,-beschrankten Teilmengen beschreiben. Dabei
gelte fiir Elemente f, g des Baireraumes f <;, ¢ genau dann, wenn fiir alle bis

auf endlich viele n < w gilt f(n) < g(n) — genauer:

f <gn g genau dann, wenn I ng < w ¥V n > ngy (f(n) < g(n)).

Eine Menge A C N heifit <4,-beschrinkt, falls es ein f € N gibt mit g <g, f
fiir alle g € A. Ein solches f heifit eine <g,-Schranke fiir A.

Damit 148t sich nun die o-Beschrénktheit wie folgt charakterisieren:

Satz 4.2.4. (0-beschrinkt)

Fiir eine Teilmenge A des Baireraumes ist dquivalent:

(i) A ist o-beschrinkt.
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(it) A C B fir eine o-kompakte Menge B C N
(i11) A ist <;,-beschrankt.

BEWEIS. (i) = (ii): Sei A etwa durch (f;)i<, o-beschrénkt. Sei A; := {g € A |
g < fi}. Dann sind die A; <-beschrinkt und wegen

A = U O,

3 n<lng(u) (u(n)>fi(n))

auch abgeschlossen — nach Satz 4.1.1 also kompakt. Somit ist A C |J,_ A; o-

i<w
kompakt.

(it) = (iii): Sei A C B fiir eine o-kompakte Menge B C N und etwa B =
U, Bi mit kompakten B; C N (i < w). Dann sind die einzelnen B; jeweils

<-beschréinkt (Heine-Borel-Analog) — etwa durch f; € A. Definiert man f € N/
durch: f(7) := max(fo(i),..., fi(1)) fir i <w, dann gilt V g € B (g <;, f).

(173) = (4): Sei A <g,-beschrinkt durch ein f € N, d.h. es gilt
VgeAdng<wV¥n>ng (g(n) < f(n)).

Mit A, :={g € A|VYn>m(g9(n) < f(n))} die Menge der g € A, dieab m < w

durch f majorisiert werden, gilt dann

A= UAm.

m<w

Dabei kann das endliche Anfangsstiick u := (g(0),...,g(m — 1)) eines g € A,

Werte in w™ — also nur abzéhlbar viele — annehmen. Dann gilt

A:UAm

m<w

=J U Annow).

m<w u<wm™

Diese Vereinigung ist abzéhlbar (als abzéhlbare Vereinigung abzdhlbar Vereini-
gungen) und jedes der A,,NO, ist beschrankt durch f* := u™(f(m), f(m+1),...).

Insgesamt ist A also o-beschrankt. O
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Punkt (iz) des Satzes 4.2.4 wird in Kapitel 5.2 als Vorlage einer verallgemeinerten
Definition kleiner Mengen dienen — den B-nirgends dichten Mengen fiir eine

vorgegebene Bedingungsmenge B [/ Kapitel 5.2].

Die o-Beschriinktheit charakterisiert laut Satz 4.2.4 (i7) genau die Teilmengen des
Baireraumes, die Teilmenge einer o-kompakten Menge sind. Ein solcher Begriff
kann nur in solchen Radumen sinnvoll sein, die nicht selber o-kompakt sind (denn
in einem o-kompakten Raum sind alle Teilmengen ebenfalls o-kompakt). Metri-
sche Riume X, in denen die abgeschlossenen Kugeln K(z,¢) (mit # € X und
€ > 0 in R) kompakt sind, sind stets o-kompakt, da dann gilt X = J,-, K(z,r).
Dies trifft z.B. auf den Raum der reellen Zahlen zu. Der Umstand, dafl die abge-
schlossenen e-Kugeln K(f,¢) = m des Baireraumes nicht kompakt sind [
S. 83], ist also notwendig dafiir, dafl der Begriff o-beschrénkt im Baireraum iiber-
haupt sinnvoll ist. In einem o-kompakten Raum wie den reellen Zahlen wiirde ein
Kleinheitsbegriff, der wie die o-Beschranktheit in Satz 4.2.4 (ii) charakterisiert

ist, eben keinen rechten Sinn ergeben.

Um den Begriff der o-Kompaktheit noch etwas zu veranschaulichen, sollen nun

noch einige Beispiele gegeben werden.
Beispiel 4.2.5. Der euklidische Raum R st o-kompakt aber nicht kompakt.

BEWEIS. Die Menge der reelen Zahlen 148t sich schreiben als R = __[—n,n],

n<w[
wobei die [—n,n| fir n € N abgeschlossene und beschréinkte also kompakte In-
tervalle in R sind.

DaR =J,(
Teiliiberdeckung gibt, ist R nicht kompakt. O

—n,n) eine offene Uberdeckung von R ist, zu der es keine endliche

Beispiel 4.2.6. Jede abzihlbare Teilmenge A C N ist o-beschrinkt.
BEWEIS. A bildet eine o-Schranke fiir sich selbst. O

Beispiel 4.2.7. Jede Teilmenge A C N, die eine offene Menge U C N enthiilt,

1st nicht o-beschrankt.

BEWEIs. Wire A o-beschréankt so auch die in A enthaltene offene Menge U. Das
kann nach Satz 4.2.3 nicht sein. O
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Beispiel 4.2.8. Lokal quasikompakte Rdume mat abzdihlbarer Basis sind o-

kompakt.

BEWEIS. Sei der Raum X lokal quasikompakt und habe eine abzéhlbare Basis.
Fiir jedes x € X gibt es dann [laut Definition 3.3.8, S. 50] eine kompakte Umge-
bung K, von z, die eine offene Umgebung U von x enhélt. U enthélt eine offene
Basismenge O, von z. Da X eine abzdhlbare Basis besitzt, 148t sich X dann so

schreiben:

X=[]Jo,

zeX

und wegen O, C K, gilt dann

X:UKJC.

rzeX

Da die offenen Basismengen O, abzéhlbar sind, ist diese Vereinigung abzihlbar

und somit X o-kompakt. O

In den Baire’schen Réumen, die eine abzéhlbare Basis besitzen (wie der Baire-
raum) und zudem noch lokal quasikompakt sind, macht also ebenfalls ein wie in
Satz 4.2.4 (i7) charakterisierter Kleinheitsbegriff keinen Sinn. In Kapitel 3.5 hat-
ten wir allerdings bereits gesehen, dafl der Baireraum nicht lokal quasikompakt

sein kann.

4.3 Superperfekte Mengen

Die grofien Mengen der o-Kategorie sind die Komplemente o-beschrankter Teil-
mengen des Baireraumes. Der Begriff der superperfekten (und nicht-leeren) Teil-
menge des Bairerauems kennzeichnet relativ groffe Teilmengen des Baireraumes,
die jedoch nicht unbedingt groff im Sinne der o-Kategorie sein miissen, d.h. sie
miissen in A nicht Komplemente von o-beschrinkten Mengen sein [= Beispiel
4.3.2].

Definition 4.3.1. (superperfekt)
Sei X eine beliebige Menge und 7" ein Baum iiber X. Ein v € T heifit c-Knoten
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in 7', falls v unendlich viele direkte Erweiterungen in 7" hat — genauer: {m € X |

v™m € T} ist unendlich.

Ein Baum 7T iiber X heifit superperfekt genau dann, wenn es fiir jedes u €
T eine Erweiterung v > w in 7' gibt, die ein o-Knoten in 7' ist. Eine solche
Erweiterung v € T heifit eine o-Erweiterung von v in 7. Eine Teilmenge
A C X% heifit superperfekt genau dann, wenn A = [T'] fiir einen Baum 7' auf
X und der Baum T superperfekt ist.

Die leere Menge @ ist superperfekt, da Ty ={u e X< |3 fe @ (u < f)} = 2.

Jede offene Basismenge O, des Baireraumes ist superperfekt.

Beispiel 4.3.2. (superperfekt A Komplement einer o-beschr. Menge)
Die offenen Basismengen O, des Baireraumes sind superperfekt aber nicht Kom-

plement o-beschrdnkter Mengen.

BEWEIS. Die offenen Basismengen O,, C N sind superperfekt, jedoch ist OS nicht
o-beschriankt (beispielsweise ist O, mit v L u Teilmenge von Of und laut Satz
4.2.3 nicht o-beschrankt — also ist auch O nicht o-beschrénkt). O

Superperfekte Mengen lassen sich in folgender Weise charakterisieren:

Satz 4.3.3. Eine Menge A C N ist superperfekt genau dann, wenn A abgeschlos-
sen ist und fiir jedes f € A und jede offene Menge U C N, die f enthdlt, U N A
nicht in einer kompakten Menge B C N enthalten ist.

BEWEIS. =: Sei A € N superperfekt, d.h. A abgeschlossen und T4 superperfekt.
Angenommen es existieren ein f € A und eine offene Basismenge O, C N,
die f enthélt, d.h. u < f (insbesondere ist u dann aus T4), und (O, N A) C
B fiir eine kompakte Menge B C N. Da B kompakt ist, ist B nach obigem
Lemma beschriankt. Also ist auch (O, N A) C B beschriankt — etwa durch g €
N. Dann kann aber keine Erweiterung v von u in T4 unendlich viele direkte
Erweiterungen haben, da g sonst keine Schranke fiir (O, N A) wire. Das steht
aber im Widerspruch dazu, dafl T4 superperfekt ist. Statt der offenen Basismenge
O, kann man auch von einer beliebigen offenen Menge U, die f enthélt, ausgehen

— f muf} dann ja schon in einer offenen Basismenge O, C U enthalten sein.
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<: Sei umgekehrt A abgeschlossen und gelte, daB fiir jedes f € A und jede offene
Menge U C N, die f enthilt, U N A nicht in einer kompakten Menge B C N
liegt. Dann muf} T4 superperfekt sein:

Angenommen T4 ist nicht superperfekt, d.h. es gibt ein u € T4, dessen sdmtliche
Erweiterungen v > w in T’y jeweils wieder nur endlich viele direkte Erweiterungen
v™m € T4 haben. Zunéchst ist dann (wegen u € T4) u ein Anfangsstiick eines
f € A—esgibt also ein f € (O, N A). Weiter ist (O, N A) abgeschlossen (da O,
und A abgeschlossen) und beschrankt:

T(0.na) kann auf jeder Ebene nur endlich oft verzweigen (da alle Erweiterungen
v von u laut Annahme nur endlich viele direkte Erweiterungen in T4 haben). Das
heifit die Mengen T3, - 4 (alle endlichen Sequenzen in T(p,n4) der Linge n < w)
und damit auch die Mengen {m < w | u™m € T{, 4} (mit n < w) sind jeweils
endlich. Somit a8t sich mit g(n) := max{m € w [u™m € T}, 4} (n <w) eine
Schranke fur (O, N A) definieren.

Nach obigem Satz 4.1.1 ist (O, N A) dann kompakt (da beschrankt und abge-
schlossen). Das steht jedoch im Widerspruch zur Vorraussetzung, daf fiir eine
offene Menge U C N, die f enthilt, U N A nicht in einer kompakten Menge
enthalten ist. O

Satz 4.3.4. (Zu N homomorphe Teilmengen superperfekter Mengen)
Jede nicht-leere superperfekte Menge A C N enthilt eine zu N homdomorphe

superperfekte Teilmenge.

BEWEIS. Sei A eine superperfekte Teilmenge des Baireraumes. Es ist zu zeigen,
daB A eine superperfekte (insbesondere abgeschlossene) Teilmenge B enthiilt, die

zu N homoéomorph ist.
Dazu definieren wir zunéchst einen Teilbaum 7% von T4 wie folgt:

Sei uy € T4 ein beliebiger o-Knoten. Sei T° := {s € <% | s < ug} C Ta. Dann
enthilt 7O als einziges Blatt ug, und dieses ist ein o-Knoten in T)4. Sei der Baum
T™ C Ty bereits definiert und seien alle Blatter in 7™ o-Knoten in T4, dann
erhilt man den Baum 7" > T™ wie folgt: Wir definieren fiir jedes Baltt v € T"
eine gegen Anfangsstiicke abgeschlossene Menge A, C T4 und setzen dann

™= | Agurm

u Blatt in T
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Dabei erhilt man die Menge A, fiir ein Blatt u in 7" wie folgt:

Sei u ein Blatt in T™. Da alle Blatter in 7™ o-Knoten in T4 sind, hat u abzéhlbar
viele direkte Erweiterungen v~ (i) (i < w) in T4. Da T4 supeperfekt ist, gilt:

Vi<w3do(i) € Ta (0(i) o-Knoten in T4 Au"(i) < o(i)).

Man wihle fiir jede direkte Erweiterung u™(¢) von w in T4 genau einen o-Knoten
o(i) € Ty mit u~(i) < o(i) aus. Dann definieren wir A, als die Menge dieser

o-Erweiterungen von u in T4 zusammen mit ihren Anfangsstiicken:
Ay, ={sew™¥|Ti<w(s=<o(i))}
Insbesondere enthélt 7! so wieder nur Blitter, die o-Knoten in 7T} sind.

Sel nun

T = U ™.

n<w

Mit dieser Konstruktion sind die Blatter der Teilbdume 7" C T* (also o-Knoten

in T4) auch o-Knoten in 7% und bilden die einzigen Verzweigungen in 7%.

Sei
T(0); 0(1); O(2); - - - € Tt

eine Abzdhlung der fiir 7' ausgewiihlten o-Erweiterungen von ug € T°,
7(0,0) 0(0,1), 0(0,2), - - - € T?

eine Abzéhlung der fiir 7% ausgewéhlten o-Erweiterungen von oo € 77,
01,0, O(1,1), 0(1,2), - - - € T?

eine Abzihlung der fiir 7% ausgewéhlten o-Erweiterungen von oy € T*

u.S.W..

Bildet man nun f € N auf dasjenige g € [T%] ab, gegen das die Folge
T(£(0))> T(£(0),£(1))5 O(£(0),....f(2))s - - - VO o-Erweiterungen von v konvergiert (g liegt

in [T¥], da [T*] abgeschlossen ist), so ergibt sich auf diese Weise eine Abbildung:
o N — [T]

fro—limog)..rm)-
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Da wir im Baum 7% keinerlei Verzweigungen zwischen den in 7% liegenden o-

.....

erhalten wir die zu ¢ inverse Abbildung:

e N T —= N

g =1

und ¢ ist somit bijektiv. Ferner gilt:

¢ ist stetig: Sei uy der o-Knoten in 7% mit Ing(uy) minimal und O, N [T]
beliebige offene Basismenge in [T%] (mit v € w<*). Dann muf laut Konstruktion

von [T*] gelten, dafl v < ug oder v > ug A v # wup.
1) Falls v < u, so ist O, N [T*] = [T*] und somit (O, N [T*]) = N offen.

2) Falls v > u A v # u, dann ist (O, N [T*]) =, O(i,....in) Offen.

Da die Urbilder aller offenen Basismengen in [T%] offen in N sind, gilt gleiches

fiir alle offenen Mengen in [T¥], ¢ ist also stetig.

o~ ist stetig: Sei O, C N beliebige offene Basismenge. Dann ist p(0,) =

O,, N [T%] und somit offen in [T%]:

Es gilt: »(O,) C O,, N [T¥]:

v =< f=0,<gmit (0, 1.))n konvergiert gegen g.

Es gilt: »(O,) D O,, N [T¥]:

.....

... konvergiert gegen ¢ fiir f € M. Dann mufl v ein Anfangsstiick von f sein und

somit auch f € (O, )gelten.
Also sind unter ¢ alle Bilder offener Mengen in A offen. ¢! ist also stetig.

Insgesamt ist damit bis hierhin gezeigt, da8 A/ homémorph ist zur Teilmenge [T*]

der nicht-leeren superperfekten Menge A C N.

Die Menge [T“] ist abgeschlossen und nach Konstruktion von 7% auch superper-
fekt. O
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4.4 Cantor-Bendixson-Analog

Der Satz von Cantor und Bendixson, der sich auf abzéhlbare und perfekte Mengen
bezieht, 148t sich auf o-beschrinkte und superperfekte Mengen iibertragen. Dazu
soll im Beweis des folgenden Satzes eine superperfekte Teilmenge aus einer ab-
geschlossenen Teilmenge A des Baireraumes konstruiert werden. Dies geschieht
durch ,,schrittweises“ Aussortieren von Elementen aus dem Baum von A. Die

Klasse aller Ordinalzahlen sei mit Ord bezeichnet.

Satz 4.4.1. (Cantor-Bendixson-Analog®)
Sei A C N abgeschlossen. Dann kann A eindeutig geschrieben werden als A =
PUC mit P superperfekt, C o-beschrdnkt und PNC = &.

BEWEIS. Die Idee ist, durch iteratives ,, Aussortieren“ mittels einer Funktion 0
aus dem Baum T eine superperfekte Teilmenge von A zu erhalten. Da man aber
im vorhinein nicht weif}, wieviele Aussortierungsschritte 0 dafiir nétig sind, defi-
niert man 0“7 fiir alle Ordinalzahlen o — das heifit anschaulich: fiir jede ,, Anzahl“

Aussortierungsschritte, die man iiberhaupt machen kann:
Fiir einen Baum T definiert man die Ableitung 0T von T als die Menge derje-
nigen Elemente von 7', die in 7" eine o-Erweiterung haben:

Ol :={ueT|3veT (vist o-Erweiterung von u in T}

= {ueT|FveT (v=uund {m <w|v~(m) € T} unendlich)}.

Mittels transfiniter Rekursion (= etwa [Jec03, 2.15]) definiert man:

’T=T

0°MT = 99°T (o € Ord)

T = ﬂ 0“T (A Limes-Ordinalzahl).

a<
Aus der Definition von 97T und 0%T fiir beliebige o € Ord folgt direkt, daf fiir

einen Baum T auch 0%7T stets wieder ein Baum ist.

Sei nun A abgeschlossen, dann ist also A = [T] fiir einen Baum T'. Bei jedem

Inklusions-Schritt , D in der Kette

XT>0'T>..200PT>IT>. .. (4.3)

i etwa [Jec03, 4.6] fiir Cantor-Bendixson.
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werden entweder Elemente aussortiert oder die Kette ist an der Stelle konstant,
d.h. 9°T = 9°F'T — dann bleibt sie ab dieser Stelle auch konstant (nach obiger
induktiver Definition). Sei ap € Ord minimal mit 97 = 9T fiir alle Ordinal-
zahlen o > ag. Dieses oy mufl abzahlbar sein, da T' abzihlbar ist und man aus
einer abziéhlbaren Menge nur abzdhlbar oft Elemente aussortieren kann. Setzt
man nun P := [0°7] und C := A — P, so ist PNC = @ und es gilt: P ist
superperfekt, C' ist o-beschrinkt und P sowie C' sind eindeutig durch diese Ei-

genschaften bestimmt:

P ist superperfekt: Angenommen P ist nicht superperfekt, dann ist der Baum
0°°T nicht superperfekt und es gibt ein u € 9*°T zu dem es keine o-Erweiterung
v = w in 0T gibt. Laut Definition von 9 wird ein solches u aber im néchsten
Schritt 92T D 91T aussortiert, d.h. 92T # d*° 1T im Widerspruch zur Wahl

von «j.

C ist o-beschriankt: In jedem Schritt der absteigenden Kette (4.3) werden
gegeniiber den Obermengen in der Kette hochstens abzéhlbar viele Elemente
aussortiert — ndmlich solche s € 9T, die keine o-Erweiterung in 0“7 haben. Fiir

solche s ist dann Og N [0*T] endlich verzweigt.

Die Menge C' 143t sich nun wie folgt darstellen:

C:=A-P
=AnNP°
=AnN O, N[0T
L<J U (©.np 1)
a<ap s ohne —A
o-Erweiterung (a;s)
in 0%T

wobei die Vereinigungen beide abzéhlbar sind und die A, 5) := O,N[0*T] iiberall
endlich verzweigt (s.o.) und abgeschlossen sind. Nach Satz 4.1.2 sind die A, )
damit kompakt. Die Menge C' ist also in einer abzédhlbaren Vereinigung kompakter
Mengen enthalten:
CcC U A(a’s)
(e,8)

und somit nach Satz 4.2.4 o-beschréankt.

P und C eindeutig: Seien A = PUC = P’ U C’ zwei Darstellungen von A
mit P, P’ superperfekt, C, C" o-beschrankt und jeweils P und C sowie P’ und C’
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schnittfremd. Angenommen P C P’. Etwa f € P'—P. Dann muBl 7 damit schon
einen superperfekten Teilbaum T, C Tpr enthalten mit 7, ¢ Tp. Demnach mufl
T, C T¢ gelten. Das ist ein Widerspruch, da eine o-beschrankte Menge keine

superperfekte Teilmenge enthalten kann. Demnach mufl P = P’ und somit auch
C = (' gelten. O

Korollar 4.4.2. Sei A das Komplement einer o-beschrinkten Menge B C N,

dann enthdlt A eine nicht-leere superperfekte Teilmenge.

BEWEIS. Sei A = B° mit B o-beschriinkt. Laut 4.4.1 ist A = P U C mit einer
superperfekten Menge P und einer o-beschrinkten Menge C'. Dann kann P nicht
leer sein, weil:

Angenommen P = @. Dann ist A = C o-beschrinkt und somit N'= C U B o-
beschrinkt — Widerspruch (der Baire-Raum ist nicht o-beschrénkt). Also muf}
P # & gelten.

Das heifit A enthélt eine superperfekte Teilmenge. O

Unter der Annahme von AD gilt sogar, dal A als Komplement einer o-beschrink-
ten Menge eine nicht-leere superperfekte Teilmenge enthilt [ unten Korollar
4.5.4].

Der Satz 4.4.1 liefert insbesondere, dafl abgeschlossene Mengen entweder ,,grof3“

oder ,klein“ im Sinne der o-Kategorie sind:

Korollar 4.4.3. Sei A C N abgeschlossen und nicht-leer. Dann ist A entweder

o-beschrankt oder enthdlt eine nicht-leere superperfekte Teilmenge.

BEWEIS. Sei A C N abgeschlossen und nicht-leer. Dann kann A nach Satz 4.4.1
geschrieben werden als A = P U C, wobei P superperfekt und C' o-beschriankt
ist, und es gilt:

Fall 1: P = @. Dann ist A = C o-beschrankt.

Fall 2: P # @. Dann enthélt A eine nicht-leere superperfekte Teilmenge (ndmlich
P). O
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4.5 Charakterisierung durch Banach-Mazur-Spiele

In Kapitel 3.6 haben wir die Baire-Kategorie mittels der G™- und G *-Spiele
beschrieben. In dhnlicher Weise soll nun die o-Kategorie zunéchst fiir beliebige
Teilmengen A des Baireraumes mittels der Spiele ohne Zeugen G (A) charakte-
risiert werden [ Theorem 4.5.3]. Um vereinfachte Gewinnmengen zu erhalten
definieren wir zusétzlich die Spiele mit Zeugen Gp (B) und erhalten so eine Cha-
rakterisierung der o-Kategorie fiir Projektionen A = 7 (B) C N [= Theorem
45.5).

Banach-Mazur-Spiel ohne Zeugen G (A)

Um eine spieltheoretische Charakterisierung der o-Kategorie fiir beliebige Teil-
mengen A des Baireraumes zu erhalten, definiert man ein Spiel G (A) mit der
Eigenschaft, da} Spieler I genau dann eine Gewinnstrategie hat, wenn A eine
nicht-leere superperfekte Teilmenge enthélt und II eine Gewinnstrategie hat ge-

nau dann, wenn A o-beschrankt ist.

Definition 4.5.1. (Banach-Mazur-Spiel ohne Zeugen G (4))
Zu einer beliebigen Menge A C N definiert man das Banach-Mazur-Spiel
G (A) wie folgt:

ANV N

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler 1 spielt eine nicht-leere
endliche Sequenz sy € ws¥, Spieler II spielt eine natiirliche Zahl n; < w, Spieler
IT spielt eine nicht-leere endliche Sequenz s; € w*, Spieler I spielt eine natiirliche

Zahl ny < w u.s.w.. Man sagt, dafl Spieler I gewinnt, falls gilt:
1) SOASl/—\... S A,

Ansonsten sagt man, dafl Spieler II gewinnt. A nennt man dabei auch die

Gewinnmenge.
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Die Begriffe (Gewinn-)Strategie fiir I (bzw. fiir IT) und determiniert sind
fiir die Spiele G (A) analog zu den Definitionen 2.1.2 (bzw. 2.1.3) und 2.3.1 defi-

niert.

Mit einer Kodierung der in G (A) gespielten Sequenzen in die natiirlichen Zahlen
148t sich dieses Spiel auch als ein Spezialfall der Grundvariante [ Definition

2.1.1] auffassen und analog zu Lemma 3.6.6 gilt:

Lemma 4.5.2. (Determiniertheit)

Falls AD gilt, so sind auch die obigen Spiele G (A) determiniert.
BEWEIS. Analog zu Lemma 3.6.6. O

In dem Spiel G (A) darf Spieler 1T also nach jedem Zug von Spieler I endlich viele
direkte Nachfolger der bisher von I gebildeten endlichen Sequenz sy”s1”...s,
fiir den weiteren Spielverlauf ausschlieen. Dies wirkt sich genau in gewiinschter

Weise auf die Gewinnstrategien der Spieler I und II in Abhéngigkeit von A aus:

Theorem 4.5.3. (Charakterisierung durch Spiele ohne Zeugen)
Set A C N. Dann gilt:

(i) Spieler I hat eine Gewinnstrategie in G (A) < A enthilt eine nicht-leere
superperfekte Teilmenge P.

(ii) Spieler II hat eine Gewinnstrategie in G (A) < A ist o-beschrinkt.

BEWEIS. (i) <=: Enthalte A eine nicht-leere superperfekte Teilmenge P. Spieler
[ spiele als erstes einen beliebigen o-Knoten sy € Tp (Tp enthilt o-Knoten, da P
superperfekt und nicht-leer ist). Beim néichsten Zug spiele I eine o-Erweiterung
s1 = So in Tp mit sg > my (das ist moglich, da I zuletzt die o-Erweiterung s
gespielt hat) u.s.w.. Dann liegt sp7s17... in A (weil A als superperfekte Menge
laut Definition abgeschlossen ist) und s;(0) > n; fiir alle ¢ < w. Spieler I hat somit

eine Gewinnstrategie.

(i) =: Habe Spieler I eine Gewinnstartegie o fiir G (A). Sei T, := {s € T} |
s < §07 ... s, fiir mit o gespielte o, ..., s,}. Dann muff die Menge P := [T}]

superperfekt sein: Angenommen P ist nicht superperfekt — das heift 7T, enthélt
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ein s, zu dem es keine o-Erweiterung s7s" in T, gibt. Fiir beliebiges s7s' € T,

kann Spieler IT dann
max{m < w | "8~ (m) € T,}

spielen und gewinnt. Das steht jedoch im Widerspruch dazu, dafl s in T, und o

eine Gewinnstrategie von Spieler [ ist.
(1) <=: Sei A o-beschrénkt. Nach Satz 4.2.4 gilt dann:
JfoeNVFfeATng<wVn>ng (f(n) < fo(n)).

Dann gilt fiir beliebiges Ergebnis f := so"s;7s2... in A:

n—1
Fno <w ¥ n>np (s,(0) < fo Y Ing(s))).
i=0
Das Spielen von

Jo(Ing(so)),
fo(Ing(so) + Ing(s1)),
fo(Ing(so) + Ing(s1) + Ing(s2)),

bedeutet fiir Spieler II also eine Gewinnstrategie.

(i1) =: Habe Spieler II eine Gewinnstrategie 7.

Gute Sequenz: Eine Sequenz u = (sg, k1, $1, k2, - . ., Sp, kny1) mit s; € wi fiir

1=0,...,nsowie k; e w fiiri =1,...,n + 1 heifle gut, falls gilt:

5i(0) > k; firi=1,...,n A

k; mit 7 gespielt fiir j =1,...,n+ 1.

Die leere Sequenz sei definitionsgemif gut.

Sequenz gut fiir f € A: u heifle gut fiir f € A, falls gilt:

3 Sn+1 (80/\ e ASnASn_H < f A Sn+1(0) > kn—f—l)
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Insbesondere ist die leere Sequenz gut fiir jedes f € A.

Sei nun f € A beliebig. Dann muf es eine Sequenz u = (so, k1, $1, k2, - - -, Sny k1)

geben (eventuell u = ()) mit u ist gut und w ist gut fiir f und:
=3 (Spt1, kna2) €N X w (W (Spi1, kna2) gut A gut fiir f)

Ansonsten konnte Spieler I gewinnen, obwohl Spieler IT mit seiner Gewinnstra-

tegie 7 spielt (Widerspruch). Dann gilt f € K, mit

K,={f" € w” |ugut fir f'A
=3 (Spt1, knto) (W (Spt1, ko) gut A gut fir )}
={f €ew’ [T snt1 (507 .. 78 Sn1 < A 5pp1(0) > k1) A
=3 (Snt1, knt2) ((8n41(0) > Knr A ko 7-gesp.)A
3 Sp02 (807 - 780 Sn1 Snae < [ A Sp42(0) > knio))}

(4.4)

wobel ,, k1o T-gesp.* heit: k190 = 7(u"(Spy1)). Damit gilt dann

Ac | K.

u gut
Da u € w¥ und w<¥ abzdhlbar ist, ist die Vereinigung abzihlbar.

Um zu zeigen, dafl A o-beschréinkt ist, geniigt es nun zu zeigen, dafl die K,
o-kompakt sind, denn dann ist die abzéhlbare Vereinigung (J, K, o-kompakter

Mengen o-kompakt und A als Teilmenge einer o-kompakten Menge o-beschrinkt.

Die K, sind o-kompakt: Sei K, wie oben Kkonstruiert mit
u = (S0, k1, 1, k2, ..., Sn, kny1). Dann 148t sich K, schreiben als
_ . c
Ku - U OSOA---ASnASrH»l m ( U OSOA---ASnAS'nA»lASnjLQ) :
Sn+1(0)>kn1 Sn+1(0)>knt1
3 knt2 (knt2 T-gesp-Asn42(0)>knt2)
~~ >y
::LSﬂl

Nun geniigt es zu zeigen, dafl die L,~ kompakt sind. Dies ist nach Satz 4.1.2

Sn+41

genau dann der Fall, wenn die L abgeschlossen und iiberall endlich verzweigt

Sn+l

sind.
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Die L

Vereinigung offener Mengen offen, also ist L

sind abgeschlossen: Das Komplement einer Menge L ist als

Sn¥1 Sntl

s abgeschlossen.

Die L

Es ist zu zeigen, dafl

sind iiberall endlich verzweigt: Sei L := L;—, fiir ein 5,11 € w=¥.

Snt1 Snt1

VseTpdk<wVitews™ (sTteT, =t0) # k).

Fall 1: Seis < §:= 50" ...78, Spy1 und s # § (d.h. s ist ein echtes Anfangsstiick

von §) —etwa s = (ng,...,n;) < 8§ = (ng,...,nm,) mit i < m. Sei k := n; 1, dann
gilt Viewsw (st e T =t(0) # k).

Fall 2: Seis > 507 ...78, 841 Etwa s = 597 ... 75, s, mit s,41 < s, (also
eventuell auch s,1 = s,,,). Dann gilt wegen s,,11(0) > kpy1 und spq1 < s,
sh.1(0) > knqq. Spielt nun Spieler I &), ., := 7(u"(s),,;)), so mufl wegen (4.4)
fiir jedes t € w¥ fiir alle f' € K, gelten:

S07 ... T8 S Tt A IV E0) £ K.

Also gilt falls t(0) > kI, ,,, dal s7t &€ Ty. Zu s existiert also ein k := k], mit
Views (st e Ty =t0) # k).

Somit gilt nach Fall 1 und 2, daf} die L iiberall endlich verzweigt sind.

Snt1

Damit ist die Hinrichtung von (i7) bewiesen. O

Im Beweis des Theorems 4.5.3 wurde AC nicht benutzt — unter der Annahme

von AD gilt somit:

Korollar 4.5.4. Sei A das Komplement einer o-beschrinkten Menge B C N

und es gelte AD, dann enthdlt A eine nicht-leere superperfekte Teilmenge.

BEWwWEIS. Das Komplement A einer o-beschrinkten Menge B kann nicht o-
beschéinkt sein — sonst wire N/ = AU B als endliche Vereinigung o-beschrinkter
Mengen o-beschriankt. Nach Theorem 4.5.3 (i7) hat dann Spieler II in dem Spiel
G (A) keine Gewinnstrategie. Unter der Annahme von AD hat somit Spieler I
eine Gewinnstrategie. Und nach Theorem 4.5.3 (i) folgt, dal A eine nicht-leere

superperfekte Teilmenge enthalten muf. O
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Banach-Mazur-Spiel mit Zeugen G, (B)

Wie schon im Falle der G**-Spiele kann es auch fiir die G-Spiele von Nutzen sein
eine gegeniiber der zu charakterisierenden Menge A vereinfachte Gewinnmenge B
betrachten zu konnen 5= etwa Sétze 4.5.11 und 4.5.12]. Analog zu Theorem 3.6.7
soll daher nun eine spieltheoretische Charakterisierung der o-Kategorie fiir Teil-
mengen A des Baireraumes mit A = p(B) fiir eine Teilmenge B C N x A (fiir eine
unendliche Ordinalzahl \) gegeben werden. Dazu wird fiir die Menge B ein Spiel
(N}p (B) definiert, in dem Spieler I genau dann eine Gewinnstrategie hat, wenn A
eine nicht-leere superperfekte Teilmenge enthélt und II eine Gewinnstrategie hat

genau dann, wenn A o-beschrankt ist.

Definition 4.5.5. (Banach-Mazur-Spiel mit Zeugen G, (B))
Sei A C N und B C N x M\ fiir eine Ordinalzahl A und es gelte:

A=pB):={feN|3Ie X ((f.& € D)}

Dann definiert man das Banach-Mazur-Spiel ép (B) mit Zeugen wie folgt:

I: (&0, uo) 1,U1) (&2, uz)

(
I7: ny / \ no \ X

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler I spielt ein Element &, € A
und eine nicht-leere endliche Sequenz natiirlicher Zahlen uy € ws, Spieler II
spielt eine natiirliche Zahl ny < w, Spieler I spielt ein Element & € A und
eine nicht-leere endliche Sequenz u; € w*, Spieler II spielt eine natiirliche Zahl
ny < w ws.w.. Sei nun & = (&,&1,...) € A und f = up"u;"us” ... € N. Man

sagt, da} Spieler I gewinnt, falls gilt:

(f,€) € B.

Ansonsten sagt man, dal Spieler II gewinnt. B nennt man dabei auch die
Gewinnmenge.

Da Spieler I nicht nur endliche Sequenzen sondern auch Elemente aus A spielt,
die zu einem Zeugen £ € \¥ zusammengesetzt werden — wobei Spieler I (f,¢) €
B anstrebt — nennt man das Spiel Gp (B) auch ein Banach-Mazur-Spiel mit

Zeugen.
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Die Begriffe (Gewinn-)Strategie fiir I (bzw. fiir IT) und determiniert sind
fiir die Spiele G, (B) analog zu den Definitionen 2.1.2 (bzw. 2.1.3) und 2.3.1
definiert.

Ist A abzéhlbar, 148t sich dieses Spiel mit einer Kodierung der in C‘rp (B) gespielten
Sequenzen und Zeugen in die natiirlichen Zahlen auch als ein Spezialfall der
Grundvariante [ Definition 2.1.1] auffassen und analog zu Lemma 3.6.6 und

Lemma 4.5.2 gilt:

Lemma 4.5.6. (Determiniertheit)
Falls AD g¢ilt und \ abzdhlbar ist, so sind auch die obigen Spiele Gp (B) deter-

manert.
BEWEIS. Analog zu Lemma 3.6.6. O

Die Begriffe o-beschrdinkt und o-kompakt lassen sich fiir beliebige unendliche
Ordinalzahlen X\ verallgemeinern: Eine Teilmenge A C A heile \-beschrinkt
genau dann, wenn es eine Menge {f; € N | i < A} gibt so, daB es fiir jedes
f € Aeini < X gibt mit f < f;. Die Menge {f; € N | i < A} heiit dann
eine A-Schranke von A. Eine A-kompakte Teilmenge eines Raumes sei eine

Vereinigung |A|-vieler kompakter Teilmengen.

Analog zu Satz 4.2.4 (ii) gilt:

Satz 4.5.7. (A-beschrinkt)
Fiir eine unendliche Ordinalzahl X\ und eine Teilmenge A des Baireraumes N ist

dquivalent:

(1) A ist A\-beschrinkt.
(it) A C B fiir eine \-kompakte Menge B C N.

BEWEIS. (i) = (i#i): Sei A etwa durch {f; € N | i < A} A-beschrinkt. Sei
A;:={g9€ A|g<f} Dann sind die A; <-beschrinkt und wegen
AS = U O.,
3 n<Ing(u) (u(n)>fi(n))

auch abgeschlossen — nach Satz 4.1.1 also kompakt. Somit ist A C |J,_, 4; A-

<A
kompakt.
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(4i) = (i): Sei A C |J,, A; mit kompakten A;. Dann ist jedes A; laut Satz 4.1.1
<-beschrénkt — etwa durch f;. Dann ist {f; € N | i < A} aber eine A-Schranke
fiir A. Das heifit A ist A-beschrankt. O

Aus der Definition fiir A-beschrdnkt folgt sofort, dafl die A-beschrankten Teilmen-
gen des Baireraumes abgeschlossen sind gegeniiber Teilmengen. Auflerdem ist die

Vereinigung |\|-vieler o-beschrinkter Mengen |A|-beschrinkt®.

Damit lassen sich nun A-Beschrdnktheit und Enthalten einer nicht-leeren super-
perfekten Teilmenge fiir Mengen A = p(B) (fiir ein B C N x A¥) spieltheoretisch

wie folgt charakterisieren:

Theorem 4.5.8. (Charakterisierung durch Spiele mit Zeugen)
Sei A C N und A =p(B) fir ein BCN x A\ und eine unendliche Ordinalzahl
A. Dann gilt:

(i) Spieler I hat eine Gewinnstrategic in G, (B) = A enthdhlt eine nicht-leere
superperfekte Teilmenge P.

(ii) Spieler II hat eine Gewinnstrategie in G, (B) = A ist \-beschrinkt.

BeEWEIS. (i): Habe I eine Gewinnstrategie o fiir das Spiel G, (B). Wegen A =
p(B) hat I dann auch eine Gewinnstrategie & fiir das Spiel G (A). Nach Theorem
4.5.3 enthélt A somit eine nicht-leere superperfekte Teilmenge P.

(77): Habe Spieler II eine Gewinnstrategie 7.

Gute Sequenz: Eine Sequenz u = (ly, So, k1,11, 51, k2 - -« I, Sny kng1) mit s; €
we? firi =0,...,nsowie k; cwfiri=1,...,n+1lundl; e A fir j =0,...,n

heifle gut, falls gilt:
$i(0) > k; fuiri=1,...,n A
k; mit 7 gespielt fir j =1,...,n+ 1.
Sequenz gut fiir f € A: u heifle gut fiir f € A, falls gilt:

= Sn+1 (SOA e ASHASHJA < f N Sn+1 (O) > kn+1)

SFiir beliebiges A € Ord gilt |w x \| = || (= etwa [Jec03, 3.5]).
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4 o-Kategorie

Insbesondere ist die leere Sequenz gut fiir jedes f € A.

Sei nun (f,g) € B beliebig. Dann mufl es eine Sequenz
u=(lo, S0, k1 ,l1,51, k2 ,...,ln,Sn, kns1) (eventuell u = ()) geben mit:
I I 1 I I II

wgut A gut fir fA
(loy -, 1n) = (g(0),...,9(n)) < gA
=3 (lnt1s Snt1s knr2) (W (Ligas Snats knga) gut A gut fiir fA
(o s Iy Ingr) = (9(0), ..., g(n), g(n + 1)) < g)

Ansonsten konnte Spieler I gewinnen, obwohl Spieler II mit seiner Gewinnstrate-

gie 7 spielt (Widerspruch).

Sei nun 7 := l,4q := g(n + 1), dann gilt f € M, mit

M= {f" € w” |u gut fir f'A
=3 (Sn+1, knta) (W7, S, knso) gut A gut fir f}
={f ew’ T snt1 (507 .. 78 Snp1 < [ A 5pp1(0) > kpyr)A
=3 (Spt1, knt2) ((8n41(0) > Kn1 A ko 7-gesp.)A

3 Sp42 (SOA e ASnASn_i_lASn_;,_Q < f, VAN 8n+2<0) > kn+2))}
(4.5)

wobei , k1o T-gesp.“ heifit: k, o = 7(u” (7, $541)). Damit gilt dann

AC U M(u’r)

(ur)

wobei iiber die Paare (u, r) vereinigt wird mit u gut und r € A —da (u,r) € WYX\

und w<¥ abzihlbar ist, werden |\|-viele Mengen vereinigt”.

Da wir die Mengen M, ) [# (4.5)] ganz dhnlich wie die Mengen K, [= (4.4)] im
Beweis der Hinrichtung von (ii) von Theorem 4.5.3 definiert haben (lediglich die
Bedeutung von , ko 7-gesp.“ ist eine andere), kénnen wir von nun an analog

dazu fortfahren.

"Fiir beliebiges A € Ord gilt |w x A| = |A| (= etwa [Jec03, 3.5], vgl. Fuinote 6).
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4 o-Kategorie

Um zu zeigen, dal A A-beschrénkt ist, geniigt es zu zeigen, dafl die M,
My A-
kompakter Mengen A-kompakt und A als Teilmenge einer A-kompakten Menge
A-beschréankt.

A-kompakt sind, denn dann ist die abzidhlbare Vereinigung U(

wu,r)

Die M,y sind A-kompakt: Sei M, wie oben konstruiert mit u =

(lo, 50, k1, 11, 51, Koy oo Uy Sy, kiger). Dann 188t sich My, ;) schreiben als

M(U»T) = U OSo”-.."sn“SZ‘ﬁ N ( U OSO”.--“sn”sn+1”sn+z)c-
Snt1(0)>knt1 Snt+1(0)>knt1
R 3 kn+2 (knt2 T-gesp.Asp42(0)>kpy2)
~~
::Lsnj;l

Nun geniigt es zu zeigen, dafl die L kompakt sind. Dies ist nach Satz 4.1.2

Snt1

genau dann der Fall, wenn die L abgeschlossen und iiberall endlich verzweigt

Snt1

sind.

Die L

Vereinigung offener Mengen offen, also ist L

sind abgeschlossen: Das Komplement einer Menge L ist als

Sn¥l Sn+l

s abgeschlossen.

Die L

ge Unterschied zum Beweis der Hinrichtung von (i) von Theorem 4.5.3 in der

s77, sind iiberall endlich verzweigt: Von hier an besteht der einzi-

fiir ein

Definition von [k;, o = 7(u"(r,s,,,))| im zweiten Fall: Sei L := L~

Spt1 € w<¥. Es ist zu zeigen, dafl
VseT,Ik<wVtews (s"teT,=1t0)#k).

Fall 1: Seis < §:=350"...78, Sps1 und s # 5 (d.h. s ist ein echtes Anfangsstiick

von §) —etwa s = (ng,...,n;) < 8§ = (ng,...,Nm) mit i < m. Sei k := n; 41, dann
gilt Vitewsw (st e Ty =t0) # k).

. . ~ ~, o~ o~ ~a o~ : ’
Fall 2: Seis > 507 ...78, 8p41. Etwas = 507 ... 75, s), ., mit 5,41 < s, (also

eventuell auch s,;; = s, ;). Dann gilt wegen s,,,1(0) > kpy1 und spqq < 57,4

s1..1(0) > ky41. Spielt nun Spieler IT| k], := 7(u™(r, s},,1))|, so mufl wegen (4.5)

fiir jedes t € wy fiir alle f' € M,y gelten:

50778 s, Tt A V) £ K.

Also gilt falls t(0) > kI ,,, daBl s7t & T7. Zu s existiert also ein k := k], mit
Views (st eTp,=t(0)# k).
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4 o-Kategorie

Somit gilt nach Fall 1 und 2, dafl die L iiberall endlich verzweigt sind.

Snt1

Damit ist die Hinrichtung von (i) bewiesen. O

Fir A = w bedeutet \-beschrinkt das selbe wie o-beschrankt. In diesem Fall

lautet Theorem 4.5.8:

Korollar 4.5.9. (Charakterisierung durch Spiele mit Zeugen)
Sei A C N und A = p(B) fiir eine Menge B C N x N. Dann gilt:

(i) Spieler I hat eine Gewinnstrategie in G, (B) = A enthdihlt eine nicht-leere
superperfekte Teilmenge P.

(ii) Spieler IT hat eine Gewinnstrategie in G, (B) = A ist o-beschrinkt.

Nach Theorem 4.5.3 folgt aus A C N o-beschrinkt, dal A keine nicht-leere super-
perfekte Teilmenge enthélt und aus A C N enthilt eine nicht-leere superperfekte
Teilmenge, dal A nicht o-beschréinkt ist (schliefllich konnen ja nicht gleichzeitig
I und II Gewinnstrategien fiir G (A) haben). Unter der Annahme von AD gelten
daher in Korollar 4.5.9 auch die beiden Riickrichtungen.

Mit Hilfe von Korollar 4.5.9 lassen sich nun im né&chsten Kapitel einige
Definierbarkeits-Resultate ableiten.

Definierbarkeit

Mittels Korollar 4.5.9 sowie eines Resultates von D.A. Martin und eines weiteren
Resultates von Y.N. Moschovakis lassen sich nun Aussagen iiber die Komplexitit

von o-Schranken ableiten.

Relativ einfach einzusehen ist, daf} jedes offene (und damit auch jedes abgeschlos-
sene) Spiel G(A) determiniert ist®:

Satz 4.5.10. (Gale-Stewart)
Sei A eine offene Teilmenge des Baireraumes. Dann ist das Spiel G(A) determi-

niert.

8Gale-Stewart: Von David Gale und Frank M. Stewart (= [GS53]).
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4 o-Kategorie

BEWEIS. Gewinnt Spieler I das Spiel G(A) (ist also das gespielte f € A), so
ist Spieler I schon nach endlich vielen Ziigen in eine Position gelangt, von der
aus er nicht mehr verlieren konnte: Da A offen ist, mufl Spieler I die Menge A
in irgendeiner offenen Basismenge O; C A treffen. Wenn Spieler I dies geschafft
hat, so hat er dafiir aber nur endlich viele Ziige < Ing(s) bendétigt. In diesem
Fall ist das Spiel also schon nach endlich vielen Ziigen entschieden. Ist das Spiel
hingegen erst nach unendlich vielen Ziigen entschieden, so gewinnt Spieler 11, da

dies heiflt, dafl Spieler I die offene Menge A nicht getroffen haben kann.

Angenommen Spieler I hat keine Gewinnstrategie: Eine Gewinnstrategie
fiir Spieler II besteht dann darin, N. Lusins Tip: <Avoid losing positionss zu
befolgen und nur solche Ziige abzugeben, die garantieren, dafl Spieler I durch
seinen néchsten Zug nicht in eine Position gelangt, von der aus er nicht mehr
verlieren kann. Spieler II kann auf diese Weise spielen, da sonst Spieler I von
Anfang an eine Gewinnstrategie hétte (im Widerspruch zur Annahme, dafl Spieler

I keine Gewinnstrategie hat). Somit hat Spieler II eine Gewinnstrategie.

Dies zeigt, dal G(A) fiir offenes A determiniert ist. O

Satz 4.5.11. (Definierbarkeit einer o-Schranke fiir ¥1-Mengen)
Jede ¥1-Menge in N enthdlt eine nicht-leere superperfekte Teilmenge oder ist

o-beschrinkt mit einer o-Schranke in Al.

BEWEIS. Sei A € X1(N). Dann gilt:
feAdedgeN((f.9) €B)

fiir eine abgeschlossene Teilmenge B des Baireraumes. Das Spiel ép (B) ist also

determiniert.

Enthélt nun A keine nichtleere superperfekte Teilmenge, dann hat nach Korollar
4.5.9 Spieler II eine Gewinnstrategie in Gp (B). Nach dem dritten Periodizitéts-
theorem von Y. N. Moschovakis® (== [Mos73] oder [Mos80, 6E.1.]) hat Spieler II
dann eine Al-Gewinnstrategie. Da diese Gewinnstrategie eine o-Schranke fiir A
definiert folgt, dal A eine o-Schranke in A} hat. O

9Drittes Periodizititstheorem: Moschovakis definiert in [Mos80, 6D.] einen Spielequan-
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Nimmt man ein Resultat von D.A. Martin hinzu, 148t sich die Komplexitidt von

o-Schranken fiir $3,, ;-Mengen abschétzen:

Satz 4.5.12. (Definierbarkeit einer o-Schranke fiir X, ,-Mengen)
Ist jede A},-Menge in N determiniert, so enthilt jede 33, -Menge in N eine

nicht-leere superperfekte Teilmenge oder ist o-beschrinkt mit einer o-Schranke in

A%n+1'
BEWEIS. Sei A € ¥j,,;. Dann gilt:
feAe3geN((f9)eB)

fiir eine 113, -Menge B. Das Spiel G, (B) ist also ein IT3 -Spiel.

Sei nun jede Al -Menge in N determiniert. Aus Al -Determiniertheit folgt nach
einem Resultat von D. A. Martin'® X3 -Determiniertheit. Somit ist dann auch
ép (B) als II} -Spiel determiniert. Enthélt nun A keine nichtleere superperfek-

te Teilmenge, dann hat nach Korollar 4.5.9 Spieler II eine Gewinnstrategie in

toren O fiir Punktemengen P C w x N:

n € OP = 0g((n,g) € P)
:& Spieler I gewinnt das Spiel G(A) mit A :={g € N' | (n,g) € P}

und fiir Punktklassen I': OT := {OP | P € I'(w x N)}. Der so definierte Spielquantor O
sverschiebt die Lightface-Hierarchie (= [Mos80, 6D.]):

O¥i =111, oI} =% oxl=I} OoIi=x.... (4.6)

Unter der Annahme von projektiver Determiniertheit erfiillt die Boldface-Hierarchie die
Voraussetzungen des 3. Periodizitiitstheorems. Mit I' = £ gilt OT = 0%, o I3, .. Hat
Spieler I nun eine Gewinnstrategie o fiir das Spiel G(A) mit A € T, so hat nach dem Dritten
Periodizitétstheorem Spieler I eine ol-rekursive also I3, ;-rekursive Gewinnstrategie o
(d.h. der Graph G, von o ist 113, ). II}, , ;-rekursive Funktionen liegen aber in A},
(Sei 0 : w——>w eine Strategie und G, € 113, ,, dann sicht man GS = {(m,n) | 31 <
w (o(m) =1A1#n)} €I}, = etwa [Mos80, 3E.2]). Aus Symmetriegriinden erhélt man

dieses Resultat auch fiir Spieler II.
19Satz(Martin): Unter der Voraussetzung von DC gilt fiir alle n < w: Ist jede Al -Menge

determiniert, so ist auch jede X3, -Menge determiniert. (== [KS85, 196ff] oder [Kan03, 30.10])
Das Resultat von D.A. Martin setzt das Axiom der abhéngigen Auswahl DC voraus. DC

besagt, dafl jeder nicht-leere beschnittene Baum auf einer Menge A einen unendlichen Pfad
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G, (B). Nach einem Resultat von Y. N. Moschovakis'! hat Spieler I dann eine
Gewinnstrategie in A}, ; (= [Mos73] oder [Mos80, 6E.1.]). Da diese Gewinnstra-

tegie eine o-Schranke fiir A definiert, heiBt dies, dafl A eine o-Schranke in A}, ;

hat. O

hat (== etwa [Kec95, 20.3f, S. 139]). Eine gleichwertige Formulierung lautet:

VXVR(X#ZOANRCXxXAVzeXIyeX ({z,y) €R)
=3JfeX“Vn<w ((f(n),f(n+1)) €R))

(== etwa [Jec03, 5.4f] oder [Kan03, 11.1f]).
DC ist stiirker als AC¥, d.h. DC = AC® (= etwa [Jec03, 5.6, S. 60]). Wie AC* ist

jedoch auch DC vertréglich mit AD (== etwa [Kan03, 30.29] vgl. Satz 2.3.6).
e Fufinote 9.
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5 Verallgemeinerte Kategorie

Die Baire-Kategorie und die o-Kategorie haben im Baireraum eine ganz dhnliche
spieltheoretische Charakterisierung [/ Kapitel 3.6 und 4.5]. Diese Gemeinsam-
keit 148t sich nun dazu nutzen, um die verschiedenen Kategorien-Konzepte des
Baire-Raumes in einer spieltheoretischen Definition mittels sogenannter Bedin-

gungsmengen zu verallgemeinern [== Kapitel 5.2].

Zunéchst definieren wir in Kapitel 5.1 fiir die verallgemeinerte Kategorie ein
verallgemeinertes Spiel GP(A) fiir Teilmengen A des Raumes X¢. In dem verall-
gemeinerten Spiel werden die vorherigen Spiele G** (A) und G (A) dahingehend
verallgemeinert, dafl Spieler IT nun keine endlichen Sequenzen oder natiirliche

Zahlen mehr spielt, sondern Bedingungen fiir den weiteren Spielverlauf.

In Kapitel 5.2 dienen anschlieend die Charakterisierungen aus Satz 4.1.2 fiir
kompakte und aus Satz 4.2.4 (i7) fiir o-beschriankte Teilmengen des Baireraumes
als Vorlagen fiir die Definition der allgemeineren Begriffe B-dirgends dicht und
B-mager [ Definitionen 5.2.1 und 5.2.2].

In Kapitel 5.3 wird der Begriff der B-perfekten Teilmenge des Bairerauems ein-
gefiihrt. Beispiel 5.3.10 zeigt, daf3 die nicht-leeren B-perfekten Teilmengen eine
Verallgemeinerung von Teilmengen des Baireraumes sind, die eine nicht-leere su-

perperfekte Teilmenge enthalten.

Abschlielend wird in Kapitel 5.4 gezeigt, dafl sich die Theoreme aus den Kapi-
teln 3.6 und 4.5 analog auf die verallgemeinerte Kategorie iibertragen lassen [
Theoreme 5.4.1 und 5.4.4].

Kapitel 5.5 gibt eine Ubersicht iiber die wichtigsten im Laufe der Arbeit ent-

wickelten Begriffe und wie sie sich zueinander verhalten.
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5 Verallgemeinerte Kategorie

Die Definitionen sowie teilweise auch die Aussagen der Lemmata und Sétze (ohne
Beweise) finden sich in ,,0n a notion of smallness for subsets of the Baire space*
von A. Kechris [Kec77, 6]. Die Beispiele (ohne Beweise) stammen alle aus [Kec77,
6]. Theorem 5.4.1 sowie die Aussage von Theorem 5.4.4 finden sich in [Kec77, 3.1,
3.3].

Sei X in diesem Kapitel eine Menge mit mehr als einem Element, (X, P (X))
der topologische Raum X mit der diskreten Topologie und X“ der dazugehdorige
Produktraum der Folgen in X. Fiir X = w erhélt man so etwa den Baire-Raum
und fiir X = {0, 1} den Cantorraum. Die Menge X <“ sei analog zum Fall X = w
definiert als Menge der endlichen Sequenzen von Elementen aus X. Die Menge
X =¥ bezeichne X <“ ohne die leere Sequenz (). Die offenen Basismengen seien in

X* analog zu den offenen Basismengen des Baireraumes definiert:
O, ={feX“|u=<f}
mit u € X <%,

Mit der Metrik

© 0 fallsi=y
d ) = o ) 0 '7 )=
(f.9) ; S0 (F(1):9(n) DN s £

fiir f,g € X¥ last sich X* in gleicher Weise wie der Baireraum vollstdndig metri-
sieren. Nach dem Baire’schen Kategoriensatz 3.3.11 ist X“ daher ein Baire’scher

Raum.

Ist X abzéhlbar, so hat X“ eine abzéhlbare Basis (= vgl. Lemma 3.5.6) und ist

somit nach Lemma 3.5.8 separabel und somit polnisch (= vgl. Satz 3.5.9).

In X* gilt analog zu Lemma 3.5.2, dafl zwei offene Basismengen in X*“ entweder
ineinander liegen oder einen leeren Durschnitt haben: Seien Oy und O; offene

Basismengen in X* mit Os N Oy # &, dann gilt

Os C Ot oder Ot C Os-

Die offenen Basismengen O, von X“ sind auch abgeschlossen (analog zu Lemma
3.5.3).
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Ist die Menge X nicht endlich, so sind die offenen Teilmengen des Raumes X

nicht kompakt (= vgl. Lemma 3.5.4).

5.1 Verallgemeinerte Spiele

In den Spielen G™ (A4), G;* (B), G (A) und G, (B) laBt sich die Spielweise von
IT als das Stellen von gewissen Bedingungen an den weiteren Spielverlauf auf-
fassen. Beispielsweise spielt II in der Situation (sg, k1, S1, ..., kn, S,) des Spieles
G (A) ein k,11 < w. Nach den Regeln von G (A) entspricht dies der Bedingung
Sn+1(0) > kp41 fiir den néchsten Zug s, von L. In dem verallgemeinerten Spiel
GB(A) wird dies nun dahingehend verallgemeinert, daf8 Spieler II nicht mehr
konkrete Bedingungen, sondern nur noch abstrakte Elemente b (genannt Bedin-
gungen) aus einer Menge B (genannt Bedingungsmenge) spielt. Die Bedingun-
gen geniigen dabei drei natiirlichen Eigenschaften: Monotonie, Unterscheidbarkeit
und Reduzierbarkeit (diese Eigenschaften sind natirlich in dem Sinne, dafl eini-
ge bereits aus den vorherigen Kapiteln bekannte Konzepte diese Eigenschaften
erfiillen = Beispiele 5.1.3 und 5.1.4).

Zunéchst mufl an dieser Stelle also der Begriff der ,, Bedingungsmenge® prézisiert

werden.

Definition 5.1.1. (Bedingungsmenge)

Sei B eine nicht-leere Menge — die Elemente von B heiflen Bedingungen -
und £ eine Funktion, die jedem Element b € B eine nicht-leere Menge Erf(b)
oder E(b) von nicht-leeren endlichen Sequenzen von Elementen aus X (mit X

wenigstens zweielementig) zuordnet:
E: B—= X7,
Man schreibt auch
ulkg b statt u € £(b) (ue X:¥ be B)

und sagt u erfiillt b. Der Einfachheit halber schreibt man auch v I+ 6. Dann
heifit das Paar B := (B, £) eine Bedingungsmenge fiir X* oder einfach Be-

dingungsmenge wenn gilt:
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(Monotonie:)
Vuve X*VbeB (u<vAulkgb=vlrgb),

(Unterscheidbarkeit:)
VeeX3dbeBYue X (ulkg b= u(0) # z).

(Reduzierbarkeit:)
Es gibt eine Abbildung [ : B——w so, daf} gilt

VbeBYuve X [(u<vAulfpgbAvlkgd) =

I e B (W) SIB)AY we X (wlkg V) < u™w kg b))).
N———

!

Die Intuition hierzu ist folgende: Die Bedingungsmenge B = (B, E) legt fiir
das noch zu definierende Spiel GP(A) (mit A C X¥) fest, welche die weiteren

Zugmoglichkeiten von Spieler I einschrankenden Bedingungen Spieler II spielen

kann. Fiir B fordert die obige Definition dabei im einzelnen:

1)

(Monotonie:)
Die Mengen E(b) C X sind abgeschlossen gegen Erweiterungen u < v
von Elementen u € E(b).

(Unterscheidbarkeit:)
Fiir jedes x € X gibt es eine Bedingung b, € B, die aussagt, dafl das erste
Glied u(0) einer endlichen Sequenz u # () ungleich « ist. Daraus folgt spéter

unter anderem, daf jede einelementige Menge klein ist [ Satz 5.2.8].

(Reduzierbarkeit:)

Im Falle einer Erweiterung v von u # (), die eine Bedingung b erfiillt, die
u aber nicht erfiillt, gibt es eine Bedingung ¢’, die iiber endliche Sequenzen
w # () aussagt, ob u™w die Bedingung b erfiillt oder nicht. Diese Bedingung
b ist reduziert gegeniiber b in dem Sinne, daf [(b") < I(b) gilt.

Von nun an stehen — falls nicht ausdriicklich anders erwahnt — s, ¢, u, v, w und

Si,ti, ce

(mit ¢ < w) fiir endliche sowie f,g,h und f;, g;,... (mit ¢ < w) fiir

unendliche Sequenzen von Elementen in einer vorgegebenen Menge X. Aulerdem
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stehen b und b; (mit i < w) fiir Bedingungen (Elemente aus einer vorgegebenen

Bedingungsmenge B).

Beispiel 5.1.2. (X =B =2)
Das Tupel B := (B, E) mit

= {071}7

X =2
B =2,
ulkg b:< u(0) =b (firbe B),

[(b) :=0 fir allebe B
st eine Bedingungsmenge fiir X¢.

BEWEIS. Monotonie: u < v Au(0) = b = v(0) = b.

Unterscheidbarkeit: Sei fiir beliebiges x € 2

0 fallsx =1,
1 fallsz =0.

Dann gilt fiir beliebiges u € 2<“: w IF b, = u(0) # x.

Reduzierbarkeit: Die Reduzierbarkeit ist trivialerweise erfiillt, da der Fall u < v

mit u(0) # b A v(0) = b nicht eintreten kann. O

Beispiel 5.1.3. (X beliebig*, B = X<¥)
Das Tupel B := (B, E) mit

X sei beliebig (* : mit wenigstens zwei Elementen),
B = X*<w>
ulkg b u>=0b (firbe B),

[(b) := Ing(b) fiir alle b€ B

st eine Bedingungsmenge fiir X¢.

BEWEIS. Monotonie: u < vAb<u=b<v.
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Unterscheidbarkeit: Sei fiir beliebiges © € X

by := (y) mit y # x.

Dann gilt fiir beliebiges u € X<“: ulF b, = ((y) < u Ay # z) = u(0) # .

Reduzierbarkeit: Seien u,v,b € X~ = B mit u < v und b A u A b < v. Sei dann

b € B das Ergénzugsstiick von u zu b:
u”b = 0.

Dann gilt Ing(d') < Ing(b) ( Ing(b') # Ing(b) da w nicht leer ist) und fir w € X

erhalt man:

V<web=u"b <u w.

Beispiel 5.1.4. (X = B =w)
Das Tupel B := (B, E) mit

X =w,
B :=w,
ulkg b:< u(0) > b (firbe B),

[(b) :=0 fir allebe B
ist eine Bedingungsmenge fiir X¢.
BEWEIS. Monotonie: u < v Au(0) > b= v(0) > b.
Unterscheidbarkeit: Sei fiir beliebiges © € X
b, .= x.

Dann gilt fiir beliebiges v € X<“: u Ik b, = u(0) > x = u(0) # x.

Reduzierbarkeit: Die Reduzierbarkeit ist trivialerweise erfiillt, da der Fall u < v

mit u(0) # b A v(0) > b nicht eintreten kann. O

Nun wird es Zeit fiir die Definition der verallgemeinerten Spiele:
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Definition 5.1.5. (verallgemeinertes Spiel ohne Zeugen G®(A))
Sei B := (B, E) eine Bedingungsmenge. Fiir eine beliebige Menge A C X* defi-

niert man dann das verallgemeinerte Banach-Mazur-Spiel G®(A) wie folgt:

NN

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler 1 spielt eine nicht-leere

I:

II:

endliche Sequenz ug € X=“, Spieler II spielt eine Bedingung b; € B, Spieler I
spielt eine nicht-leere endliche Sequenz u; € X ¢, Spieler II spielt eine Bedingung
by € B us.w.. Sei nun f := ug"u;"uy”.... Man sagt, dal Spieler I gewinnt,
falls gilt:

1) feA,

Ansonsten sagt man, dafl Spieler II gewinnt. A nennt man dabei auch die

Gewinnmenge.

Die Begriffe (Gewinn-)Strategie fiir I (bzw. fiir IT) und determiniert sind
fiir die Spiele G®(A) analog zu den Definitionen 2.1.2 (bzw. 2.1.3) und 2.3.1
definiert.

Sind X und B abzihlbar, 148t sich dieses Spiel mit einer Kodierung der in
GB(A) gespielten Sequenzen und Bedingungen in die natiirlichen Zahlen auch
als ein Spezialfall der Grundvariante [ Definition 2.1.1)] auffassen. Analog zu

Lemma 3.6.6, Lemma 4.5.2 und Lemma 4.5.6 gilt:

Lemma 5.1.6. (Determiniertheit)
Falls AD gilt und die Mengen X und B abzdihlbar sind, so sind auch die obigen
Spiele GB(A) determiniert.

BEWEIS. Analog zu Lemma 3.6.6. O

Fiir die Bedingungsmenge B aus Beispiel 5.1.3, X := w und A C N erhilt
man mit G®(A) das Spiel G** (A) (ob nun wie in GP(A) inneinanderliegende
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endliche Sequenzen gespielt oder die Fortsetzungen aneinandergereiht werden wie
in G™ (A) ist unerheblich). Dieses Spiel diente in Kapitel 3.6 zur Beschreibung

der Baire-Kategorie.

Fiir die Bedingungsmenge B aus Beispiel 5.1.4 und A C AN erhilt man mit
GB(A) das Spiel G (A). Dieses Spiel diente in Kapitel 4.5 zur Beschreibung der

o-Kategorie.

5.2 B-magere Mengen

Die beiden Begriffe mager (aus Kapitel 3.1) und o-beschrinkt (aus Kapitel 4.2),
die in der Baire- bzw. o-Kategorie die kleinen Mengen (im Sinne von Definition
1.1.1) kennzeichnen, sollen nun in dem allgemeineren spieltheoretischen Begriff
B-mager vereinheitlicht werden. Dabei gehen wir so vor, dafl wir zunéchst den
Begrift der kompakten Teilmenge mittels der Charakterisierung in Satz 4.1.2 zum
Begriff der B-nirgends dichten Teilmenge verallgemeinern. Darunter fallen dann
auch die nirgends dichten und abgeschlossen Teilmengen. Die B-nirgends dichten
Teilmengen haben die Idealeigenschaft. Um ein o-Ideal zu erhalten, verallgemei-
nern wir in einem néchsten Schritt die Charakterisierung der o-beschrankten
Teilmengen aus Satz 4.2.4 (i) und erhalten den Begriff der B-mageren Teilmen-

ge, der sowohl die mageren als auch die o-beschrankten Teilmengen umfaflt.

Die kompakten Teilmengen des Baireraumes lassen sich nach Satz 4.1.2
vollstandig charakterisieren als diejenigen abgeschlossenen Teilmengen A, deren

Baume T4 iiberall endlich verzweigt sind:
VseTydk<wVitews™ (st eTy=t(0) # k). (5.1)

Als eine Verallgemeinerung dieser Charakterisierung erhélt man den Begriff der

B-nirgends dichten Teilmengen:

Definition 5.2.1. (B-nirgends dicht)
Sei A C X¥ abgeschlossen und B = (B, E) eine Bedingungsmenge. Dann heift
A abgeschlossen B-nirgends dicht oder einfach B-nirgends dicht, falls gilt:

VueTsdbeBYve X ¥ (W veTs=vlfb).
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Die o-beschrinkten Teilmengen des Baireraumes sind nun laut Satz 4.2.4 gerade
diejenigen Teilmengen A, die sich als Teilmengen o-kompakter Mengen darstellen

lassen:

AcC U A, wobei V n < w (A, C w* kompakt).

n<w

Analog dazu definiert man den allgemeineren Begriff der B-mageren Teilmenge:

Definition 5.2.2. (B-mager)
Sei A C X¥ beliebig und B = (B, E) eine Bedingungsmenge. Dann heifit A
B-mager, falls A Teilmenge einer abzidhlbaren Vereinigung abgeschlossen B-

nirgends dichter Teilmengen von X ist:

AcC U A, wobei V n < w (A, C X¥ B-nirgends dicht).
n<w
Die abzéhlbare Vereinigung B-nirgends dichter Teilmengen von X“ ist i.a. nicht
abgeschlossen und somit nicht wieder B-nirgends dicht. Offene Basismengen O,, C
X* sind nicht B-nirgends dicht, da es sonst fiir u € Ty, eine Bedingung b € B
gibt, mit Vv € X5 (v v € Tp, = v I b), da nun fir alle v € X gilt, dafl
u~v € Tp,, ist dies gleichbedeutend mit V v € X (v I b) — laut Definition 5.1.1
ist die Menge der v € X%, die eine Bedingung b € B erfiillen, aber nie leer. Da
Teilmengen B-nirgends dichter Mengen wieder B-nirgends dicht sind (dies folgt
direkt aus der Definition 5.2.1), kénnen keine offenen Mengen B-nirgends dicht

sein (eine offene Menge enthélt ja immer eine offene Basismenge).
Eine Bedingungsmenge B heifle gegen A abgeschlossen, falls:
Vbg,bp €BIbeBY fe XY [(fIFboAflFEb) < [l

Satz 5.2.3. (Ideal der B-nirgends dichten Teilmengen)
Sei die Bedingungsmenge B gegen A abgeschlossen. Dann bilden die B-nirgends

dichten Teilmengen in X¥ ein Ideal.

BEWEIS. Seien A, B C XV.

Mit B C A ist auch Tg C T)4. Aus der Definition 5.2.1 von B-nirgends dicht folgt
daher direkt, dafl mit A auch B B-nirgends dicht ist.
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Wegen Ts,p = T4 UTEg folgt direkt aus der Definition 5.2.1 von B-nirgends dicht,
dafl mit A, B B-nirgends dicht auch A U B B-nirgends dicht sein mu$.
Demnach bilden die B-nirgends dichten Teilmengen in X“ ein Ideal. O

Die B-mageren Teilmengen in X*“ verhalten sich nun so, wie wir es im einfiithren-

den Kapitel 1.1 von ,kleinen“ Mengen gefordert haben:

Satz 5.2.4. (0-Ideal der B-mageren Teilmengen)

Die B-mageren Teilmengen in X“ bilden ein o-Ideal.

BEWEIS. Aus der Definition 5.2.2 von B-mager folgt direkt, daf§ das System B-

magerer Teilmengen von X abgeschlossen ist gegeniiber Teilmengen.

Da eine abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Vereinigungen wieder eine abzahlba-
re Vereinigung ergibt, folgt aus der Definition 5.2.2 von B-mager, dafy das System
B-magerer Teilmengen von X abgeschlossen gegeniiber abzéhlbaren Vereinigun-

gen ist.

Demnach bilden die B-mageren Teilmengen in X* ein o-Ideal. O

Beispiel 5.2.5. (In Bsp. 5.1.2: B-mager < abzihlbar)
In Beispiel 5.1.2 gilt mit X := B := 2 := {0,1} und u I+ b & u(0) = b fir
AC2v:

(i) A ist B-nirgends dicht genau dann, wenn A = {f} fir ein f € X“.
(i) A ist B-mager genau dann, wenn A abzdihlbar ist.
BeEwEIs. (i) In Beispiel 5.1.2 gilt:

A B-nirgends dicht
S VueTyIk<2Voe2® (uveTy=v(0)+#k)und A abg.

Def. 5.2.1

<A ={f}firen fe2¥

Dabei sind Singleton-Mengen in 2* abgeschlossen, da ihr Komplement {f}¢ =
Uy Ou offen ist.
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(77) In Beispiel 5.1.2 gilt:

A B-mager
A A fiip (f € 99,
A C | J) fir (£ € 22),

i<w

< A ist abzahlbar

Beispiel 5.2.6. (In Bsp. 5.1.3: B-mager < mager)
In Beispiel 5.1.3 gilt mit einer beliebigen Menge X mit wenigstens zwei Elemen-
ten, B:= X< undulFb:& u=0b fir AcC X¥:

(1) A ist B-nirgends dicht genau dann, wenn A abgeschlossen und nirgends
dicht ist.

(ii) A ist B-mager genau dann, wenn A mager ist.

BEWEIS. (i) <: Sei in Beispiel 5.1.3 A B-nirgends dicht — d.h. (laut Definition
5.2.1);
VueTyIseX*Vove XS (uveTy=sAv)und A abg.
SVueTyIse XUVoe XY (W veTy=u"sAu"v)und A abg.
&V 0,30, COy (Ops ¢ A) und A abg.
< A nirgends dicht und A abg.

(71) =: Nach (i) sind in Beispiel 5.1.3 B-nirgends dichte abgeschlossene Mengen
auch nirgends dicht. Also sind in Beispiel 5.1.3 B-magere Mengen (also Teilmen-
gen abzdhlbarer Vereinigungen B-nirgends dichter Mengen) insbesondere mager

(also Teilmengen abzdhlbarer Vereinigungen nirgends dichter Mengen).

(17) <: In Beispiel 5.1.3 sind magere Mengen auch B-mager, da gilt:

A nirgends dicht = A nirgends dicht.

Es gilt A nirgends dicht = A nirgends dicht: Sei A C X“ nirgends dicht. Sei
etwa G C A° dicht und offen. Dann ist G N A° C A° dicht und offen. Also ist A

nirgends dicht.

Insgesamt gilt also, dal in Beispiel 5.1.3 magere Mengen auch B-mager sind. ¢
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Beispiel 5.2.7. (In Bsp. 5.1.4: B-mager < o-beschrinkt)
In Beispiel 5.1.4 gilt mit X := B :=w und ulF b := u(0) > b fir A C w:

(1) A ist B-nirgends dicht genau dann, wenn A kompakt ist.
(i) A ist B-mager genau dann, wenn A o-beschrinkt ist.

BEWEIS. (i): Da der Kompaktheitsbegriff gerade die Vorlage fiir unsere Defini-
tion von B-nirgends dicht war ist klar, daBl B-nirgends dicht und kompakt in

Beispiel 5.1.4 dquivalent sind [ Satz 4.1.2 und Definition 5.2.1].

(17): Ebenso war der Begriff o-beschrdnkt unser Vorbild fiir die Definition des

Begriffes B-mager:

A B-mager
& AC U A; mit A; B-nirgends dicht

Def. 5.2.2
n<w

und
A o-beschrankt
& AC U A; mit A; kompakt
Satz 4.2.4 (i) s
Somit folgt (i7) dann aus (7). O

Satz 5.2.8. (B-nirgends dicht, B-mager)
Sei A C XY beliebig und B = (B, E) eine Bedingungsmenge. Dann gilt:

(i) A einelementig = A B-nirgends dicht.
(ii) A abzdhlbar = A B-mager.
(i1i) A B-nirgends dicht = A nirgends dicht.

(iv) A B-mager = A mager.

BEWEIS. (i) einelementig = B-nirgends dicht:
Sei A C X“ einelementig — etwa A = {f} mit f € X“. Einelementige Teilmengen

von X* sind abgeschlossen (s.o0.).
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Es bleibt zu zeigen, daf} fiir A gilt:
VueTysIbeBYve XY (W veTs=vlfb).

Es gilt T4 = {u € X< | u < f}. Dann gibt es nach Definition 5.1.1 2) zu
f(Ing(u)) € X — und somit zu jedem u € T4 — eine Bedingung b, mit:

Voe XS (vlkg b, = v(0) # f(Ing(u))).

Die Bedingung b, stellt also sicher, daf§ ein v, das b, erfiillt, u nicht innerhalb
von f fortsetzt. Es gilt:

VueTy3Ib, e BYveE XY (vikg b, = v(0) # f(lng(u)))
(vliFg by = uTv A f)
(uliFg by = uTv € Ty)
(WveTy=vlfgb,)
wobei ja fiir u € X gilt: u = (u(0),...u(lng(u) — 1)).
Damit ist laut Definition 5.2.1 gezeigt, dafl A B-nirgends dicht.

(ii) abzdhlbar = B-mager:
Sei A C X“ abzéhlbar. Dann ist A abzéhlbare Vereinigung einelementiger Teil-
mengen von X“ und somit nach (i) abzdhlbare Vereinigung abgeschlossen B-

nirgends dichter Teilmengen von X“. Nach Definition 5.2.2 ist A also B-mager.
(iii) B-nirgends dicht = nirgends dicht: Sei A B-nirgends dicht. Also gilt:
VueTsIbeBYve XY (W veTs=vlfb). (5.2)
Angenommen es gibt ein O, C A. Fiir u sei dann b, die Bedingung, fiir die gilt:
Vove XS (uveTy=vlfb). (5.3)

Solch ein b, exitiert nach (5.2). Laut Definition 5.1.1 enthdlt E(b,) dann eine
nicht-leere Sequenz v € X=¢, d.h. es gibt eine nicht-leere Sequenz v, die b, erfiillt.
Aus v IF b, folgt dann aber u~v & T4 (nach (5.3)). Da A abgeschlossen ist (da
B-nirgends dicht) ist T4 blattlos und es gibt ein f > v~ v in O, — A. Widerspruch
zu O, C A. Es gibt also kein O, C A.
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Damit ist A° leer und A nach Satz 3.1.5 (iv) nirgends dicht.

(iv) B-mager = mager:

Sei A B-mager. Dann ist A laut Definition 5.2.2 Teilmenge einer abzdhlbaren
Vereinigung abgeschlossen B-nirgends dichter Teilmengen von X“, somit wegen
(iii) Teilmenge einer abzdhlbaren Vereinigung nirgends dichter Teilmengen von

X“ und somit als Teilmenge einer mageren Teilmenge von X* selber mager (s.o.).

¢
Korollar 5.2.9. (kompakt = nirgends dicht)
Kompakte Teilmengen des Baireraumes sind nirgends dicht.
BEWEIS. = Satz 5.2.8 (7i¢) und Beispiel 5.2.7 (7). O

5.3 B-perfekte Mengen

Die groffen Mengen der verallgemeinerten Kategorie sind die Komplemente B-
magerer Teilmengen des Baireraumes. Der Begriff der B-perfekten Teilmenge
des Bairerauems kennzeichnet analog zum Begriff der superperfekten (und nicht-
leeren) Teilmenge relativ grofie Teilmengen des Baireraumes. Beispiel 5.3.10 zeich-
net die nicht-leeren B-perfekten Teilmengen aus als Verallgemeinerung von Teil-

mengen des Baireraumes, die eine nicht-leere superperfekte Teilmenge enthalten.

Definition 5.3.1. (B-dichte Teilmenge von X<“)
Eine Menge Q C X=“ heifit B-dicht genau dann, wenn gilt:

VbeBIue X7 Iu =u(ue@AuIFb).

Fiir einen Baum J auf X<“ (also J C (X<¥)<“) bezeichne J, die Menge J ohne
die leere Sequenz () € (X<¥)<¥.

Definition 5.3.2. (B-perfekter Baum auf X<“)
Sei J ein Baum auf X<¢. J heifle B-perfekt, falls gilt:

1) Fiir jedes p € J, ist die Menge {u € X | p~(u) € J} B-dicht. Das heifit
laut Definition 5.3.1:

VpeVbeBIue XY Iu =u(p-(u) € JAUIFD).
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2) Fiir jedes p € J gilt: falls p~(u),p”~(v) € J und u # v, dann sind v und v
inkompatibel (u,v € X<“ beliebig).

Punkt 2) in Definition 5.3.2 garantiert, daf§ fiir ein f € X% die Sequenz
(s0y.--,8,) € J der Liange n + 1 mit so”... s, < f eindeutig bestimmt sind
[i= Definition 5.3.3 und Lemma 5.3.5].

Definition 5.3.3. ([/] fiir einen B-perfekten Baum J auf X<¢)

Fiir einen B-perfekten Baum .J definiert man
J={feX“|Vn<w3I(sg,.-..,8,) €EJ ($0"... s < )}

Man beachte den Unterschied zu den herkémmlichen Badumen 7" auf einer Menge
X [= Kapitel 3.5]. Ein Baum T auf X ist eine Teilmenge von X <“ wohingegen
in diesem Kapitel Baume J auf X<“ betrachtet werden — also Teilmengen J C
(X<)<,

Lemma 5.3.4. (Baum B-perfekt = Baum blattlos)
Sei J ein B-perfekter Baum auf X<“. Dann enthdlt J keine Bldtter.

BEWEIS. Sei J ein B-perfekter Baum auf X <“. Laut Definition 5.3.2 ist fiir jedes
p € J, die Menge {u € X5¥ | p~(u) € J} B-dicht. Das heiit: Fiir jedes p €
J, und fiir jedes b € B existiert ein v € X5 mit p~(u) € J. Da fiir eine
Bedingungsmenge B := (B, E) laut Definition 5.1.1 die Menge B als nicht-leer

vorrausgesetzt wird, enthélt J keine Blatter. O

Lemma 5.3.5. (Eindeutigkeit der (so,...,s,) in Definition 5.3.3)

Sei J ein B-perfekter Baum auf X<“ und f € [J]. Dann gilt firn < m < w
und (So, -, 8n), (toy ... tm) € J mit 597 ... s, < f sowie to” ...ty < f, daff
(805 -y 8n) = (to, -+, tn)-

BEWEIS. Seien n < m < w und (Sq,...,8,), (to, ..., tm) € J mit sg7... 78, < f
sowie 5" ... t,, < f. Dann sind sg und ¢y nicht inkompatibel und somit sq =

()"so = ()"to = to. Dann sind s; und ¢; ebenfalls nicht inkompatibel und
5.3.2 2)
somit so"s1 = tp"t; und wegen sg = tg gilt s; = t1, u.s.w. — insgesamt gilt also
5.3.2 2)

(501 80) = (tor- - s ). 0
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Sei J ein B-perfekter Baum auf X<“ und g € [J]. Dann gibt es laut Definition
5.3.3 fiir jedes n < w ein (sg,...,8,) € J mit s ... s, < g und die s; € X<¥

sind geméfl Lemma 5.3.5 unabhingig von n eindeutig bestimmt. Es bezeichne

gli] == s;
die i-te endliche Sequenz in (sg,...,s,) € J mit 50" ... s, < g.

Definition 5.3.6. (B-perfekte Teilmenge von X“)
Eine Teilmenge A von X“ heifit B-perfekt, falls A = [J] fiir einen B-perfekten
Baum J auf X<v.

Man beachte, dafl eine B-perfekte Menge A nicht abgeschlossen sein muf}, denn
aus A = [J] fur einen B-perfekten Baum J folgt (im Gegensatz zu den herkémm-

lichen Bdumen) i.a. nicht, dafl A abgeschlossen ist.

Nachdem wir die folgenden beiden Lemmata gezeigt haben, kénnen wir damit
anschliefend den Begriff der B-perfekten Teilmenge in einer Reihe von Beispie-
len zu einigen anderen Begriffen von relativ groffen Mengen in Beziehung setzen.
Insbesondere zeigt Beispiel 5.3.10, dafl nicht-leere B-perfekte Teilmengen eine
Verallgemeinerung von Teilmengen des Baireraumes sind, die eine nicht-leere su-

perperfekte Teilmenge enthalten.

Lemma 5.3.7. (B-perfekt = Gy)
Jede B-perfekte Menge A ist eine Gs-Menge!.

BEWEIS. Sei A = [J] fiir einen B-perfekten Baum J auf X<“ — dann gilt:

A=1[J]
={feX?|Vn<wI(so,---,8n) €EJ (s07... s < f)}

5.3.3

= U Owrs

n<w (sg,...,5n)€J

1Gs-Menge: Anstatt 119 schreibt man auch Gs. Eine Gs-Menge ist also ein abzihlbarer
Schnitt offener Mengen [&= vgl. Kapitel 3.6 Fulnote 18].
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Lemma 5.3.8. (Abgeschlossene B-perfekte Teilmenge)
Falls fir B gilt, daf$ die Erfillung einer Bedingung b € B durch eine endliche

Sequenz u € X <% nur von der ersten Stelle von u abhingt — genauver:

VueX< (ulFbe (u0)IFb),

dann enthdlt jede B-perfekte Menge A eine abgeschlossene B-perfekte Teilmenge
B C A und falls A # @ so ist auch B # @.

BEWEIS. Sei A = [J] fiir einen B-perfekten Baum J auf X <“. Ist A abgeschlossen,
so folgt die Behauptung. Sei nun A nicht abgeschlossen. Das ist gleichbedeutend
damit, daf es eine Folge go, g1, ... in A gibt, die gegen ein f € X“ konvergiert
mit f ¢ A. Um eine abgeschlossene B-perfekte Teilmenge B C A zu erhalten
definiert man einen ebenfalls B-perfekten Baum J so, daf} keine Folge mehr in
[j] auftreten kann, die gegen ein Element auflerhalb von [j] konvergiert — dabei
benutzen wir das Auswahlaxiom:

Falls eine Folge (g;); < w in [J] gegen ein f ¢ [J] konvergiert, so mufl wegen

f ¢ [J] (laut Definition von [J]) gelten

dn<wV (so,...,5.) €J (07 ... A [),

und wegen V g € {g; | i <w} Vn <w ((g[0],...,g[n]) € J) somit insbesondere

dn<wVyge{g|i<w} (9[0]"...7g[n] A f). (5.4)

Wahlt man n in (5.4) minimal, so folgt in J auf (sg...s,-1) € J mit
(S0...Sn—1) < f eine unendliche Verzweigung {¢;[n] | ¢ < w} (unendlich viele

gi[n] miissen paarweise verschieden sein, da die g; gegen f konvergieren).

129



5 Verallgemeinerte Kategorie

— i
— Gio

Um dies fiir einen Teilbaum J von .J auszuschlieffen, definiert man fiir

(50,-..,8,) € Jund x € X eine Teilmenge Yy, . s.)e C X5
Yiso,msn)e =15 € X5 | (s0,...,85,8) € JAs(0) =z}

Zu jedem (S, ..., S,) € J und der Familie der nicht-leeren Y{,, . .y, erhdlt man

nun mittels Auswahlaxiom eine zugehorige Auswahlfunktion
P(5050--8n) - {Y(SO ----- sn)a 7 D |z € X} - X7v.

Sei nun

J:={(s0,...,8,) € J|Vi<n (s; €Img(P(so,...51))}-

Dann gilt:

[j] ist B-perfekt: Zu zeigen ist, daf3 J ein B-perfekter Baum ist. Da J ein
B-perfekter Baum ist, ist fiir jeden Verzweigungspunkt p € J, die Menge {u €
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X | p~(u) € J} der Verzweigungen in J B-dicht. Das heifit:
VpeVbeBIue XY Iu =u (p-(u) € JAU IFD).

Da laut Vorraussetzung u I- b nur von u(0) = «/(0) abhéngt, ist dies dquivalent

AR
VpeJVbeBIue XY (p~(u) € JAulFD).

Da u IF b nur von z := u(0) abhéingt, und wir fiir die Konstruktion von .J mittels
der Auswahlfunktionen an jedem Verzweigungspunkt p in J fiir jedes x € X,
fiir das in J eine Verzweigung u, mit u,(0) = x exisiert, genau ein solches u,
ausgewdahlt haben, gibt es auch in J an jedem Verzweigungspunkt p € J, fiir jede
Bedingung b € B eine Verzweigung u € X~ mit p~(u) € J und u IF b. Also ist
J ebenfalls B-perfekt.

[J] ist abgeschlossen: Falls eine Folge (g;); < w in [J] gegen ein f & [J]

konvergiert, so muf wegen f ¢ [J] (laut Definition von [J]) gelten

An<wV (S0, 80) €J (67 50 A ),

und wegen V g € {g; | i <w} Vn <w ((g[0],...,g[n]) € J) somit insbesondere

In<wVyge{g|i<w} (9l0]"..."gln] £ f). (5.5)

Wihlt man n in (5.5) minimal, so folgt in J auf (sy...s,_1) € J mit
(S0...Sn—1) < f eine unendliche Verzweigung {¢;[n] | ¢ < w} (unendlich viele
gi[n] miissen paarweise verschieden sein, da die g; gegen f konvergieren). Da die
g; gegen [ konvergieren, miissen auch unendlich viele der g;[n] die selbe erste

Stelle g;[n](0) haben — im Widerspruch zur Konstruktion von J.

B # o falls A # @: Da wir bei der Konstruktion von J Elemente aus J

ausgewahlt haben, falls J nicht leer war, gilt B = [J] # @ falls A = J]#£ 2. O

Beispiel 5.3.9. (In Bsp. 5.1.2: B-perfekt # @ = enth. perf. Teilm. # &)
In Beispiel 5.1.2 gilt mit X = B := 2 := {0,1} und u IF b :& u(0) = b fir
AcC2v:

A # & ist B-perfekt = A enthdlt eine perfekte Teilmenge B # &

wobei B perfekt heifie, dafi B perfekt ist bzgl. der Relativtopologie und abgeschlos-
sen in 2¢ iz S. 81].
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BEWEIS. Sei A # @ B-perfekt — etwa A = [J] mit J B-perfekter Baum auf X <.
In Beispiel 5.1.2 gilt v IF b < (u(0)) IF b — nach Lemma 5.3.8 enthélt A also eine
abgeschlossene B-perfekte Teilmenge B C A und B # @, da A # &. Dann ist B
perfekt (d.h. abgeschlossen und perfekt bzgl. der Relativtopologie):

B abgeschlossen: Dies gilt nach Lemma 5.3.8.

B perfekt bzgl. der Relativtopologie: Sei B B-perfekt — etwa B = [J~] Dann
enthélt B beziiglich der Relativtopologie in 2% keine isolierten Punkte:

Sei ein f € O, N B fiir eine offene Basismenge O; C 2¥. Da t € Ty eine Anfangs-
sequenz einer Sequenz p[0]~ ... p[n] mit p € J ist und J B-perfekt ist gilt:

VbeBIue X7 Fu »=u(p~(u) € JAU IFD).

Da u Ik b < (u(0)) = (+/(0)) IF b gilt, gibt es zu jedem b € B = 2 ein u € X3¢
so, daB u I b (d.h. u(0) = b) und p~(u) € J. Wahlt man b # f[n + 1](0), so

ist p[0]~...7p[n]~u £ f. Da es in J nach Lemma 5.3.4 keine Blitter gibt ist
dann p[O] _..7pln]"u < g fiir ein g # f aus O, N [J]. Damit ist gezeigt, daB B
beziiglich der Relativtopologie in 2¥ keine isolierten Punkte enthélt. O

Beispiel 5.3.10. (In Bsp. 5.1.4: B-perfekt # @ = enth. superperf. Teil-
menge # &) In Beispiel 5.1.4 gilt mit X := B :=w und u - b := u(0) > b fir
ACw?:

A # & ist B-perfekt = A enthdlt eine superperfekte Teilmenge B # &.

BEWEIS. Sei A C w* nicht-leer und B-perfekt. In Beispiel 5.1.4 gilt u IF b <
(u(0)) I+ b — nach Lemma 5.3.8 enthélt A also eine abgeschlossene B-perfekte
Teilmenge B C A und B # &, da A # @. Dann ist B superperfekt (d.h. abge-

schlossen und der Baum T} ist superperfekt):

Tp superperperfekt: B ist B-perfekt — etwa B = [J]. Somit gilt
VpeVbeBIue XY Iu =u (p-(u) € JAUIFD).

Dain Bsp. 5.1.4 u |- b < (u(0)) IF b gilt, gibt es dann zu jedem p € J, und jedem
be B=weinu € ws mit p~(u) € J und u I+ b (d.h. u(0) > b) — es existieren
also unendlich viele Verzweigungen v € w* mit p[0]” ... "p[n|~u € Tp. Da jedes

t € T ein Anfangsstiick eines p € J ist, ist Tg superperperfekt. O
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5.4 Charakterisierung durch verallgemeinerte Spiele

Abschlieflend soll nun gezeigt werden, daf§ sich die Theoreme aus den Kapiteln
3.6 und 4.5 analog auf die verallgemeinerte Kategorie iibertragen lassen. Die
verallgemeinerten Spiele G¥(A) ohne Zeugen sind bereits in Kapitel 5.1 definiert
worden. Dort wurden die Begriffe kompakt und o-beschrdnkt ja gerade im Hinblick
auf dieses Spiel verallgemeinert. Das entsprechende projektive Spiel ist in Kapitel

5.4 noch zu definieren.

Verallgemeinerte Spiele ohne Zeugen G(A)

Das folgende Theorem bietet nun eine spieltheoretische Charakterisierung der
verallgemeinerten Kategorie analog zu den spieltheoretischen Charakterisierun-

gen der Baire- und der o-Kategorie durch die Theoreme 3.6.4 bzw. 4.5.3:

Theorem 5.4.1. (Charakterisierung durch Spiele ohne Zeugen)
Sei B eine abzihlbare Bedingungsmenge auf X (das heiffe: X und B abzihlbar)
und A C X¥. Dann gilt:

(i) Spieler I hat eine Gewinnstrategie in GP(A) & A enthilt eine nicht-leere
B-perfekte Teilmenge B.

(i) Spieler IT hat eine Gewinnstrategie in GP(A) < A ist B-mager.

BEWEIS. (i)=: Habe I eine Gewinnstrategie o. Sei

sg:=s5) =o0()
51 1= 5@, = 0(50,bo)

So 1= S(bo,ln) = 0(807 b07 S1, bl)

s; sei also eine abkiirzende Schreibweise fiir s, ..5_,) und hinge von
(bo, . ..,bi_1) ab. Dann erfiillt der Baum der o-gespielten endlichen Sequenzen
Jy :={(S0,---,8n) | bo,...,bp_1 € B} die erste Bedingung fiir einen B-perfekten
Baum auf X<“ [= Definition 5.3.2], weil o eine Gewinnstrategie von I ist — das

heifit ja: an jeder Verzweigungsstelle p := (sg,...,$,) € J,, und fiir jede
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Bedingung b, € B gibt es ein s € X=¢ mit s IF b, und p~(s) € J,, insbesondere
gilt mit ¢’ := s also Bedingung 1) aus Definition 5.3.2:

Vpe,,VbeBIse XY 3 =5 (p(s)e JASIFD). (5.6)

Der Baum J,, 148t sich nun so beschneiden, dafi der daraus entstehende Teilbaum
J,, zusitzlich zur ersten auch die zweite Bedingung aus der Definition eines B-

perfekten Baumes erfiillt. Fiir ein p € J,, s € X~ und b € B sei
o(s,b,p) ;=35 =5 (p7(s) € J, As"IFD).

Da J, die erste Bedingung (5.6) aus der Definition eines B-perfekten Baumes
erfiillt, gilt fiir alle p € J,:

Vbe B3se X ¥ o(s,bp).

Sei nun J? := {()} C J,. Sei J* C J, bereits definiert, dann erhélt man den
Baum J"™' D J" wie folgt: Wir definieren fiir jedes Blatt p € J" eine Menge

A, C J, und setzen dann

=0 4)uan

p Blatt in J?
Dabei erhélt man die Menge A, fiir ein Blatt p in J wie folgt:

Sei p ein Blatt in J' und by, by, ... eine Aufzdhlung der Bedingungen aus B. Sei

zunéchst A, = &. Wir fiigen iterativ Knoten aus J, zu A, hinzu:

Schritt 0: Fir by gilt 3 s € X% (s, by, p): wihle ein sy € X =¥ mit (s, b, p)
und flige p~(so) zu A, hinzu.
Schritt ¢ fiir ¢ > 1: Fiir b; gilt 3 s € X (s, b;, p) — withle ein s; € X mit
(84, b, p) und unterscheide:

Fall 1: Gilt ¥V p~(s » (s L s;), so fiige auch p~(s;) zu A, hinzu.

)e A
Fall 2: Gilt 3 p~(s) € A, (s L's;) — unterscheide:
(s) €

Fall 2.1: Gilt 3 p~(s) € A4, (s < s;): flige p~(s;) nicht zu A, hinzu.

Fall 2.2: Gilt 3 p~(s) € 4, (s > s; A's # s;): entferne alle p~(s) aus A, fiir die
gilt, dal s = s; A s # s; und flige statt ihrer p~(s;) zu A, hinzu.
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Sei nun
~ .
I, = J 77
n<w

Mit dieser Konstruktion ist dann sichergestellt, dafl I zusétzlich zur ersten auch

die zweite Bedingung aus Definition 5.3.2 erfiillt und somit B-perfekt ist.

Da J, mit einer Gewinnstrategie von I definiert ist, gilt J, # @ und [J,] C A
und somit auch J, # @ und [J,] C A.

(i)<=: Enthalte A eine nicht-leere B-perfekte Menge [J] (J B-perfekter Baum auf

X<¥). Es ist zu zeigen, daf} | eine Gewinnstrategie besitzt:

Spiele I zunéchst ein (ug) € J. Habe I nun bereits p = (ug, ..., u,_1) € J gespielt
und IT die Bedingungen (by,...,b,_1) und gelte u; I- b; fiir i = 1,...,n— 1. Spielt

nun II b, € B, so geniigt zu zeigen:
Ju, € X% (p"(uy) € J Auy IFby), (5.7)

denn dann bewegt sich I wegen [J] C A weiterhin in der Gewinnmenge A und

erfiillt die néchste Bedingung b,,.
Da J B-perfekt ist, gilt fiir b,,:
FJul € X2 3 = (p(d) € T AU IFDb,).

Falls u? I b, so gilt (5.7) mit u,, := u°

Falls hingegen u? I b, gilt, folgt wegen der Reduzierbarkeit von b, [= Definition
5.1.1 Punkt 3)]:

3L [1(B)) < U(by) AV v € X2 (0IF b < w20 IF by,)]. (5.8)

Da J B-perfekt ist, gilt nun wiederum fiir b} :

Jul € X7 3 = ul (po(d) " (ul) € T AU IF D).

n

Falls ul IF bl so gilt (5.7) mit u,, := u®"ul wegen

1 pl 0~ 1
u, =0, ((5:;) Uy, ", |- by
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Falls hingegen ul Iff b} gilt, folgt wie oben wegen der Reduzierbarkeit von b.:
F02 (1) SUBY AV v E XY (viFbE & ul v kb)) (5.9)

U.S.W..

Da bei jedem Reduzierungsschritt [(b51) < I(b!) gilt, 148t sich auf diese Weise nur
endlich oft fortfahren. Falls eine derartige Kette von Reduzierungen nicht schon
vorher dadurch abbricht, da$§ eines der u’, die Bedingung b’ erfiillt (wodurch dann
(5.7) folgt), steht an ihrem Ende:

I (I =0 < I DAV e € X2 (vIF b < u™ -], (5.10)
Da J B-perfekt ist, gilt fiir b

FJum e X2 3u = u™ (po(d)” . (W) € AW IFBT).

n

Falls u” I b, so gilt (5.7) mit u, = u"™ ... u, wegen

m m m—1~, m m—1
u' 1= by (5:12) (A Vi |

m—2~, m—1~_ m m—2
S Ak TR VO |

1~ ~ m 1
o uln oy IE b
(5.9)

0~ ~,,m
(ﬁ)un NP T

Der Fall " I )" kann nun nicht mehr eintreten, da dies die Voraussetzung fiir
die Reduzierung von b wére [i= Definition 5.1.1 Punkt 3)] und somit gelten
miifite: 3 o7 (1(bm ) <0 =1(0™)) (im Widerspruch zu [ : B——=w).

Damit ist (5.7) gezeigt.

(ii)<=: Sei A B-mager — etwa A C |J,_,,
(dh.Vue Ty, dbe BYv e X7 (viIFb= u"v ¢ Ta,)). Spieler 1 spiele als

erste endliche Sequenz uy € X<

A; mit A; abgeschlossen B-nirgends dicht

Liege ug in i>1 TAij und in keinem anderen 7),: Dann gibt es nach Defi-

nition 5.2.1 (fiir B-nirgends dicht) Bedingungen by, by, ... € B mit

bhe BVve X7 (vlFb = ug™v g Ta,)
bpe BVve XY (vikFby= uy"u"v ¢ Ta,,)
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Wegen der Monotonie von |- in Definition 5.1.1 (u < v Au lF b = o' IF b) gilt

dann fiir f := ug"u;" ... und beliebiges n < w:

uoﬁ...”\ungTAilu...UTA

in

und somit (da A;; = [TAZ-J-]) fiir beliebiges n < w:

Fe A, U...UA

in
also

FélJA,

Jj=1

und somit auch f & A (nach der Wahl der TAij)- Spielt Spieler II die by, bs, . ..

wie oben angegeben, stellt dies also eine Gewinnstrategie fiir ihn dar.

(ii)=-: Habe II eine Gewinnstrategie 7.

Gute Sequenz: Eine Sequenz p := (uq, by, u1,ba, . .., Up, bpyq) mit u; € X3¢ fiir

1=0,...,nund b; € B fiiri=1,...,n+ 1 heifle gut, falls gilt:

u; IFb; fire=1,...,nA

b; mit 7 gespielt fiir j =1,...,n+ 1.

Die leere Sequenz sei definitionsgemif gut.

Sequenz gut fiir f € A: p heifle gut fiir f € A, falls gilt:

Fupr (w™ o T Uy < f Aty IF Dpgr).

Insbesondere ist die leere Sequenz gut fiir jedes f € A.

Sei nun f € A beliebig. Dann muf es eine Sequenz p := (uq, by, u1, b2, . . ., Up, byy1)

geben (eventuell p = ()) mit p ist gut und p ist gut fiir f und:

=3 (Upt1,bpy2) € X=X B (p” (tny1, bny2) gut und gut fiir f).
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Ansonsten konnte Spieler I gewinnen, obwohl Spieler II mit seiner Gewinnstrate-

gie 7 spielt (Widerspruch). Dann gilt f € K, mit

K,={f € X* |p gut fir f' und
=3 (Unt1, bnva) (P7(Uns1, buse) gut und gut fiir f)}
={f € X*|F uns1 (uo” ... "up Upy1 < [ Atps1 IF byi1)A
=3 (Unt1, Onra) ((Uns1 IF bpyy A byyo T-gespielt )A
FUpyo (o™ o Uy U1 " Upge < T A Upyo IF Dpio))}

(5.11)

und

Ac |J K,
p gut
Da die Bedingungsmenge B als abzihlbar vorausgesetzt wurde, ist diese Vereini-

gung abzéahlbar.

Um zu zeigen, dafl A B-mager ist, geniigt es nun zu zeigen, daf die K, B-mager
sind, denn dann ist die abzéhlbare Vereinigung Up K, B-magerer Mengen B-

mager und A als Teilmenge einer B-mageren Menge B-mager.

Die K, sind B-mager: Sei K, wie oben konstruiert mit
p = (uo, b1, u1,ba, ..., Uy, byy1). Dann 18t sich K, schreiben als
_ o c
Kp - U OUOA---AU'ILAun+1 m ( U OUOA---AUnAun+1AUn+2) ‘
Up+1lFbnt1 Up+1Fbnt1
3 bnt2 (bn+2 T—gesp.A1Ln+2|an+2)
N ~~ o
::Lu;‘_l

Nun geniigt es zu zeigen, dafl die L B-nirgends dicht sind:

Unt1
Die L

Vereinigung offener Mengen offen, also ist L

sind abgeschlossen: Das Komplement einer Menge L ist als

vl vl

. abgeschlossen.

Die L

zeigen, daf3

s sind B-nirgends dicht: Sei L := L, fiir u,41 € X7¥. Es ist zu

VueT,3be BVve X2 (W veTr=vlfb).
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Fall 1: Sei u < @ := up”™ ... up Upy1 und v # @ (d.h. w ist ein echtes An-
fangsstiick von ) — etwa u = (x¢,...,x;) < @ = (xg,..., &) mit ¢ < m. Dann
gibt es nach Unterscheidbarkeit [ Definition 5.1.1 2)] fir x = x;4; ein b, mit
Vove X (vlFb, = v(0) # x). Aus v(0) # x folgt aber u™v & Ty. Somit gibt
es zu u eine Bedingung b := b, mit Vv € X5 (v~ v € T = v If b).

Fall 2: Sei v > uy™ ... Uy Upq1. Etwa v = w™ ... 7w, uyy mit upyq <
ur,. 1 (also eventuell auch u,41 = w),, ;). Dann gilt wegen w,1 IF b,41 und der
Monotonie fiir die Relation |- [ Definition 5.1.1 1)]: u),; IF b,11. Spielt nun
Spieler I1 0, ., := 7(p~(u;,,)), so muB wegen (5.11) fiir jedes v € X3¢ fiir alle
[’ € K, gelten:

" T U 0 A VoD,

Also gilt falls v IF b),_,, daB u™v & T}, Zu u existiert also eine Bedingung b := b),
mit Vv e X (v v el =vlfb).

Somit gilt dann nach Fall 1 und 2, dafl die L B-nirgends dicht sind.

Unt1

Damit ist die Hinrichtung von (i) bewiesen. O

Verallgemeinerte Spiele mit Zeugen fo(C’)

Analog zu den spieltheoretischen Charakterisierungen der Baire- und der o-
Kategorie durch die Theoreme 3.6.7 bzw. 4.5.8 soll nun eine spieltheoretische
Charakterisierung der verallgemeinerten Kategorie fiir Teilmengen A des Bai-
rerauems mit A = p(C) fir eine Teilmenge C' C X“ x A (fiir eine unendliche
Ordinalzahl \) gegeben werden. Der Nutzen hiervon ist eine gegeniiber A verein-
fachte Gewinnmenge C'. Dazu wird fiir eine Bedingungsmenge B := (B, E) auf
X und die Menge C' ein Spiel Gg (C) definiert, in dem Spieler I genau dann eine
Gewinnstrategie hat, wenn A eine nicht-leere B-perfekte Teilmenge enthélt und

I eine Gewinnstrategie hat genau dann, wenn A B*-mager ist.

Definition 5.4.2. (verallgemeinertes Spiel mit Zeugen Gf(C’))
Sei B := (B, E) eine Bedingungsmenge auf X, sei A C X¥ und C' C X¥ x \“ fiir
eine Ordinalzahl A und es gelte:

A=p(C):={feX?[3Le I ((f,) )}
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Dann definiert man das verallgemeinerte Spiel Gf (C) mit Zeugen wie folgt:

I: (&0, uo) (&1, uq) (&2, u2)

VAN

II: by

Spieler I und Spieler II spielen abwechselnd — Spieler I spielt ein Element &, € A
und eine nicht-leere endliche Sequenz uy € X, Spieler II spielt eine Bedingung
by € B, Spieler I spielt ein Element & € A und eine nicht-leere endliche Sequenz
u; € X5, Spieler 11 spielt eine Bedingung by € B u.s.w.. Seinun § = (§y,&1,...) €
A und f:=wug"ui"ue” . ... Man sagt, dafl Spieler I gewinnt, falls gilt:

1) (f,§€C,
9) Vi>1 (ulFb).

Ansonsten sagt man, dal Spieler II gewinnt. C' nennt man dabei auch die

Gewinnmenge.

Die Begriffe (Gewinn-)Strategie fiir I (bzw. fiir IT) und determiniert sind
fiir die Spiele GE(C) analog zu den Definitionen 2.1.2 (bzw. 2.1.3) und 2.3.1
definiert.

Sind X, A und B abzihlbar, li8t sich dieses Spiel (wie beim Spiel GB(A)) mit
einer Kodierung der in Gf, (A) gespielten Sequenzen, Zeugen und Bedingungen in
die natiirlichen Zahlen auch als ein Spezialfall der Grundvariante [== Definition

2.1.1] auffassen. Analog zu Lemma 3.6.6, Lemma 4.5.2 und Lemma 4.5.6 gilt:

Lemma 5.4.3. (Determiniertheit)
Falls AD gilt und die Mengen X, A\ und B abzdhlbar sind, so sind auch die obigen
Spiele Gf(C) determiniert.

BEWEIS. Analog zu Lemma 3.6.6. O

Analog zur Verallgemeinerung der Begriffe o-beschrinkt und o-kompakt fiir be-
liebige unendliche Ordinalzahlen A\ [== Satz 4.5.7] 1aft sich nun auch der Begriff

140



5 Verallgemeinerte Kategorie

B-mager verallgemeinern: Sei A C X“ beliebig und B = (B, E) eine Bedingungs-
menge. Dann heifile A B*-mager, falls A Teilmenge einer Vereinigung |\|-vieler

abgeschlossener B-nirgends dichter Teilmengen von X ist:
AC U A, wobei V n < A (A4, C X B-nirgends dicht).
n<

Aus der Definition fiir B*-mager folgt sofort, daf die B*-mageren Teilmengen des
Baireraumes abgeschlossen sind gegeniiber Teilmengen. Auflerdem ist die Verei-

nigung |A|-vieler B-mager Mengen B*-mager?.
Damit erhélt man nun:

Theorem 5.4.4. (Charakterisierung durch Spiele mit Zeugen)

Sei B eine abzihlbare Bedingungsmenge auf X (das heiffe: X und B abzihlbar)
und sei A C X¥ mit A = p(C) fiir eine Menge C C X* x A und eine unendliche
Ordinalzahl X. Dann gilt:

(i) Spieler I hat eine Gewinnstrategie in Gf(C) = A enthdilt eine nicht-leere
B-perfekte Teilmenge B.

(i1) Spieler II hat eine Gewinnstrategie in Gf(C) = A ist B*-mager.

BEWEIS. (i) Habe I eine Gewinnstrategie o fiir das Spiel G5 (C'). Wegen A = p(C)
hat I dann auch eine Gewinnstrategie & fiir das Spiel G®(A). Nach Theorem 5.4.1
(1) = enthélt A somit eine nicht-leere B-perfekte Teilmenge B.

(17) Habe II eine Gewinnstrategie 7.

Gute Sequenz: Eine Sequenz p := (ly, ug, b1, l1,u1, b, ... Ly, Up, byy1) mit u; €
Xs¥ fir i = 0,...,n, sowie und [; € A fir j = 0,...,n und b; € B fiir i =

1,...,n+ 1 heifle gut, falls gilt:

u; IFb; fire=1,...,nA

b; mit 7 gespielt fiir j =1,...,n+ 1.

Die leere Sequenz sei definitionsgeméaf gut.

2Fiir beliebiges A € Ord gilt |w x A| = |\| (= etwa [Jec03, 3.5], vgl. Kap. 4 Fufinote 6).
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Sequenz gut fiir f € A: p heifle gut fiir f € A, falls gilt:
Fupr (w™ o T U < f Aty IF bpgr).

Insbesondere ist die leere Sequenz gut fiir jedes f € A.

Sei nun (f,g) € C'  Dbeliebig. Dann mufl es eine Sequenz
= (lp,ug, b1 ,li,u1, by ... Ly, Uy, by eventuell p = eben mit:
p = (lo, ug le 1, U1 Ij +1) ( p=()g
I I I I

p gut A gut fiir fA
(loy .-, 1n) = (g(0),...,9(n)) < gA
=3 (lnt1s Unats bng2) (D7 (lng1s Uns1, buga) gubt A gut fiir fA
(loy- -l lngr) = (9(0),.., g(n), g(n + 1)) < g).
Ansonsten konnte Spieler I gewinnen, obwohl Spieler II mit seiner Gewinnstrate-
gie T spielt (Widerspruch).

Sei nun 7 := l,11 := g(n + 1), dann gilt f € M, ,) mit

My =A{f €w”|pgut fir f'A
=3 (U1, bng2) (P7(1, Ung1, bog) gut A gut fiir f'}
={f €w’ [T up1 (o™ ... "uUp Uns1 < [T Atpir IFbp)A (5.12)
=3 (Uni1, bnr2) ((Ungr I bpgr A bpge T-gesp.)A
T Upyo (U™ o " Uy U1 " Upge < [ A Upgo IF Dpio))}

(5.13)

wobei b, 1o T-gesp.* heiit: b,1o = 7(p” (7, Uupy1)). Damit gilt dann

AC U M(pﬁ)

(psr)

wobei iiber die Paare (p,r) vereinigt wird mit p wie oben konstruiert und r € A

—da (p,r) € W x X und w=<* abzihlbar ist, werden |\|-viele Mengen vereinigt?.

Da wir die Mengen M, ,) ganz dhnlich wie die Mengen K, im Beweis der Hin-

richtung von (i¢) von Theorem 5.4.1 definiert haben (lediglich die Bedeutung von

4

»bnt2 T-gesp.“ ist eine andere), konnen wir von nun an analog dazu fortfahren.

3Fiir beliebiges A € Ord gilt |w x A\| = |A| (= etwa [Jec03, 3.5], vgl. FuBnote 2).
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Um zu zeigen, daB A B*-mager ist, geniigt es zu zeigen, dafl die M,,) B-mager
sind, denn eine Vereinigung |\|-vieler B-magerer Mengen sowie Teilmengen B*-

magerer Mengen sind B)-mager.

Die M,y sind B-mager: Sei My, wie oben konstruiert mit

p = (lo, uo, b1, b1, u1,ba, . .., Ly, U, bygq). Dann 188t sich M, ) schreiben als

_ o c
M(pﬂ“) - U OUO“---“Un“unJrl ﬂ( U Ouo“---“un“unﬂ“unu) :
uﬁl‘l—bn+1 Un,+1”_bn+1
3 bpt2 (bny2 T-gesp.Aupt2lbb,42)
N ~~ g
::Lu;‘;l

Nun geniigt es zu zeigen, dafl die L B-nirgends dicht sind:

Unt1
Die L

Vereinigung offener Mengen offen, also ist L

. sind abgeschlossen: Das Komplement einer Menge L, ist als

s, abgeschlossen.

Die L, -, sind B-nirgends dicht:
Sei L := Ly, fir u,;1 € X=¢. Fiir die beiden Fille

Fall 1: v <4 :=uy" ... Uy Upy1 und u # @ und

Fall 2: w > ug™ ... Uy Upia
zeigt man nun analog zum Beweis der Hinrichtung von (ii) von Theorem 5.4.1,

daf jeweils
dJbeBVve X (W veTy=vlfb)

gilt (der einzige Unterschied zum Beweis der Hinrichtung von (i7) von Theorem

5.4.1 besteht in der Definition von b}, , := 7(p~(r, ), ,,)) im zweiten Fall).

Somit gilt nach Fall 1 und 2, da8 die L, —, B-nirgends dicht sind.

Un+1

Damit ist die Hinrichtung von (i) bewiesen. O

Fiir A = w bedeutet B*-mager das selbe wie B-mager. In diesem Fall lautet
Theorem 5.4.4:

Korollar 5.4.5. (Charakterisierung durch Spiele mit Zeugen)
Sei B eine abzihlbare Bedingungsmenge auf X (das heiffe: X und B abzihlbar)
und sei A C X* mit A =p(C) fir eine Menge C C X¥ x X¥“. Dann gilt:
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5 Verallgemeinerte Kategorie

(i) Spieler I hat eine Gewinnstrategie in Gf(C) = A enthdlt eine nicht-leere
B-perfekte Teilmenge B.

(i1) Spieler II hat eine Gewinnstrategie in Gf(C) = A ist B-mager.

5.5 Resiimee

Die eingangs unter 1.3 gestellte Frage nach einer Vereinheitlichung der Baire- und
der o-Kategorie ist in Kapitel 5 durch ein verallgemeinertes Kategorien-Konzept

fiir den Baireraum beantwortet worden:

Dazu wurden in den Kapiteln 3 und 4 die Baire- und die o-Kategorie vorgestellt
und spieltheoretisch charakterisiert. In Kapitel 5 konnte dann auf Basis dieser
Charakterisierungen ein verallgemeinertes spieltheoretisches Kategorienkonzept
definiert werden, das Baire- und o-Kategorie vereinheitlicht und zudem noch
weitere Spezialfille beinhaltet [ die Beispiele in den Kapiteln 5.2 und 5.3].
Dabei verhalten sich die Begriffe des verallgemeinerten Konzeptes zu denen der

Baire- und der o-Kategorie wie in folgender Tabelle dargestellt:

Verallg. Kategorie Baire-Kategorie o-Kategorie
B-nirgends-dicht abg. + nirg. dicht kompakt
5.2.6 (i) 5.2.7 (i)
B-mager mager o-beschrankt
5.2.6 (ii) 5.2.7 (i)
B-perfekt# @ enth. superperf. Teilm.# &
5.3.10

wobei die Begriffe der linken Spalte die spieltheoretischen Verallgemeinerungen

der entsprechenden Begriffe der mittleren und der rechten Spalte darstellen.

In Kapitel 5.4 wurde dann gezeigt, dafl die Theoreme in den Kapiteln 3.6 und 4.5,
die die Baire- bzw. die o-Kategorie spieltheoretisch charakterisieren, sich analog
auch fiir die verallgemeinerte Kategorie gewinnen lassen. Dariiber hinaus lassen
sich auch andere Resultate wie etwa diejenigen zur Definierbarkeit in Kapitel 4.5

auf die allgemeine Kategorie iibertragen == [Kec77].
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Konventionen

Im Allgemeinen werden (falls nicht ausdriicklich anders vermerkt) die folgenden

Konventionen befolgt:

Ableitungen: Bei lingeren logischen Ableitungen werden der Ubersicht halber
die Ausdriicke nicht immer mit ,=“ getrennt. Wenn es der Ubersichtlichkeit
dient, werden ahnliche Ausdriicke nicht immer wieder von neuem aufgefiihrt,

sondern nur diejenigen Teile, die sich verédndern - etwa:

dngewVn>ny (An)) dngewVn>ny (An))
..(B(n)) anstelle von =3 nge€wV n>ny(B(n))
(C(n)) =3 ng €wVn>ngy (Cn)).

Abschluss: = [nneres.
Absolutbetrag: Fiir eine reelle Zahl z sei |z| € R ihr Absolutbetrag:

x falls x > 0,
|z| =
—x falls x < 0.

Aufzihlungen: Bei Aufzéhlungen wird oft die verkiirzende Schreibweise
(x; > y)i>1 anstellevon Vi>1 (x; >vy)
verwendet.

Differenz: Sei X eine Menge und seien A, B C X. Dann bezeichnet A — B die
Differenz A ohne B, d.h. die Menge aller x € A mit x ¢ B. Das ist gleichbedeu-

tend mit

A—B:=AnNB".
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Konventionen

Disjunkte Vereinigung: Sei X eine Menge, fiir A, B C X, I eine beliebige In-
dexmenge und A; C X fiir alle ¢ € I. Fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, As, . ..
schreiben wir auch ;. A; statt (J;-, Ai.

Eigenschaft: FEine Teilmenge E C X einer Menge X nennen wir auch eine
Figenschaft von Elementen von X . Entsprechend heifit eine Teilmenge £ C P (X)

eine Eigenschaft von Teilmengen von X.

Elemente: m,n,i,j, k bezeichnen natiirliche Zahlen,
s,t,u, v, w bezeichnen endliche und f, g, h bezeichnen unendliche Sequenzen von

Elementen in w oder in einer vorgegebenen Menge X.

Erzeugte o-Algebra: Fiir ein System £ von Teilmengen einer nicht-leeren
Menge 2 sei o(E) die kleinste o-Algebra, die E enthélt, d.h.:

ECA
A o-Alg.

o(E) heifit die von E erzeugte o-Algebra.

Euklidischer Raum: Das Tupel (R™,d") mit

dn(xvy) = \/(1’1 - y1)2 Tt (xn - yn)2

fir x = (x1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € R ist ein metrischer Raum — genannt

n-dimensionaler BEuklidischer Raum.

Gs- und F,-Mengen: Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes bezeichnet
man als G- bzw. F,-Menge, falls A Durchschnitt abzéahlbar vieler offener Mengen

bzw. Vereinigung abzéhlbar vieler abgeschlossener Mengen ist:

A= () 0; mit O; offen < A ist Gy,
<w
A= U A; mit A; abg. <: Aist F,.

<w

Infimum: = Supremum.
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Konventionen

Inneres, Abschluss: Fiir einen Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, X)
bezeichnet A° das Innere von A, d.h. die maximale offene Teilmenge von A:

A° = U U.

UcA
U offen

Mit A bezeichnet man den Abschlufl von A, d.h. die minimale abgeschlossene
Obermenge von A:

A= ﬂ B.

BDA
B abgeschl.

Kardinalitat: Die Kardinalitit einer Menge X werde mit | X| bezeichnet. Fiir
zwei Mengen X, Y gilt

| X| = Y] &< Es gibt eine Bijektion zwischen X und Y,
| X| < |Y] < Es gibt eine Injektion von X nach Y,

| X| > Y] <> Es gibt eine Surjektion von X nach Y,
XI=Vl e IXISIVIAX Y,

Xl < [PX)].

Cantor

(= etwa [Jec03, 3])

Komplement: Sei X eine Menge und A C X. Dann bezeichnet A¢ das Kom-
plement von A in X, d.h. die Menge aller z € X mit = &€ A.

Leere Menge: Die leere Menge werde mit & bezeichnet.
Maf}: = Mafsraum.

Mafliraum: Ein Tripel (€2, A, i) bestehend aus einer nicht-leeren Menge €2, einer
o-Algebra A auf Q, d.h.:

1) QeA,
2) Ac A= A€ A,

3) A, Ag,...€ A= U Ai€ A
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Konventionen

und einem Maff p: A——=1[0,00] auf (2, A), d.h.:

2) Ay, Ay, ... € A paarweise disjunkt = p(3 5, Ai) = D001 u(As).

heifit ein Mafraum. Dabei heiflen Ay, As, ... € A paarweise disjunkt, falls A; N
A; = @ fiir alle ¢ # j gilt. (= etwa [Als98, 1-2])

Mengen und Raume: M, N, X, Y bezeichnen Mengen,

X“ bezeichnet fiir eine Menge X die Menge aller Folgen in X,

X< die Menge aller endlichen Sequenzen in X und

X die Menge aller nicht-leeren endlichen Sequenzen in X

Q) steht in mafBtheoretischen Beispielen fiir eine nicht-leere Menge mit der zusétz-
lichen Struktur eines Ringes oder einer o-Algebra,

w bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen — dabei wird die Schreibweise
n<w analogzu neN

verwendet,

Q und R bezeichnen die Mengen der rationalen bzw. der reellen Zahlen.

(Mengen-)System, Familie: Eine Teilmenge Y C P (X) heiit auch ein System
von Teilmengen von X oder (falls klar ist, in welcher Menge X sich die Mengen
befinden) einfach ein (Mengen-)System. Ist Y = {A; | i € I} ein indiziertes
Teilmengensystem, so schreibt man stattdessen auch (A;);e; und nennt es eine
Familie von Teilmengen von X. Ist I abzdhlbar, nennt man die Familie auch eine

Folge von Teilmengen von X.

Potenzmenge: Sei X eine Menge. Dann bezeichnet P (X)) ihre Potenzmenge,

d.h. die Menge aller Teilmengen von X.

Produktmenge: Seien X und Y Mengen. Dann bezeichnet X x Y die Pro-
duktmenge oder das Produkt von X und Y, d.h. die Menge aller Paare (x,y) mit
reXundyey.

Ring: Ein System von Teilmengen R C X einer nicht-leeren Menge €2 heif3t Ring
auf Q, falls gilt:
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Konventionen
1) @€R,
2) ABeR=A-BeR,
3) ABeR=AUBER.
(= ctwa [Als98, 3.1])
o-Algebra: = Mafsraum.

Supremum, Infimum: Sei A C R. Eine reelle Zahl z heiflt Supremum von A,

falls z kleinste obere Schranke von A ist:

z ist obere Schranke von A (d.h.:Vz € A (z < z)) und

falls 2’ obere Schranke von A ist, so ist z < 2.
Analog ist das Infimum von A definiert als die grofite untere Schranke von A.

Symmetrische Differenz: Sei X eine Menge und seien A, B C X. Dann be-
zeichnet AAB die symmetrische Differenz von A und B, d.h. die Menge aller
xr € AU B mit x ¢ AN B. Das ist gleichbedeutend mit

AAB = (A— B)U (B — A).

Quantoren: In Formeln mit Quantoren schreibt man auch:

V'n>mng (A(n)) anstellevon Vn<w (n>ng= An)),

dn >ng (A(n)) anstellevon I n <w (n>ny= An)).

149



Konventionen

Abkiirzungen: Gelegentlich werden folgende Abkiirzungen verwendet:

abg. =,,abgeschlossen(e)“
abzb. =,,abzéhlbar(e)“
Bsp. =,,Beispiel

bzw. =, beziehungsweise*
Def. =,,Definition*

d.h. =,,das heif3t“

endl. =,,endlich*

gesp. =, gespielt”

hinr. Krit. =, hinreichendes Kriterium*

ia. =,im allgemeinen*
insb. =,,insbesondere®
nirg. =, nirgends®

notw. Krit.= notwendiges Kriterium®“

off. =, offen(e)“

S. =, Seite(n)“
Teilm. =, Teilmenge“
Umgeb. =, Umgebung*
vgl. =,,vergleiche“
z.B. =,,zum Beispiel“
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