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Einleitung

Seitdem K. Godel mit seinem beriihmten 2. Unvollstdndigkeitssatz bewies,
daBl sich das Hilbertsche Programm, welches eine Begriindung der Wider-
spruchsfreiheit der Mathematik mit finiten Mitteln forderte und damit den
Grundstein fiir die Entstehung der Beweistheorie als eigensténdige Teildis-
ziplin der mathematischen Logik gelegt hat, nicht durchfiihren 148t, hat es
viele Bemiihungen gegeben, sich dieser Zielsetzung durch verschiedentliche
Modifikationen von Hilberts urspriinglichem Programm jedenfalls zu néhern.

Eine richtungsweisende Arbeit unternahm dabei G. Gentzen, der die Wi-
derspruchsfreiheit der klassischen Zahlentheorie 1.Stufe mit finiten Metho-
den auf das Prinzip der transfiniten Induktion bis ¢y zuriickfithrte (siehe
[8] und [9]). Gentzen verwendete dabei die Technik der Schnittelimination,
welche zu einer zentralen Methode in der Beweistheorie wurde.

Ein alternativer Ansatz, das Problem der Widerspruchsfreiheit der Zah-
lentheorie auf moglichst einfache Prinzipien zuriickzufiihren, stammt von
Godel selbst (siehe [10]). In dieser Arbeit fithrt Godel die Widerspruchsfrei-
heit der intuitionistischen Zahlentheorie HA mit Hilfe einer Funktionalin-
terpretation auf die Widerspruchsfreiheit einer quantorenfreien intuitionisti-
schen Theorie T' zuriick, deren Objekte jedoch nicht ausschliellich natiirliche
Zahlen, sondern allgemeiner Objekte endlichen Typs iiber den natiirlichen
Zahlen sind. Die Menge der endlichen Typen iiber IN erhédlt man induktiv
aus dem Basistyp IN, indem man unter der Bildung der Menge aller Funktio-
nen von o nach 7 zu gegebenen endlichen Typen ¢ und 7 abschliefit. Auch
die Funktionalinterpretation wurde somit als eine leistungsstarke Technik in
der Beweistheorie etabliert.

Die Widerspruchsfreiheit von T', die Godel evident erschien, 148t sich nun
ihrerseits auf die Berechenbarkeit der Funktionale (d.h. der geschlossenen
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Terme) von T reduzieren. In der Literatur finden sich zahlreiche Beweise fiir
diese sogenannte Normalisierbarkeit der Funktionale von 7. Darstellungen
der Entwicklung auf diesem Gebiet sind beispielsweise in [22], [23] und [25]
enthalten.

In den Arbeiten zum Thema der Normalisierbarkeit der Funktionale von
T werden die verschiedenen Varianten von 7' selbst zum Gegenstand mathe-
matischer Untersuchungen. Eines der wesentlichen Resultate ist dabei die
Zuriickfithrung der Berechenbarkeit der Funktionale von 7' auf die transfi-
nite Induktion bis €g. W.A.Howard erzielt dieses Resultat in [12] fiir eine
Variante T* von T als Erweiterung des getypten A-Kalkiils durch eine Zuord-
nung von Ordinalzahlen unterhalb von €y an die Terme von 7% derart, daf
der Reduktion von Termen ein Abstieg in den zugeordneten Ordinalzahlen
entspricht. Dabei legt Howard jedoch eine hinsichtlich Rekursor-Reduktionen
und Anwendungen der £-Regel eingeschrankte Reduktionsrelation zugrunde.
Geht man dann von der Giiltigkeit des Prinzips der transfiniten Induktion
bis gy aus, so folgt die Berechenbarkeit der Funktionale von T daraus, da8
es keine unendlich absteigenden Ketten von Ordinalzahlen unterhalb von ¢
gibt. Um eine Behandlung der uneingeschrinkten &-Regel zu erméglichen,
fithrt Howard eine modifizierte Zuordnung von Ordinalzahlen an die Ter-
me aus T? ein, die jedoch nicht mehr eindeutig ist. Die Einschrinkung der
Rekursor-Reduktionen auf Ziffern als Rekursionsargumente bleibt dabei be-
stehen.

K. Schiitte verwendet den Howardschen Ansatz in [17] fiir die Variante
TC von T als Erweiterung der kombinatorischen Logik. Da in T keine
A-Abstraktionen und mithin auch keine S-Kontraktionen auftreten, benotigt
Schiitte nur einen Teil der Howardschen Ideen, um ein dem Howardschen
Resultat fiir 7* analoges Resultat fiir 7" zu erhalten.

Die konstruktive Natur des Howardschen beziehungsweise Schiitteschen
Ansatzes ermoglichte es A. Weiermann, vor dem Hintergrund vorangehender
Arbeiten in der Beweistheorie ! eine Kollabierungstechnik zu entwickeln, die
eine Verbesserung des Originalansatzes in Form einer Zuordnung natiirlicher
Zahlen an die Terme von T zulidt (sieche dazu [25, 26]). Diese Verbesse-
rung hat die weitreichende Konsequenz, dafl man nun eine Abschéitzung der
Liangen der Reduktionsketten von T'“" erhilt. Durch eine Modifikation der

1Siehe dazu den auf W.Pohlers zuriickgehenden Ansatz der lokalen Pradikativitit in
[16, 24, 27] sowie den Zugang zur Theorie der subrekursiven Hierarchien nach W. Buchholz,
E. A. Cichon und A. Weiermann in [5].



Vorgehensweise in [25], welche die Kollabierung bereits wihrend des Zuord-
nungsprozesses zur Anwendung kommen lafit, erzielt Weiermann in [26] eine
scharfe Abschitzung der Berechnungskomplexitét nicht nur des Systems 7'¢F
sondern auch seiner Teilsysteme T.°L. Dabei gehe allgemein T, aus T durch
Beschrankung der Rekursoren auf einen maximalen Typgrad n + 2 hervor.
Das mathematische Interesse an den Systemen T, liegt darin begriindet, dafl
sich nach Parsons (siehe [14]) die Fragmente I3, ;; gerade in den Systemen
T,, funktionalinterpretieren lassen.

In dieser Arbeit werden nun der Howardsche Originalansatz und die Wei-
ermannsche Kollabierungstechnik verwendet, um eine (nicht-eindeutige) Zu-
ordnung natiirlicher Zahlen an die Terme von T? zu konstruieren, die ei-
ne Abschitzung der Langen von Reduktionsketten beziiglich einer unein-
geschrinkten Reduktionsrelation > zuldfit. Dabei geht > aus der bekann-
ten Reduktionsrelation fiir den getypten A-Kalkiil mit 3-Kontraktion und
¢-Regel durch Erweiterung um allgemeine Kontraktionen fiir Fallunterschei-
dungsfunktionale und Rekursoren hervor. Dieselbe Zuordnung lafit auch eine
Behandlung der Teilsysteme 7)) von T* zu.

Die Konstruktion einer Zuordnung mit den genannten Eigenschaften war
ein seit dem Erscheinen der Howardschen Arbeit offenes Problem. Verglichen
mit der Konstruktion einer solchen Zuordnung fiir 7 bestand die Schwie-
rigkeit im Falle des Systems 77 in der Notwendigkeit, ein Variablenkonzept
einzufithren und die simultane Behandlung von -Kontraktionen, der £-Regel
und Rekursor-Reduktionen mit uneingeschrinkten Rekursionsargumenten zu
ermoglichen.

Es hat sich herausgestellt, dal die dabei erhaltenen oberen Schranken
fiir Reduktionen in 7™ bzw. T sogar scharf sind. Als Korollar liefert dies,
daB die in 7% definierbaren Funktionen < gq-rekursiv und die in 7, definier-
baren Funktionen < w, o-rekursiv sind. Auflerdem folgt, daB die Berech-
nungslingenfunktionen von T bzw. T gerade g¢- bzw. w,, o-rekursiv sind.

Nun sind aber die <w,,o-rekursiven Funktionen I3, ,-beweisbar rekur-
siv, was zum Beispiel in der Diplomarbeit von W. Burr [6] gezeigt wird, und
mit der von Parsons bewiesenen Funktionalinterpretierbarkeit von 73,1 in
T,, folgt, daf die 13, ,1-beweisbar rekursiven Funktionen sdmtlich in 7, de-
finierbar sind. Damit erkennen wir, dafl die T),-definierbaren Funktionen
genau die <wyo-rekursiven und diese wiederum genau die /%, ;-beweisbar
rekursiven Funktionen sind. Wir erkennen ferner, dafl die T-definierbaren
Funktionen genau die < gp-rekursiven und diese genau die P A-beweisbar
rekursiven Funktionen sind.
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Ein weiterer allgemeiner Gesichtspunkt der in dieser Arbeit erzielten Er-
gebnisse liegt darin, dal man 7 als hoherstufiges Termersetzungssystem auf-
fassen kann. Damit liefert die vorliegende Arbeit einen Beitrag zu dem An-
satz, subrekursive Komplexitétsklassen mit Hilfe von Abschitzungen der Be-
rechnungskomplexitéiten korrespondierender Termersetzungssysteme zu ana-
lysieren. Ist in diesem Zusammenhang eine subrekursive Komplexitétsklasse
KC durch einen Gleichungskalkiil gegeben, so 148t sich /C in vielen Féllen durch
ein Termersetzungssystem 7Tx charakterisieren, welches die Funktionen aus
IC berechnet. Eine Abschitzung der Berechnungskomplexitéit von T gibt
dann Aufschluf} iiber die Komplexitiat von K.

Zu den Arbeiten, welche die Leistungsstiarke dieses Ansatzes demonstrie-
ren, gehoren eine Arbeit von E. A. Cichon und A. Weiermann (siehe [4]), in
welcher der Ansatz anhand des Beispiels der primitiv rekursiven Funktionen
begriindet wird, eine Arbeit von A.Beckmann und A. Weiermann (siehe [2]),
in der die Polytime-Funktionen und verwandte Komplexitédtsklassen unter-
sucht werden, sowie die Diplomarbeit von M. Méllerfeld [13], in der verschie-
dene Prinzipien der Rekursion entlang fundierten Relationen und Hauptfol-
gen untersucht werden.

Die Weiermannsche Verfeinerung des bereits beschriebenen Ansatzes von
Howard und Schiitte fiir T in [25, 26] ist ein weiteres wichtiges Beispiel
fiir die Fruchtbarkeit dieses Zugangs zur Komplexitidtsabschatzung. Eine
Anwendung dieser Techniken auf die elementar-rekursiven Funktionen findet
sich in einem Papier von Beckmann und Weiermann (siehe [3]).

Gegenstand moglicher zukiinftiger Arbeiten sind Anwendungen auf Er-
weiterungen von 7" um Rekursion entlang (primitiv rekursiver) fundierter
Relationen sowie die Erweiterung von 7" um Bar-Rekursion vom Typ 0 (sie-
he dazu [26], Abschnitt 2.4, und [12], S. 444).

Wir geben nun eine Ubersicht iiber die einzelnen Kapitel der vorliegenden
Diplomarbeit:

In Kapitel 1 werden zunéchst das Konzept der endlichen Typen, der gety-
pte A-Kalkiil sowie 7% und seine Fragmente T eingefiihrt. Es wird ein kurzer
Uberblick iiber die wichtigsten Eigenschaften dieser Theorien gegeben, wobei
auch auf die in der Arbeit bewiesenen Resultate eingegangen wird.

In Kapitel 2 wird die Berechnungskomplexitidt des getypten A-Kalkiils
mit Hilfe des Howardschen Ansatzes abgeschéitzt. Dazu wird eine nicht-
eindeutige Zuordnung |[-]o von natiirlichen Zahlen an die Terme des getypten
A-Kalkiils konstruiert mit der Eigenschaft, dafl man zu A-Termen a und b
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mit a >* b und einem a zugeordneten Wert [a]y effektiv einen b zugeordneten
Wert [b]o findet mit [a]o > [b]o. Damit liefert [a]y eine obere Schranke fiir die
Lange jeder Reduktionskette ausgehend von a. Eine Analyse der Zuordnung
[-]o ergibt, daB die so erhaltenen oberen Schranken der Reduktionsketten von
A-Termen die besten bisher bekannten sind.

In Kapitel 3 wird die bereits erwéhnte Zuordnung natiirlicher Zahlen an
die Terme von T* konstruiert. Damit stellt Kapitel 3 den Hauptteil der
Arbeit dar. Wir erortern im folgenden kurz die technischen Schwierigkeiten,
welche bei der Behandlung von T zu iiberwinden waren. Dabei nehmen wir
Bezug auf den Originalbeweis von Howard in [12].

Wir ordnen den Termen aus T” zuniichst Ordinalvektoren zu, die #hn-
lich wie bei Howard aufgebaut sind und aus deren nullten Komponenten
wir schliellich die gewiinschte Zuordnung natiirlicher Zahlen erhalten. Den
Variablen aus T werden dabei Variablen-Vektoren zugeordnet. Fiir die Be-
handlung der Applikation verwenden wir Howards O-Operator in der verfei-
nerten Version von Weiermann in [26]. Um A-Abstraktionen behandeln zu
konnen, verwenden wir eine Verfeinerung von Howards genialem J-Operator.
Dieser Operator ist das Hauptwerkzeug zur Behandlung von [-Kontrak-
tionen. Da der ¢-Operator nicht monoton ist (siehe dazu die Einleitung
von Abschnitt 2.2), verwenden wir Howards Idee einer nicht-eindeutigen
Zuordnung zur Behandlung der &-Regel, welche alle moglichen Reduktions-
geschichten der Terme aus T* beriicksichtigt. Um letzten Endes eine Zu-
ordnung natiirlicher Zahlen zu erhalten und Rekursor-Reduktionen in voller
Allgemeinheit behandeln zu kénnen, wenden wir die Kollabierungsfunktion
Y : g9 — w aus [26] an. Bei der Behandlung beliebiger Rekursionsargumen-
te t vom Typ 0 in Rekursor-Reduktionen treten jedoch erhebliche Probleme
auf, falls ¢ freie Variablen enthélt (auch wenn diese in einem iibergeordne-
ten Kontext abgebunden werden). Dies liegt daran, dafl sich der Ansatz zur
Behandlung von Rekursor-Reduktionen in [26] nicht mit dem Howardschen
Konzept der Klasse C vertréigt, welche als Definitionsbereich des §-Operators
angesehen werden kann. Die Bedingungen, unter denen ein Ordinalvektor
A zu C gehort, beziehen sich im wesentlichen auf die Auftreten von Varia-
blen in A. Daher haben C-Vektoren eine gemeinsame Struktur. Die in [26]
den Termen einer Gestalt R,t° zugeordneten Vektoren haben diese Struk-
tureigenschaften im allgemeinen jedoch nicht. Um diesen Konflikt zu um-
gehen, fithren wir eine verfeinerte Version der Klasse C ein, welche zwei
Sorten von Variablen zur Verfiigung stellt. Beiden Variablensorten ist ge-
mein, dafl sie als Platzhalter fiir Substitutionen dienen. Die Bedingungen an
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C-Vektoren werden jedoch nur beziiglich einer der beiden Variablensorten ge-
stellt, so dal nur die Variablen dieser Sorte Markierungen fiir den durch den
0-Operator realisierten Umbauproze3 darstellen. Nach dieser Vorbereitung
konstruieren wir die nicht-eindeutige Zuordnung |-] in zwei Schritten, indem
wir zunéchst eine eindeutige Zuordnung [-] definieren, die eine Behandlung
der B-Kontraktion erlaubt, jedoch nur eingeschréinkte Versionen der £-Regel
und der Rekursor-Reduktion zuldfit, &hnlich wie dies in [12], Abschnitt 3, der
Fall ist. Im zweiten Schritt verwenden wir dann Howards Idee einer nicht-
eindeutigen Zuordnung, wobei wir jedoch im Falle von Abstraktionstermen,
die an Ausgangspunkten moglicher Reduktionsgeschichten eines Terms auf-
treten, auf die Zuordnung [-] zuriickgreifen. Dieses subtile Vorgehen wird
in der Einleitung zu Abschnitt 3.2 ndher erldutert. Wir erhalten schliellich
die nicht-eindeutige Zuordnung [-], welche die starken Eigenschaften der von
Howard konstruierten nicht-eindeutigen Zuordnung und diejenigen der von
Weiermann konstruierten Zuordnung fiir T auf sich vereint.
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Kapitel 1

Der getypte A-Kalkiil und
Godels T

In diesem Kapitel beschreiben wir den getypten A-Kalkiil sowie dessen Er-
weiterung zu einer Variante von Godels T.

1.1 Endliche Typen

Definition 1 (Endliche Typen)
Wir definieren die Menge TP der endlichen Typen induktiv durch folgende
Klauseln:

o 0 ist ein endlicher Typ, der Grundtyp.

o Mit o und 7 ist auch (o7) ein endlicher Typ.

Kleine griechische Buchstaben p,o,7,... dienen als Metavariablen, die
iiber die Menge der endlichen Typen laufen. Fiir Typen einer Gestalt (p(oT))
schreiben wir vereinfachend po7. Dabei gehen wir stets von Rechtsklamme-
rung bei Typausdriicken aus.

Bemerkung. Im Rahmen dieser Arbeit stellen wir uns unter dem Typ 0 die
Menge IN der natiirlichen Zahlen vor. Der Typ (o7) besteht aus sdmtlichen
mengentheoretischen Funktionen, welche die Menge der Objekte des Typs
o in die Menge der Objekte des Typs 7 abbildet. In der Literatur wird
diese Interpretation der endlichen Typen als die volle Typenstruktur iiber IN
bezeichnet.
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Definition 2 (Typgrade)
Als Map fir die Komplezitit eines Typs definieren wir dessen Grad wie folgt
rekursiv:

e g0:=0.
o g(o7) :=max{go +1,97}.

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daf} jeder Typ 7 eine Gestalt 7 ... 7,0
mit n € IN hat und sein Typgrad gerade max{0,gm + 1,..., 97, + 1} ist.

1.2 Getypter A-Kalkiil

Definition 3 (Variablen und A-Terme)
Wir definieren eine Menge V von getypten Variablen durch

V:={v]|oceTP&iecN}.

Die Menge A der Terme des getypten \-Kalkiils ist induktiv durch folgende
Klauseln iber dem Alphabet V U{X, ., (, )} definiert:

o Variablen v, vy, ... sind Terme des Typs o fiir jeden Typ o € TP.

o Mit Termen a vom Typ ot und b vom Typ o ist ab ein Term vom Typ
T.

o [st x Variable vom Typ p und b Term vom Typ o, so ist Ax.b ein Term
vom Typ po.

Die Menge A ist somit der Abschluf$ der Menge der Variablen unter \-
Abstraktion und typkorrekter Applikation.

Die Metavariablen x,y, z laufen iiber die Menge der Variablen, die Me-
tavariablen a, b, c, ... laufen iiber die Menge der Terme. Wir verwenden die
Schreibweise a” als Abkiirzung fiir die Mitteilung, dal a ein Term vom Typ
7 ist. Die Mengen F'V(a) und BV (a) der freien und gebundenen Variablen
eines Terms a sind wie iiblich definiert.

a-Kongruenz: Wir argumentieren stets modulo =, d. h. wir identifizieren
Terme Az%a” und \y°.(a™{z := y°}), falls y* & FV(a").

Eine Gleichung a® = b” nennen wir eine Gleichung des Typs o.
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Definition 4 (Formeln des getypten A-Kalkiils)
Die Gleichungen endlicher Typen bilden die Gesamtheit aller Formeln des
getypten \-Kalkiils.

Definition 5 (Axiome und Schlufiregeln des getypten A-Kalkiils)
Die Theorie A des getypten \-Kalkiils ist durch die nachstehenden Aziomen-
und Regelschemata gegeben.

o Reflervitit: a” = a°.

Symmetrie: a® = b = b = a°.

Transitivitit: a° =b° & b° =c° = a% = °.

Applikation: a°” =b°" = a°"c” = b7"¢” und a® = b" = c""a’ = 7.
e (-Konversion: (Az%.a”)b” = a™{z := b}, falls BV (Az.a) N FV (b) = 0.
o {-Regel: a™ =b" = \x%.a” = \z°.0".

Wir kénnen die Gleichheitsrelation in einfacher Weise als den reflexiven,
symmetrischen und transitiven Abschluf} einer Reduktionsrelation &> darstel-
len und den Kalkiil A in diesem Sinne als Termersetzungssystem auffassen.

Definition 6 (> auf A)
Wir definieren die Relation > auf A rekursiv nach dem Termaufbau:

(B8) (Az%a™)b° > a"{x := b}, falls BV (Azx.a) N FV(b) = ().
(&)  a">b = Az’ > Azob.

(App,) a7 > b7 = a7 > b7,

(App)) b7 > c¢” = a’ b > a” .

Bemerkung. Der getypte A-Kalkiil hat die folgenden wichtigen Eigen-
schaften:

e Church-Rosser-Figenschaft: Seien a?, b”, ¢ € A gegeben, so dafl a” in
endlich vielen Schritten sowohl zu 6% als auch zu ¢ reduziert. Dann
existiert ein Term d° € A mit

¥r>..>dundc’>...>d°.
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o Starke Normalisation: Es gibt keine unendlichen >-Reduktionsketten
von getypten A-Termen.

e Findeutigkeit der Normalformen: Aus Church-Rosser-Eigenschaft und
starker Normalisation folgt, dal jeder Term aus A in endlich vielen
Schritten zu einer (modulo =,) eindeutig bestimmten Normalform re-
duziert, wobei eine beliebige Reduktionsstrategie gewéhlt werden kann.

o Definierbare Funktionen: Unter Verwendung der Church-Numerale las-
sen sich in A genau die Polynome und die Funktionen, welche durch
Fallunterscheidung aus Polynomen definiert sind, definieren. Dieses
Ergebnis geht auf Schwichtenberg [18] zuriick.

Eine breite Darstellung des getypten A-Kalkiils findet sich im Lehrbuch von
Hindley und Seldin [11], Kapitel 13. Dort sind auch Beweise fiir die Church-
Rosser-Eigenschaft und die starke Normalisation enthalten. Weitere Darstel-
lungen des getypten A-Kalkiils werden in den Lehrbiichern von Barendregt
[1] und von Troelstra und Schwichtenberg [23] gegeben.

Die starke Normalisation folgt auch aus Korollar 1 zu Satz 1 in Abschnitt
2.3 dieser Arbeit, wo wir sogar eine Abschétzung der Reduktionsketten in
A vornehmen, siehe dazu Korollar 2 zu Satz 1. Die Methode unseres Vor-
gehens wurde jedoch schon von Howard in [12] entwickelt. Eine alternative
Abschétzung der Reduktionsketten in A stammt von Schwichtenberg [20].

Eine untere Schranke fiir die Berechnungskomplexitéit von A gibt Schwich-
tenberg in [19].

1.3 Godels T

In diesem Abschnitt definieren wir eine Variante von Goédels T fiir primitiv
rekursive Funktionale endlicher Typen als Erweiterung der Theorie A. T ist
eine quantorenfreie Theorie, auf deren Widerspruchsfreiheit sich die Wider-
spruchsfreiheit der intuitionistischen Zahlentheorie H A mittels einer Funk-
tionalinterpretation zuriickfithren 148t. Dieses Ergebnis stammt von Godel,
siehe [10]. *

IFiir die Zwecke der Funktionalinterpretation ist es dabei hinreichend, T" auf der Grund-
lage der getypten kombinatorischen Logik zu definieren. In diesem Falle ist die Gleich-
heitsrelation weniger kompliziert als im Falle einer Zugrundelegung des getypten A-Kalkiils,
siehe dazu die Ausfithrungen vor der Definition von > auf 7.



1.3. GODELS T 5

Ferner fithrt Shoenfield in [21] einen Widerspruchsfreiheitsbeweis der klas-
sischen Zahlentheorie PA durch Funktionalinterpretation in der vollen Ty-
penstruktur IN“ {iber IN.

Definition 7 (Terme in Godels T)

Die Menge T der Terme von Gédels T erhalten wir, indem wir A um folgende
Grundfunktionale erweitern und erneut unter A-Abstraktion und typkorrekter
Anwendung abschlieffen:

e Das Nullfunktional 0 vom Typ 0.
e Das Nachfolgerfunktional S vom Typ 1 := 00.
o Fallunterscheidungsfunktionale D, vom Typ OrTT fiir jeden Typ T.

e Rekursoren R, vom Typ 0(0pp)pp fir jeden Typ p.

Bemerkung. Wir haben die Fallunterscheidungsfunktionale explizit als
Terme von 7' definiert, da sie in vollem Umfang fiir die Funktionalinterpreta-
tion der Theorien I3, in Teilsystemen 7, von T' verwendet werden, siehe
dazu [14]. Dabei geht das Teilsystem 7, aus 7' durch Beschriankung auf
Rekursoren eines Typgrades < n + 2 hervor.

Definition 8 (Formeln von T)

Primformeln von T sind die Gleichungen eines jeden Typs. Formeln sind die
aussagenlogischen Ausdriicke, welche sich aus den Primformeln zusammen-
setzen lassen.

Definition 9 (Axiome und Schlufiregeln von T)
Der Theorie T liegen die folgenden Axiome und SchlufSregeln zugrunde:

e Die Axiomen- und Regelschemata der Theorie X fiir die Terme aus
T, vermehrt um die definierenden Aziome fir Fallunterscheidung und
Rekursion:

e D,0a™b” =a’.
e D.(St%)a™d" = b".
. RpOaO"pb" = b°.

e R, (St0)a%rbr = a%rO(R 10a00bP).
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o Intuitionistische Aussagenlogik.
o Substitutionsregel: A — a® = b7, F[a’] = A — F[b7].
e Induktionsregel: F|0], F[z°] — F[Sz°] = F|[t°].

Wir kommen nun zur Definition der Reduktionsrelation > auf 7. Der
Definition ist unmittelbar anzusehen, daf fiir je zwei Terme a und b” aus T
mit a? > 07 gilt: 0 =7 und T'+ a = b. Die Umkehrung davon gilt jedoch im
allgemeinen nicht einmal fiir Gleichungen von Funktionalen: Als Gegenbei-
spiel betrachte man die Terme A\z°y°. z + y und \2%°.y + z, wobei + mit
Hilfe des Nachfolgerfunktionals und des Rekursors definiert sei. Unter Ver-
wendung von Induktions- und £-Regel beweist T die Gleichheit dieser beiden
Terme in Normalform, obwohl sie verschieden sind. In der Variante 77" von
T als Erweiterung der getypten kombinatorischen Logik folgt immerhin fiir
Funktionale a” und b° mit 7¢% - a = b, daf @ und b dieselben Normalformen
haben (siehe dazu beispielsweise Korollar 4 in [7]). An dieser Stelle manife-
stiert sich mithin ein Seiteneffekt der £-Regel, die in der kombinatorischen
Logik nicht gegeben ist. In [22], S. 62, wird sogar gezeigt, daf fiir diese Vari-
ante von 7' im Gegensatz zur Variante T¢L die Gleichheitsrelation zwischen
Funktionalen nicht entscheidbar ist.

Da es jedoch in dieser Arbeit um eine Einordnung der in 7" bzw. T,, defi-
nierbaren Funktionen sowie um die Berechnungskomplexitéit mdoglichst kom-
plizierter Reduktionsrelationen geht, haben wir die ¢&-Regel mit in unsere
Betrachtungen einbezogen: Fiir die Menge der definierbaren Funktionen ist
dies irrelevant, da die erzielten oberen Schranken fiir Reduktionsketten auch
bei Einbeziehung der ¢-Regel noch optimal bleiben.

Definition 10 (> auf 7)
> sei die kleinste Relation auf T mit folgenden Eigenschaften:
(Dy) D,0a7b™ > a".
(Ds) D,(St%a™v" > b7.
(Ro)  R,0a%7br 1> 7.
(Rs)  R,(St%)a?br 1> a%PtO(R ,t%a%Pbr).
B)  (Ax%a™)b° > a™{x := b}, falls BV (A\x.a) N FV(b) = 0.
§)  a">b = Ax%a” > \xob.
(App,) a7 > b7 = a7 > b,
(App)) b7 > ¢ = a7 > a” .

—_—
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Bemerkung. Wir geben einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Ei-
genschaften von 7' beziiglich der Reduktionsrelation >:

Es gilt die Church-Rosser-Figenschaft. Der Beweis in [11] fiir den ein-
fachen A\-Kalkiil 148t sich leicht zu einem Beweis fiir T' erweitern.

Starke Normalisation: Es gibt keine unendlichen >-Reduktionsketten
von Termen aus 7T, siehe dazu Korollar 3 zu Satz 2 in Abschnitt 3.3
dieser Arbeit.

Findeutigkeit der Normalformen: Aus Church-Rosser-Eigenschaft und
starker Normalisation folgt, dafl jeder Term aus 7 in endlich vielen
Schritten zu einer (modulo =,) eindeutig bestimmten Normalform re-
duziert, wobei eine beliebige Reduktionsstrategie gewdhlt werden kann.

Normalformen geschlossener Terme vom Typ 0: Jedes Funktional vom
Typ 0 reduziert zu einer eindeutig bestimmten Ziffer.

Definierbare Funktionen: In T sind genau die < gp-rekursiven Funk-
tionen definierbar. Die in 7,, definierbaren Funktionen sind genau die
<wpo-rekursiven. Siehe dazu Korollar 4 zu Satz 2 in Abschnitt 3.3.2
sowie die SchluBbemerkung dieser Arbeit.
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Kapitel 2

Abschiatzung der
Reduktionsketten in A\

Der in diesem Kapitel vorgestellte Ansatz zur Abschitzung der Reduktions-
ketten in A geht auf Howard [12] zuriick. Howard betrachtet in [12] eine
beziiglich Rekursor-Reduktionen eingeschrinkte Variante von Goédels T in
A-Formulierung. Wir geben eine geringfiigig modifizierte Darstellung seines
Ansatzes eingeschrinkt auf die Behandlung des getypten A\-Kalkiils und ana-
lysieren die daraus resultierenden oberen Schranken fiir Reduktionsketten in
A. Wie sich herausstellen wird, erhalten wir die besten bisher bekannten
oberen Schranken fiir Berechnungsldngen in A.

Das von Howard verwendete Vektorenkonzept erweist sich als sehr vor-
teilhaft, da die einzelnen Vektorkomponenten als Bausteine fiir den Aufbau
neuer Terme dienen und somit im Endeffekt eine kleinschrittige Approxima-
tion oberer Schranken fiir Reduktionsketten in A ermoglichen. Die Vektoren
haben also gleichermaflen einen approximativen wie einen Buchhaltungscha-
rakter.

2.1 Zahlterme und -vektoren

Wir beschreiben hier den formalen Rahmen fiir die im néchsten Abschnitt
durchgefiihrte Zuordnung von Vektoren an Terme des getypten A-Kalkiils.
Da wir den Termen aus A in rekursiver Weise Vektoren zuordnen wollen,
benotigen wir neben geeigneten Variablenvektoren einen Operator O, , wel-
cher Vektoren A und B, die Termen a°” und b zugeordnet sind, zu einem

9
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Vektor A0, B zusammenbaut, mit dem wir einen dem Applikationsterm
a’"b? zugeordneten Vektor erhalten. Ferner benotigen wir einen Operator
0*°, der einen Vektor A, welcher einem Term a” zugeordnet ist, zu einem
Vektor 6*”A umbaut, der dann einen wesentlichen Bestandteil des dem Term
Az°.a” zugeordneten Vektoren bildet.

2.1.1 Die Mengen Z7 und C

Mit Z7T bezeichnen wir die Menge der Zahlterme, aus denen sich die zuge-
ordneten Vektoren zusammensetzen werden. Z7 enthdlt Variablen z¢ fiir
alle ¢ < go zu jeder Variablen z7 aus A.

Definition 11 (Z7)
Wir definieren eine Menge ZT wvon Zahltermen induktiv nach folgenden
Klauseln:

e 0,1cZT.
o x7 € ZT fiir jede Variable z° und i < go.
e a0, beZT =adb2°x0be ZT.

Interpretation. Geschlossene ZT-Terme interpretieren wir als natiirliche
Zahlen, indem wir @ durch die Addition und ® durch die Multiplikation
natiirlicher Zahlen interpretieren. Im Umgang mit Z7-Termen unterscheiden
wir jedoch ganz klar zwischen beispielsweise den Termen 2° ® 1 und 1.

Schreibweisen. Seien hg,...,hy,,... € ZT. Wir definieren induktiv die
folgende Schreibweise:

0 m+1 m
PBhri:=h wd Ehi=EPhi®hmn
=0 =0 =0

Zur Bildung des n-ten Vielfachen eines Terms h € Z7T fiihren wir folgende

Schreibweise ein:
0 falls n =20

— n—1
nehi= @ h sonst.
=0
Vereinbarungen. Wir bezeichnen die Menge aller Vektoren von Zahlter-
men mit Z7*, wobei wir Vektoren A = <A,...,A,> € ZT7T <Y mit ih-
ren trivialen Fortsetzungen <Ay,...,A,, 0,0, 0,...> € ZT" identifizieren.
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Dies geschieht jedoch lediglich aus Griinden der Bequemlichkeit, da wir in
der gesamten Arbeit mit Vektoren endlicher Lénge auskommen werden. Die
Menge X von Variablenvektoren ist definiert durch

X = {<ag,...,20,>| 7€V}
Die Vektoren <zg,...,z7,> bezeichnen wir auch mit X°.

Definition 12 (Vektoraddition)
Seien A, B € ZT%. Dann definieren wir den Vektor A ® B komponenten-

weise durch

Sei ferner T € TP. Wir definieren den Vektor A ®, B durch

_J Ao B falls 1 < g7
(A&, B): = { A, sonst.

Definition 13 (Substitution)
Seien h € ZT, X° € X und B € ZT*. Dann gehe

h{X?:= B}
aus h durch Ersetzen aller in h auftretenden Variablen x{ durch B; hervor.

Fiir ZT -Vektoren sei die Substitution komponentenweise definiert.

Fiir spatere Abschatzungen von Zahltermen fithren wir als néchstes einige
Hilfsbegriffe ein.

Definition 14 (lh, dp und Sub)
Wir definieren die Linge eines Z7T -Terms, die mazimale Hohe seiner 2er-
Exponentialtirme und die Menge seiner Subterme wie folgt rekursiv:

e Fulls h eine Variable oder eine der Konstanten 0 und 1 ist, so sei

h(h) =1,
dp(h) =0 und
Sub(h) := {h}.

o Gilt h=f & g, so definieren wir

Ih(h) :=1h(f)+1h(g),
dp(h) = max{dp(f),dp(g)} sowie
Sub(h) := {h} USub(f) U Sub(g).
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o Gilt schliefllich h = 2/ ® g, so setzen wir

Ih(h) :=2Ih(f)+1Ih(g) + 1,

dp(h) = max{1 + dp(f),dp(g)} und
Sub(h) := {h} U Sub(f) U Sub(g).

Nun kommen wir zur Definition der Menge C von Zahlvektoren, einer
Teilmenge von Z7 ™, deren Elemente wichtige strukturelle Eigenschaften hin-
sichtlich des Auftretens von Variablen z{ haben. Die Struktureigenschaften
der C-Vektoren werden uns spéter eine addquate Behandlung der Abstrak-
tion ermoglichen. Um diesen Gesichtspunkt niher zu erldutern, gehen wir
von folgender Situation aus: Gegeben ist ein Term a” € A mit zugeordnetem
Vektor A. Unsere Aufgabe ist es, dem Term Az?.a” einen Vektor zuzuordnen,
indem wir den Vektor A geeignet umbauen, so dafl wir spéter in der Lage
sind, die B-Kontraktion zu behandeln. Den Auftreten der Variablen x{ fiir
i < goin A, die ja die Auftreten der Variable 7 in a” widerspiegeln, kommt
dabei natiirlicherweise eine besondere Bedeutung zu, da sie wichtige Mar-
kierungen fiir den Umbaualgorithmus darstellen, welchen wir weiter unten
durch den Operator §*° realisieren werden.

Durch die Definition der Menge C beschrinken wir uns auf diejenigen
Vektoren aus Z7%, welche als Kandidaten fiir eine Zuordnung an die Terme
aus A in Betracht kommen und auf denen der Algorithmus § iiberhaupt
sinnvoll definiert werden kann. Die Definitionen der Menge C, des Operators
O und des Operators § spielen in der Realisierung von Howard’s genialer
Idee, die B-Kontraktion zu behandeln, die wesentliche Rolle.

Definition 15 (C — Mengen)
Wir definieren die Mengen C; € Z7T fiir i € IN wie folgt rekursiv:

e he€ ZT geschlossen = h € C;.
o 1 < go =2z (.
eabelC=adbel;.
e fcCi,9€eC=2®gecd,.
Die Menge C € ZT definieren wir durch

C = HC”‘

n<w
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Um auf die bereits erwéhnten strukturellen Eigenschaften der Vektoren
aus C explizit einzugehen, machen wir die folgende

Bemerkung. Es gelten die folgenden wichtigen Beziehungen, welche leicht
durch Induktion nach der Definition der C;~Mengen einzusehen sind:

e ( ist abgeschlossen unter Substitution durch Vektoren aus C.
e Gilt h € C;, so tritt in h keine Variable zf mit j < auf.

Wir wollen nun geeignete Vergleichsrelationen fiir Zahlterme aus Z7 an-
geben. Dazu fiithren wir zundchst den Begriff der zuldssigen Belegung ein.

Definition 16 (Zulissige Belegungen)
FEine Abbildung ~ : ZT — ZT nennen wir eine zulissige Belegung, falls fiir
jedes h € ZT gilt:

h = R{X"=X | XX},
wobei fiir jeden Vektor X° € X X € C gilt.

Definition 17 (Vergleich von Zahltermen)
Seien g, h € ZT. Dann definieren wir

g<h = G<h fir jede geschlossene zulissige Belegung ~.
Analog definieren wir die Relation < sowie die Gleichheit von ZT -Termen.

Schlieflich definieren wir Vergleichsrelationen auf C unter Riickgriff auf
die bereits definierten Vergleichsrelationen auf Z7.

Definition 18 (Vergleich von Vektoren aus C)
Seien A, B € C. Dann definieren wir

Die Relationen = und = sind komponentenweise definiert.

Bemerkung. Samtliche <-Relationen, die wir definiert haben, sind par-
tielle Ordnungen auf den jeweiligen Feldern. Sadmtliche <-Relationen sind
irreflexiv und transitiv.



14 KAPITEL 2. ABSCHATZUNG DER REDUKTIONSKETTEN IN X\

2.1.2 Die Operatoren O, und §*°

Wir definieren nun Howards O-Operator. Wir haben die urspriingliche De-
finition entsprechend der von Schiitte in [17] vorgenommenen Modifikation
abgedndert und seine Anwendung auf Z7-Vektoren eingeschréinkt. Der O-
Operator ist das Werkzeug zur Behandlung der Applikation. Dieser Operator
baut aus zwei gegebenen Vektoren A und B einen neuen Vektor A O, B zu-
sammen, wobei in Abhéngigkeit des Typgrades von ¢ 2er-Exponentialtiirme
aus den Komponenten der Vektoren A und B entstehen, deren Hohe ausge-
hend von der Komponente go bis zur nullten Komponente hin jeweils um
1 zunimmt. Jeder dieser neu entstehenden Exponentialterme wird durch
Multiplikation mit der Summe der Komponenten der Ausgangsvektoren des
betreffenden Levels gewichtet. An dieser Stelle wird die groe Flexibilitéit des
Vektorenkonzeptes deutlich: Wir konnen neue komplexere Terme aufbauen,
ohne etwa die Ausgangsterme zunéchst zerlegen zu miissen. Die bendtig-
ten Bausteine, aus denen sich der neue Term zusammensetzt, sind durch die
Komponenten der Ausgangsvektoren gegeben. In diesem Sinne haben die
Vektoren eine Buchhaltungsfunktion, und genau das ist eine entscheidende
Motivation fiir das Vektorenkonzept.

Fiir die spatere Abschitzung der Reduktionsketten von A-Termen werden
dann die starken Majorisierungseigenschaften der 2()-Funktion die entschei-
dende Rolle spielen.

Definition 19 (O, : ZT* X ZT* — ZT%)

Q(AD"B)i+1 Az Bz . , <
(ADUB)ii_{ ® (A& B) z‘_ga
Ai 11> go.

Bemerkung. C ist abgeschlossen gegen O,.

Die Aussagen des folgenden Lemmas wurden im wesentlichen schon von
Howard in [12] fiir Ordinalvektoren bewiesen. Das Lemma demonstriert die
starken Majorisierungseigenschaften des O-Operators, auf welche wir spéter
an entscheidenden Stellen zuriickgreifen werden.

Lemma 2.1 Seien A,B,C,D € ZT“ und o € TP.
1. Vi Az j (ADUB)i und V1 S qgo Az@Bz j (ADUB)Z

2. Sei ein Index k < go + 1 gegeben.



2.1. ZAHLTERME UND -VEKTOREN 15

(a) Aus Vi € {k,...,go+ 1} A; X B; folgt (A0, C), < (BO, C).
Falls zusdtzlich A; < Bj und Vi € {k,...,j} Bi®C; = 0 fir ein j
mit k < j < go + 1 gilt, haben wir sogar (AQ, C)x < (BO, C)g.

(b) Aus Vi€ {k,...,go} A; < B; folgt (C O, A)y = (C'O, B)g.
Falls zusditzlich A; < Bj und Vi € {k,...,5} C;® B; > 0 fir ein
Jj mit k < j < go gilt, haben wir sogar (C' O, A), < (C O, B)y.
3. AusVi<go+1 (A, B; = 0& A; ® B; < () folgt
Vi<go (A0, D);® (B0, D), < (CO, D),.

4. Verschirfen wir die Voraussetzungen aus 3. um die Voraussetzung
244041 ® Byoy1 < Cyoi1, so erhalten wir sogar

Vi < go+12((A0, D)0, (B0, D)); < (CO, D).

Beweis. Ad 1.: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von O.
Ad 2.: Wir fithren Induktion nach go 4+ 1 = k. Da (b) einfacher zu beweisen
ist als (a), zeigen wir nur Teil (a):
o k= go+1: klar.
o k < go: (AG,C)r = (BO,C)y folgt dann mit Ay =< By unmittel-
bar aus der Induktionsvoraussetzung. Die Verschirfung folgt im Falle
j = k sofort aus A, < B zusammen mit der Induktionsvorausset-

zung, im Falle 7 > k greifen wir neben Ay < By und der I.V. auf die
Voraussetzung By, & C > 0 zuriick.

Ad 3.: Wir zeigen die <-Beziehung durch Induktion nach go + 1 = i fiir
1 < go + 1. Die Behauptung folgt aus dem Beweis fiir + < go.

e i = go + 1: klar nach Voraussetzung.
o ; < go:
(A0, D);® (B0, D),
< 22U Din g (A4, @B o D) ®28+% P (A, B; @ D)

< 9(ADs D)i+1®(B By D)it1 (A ® B; EBD)
1.V.
< 2Dt o (C; @ D))

(C'O, D).
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Ad 4.: Wir fithren Induktion nach go + 1 = :
° Z:gO'—i—l 2((ADUD)DU(BDUD))Z = ZAZ < Cz = (CDUD)Z
® | =go:
(AQ, D)0, (BO, D)),
— 24 g (2A¢+1 ® (A ® D) 2Bit1 (B; ® Dy))
< 2241 @ (A; ® B; @ D;) ® 24P @ (A; @ B; @ D;)
= 224n®Pin @ (A; @ B; ® D).
Hieraus folgt:

2((A0, D)0, (B0, D)); < 2°+ @ (C; ® D;) = (C'0, D);.

e 1 < go:
(A0, D)0, (B0, D));
9((A0, D)0, (B D)it1 (g
(24T P @ (4 @ D) @ 2P+ P @ (B @ D))
< (A D)Bs (B D))it1®(ADs D)ita g (A;®& B, @ D;)®
2((A% D) By (BT D))i1®(B T D)iy1 ) (A; & B;® D;)

L 92((A% D)% (BG, D))it1 g (C; & D).

Hieraus folgt mit der Induktionsvoraussetzung
2((A0, D)0, (B0, D)); < 21¢% D1 @ (C; @ D;) = (C G, D),.
Zu ! Es gilt wegen i + 1 < go
(AT, D)it1 @ (BO, D)i1 = ((AD, D) 0, (B0, D)),
wobei nach Voraussetzung beide Summanden > 0 sind.
Damit ist Lemma 2.1 vollstindig bewiesen. a

Wir kommen jetzt zur Definition des §-Operators. Dieser Operator wurde
von Howard in [12] fiir Ordinalvektoren entwickelt. Wir haben die Definition
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geringfiigig abgedndert. Der 6-Operator ist das entscheidende Werkzeug zur
Behandlung der Abstraktion und damit von ausschlaggebender Bedeutung
fiir die Behandlung der g-Kontraktion. Wurden durch den O-Operator kom-
plexe Termgebilde aufgebaut, in denen die Variablen z¢ als Markierungen
auftreten, so werden diese Termgebilde nun durch den §*-Operator umge-
baut, wobei die Variablen z¢ als Orientierungsmarken fiir den Umbaupro-
zeB dienen. 2er-Exponentialtiirme, in denen eine Variable x{ auftritt, wer-
den wieder abgebaut, ihre Bausteine werden im neu entstehenden Vektor
in die ihrer Herkunft entsprechenden Komponenten einsortiert. Die aus der
go + 1-ten Komponente stammenden Bausteine, welche bei der Zerlegung
der Termstruktur zutage treten, werden mit einer 2er-Potenz multipliziert,
welche der Hohe des 2er-Exponentialturmes entspricht, aus dem sie ausge-
baut wurden. Diese gezielte Bildung von Vielfachen kritischer Teilterme
fithrt zu der gewiinschten Majorisierungseigenschaft zur Behandlung der (-
Kontraktion, welche wir in Hauptlemma 2.1 formulieren. Verkniipfen wir
ndmlich den umgebauten Vektor mittels des [, -Operators mit einem weite-
ren Vektor, so schlagen die oben erwéhnten vervielfachten Teilterme genau
an der , Absprungstelle (d.h.in der go + 1-ten Komponente) des Aufbaus
neuer 2er-Exponentialtiirme durch den O, -Operator zu Buche.

Definition 20 (6*° : C — C)
Fiir D € C definieren wir

]

((5mGD)-:— @(5]9EGDJ)2 : i§90+1

{3
D; L i>go+ 1.

Die Hilfsoperatoren 6% : C; — C definieren wir rekursiv. Sei dazu h € C;.
Tritt in h keine Variable xf auf, so definieren wir

1 s i #£)7<go+1
(6F°h);:=<¢ h+1 : i=j<go+1
0 : sonst.

Tritt in h irgendeine Variable x§ auf, so unterscheiden wir folgende Fille bei
der Definition von 67 h:

o h=2a7:

2L 1 : 7<go+1
(07" h); ‘_{ 0 : sonst.
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2 (65°F); @ (6Fg); + j<go+1
(61 h)J_{ J J

0 . sonst.

e h=2"®¢g mit f € Ciy1,9 € C;:

(6710); @ (67°9); = j<go
(67°h); = 208510); @ (67°9);+1 : j=go+1
0 :  sonst.

Bemerkung. Aus dieser Definition liest man folgende Eigenschaften des Ope-
rators 0 unmittelbar ab:

o Wohldefiniertheit: Fiir jeden Vektor D € C ist §*°D ein eindeutig
bestimmter C-Vektor.

e Ist D € C, so tritt in 6*°D keine Variable z7 auf.
e Fiir h € C; gilt (67°h); > 0 fiir alle j < go + 1.

Lemma 2.2 (Substitutionseigenschaft von §*° )
Seien B, D € C und z°, y? Variablen mit y* # x° und der Eigenschaft, daf
keine der Variablen x§ in B auftritt. Dann haben wir

(0*’D){Y?:=B} = ¢&(D{Y":=B)}).

Beweis. Die Substitutionseigenschaft der Hilfsoperatoren §%” lift sich leicht
aus deren Definition ablesen. Daraus folgt aber schon die Behauptung. O

Wir benétigen noch einige Hilfsbegriffe, um das Verhalten des §-Operators
genauer beschreiben zu kénnen. Zur Vereinfachung der Notation schreiben
wir z statt £, wenn keine Mifiverstandnisse zu befiirchten sind.

Definition 21 (1h")
Wir definieren die Funktion W : ZT — IN durch Rekursion nach dem
Aufbau der ZT -Terme. Sei dazu h € ZT .

e Vj z§ ¢ Sub(h): Ih*(h) := 1.
e 3j z7 € Sub(h) und
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e h=a9: If(h) = 1.
e h=f®g: 0 (h) :=10°(f) + 1h"(g).
o h=2/®g: I(h) := 2I0°(f) + Ih*(g) + 1.

Definition 22 (Tj; und Subj; )
Die Menge Tj;(h) der mazimalen z-freien Teilterme i-ten Levels von h € C;
und die Menge Sub;(h) der von x verschiedenen Teilterme i-ten Levels von h,

wobei x-freie Teilterme als atomar betrachtet werden, sind wie folgt rekursiv
definiert:

o Vi z7 & Sub(h):
T2 (h) ::{ {h} falls j =i }:: Sub? (h).

0  sonst

e Jk zf € Sub(h) und

« h = .7,:;7
T (h) := 0 =: Subj;(h).
e h=fdyg:

Ti(h) =T U TH(9)-

Subfi(h) — { {h}u Szubﬁ(f) U qubjzi(g) falls j =1
Subji(f) U Subji(g) sonst.
e h= Qf ® g:

sz‘(h) = Tf+1,i(f) U Tfi(g)-

a1y | 115 (1) USIbS) falls =
Suby,, ;(f) U Subji(g) sonst.

Wir definieren noch folgende Vereinigungen:

Ty (h) = | JT5(h)  und  Subf(h) == | JSubj(h).

i>j i>j

Bemerkung. Sei h € C;. Wir konnen der Definition unmittelbar folgende
Eigenschaften von T}, und Subj; ansehen:
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e Tf(h) besteht aus genau denjenigen Elementen von Subj;(h), in denen
keine Variable z7 auftritt.

e Fiir i < j gilt Tj;(h) = Subj;(h) = 0.
e Aust € Subj;(h) folgt t < h.

Das nachstehende Lemma beinhaltet wichtige Hilfsaussagen, welche wir
bei der Abschétzung der Langen von Reduktionsketten in A benotigen wer-
den. Sei ~ die spezielle zuléssige Belegung, welche sdmtliche Variablen mit 1
belegt. Fiir h € ZT definieren wir h := h{z? := 1|27 € ZT}.

Lemma 2.3 Sei h € C;.
1. Aus 27 ® g € Subly((677h);) folgt 27 ® g € Subly [T} (R)].
2. 1h((67°h);) < 2-1h(h).

8. Sei eine positive natirliche Zahl m gegeben mit Vt € Tf(h) t < m.
Dann gilt
(67°h); < Ih"(h)-m

Beweis. Wir fithren jeweils Induktion nach der rekursiven Definition von 67":
Ad 1.: Im Falle, dafl keine der Variablen zj in h auftritt, folgt + = j und
2/ ® g € Subj (h). Mit T} (h) = {h} erhalten wir die Induktionsbehauptung.
Nun gehen wir davon aus, daf} irgendeine der Variablen zj in h auftritt.
Der Fall h = z7 kann nicht eintreten. Gilt h = h; @ hg, so haben wir
(62°h); = (0%°h1); & (67 hs);. Dann folgt die Induktionsbehauptung sofort
aus der Induktionsvoraussetzung an h; und hs. Falls schlieBlich h = 2" ® h,
gilt, so erhalten wir 2/ ® g € Sub, ((77;h1);) U Subly((07°hs);). Auch dann
folgt die Induktionsbehauptung direkt aus der Induktionsvoraussetzung.
Ad 2.: Falls Vk 2§ & Sub(h), so folgt 1h((67°h);) < lh(h) + 1 < 2lh(h).
Anderenfalls haben wir etwa fiir h = 2/ ® g die Abschitzung

Ih((67°R);) < 21h(( 677, f);) +1h((677g);) + 1 ISV 4lh(f) +2lh(g) +1 < 2lh(h).

Ad 3.: Tritt keine Variable z{ in h auf, so folgt die Behauptung im Falle
i = j wegen T (h) = {h} aus der Voraussetzung, und im Falle 7 # j haben
wir (67°h); = 1. Nun gehen wir davon aus, da in h irgendeine Variable z§
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auftritt. Der interessanteste Fall ist h = 2/ ® g mit j = go + 1. Dann haben
wir unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung an f und g:

(07°h); = 2007, 1); @ (687g); @1
2AL°(f) - m +10"(g) - m+ 1

<
< 1E(h) - m.

Damit ist das Lemma in allen Teilen bewiesen. O

Das folgende Lemma ist der Schliissel zur Behandlung der 3-Konversion.
Es zeigt, dafl die Operatoren O und ¢ zur Behandlung von Applikation und
Abstraktion geeignet sind und im Zusammenspiel einen Rahmen fiir die kom-
binatorische Komplexitdat der §-Konversion abzustecken gestatten. Wir ha-
ben den Beweis von Howard (vgl. Lemma 2.11 und Korollar in [12]) entspre-
chend den vorgenommenen Modifikationen der beiden Operatoren angepasst.

Hauptlemma 2.1 Seien B, D € C gegeben. Dann gilt
§’D 0, B = D{X°:=B}.
Beweis. Weiter unten werden wir die folgende Hilfsbehauptung beweisen:
() Sei h € C; mit i < go + 1. Dann haben wir

(0¥°n0, B); = h{X° := B}.

Unter Benutzung von () konnen wir das Hauptlemma durch Unterscheidung
der beiden folgenden Fille beweisen:

e i >go+1: Dannist (§*'D 0, B); = D; = D;{X° := B}.

e i < go+1: Dafiir alle j € {i,...,g0 + 1} (6*°D); = (67°D;); gilt,
folgt mit Lemma 2.1 (2)

(6*’D0, B); = (67°D; O, B);.
GemiB (x) gilt aber

(6*°D; 0, B); = D;{X° := B}.
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Nun beweisen wir (*) durch Induktion nach der Definition der Hilfsoperatoren
6% Sei also h € C; fiir ein i < go + 1. Nach Definition der 67" haben wir
(62°h); = 0 fiir alle j < go + 1. Wir nehmen zunéchst an, da8 in i keine
Variable z7 auftritt. Dann gilt

(05°h0, B); = (67°h); =h+ 1= h=h{X" := B}.
Jetzt betrachten wir den Fall 3k 2§ € Sub(h). Dann muf} i < go gelten.
e h=27: Dannist (10,B); = B;+1 = B; = h{X° := B}.
e h = f® g: Dann folgt mit Lemma 2.1 (3)
(07h, B); = (& f5,B) @ (6790, B)i
" FIX? .= B} @ ¢{X" .= B} = h{X" := B}.
e h =2/ ®g: Lemma 2.1 (4) ergibt

(6Fh0, B = 2- (67,0, B) 0, (679 0, B));
- 2GS Bl g (5770, B),

V. -
-~ 2fiX7=B} @ 4{X° .= B} = h{X° := B}.

Damit ist der Beweis des Hauptlemmas abgeschlossen. a

2.2 Zuordnung von Vektoren

Nach den Vorbereitungen des Abschnittes 2.1 kénnen wir nun die Zuordnung
[-] von Vektoren an die Terme aus A definieren. Die naheliegende Definition
einer eindeutigen Zuordnung, welche Abstraktionstermen A\z°.a” den Vektor
§%[a™] zuordnet, ist zwar zur Behandlung der S-Kontraktion geeignet, um
aber die £-Regel behandeln zu konnen, ware die Eigenschaft

b = 8] = 8]

erforderlich. Der -Operator ist jedoch nicht streng monoton wachsend (siehe
dazu auch [12], Seite 456). Um dies einzusehen, betrachten wir das folgende
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Beispiel: Seien x, y € A verschiedene Variablen vom Typ 1 und 2z, u € A
verschiedene Variablen vom Typ 0. Es gilt

Ar.((Az.x(yz))u) > Az.(z(yuw)).

Eine kurze Rechnung liefert die folgenden Ergebnisse:

[Z(yu)lo = 27 @ (20 ® 2" @ (yo ® o)),
(Glz(yw)o)y = 3@2Y ® (yo D uo) sowie
[Z(y2)lo = 2" ® (20 © 2" ® (Yo @ 20)),
Glz(2)lo)y = 1@ ((mdl)®(1®(yo®1)D1))),
(Glz(y2)]o); = 2@mol)e(1le2mel)®(10l)al) o1,
(580)1 = 081,
[()\z.:c(yz))u]o _ 22(x1@1)69(1@(2(y1@1)@(1@1)@1))@1@(0@1) ®

(& ((o®1)D (1D ((yod1)D1))) Duo),
(05[(Az.z(y2))ulo)y = (67(2(z:1) & (1B(2(yi@l)(1el)el)) D1 (01))),
@ (6 (1 ((zo®1) B (10 ((yo®1)B1))) Buo))g
= 17® yg P ug.

Hieraus lesen wir ab, dafl § nicht einmal schwach monoton wachsend sein
kann (man setze beispielsweise y := Aw®.w® und u := y(yv°)). Der tiefere
Grund hierfiir liegt darin, daB 4% alle 2er-Exponentialtiirme, in denen ein
xf auftritt, zerlegt.

Um dennoch die £-Regel behandeln zu kénnen, verwenden wir Howards
Idee der nicht-eindeutigen Zuordnung. Zur anschaulichen Erldauterung der
Methode der nicht-eindeutigen Zuordnung betrachten wir eine schematische
Reduktionskette ausgehend von einem Term a”, wobei wir unser Augenmerk
auf einen Teilterm Az?.bf richten:

3 3 B
a =A% > > (A= dT > e =
Die nicht-eindeutige Zuordnung funktioniert in einer Weise, daf3

abf] = 6%0g) @, [Bf){[27] := 1}

ein moglicher dem Term Ax?.b zugeordneter Vektor ist. Der zweite Sum-
mand ist hierbei zustdndig fiir die Behandlung von Anwendungen der &-
Regel, wiahrend die S-Kontraktion mit Hilfe von Hauptlemma 2.1 durch den
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ersten Summanden behandelt wird:

HL 2.1

[(Aa70p)e?] = 0 bgl T [e7] = [gl{[=] =[]} = [h){[27] = [e”]}-

Der erste Summand wird also solange unverdndert gelassen, bis es zu einer
[-Kontraktion kommt.

Da wir die Reduktionsgeschichte beispielsweise des Terms d” zum Zeit-
punkt der allgemeinen Definition von [-] nicht kennen, miissen wir in der De-
finition alle moglichen Reduktionsgeschichten von d” beriicksichtigen. Dies
ist der Grund fiir die Nicht-Eindeutigkeit der Zuordnung [].

Definition 23 (Die nicht-eindeutige Zuordnung [-] € A X C)

oo [ i<go

2% = {0 i>§a.
ey o (BRI iz
Mzva”] = 6%d"] @, [a7]{[z"] =1},

wobei d” € A und d" >" a’.
Um die Wohldefiniertheit von [-] einzusehen, betrachten wir folgende

Definition 24 (Howard [12]) Die Relation t < A x IN sei wie folgt defi-
niert:

t(z%) = 1.
t(a’b7) = t(a") + t(b7).
t(Az%a”) = 1+1t(do) + ... +t(dn),

wobei dy >1 ... >t d,, = a7 und jedes t(d;) ein mdglicher Wert fiir d; ist.

Diese Relation hat die Eigenschaft, daf fiir jeden echten Teilterm a eines
Terms b gilt: ¢(a) < t(b) sofern t(b) unter Riickgriff auf ¢(a) definiert wurde.
In diesem Sinne koénnen wir Induktionsbeweise nach ¢(a) fithren. Mit einer
solchen Induktion nach ¢(a) kénnen wir nun die Wohldefiniertheit von |[a]
nachweisen. Ferner sehen wir, daB fiir jeden Vektor [d7], der einem Term
d™ € A zugeordnet ist, gilt [d7]; = 0 fiir alle i > g7.
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Dem folgenden Lemma kommt eine grofle Bedeutung zu, da die Substitu-
tionseigenschaft von [-] unerldfilich fiir den in dieser Arbeit verfolgten Ansatz
der Zuordnung von Vektoren an A-Terme nach Howard [12] ist. Wir haben
die Zuordnung so konzipiert, dafl den Variablen geeignete Variablenvektoren
zugeordnet wurden, dem Termaufbau durch Applikation auf seiten der zuge-
ordneten Vektoren einer Anwendung des O-Operators und dem Termaufbau
durch Abstraktion einer Anwendung des §-Operators entsprach. Tritt nun
wahrend der Reduktion eines Terms eine (3-Kontraktion auf, so miissen wir
in der Lage sein, dem Redukt einen passenden Vektor zuzuordnen. Da dieser
Vektor kleiner sein muf als ein vorgegebener Vektor, welcher dem Redex zu-
geordnet ist, sollten wir unbedingt imstande sein, den gesuchten Vektor aus
dem vorgegebenen Material zu konstruieren. Dafl dies auf natiirliche Weise
moglich ist, garantiert das nachstehende Lemma.

Lemma 2.4 (Substitutionseigenschaft von [-])
Es seien b?, ¢" € A Terme mit BV (c") N FV(b?) = 0. Ist dann [c"] dem
Term c™ und [b¢] dem Term b¥ zugeordnet, so ist

"] {[27] = [b*] }
ein dem Term c™{z¥ := b¥} zugeordneter Vektor.
Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion nach #(¢7):

e c ist eine Variable: Dieser Fall ist klar. Zu beachten ist jedoch, dafl
im Falle ¢ = 2 alle nicht-trivialen Komponenten des Vektors [b] auch
tatsdchlich substitutiert werden, siehe die Bemerkung im Anschlufl an
die Definition von [-].

e c=a’"d’: Fiir i < g7 haben wir

e ¢" = \x%a”: Da der Fall x = z trivial ist, gehen wir im folgenden von
x # z aus. Der Vektor [c] hat eine Gestalt

[c] = 6*"[d"] @ [a*] {[+°] == T},
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wobei d” € A und d” >" a”. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit
kénnen wir von BV (d) N FV (b) = () ausgehen. Wir haben dann nach
Induktionsvoraussetzung sowie aufgrund der Substitutionseigenschaft
des -Operators zum einen

(677d)) {[z] = [} = 6 ([d] {[2] := [b]}) = 6"[d{z = b}]
und zum anderen
0”1 {[z°] =T, [2] :== [b]} =: [a{z :== B} {[="] :== T }.

Da schliefllich d{z := b} >" a{z := b} gilt, ist []{[z¥] := [b¥]}
tatsdchlich ein dem Term c¢{z := b} zugeordneter Vektor. O

Satz 1 Gelte a” > b° fiir Terme a?, b° € A und sei [a®] dem Term a° zuge-
ordnet. Dann gibt es einen dem Term b° zugeordneten Vektor [b%| mit

7] = 7).
Beweis. Wir fiihren Induktion nach t(a):
(B) (Az%a™)b® > a{z :=b} (BV(Az.a)NFV(b)=0)
Sei [(Az.a)b] gegeben durch [(Az.a)b]; = ([Az%a] O, [b] ); fiir i < g7 mit
Na%.a”] = 6" 1d] &, [a7]{ [+7] := T},

wobei d” € A und d" >" a”. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann
einen dem Term a” zugeordneten Vektor A mit [d] > A. Mit Lemma 2.1 (2)
folgt

Ae.a) O, (0] = 6*[d] G, [b].

Geméafl Hauptlemma 2.1 haben wir
0ld o, o] = [dl{[z] = o]}

Aufgrund der Substitutionseigenschaft von |[-] ist nun A {[z] := [b]} ein dem
Term a™{z? := b°} zugeordneter Vektor [a™{z? := b”}], so dafl wir insgesamt

[(Az.a)b] = [a"{z% :=07}]

erhalten.



2.3. OBERE SCHRANKEN FUR REDUKTIONEN IN \ 27

(&) a™" > b = Az%a > Ax°b

Sei [Az.a] gegeben wie oben fiir (3). Es ist t(a) < t(Az.a), nach Indukti-
onsvoraussetzung gibt es also einen b zugeordneten Vektor [b] mit [a] > [b].
Damit haben wir auch [a] {[z] := 1} > [b] {[z] := 1}. Wegen d>""'b kénnen
wir schliellich

[Az.b7] := 0% [d"] @, [b7]{[z°] =1}

setzen.

(App.) a’™ > b’" = ac> be

Sei [ac] gegeben durch [acl; = ([a] G, [c] ); fiir ¢ < g7. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es einen b zugeordneten Vektor [b] mit [a] > [b]. Wir setzen
nun [be); == ([b] O, [c] ); fiir ¢ < g7 und 0 sonst. Nach Lemma 2.1 (2) gilt
dann [a] O, [¢] > [b] T, [¢], also

lac] > [bc].

(App)) b°D>c® = a’"b>a"c

Sei [ab] gegeben durch [ab]; = ([a] D, [b] ); fiir i < g7. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es dann zu [b] einen dem Term ¢ zugeordneten Vektor [c] mit
[b] = [c]. Wir setzen [ac|; := ([a] O, [c]); fiir ¢ < g7 und 0 sonst. Damit
erhalten wir geméfl Lemma 2.1 (2)

[ab] > Jac].

Die Zuordnung [] leistet also das Gewiinschte. O

2.3 Obere Schranken fiir Reduktionen in A

Aus Satz 1 kénnen wir unmittelbar das folgende Korollar ziehen:
Korollar 1 Sei c¢” € A gegeben. Dann ist
(lo{[z] =1 |z € FV(e)} e N,

wobei [c] aufgebaut wird mit d = a in der A-Klausel, eine obere Schranke fir
die Lingen simtlicher Reduktionsketten ausgehend von c°. O
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Vereinbarung. Zu ¢ € A nennen wir den in Korollar 1 angegebenen
zugeordneten Vektor [¢?], der durch ausschliefiliche Verwendung von Reduk-
tionsketten der Léange 0 in der A\-Klausel zustande kommt, den kanonischen
¢’ zugeordneten Vektor.

Wir wollen die oben angegebenen oberen Schranken fiir die Hohen der Re-
duktionsbaume des getypten A-Kalkiils im folgenden durch Gréflen abschét-
zen, die den jeweiligen Ausgangstermen unmittelbar anzusehen sind. Dazu
stellen wir folgende Groflen bereit:

e G(a") bezeichne den maximalen Typgrad der Teilterme von a” € A.
e dp: A — IN ist rekursiv definiert durch folgende Klauseln:

o dp(z7) := 1.
o dp(Az%.a7) :=dp(a”) + 1.
o dp(a”7b?) := max{dp(a’”),dp(b”)} + 1.

Korollar 2 Sei ¢ € A gegeben. Dann ist
2G(c“)+1 ((G(CU) + 2) . dp(CU)2)

eine obere Schranke fiir die Langen simtlicher Reduktionsketten ausgehend
von c?.

Zum Beweis des Korollars benétigen wir die folgenden zwei technischen
Lemmata.

Lemma 2.5 Sei d € A ein Teilterm von f € A und o € TP. Dann gilt
G°(f)

S in(d)) < 27D,

i=0

wobei G?(f) := max{go + 1,G(f)} und [d] der kanonische d zugeordnete
Vektor 1st.

Beweis. Wir fithren Induktion nach dem Aufbau von d. Abkiirzend schreiben
wir d; fiir [d]; und G fiir GO(f).

e d ist eine Variable: Trivial.



2.3. OBERE SCHRANKEN FUR REDUKTIONEN IN \ 29

e d=a"b: Also gilt G > gp+1. Fiiri > gp+1 haben wir 1h(d;) < lh(a;)

und daher

i Ih(d;) < XG: Ih(a;).

i=gp+2 i=gp+2
Fiir 1 < gp + 1 zeigen wir durch Nebeninduktion nach gp + 1 = 4:

gp+1
Ih(d;)) < 29°t1* Z(Zlh a; +Zlh )

Der Induktionsanfang ¢ = gp + 1 ist klar. Fiir ¢+ < gp haben wir

h(d;) < 2Ih(di) + Ih(a) +Ih(b;) + 1

NIV ' gp+1 gp
< el (Z h(a;) + Y 1h(bj)> +Ih(a;) + 1h(b;) + 1
j=i+1 j=i+1

< 29/)“1(?%111@ +Zlh )
= J

Nun erhalten wir

: 29p+2 (Z Ih(a;) + ) 1h(bi)>

=0 =0

=
=
A

2 gon (20@+2)p(@) 4 9(G+2)ip())

IN

9G+1 | 9(G+2)dp(d)—(G+1)

IN

9(G+2)dp(d)

o d = \zPe”: Firi > gp+ 1 gilt 1h(d;) < 2lh(e;), und fiir i < gp+1
haben wir geméfi Lemma 2.3 (2)

Z Th((67;);) + Ih(e;)

< QZlh e;) +1h(e;).
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Wir erhalten schliefilich

G gp+1 G

Z lh(d;) < 2(gp+2) Z lh(e;) + 2 Z Th(e;)
= ]; i=

Y oG+

O

Mit Hilfe der Lemmata 2.3 und 2.5 kénnen wir nun das folgende Lemma

beweisen. Wie schon in Lemma 2.3 sei ~ die Belegung durch 1-Vektoren.

Lemma 2.6 Seid € A ein Teilterm eines Terms f € A. Setze G := G(f)

sowie d; := ([d];), wobei [d] der kanonische d zugeordnete Vektor sei. Dann
gilt

W1 - 2121 (G +2)dp(d)® = i) firi < G.

Wir schreiben D; als Abkiirzung fir die oberen Schranken der d; aus (1). Es
gilt ferner die folgende Beziehung:

(2) Vi, j <G VteTi(d;) t< D
Beweis. Wir fithren simultane Induktion nach dem Aufbau von d.
e d ist eine Variable: Trivial.
e d=a""b": Wir zeigen zunichst Teil (1).
e G > 1 > go: Dann haben wir nach Induktionsvoraussetzung an a:

di < a; < 2¢41-i ((G+2)dp(a)® =1i).
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e © < go: Dann gilt G+ 117 > 2. Mit Nebeninduktion nach go -4
folgt:

1.V.

di < 2g41-i ((G+2)dp(d)® = (i + 1)) -

(2@_,_1;1' ((G+2)dp(a)2—l) + 2G+1;i ((G+2)dp(b)2—l))
(264121 (G +2)dp(d)? = (i +1)))°

< 2g41-i ((G+2)dp(d)® = 7).

IN

Nun kommen wir zu Teil (2). Wir fithren Nebeninduktion nach i = j.
Klar ist T§([d];) = 0 fir j > 4, und im Falle ¢ = j haben wir fiir

t € Tf([d];) sofort £ < d; < D;nach (1). Seialso j < i undt € T([d];).
Da im Falle j > g7 schon t = 0 gelten muf}, gelte 7 < gr. Wir
unterscheiden die beiden folgenden Falle:

e j > go: Dann gilt ¢ € Tf([a];), und mit der Induktionsvorausset-
zung an a folgt t < A; < D;.
e j < go: Dann gibt es drei Moglichkeiten:

t € Tfyi([dljv1), t € Th([al;) oder t € TE([b])).

j
Mit Haupt- bzw. Nebeninduktionsvoraussetzung folgt ¢ < D;.

e d = \x%€": Dann gilt G > go + 1, gr. Wir zeigen zunichst Teil (1):
Fiir ¢ > G ist alles klar; sei also ¢ < G.

e 1 > go + 1: Dann gilt d; < 2e;, und mit Induktionsvoraussetzung
an e folgt die behauptete Abschéitzung von d;.

e i < go + 1: Nach Induktionsvoraussetzung (2) an e und Lemma
2.3 (3) haben wir fiir j < go+1

(077lely)i < °([e];) - B
Wir erhalten damit folgende Abschitzung (beachte 1h" < lh):

di < S () +e

j<i

D () B+ B

J<i

IA
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L.2.5
< 2(G+2)dp(e) . 2G+14i ((G + 2)dp(€)2 - Z)

< 2@4_1;1‘ ((G + 2)dp(d)2 - Z) .

Nun verifizieren wir Teil (2). Sei dazu ¢ € Tj([d];) mit i, j < G. Im
Falle i = j folgt sofort mit (1) ¢ < d; < D;. Gelte nun j < i. Wir
unterscheiden zwei Félle:

e j > go+1: Dann muf ¢ € T}j([e];) gelten, und die Induktionsvor-
aussetzung an e liefert t < E; < D;.

o j < go+1: Wegen j < i haben wir dann t € Tj([e];{[7] := 1}
und wenden die Induktionsvoraussetzung an e an, oder wir haben
t € T4 (07 [elx);) fiir ein k < j. Dann mufl es — wiederum wegen
j < i — einen Term 2/ ® g € Sub¥((¢’[e]x);) geben, in dem
irgendeine Variable y; auftritt und fiir den ¢ € T/, ;(f) gilt. Nach
Lemma 2.3 (1) folgt dann aber schon

2 @g € Subj[T;([elo)].

Es folgt 2/ ® g € Subl([e]x), so daB wir mit ¢ € Tj;(2/ ® g)
schlieBlich ¢ € T}/.([e]x) erhalten und die Induktionsvoraussetzung
an e die Beziehung ¢ < E; < D; liefert.

Damit ist Lemma 2.6 vollstéandig bewiesen. O

Beweis von Korollar 2. Die Behauptung des Korollars folgt aus Korollar 1
zusammen mit Lemma 2.6 fiir f =d =cund ¢ = 0. O



Kapitel 3

Abschiatzung der
Reduktionsketten in T

Wir wollen nun den Ansatz aus Kapitel 2 auf Godels T erweitern. Unser Ziel
ist eine scharfe Abschétzung der Reduktionsketten in T und seinen Teilsy-
stemen.

Die Arbeit von Howard [12] gibt uns eine nicht-eindeutige Zuordnung
[-] von Ordinalzahlen unterhalb von ¢y an die Terme aus 7 mit folgender
Eigenschaft an die Hand: Sind Terme a?, b € T mit a’ >" b7 gegeben, wobei
>" aus > durch Einschriankung der Rekursor-Reduktionen auf Ziffern als
Rekursionsargumente hervorgeht, und ist [a] ein dem Term a zugeordneter
Vektor, so finden wir einen dem Term b% zugeordneten Vektor [b7] derart,
daB [a%]o > [b7]o gilt.

Im Gegensatz zur Behandlung des einfachen getypten A-Kalkiils werden
nun transfinite Ordinalterme als Komponenten der zugeordneten Vektoren
verwendet. Der Grund dafiir ist, dafl den in Ausgangstermen von Redukti-
onsketten auftretenden Rekursoren im allgemeinen nicht unmittelbar ange-
sehen werden kann, welche Ziffern als Rekursionsargumente tatséchlich zur
Anwendung kommen koénnen.

Wir werden Howards Ansatz in diesem Kapitel durch eine Anwendung
von Weiermanns Kollabierungstechnik aus [26] dahingehend verfeinern, daf
wir eine nicht-eindeutige Zuordnung natiirlicher Zahlen an die Terme aus
T erhalten, welche die Behandlung allgemeiner Rekursor-Reduktionen und
damit die Behandlung der uneingeschrankten Reduktionsrelation > zulafit.
Dieses Vorgehen fiihrt uns schliellich zu einer exakten Abschétzung der Be-
rechnungskomplexitdt von Godels T und seinen Teilsystemen.

33
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3.1 Ordinalterme und -vektoren

In diesem Abschnitt stellen wir den ordinalzahltheoretischen Rahmen der
im néchsten Abschnitt durchgefithrten Zuordnung von Ordinalvektoren an
die Terme von Godels T dar. Dazu wird eine eigenstdndige Theorie von
Ordinaltermen unterhalb von g9 und daraus zusammengesetzten Vektoren
entwickelt. Da wir den Termen aus 7 in rekursiver Weise Ordinalvektoren
zuordnen wollen, mufl das Konzept der Ordinalvektoren den Variablen aus
T entsprechende Variablenvektoren sowie geeignete Operationen O und ¢
vorsehen, welche eine Behandlung der Applikation und der A-Abstraktion
gestatten.

3.1.1 Die Mengen O7 und C

Mit OT bezeichnen wir die im folgenden definierte Menge der von uns ver-
wendeten Ordinalterme. O7 enthilt Variablen z¢ fiir alle i < go zu jeder
Variablen z7 aus 7. Aus technischen Griinden nehmen wir zu jeder Varia-
blen z¢ aus OT noch eine Kopie 7 mit in die Menge OT auf. Dies wird
uns spater ermoglichen, auf seiten der zugeordneten Ordinalvektoren genau
zwischen den zwei wesentlichen Funktionen einer Variablen zu unterscheiden,
namlich dal man zum einen iiber sie abstrahieren und sie zum anderen durch
Terme ersetzen kann. Durch den Prozefl der A\-Abstraktion wird ein Term ja
zu einer Funktion in derjenigen Variablen, iiber welche abstrahiert wird, so
dal man durch die Applikation eines Argumentes vermoge der G-Konversion
zu dem entsprechenden Funktionswert gelangen kann. Eine detaillierte Mo-
tivation fiir die Hinzunahme der Variablenkopien geben wir zu Beginn des
Abschnittes 3.2.

Die nun folgende Einfiihrung der Ordinalterme und -vektoren verlduft
analog zur Einfiihrung der Zahlterme und -vektoren in Kapitel 2. Um die
beiden Kapitel moglichst unabhéngig voneinander zu halten, nehmen wir
gelegentliche Wiederholungen von Vereinbarungen oder Definitionen aus Ka-
pitel 2, deren Verallgemeinerung auf Ordinalterme und -vektoren wir hier
benoétigen, in Kauf.

Definition 25 (M, OT und OT )
Sei mit N' die Menge der Ziffern bezeichnet. Wir definieren eine Menge OT
von Ordinaltermen induktiv nach folgenden Klauseln:

e 0,1, weOT.
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o 27 x7 € OT fir jede Variable z° und i < go.
¢ 0, beOT =adb,2°be OT.
¢ a0, bcOT, neN=9Ypwadb+n) e OT.

OT sei die Menge aller h € OT, in denen keine Variable x¢ auftritt.

Schreibweisen. Seien hg, ..., h,,... € OT. Wir definieren induktiv die
folgende Schreibweise:

0 m+1 m
EBhi:=hy wd Phi:=EPhi®hmi
=0 =0 =0

Zur Bildung des n-ten Vielfachen eines Terms h € OT fiihren wir folgende

Schreibweise ein:
0 falls n =20

chi={ nd
" @ h sonst.
i=0

Vereinbarungen. Wir bezeichnen die Menge aller Vektoren von Ordinal-
termen mit OT*, wobei wir Vektoren A = <A, ..., A,> € OT <* mit ihren
trivialen Fortsetzungen <Aq,..., A,, 0,0, 0,...> € OT" identifizieren. Die
Mengen X und X von Variablenvektoren sind definiert durch
X o= {<xg,...,20,>| 27 €V} und X = {<zf,...,25,>| 27 €V}
Die Vektoren <z, ...,zg,> und <zg,...,z7,> bezeichnen wir auch mit X
beziehungsweise X°.

Definition 26 (Vektoraddition)
Seien A, B € OT®. Dann definieren wir den Vektor A ® B komponenten-
wetse durch

Sei ferner T € TP. Wir definieren den Vektor A ®, B durch

A; @ B; falls 1 < g7
A; sonst.

(A®,B); = {
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Definition 27 (Substitution)
Seih € OT, X? € X und B € OT*. Dann gehe

h{X? := B}
aus h durch Ersetzen aller in h auftretenden Variablen x{ durch B; hervor.
Analog definieren wir die Substitution im Falle X7 € X.
Fiir OT -Vektoren sei die Substitution komponentenweise definiert.

Fiir spatere Abschitzungen von Ordinaltermen fithren wir als néchstes
einige Hilfsbegriffe ein.

Definition 28 (lh, dp und Sub)
Wir definieren die Ldnge eines OT -Terms, die mazimale Hohe seiner 2er-
Exponentialtirme und die Menge seiner Subterme wie folgt rekursiv:

e Fulls h eine der Konstanten 0, 1, w oder eine Variable ist, so sei

(k) =1,
dp(h) =0 und
Sub(h) := {h}.

o Gilthe{f®g,v(w® fdg+n)}, so definieren wir

(k) :=1Ih(f) +Ih(g) + 1,
dp(h) = max{dp(f),dp(g)} sowie
Sub(h) := {h} USub(f) U Sub(g).

o Gilt schliefllich h = 2/ ® g, so setzen wir

Ih(h) = 2Ih(f)+ Ih(g) + 1,
dp(h) = max{1 +dp(f),dp(g)} und
Sub(h) := {h} U Sub(f) U Sub(g).

Wie in Kapitel 2 beschranken wir uns durch die folgende Definition der
Menge C auf diejenigen Vektoren aus OT*, welche als geeignete Kandidaten
fiir eine Zuordnung an die Terme aus 7 in Betracht kommen und auf denen
der Algorithmus ¢ sinnvoll definiert werden kann. Die Definition der C-
Mengen ist eine Modifikation und Erweiterung der entsprechenden Definition
von Howard [12] und stellt eine Anpassung der urspriinglichen Definition an
unsere stark erweiterten Anforderungen dar.
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Definition 29 (C — Mengen)
Wir definieren die Mengen Cy € OT und C; € OT fiiri > 1 wie folgt rekursiv:

o 0,1, 27, xf € Co.

° a,bEC()ﬁa@bGCo.

fel,gelhneN=9ypwef®dg+n)e(l.
e he OT = hed(,.

1 < go =2z €C.
° a,bECi:a@bGCi.
e feCi,geC=>2®geC,.

Die Menge C < OT™ definieren wir durch

C = HC”‘

n<w

Schlieplich definieren wir C; < OT fiir j € IN und C < OT* durch

C, =CNOT sowie C:=CNOT".

J

Beziiglich der strukturellen Eigenschaften der Vektoren aus C machen wir
die folgende

Bemerkung. Es gelten die folgenden wichtigen Beziehungen:

C ist abgeschlossen unter Substitution von Vektoren aus X durch Vek-
toren aus C und unter Substitution von Vektoren aus X durch Vektoren
aus C.

Gilt h € C;, so tritt in h keine Variable z7 mit j < auf.

e Terme aus Cy kénnen keine Gestalt 2/ ® g haben.

Es konnen sehr wohl ¢-Terme in C;, ¢ > 1, auftreten. In diesen tritt
jedoch keine Variable z{ auf.
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3.1.2 Interpretation und Groflenvergleich

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst die naheliegende Interpretation ge-
schlossener Ordinalterme durch Ordinalzahlen unterhalb von €5 angeben. Die
von uns vorausgesetzten Kenntnisse aus der Theorie der Ordinalzahlen be-
schranken sich im wesentlichen auf die Darstellbarkeit von Ordinalzahlen in
der Cantorschen Normalform, die Definitionen und Eigenschaften der natiirli-
chen Summe und des natiirlichen Produktes von Ordinalzahlen sowie auf die
Definition der Funktion a +— 2% und ihre Eigenschaften. Auf diese Grund-
lagen wollen wir nicht in systematischer Weise eingehen und verweisen dies-
beziiglich auf [17] oder [15]. Zur Erinnerung geben wir jedoch einige wichtige
Definitionen und Tatsachen aus der Theorie der Ordinalzahlen an:

e Die Cantorsche Normalform (CNF): Zu jeder Ordinalzahl a > 0 gibt
es eindeutig bestimmte Ordinalzahlen a4, ..., a, mit n > 1 und

a=wmr+ ... +wm>a; > .. > .
Im Falle a < g gilt stets a > ay.
e Die natiirliche Summe ist folgendermaflen definiert: Es ist

a®d0:=a=0daqa,

und sind die Cantorschen Normalformen von Ordinalzahlen o und g
gegeben durch

a = w4+ ... 4+w" >y >...> 7, und
B = W4+ W > Y1 > 2 Y

mit n > 0 und m > n+ 1, so ist a @ [ definiert durch
a®f = WO 4 4 Wi

wobei 7 eine Permutation der Menge {0,...,m} mit vy;) > v fiir
t < j < m. Die natiirliche Summe ist assoziativ und kommutativ.

e Das natiirliche Produkt ist definiert durch

a®0:=0=0Q®«
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und
a®p = (WG . QW) B ... B (W .. P,

wobei a und 3 wie in der Definition von & dargestellt sind. Das natiirli-
che Produkt ist assoziativ, kommutativ und es gilt das Distributivge-
setz beziiglich der natiirlichen Summe.

e Jede Ordinalzahl « 148t sich eindeutig darstellen durch
a=w-09+nNn
mit n < w.
e Die Exponentiation zur Basis 2 ist wie folgt definiert:
29 = w0 . 2"
wobel a = w - g +n und n < w ist.
e Exponentialtiirme zu den Basen 2 und w:

20() := a =: wy(a) und 2,41 () := 2% sowie w, () = wn(®).

Um die 9-Terme interpretieren zu kénnen, benotigen wir einige Begriffe
aus der Theorie der subrekursiven Funktionen in dem gleichen Umfang wie
sie auch in [26] bendtigt werden. Eine abstrakte Darstellung der zugrun-
deliegenden Konzepte findet sich in [5]. Wir werden jedoch im folgenden
alle erforderlichen Definitionen und Resultate angeben, um die -Funktion,
mit Hilfe derer wir die ¢-Terme in O7 interpretieren werden, verstehen zu
konnen.

Definition 30 (Normfunktion)
Die Normfunktion no : g — IN ist definiert durch

n0(0) := 0 und no(a) :=n+ no(oq) + - - - + no(a),

wobei a = W + -+ + W > a1 > ... > «p die Darstellung von a in
Cantorscher Normalform ist.

Die folgende Proposition stellt Eigenschaften der Normfunktion bereit,
auf die wir spater hédufig zuriickgreifen werden.
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Proposition 1 (Eigenschaften der Normfunktion)
Fiir Ordinalzahlen o, B < €y gelten folgende Normabschdtzungen:

1. no(a® B) = no(a) + no(B).

2. no(a) +no(B) = 1 < no(a® B) < no(a) - no(3), falls a #0# 3.
3. no(a) < 2-no(29).

4. no(2%) < 2mo(@),

Beweis. Ad 1.: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen von & und no.
Ad 2.: Gelte

. >« und
-2 P

a =cnr WM H . F W > o

> ..
,6 =CNF wﬁ1+...+wﬁm>/512..

mit n, m > 1. Nach Definition von ® gilt

no(a® ) = nm+mzn0(ai)+nzn0(ﬁj)
i=1 j=1

< nm+ mz no(a;) + nz no(B;) + Z no(a;) - Z no(f;)
= no(a) - no(f).

Diese Abschéitzung der Norm des natiirlichen Produktes gilt sogar fiir alle a
und (. Gleichheit gilt genau dann, wenn a < w oder # < w. Des weiteren
gilt

no(a)+no(f)~1 = n+m—1+ Z no(a;) + Z no(3;)

m

< nm+mY_ no(a) +nY  no(B;)

i=1 j=1
= no(a® f).

Ad 3. und 4.: Da der Fall a < w trivial ist, gehen wir von der Situation
a>wausmit a=w-ay+mund 0 < ag < a sowie m < w. Sei nun

Q=wrH . FW+ . FWT S>> 0> >y
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mit 0 < k <n > 0. Dann haben wir
Wy = w4 W et et

(o) +n—k —|—m folgt. Nach Definition gilt 2% = w* - 2™,

woraus no(a) = no
= (no(ap) + 1) - 2™. Wir erhalten aus diesen Voruberlegungen

also no(2%)
zum einen

no(a) < 2no(ap) +m < 2(no(ap) - 2™ + 2™) = 2 - no(2%)
und zum anderen
n0(2%) = (no(ag) + 1) - 2™ < 2n0(@0) . gm < gnola),
Damit ist der Beweis von Proposition 1 abgeschlossen. O

Definition 31 (Schnell wachsende Funktionen)
Wir definieren das Anfangsstiick (Fy,)new der schnell wachsenden Hierarchie
wie in [26] durch

Fo(z) := 2% und F,,y(x) := F*(z).

FEine fiir unsere Zwecke hinreichend schnell wachsende Funktion ® definieren
wir durch
®(z) := Fs(z + 100).

Wie wir der Definition der Normfunktion unmittelbar ansehen kénnen,
gilt fiir jede Ordinalzahl o < €y und jede natiirliche Zahl n

card {3 < a| no(B) <n} <N,.

Diese Eigenschaft der Normfunktion ermdoglicht es uns nun, die ¥-Funktion
wie folgt zu definieren:

Definition 32 (1¢-Funktion nach [26])
Die Funktion i : g — w sei definiert durch

P(a) :=maz({0}U{Y(B)+ 1|0 < a& no(B) < ®(no(a))}).

Die Kollabierungsfunktion 1 hat die folgenden wichtigen Eigenschaften,
welche wir in zahlreichen Abschétzungen ausnutzen werden.
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Proposition 2 (Eigenschaften der -Funktion)
1. k=p(k).
2. k<y(a+k).
3. no(a) < ().
4. 9(B) <¥(B+1).
5. pla@y(B)) < Y(a® p).
6. a <& no(a) < ®(no(f)) = Y(a) < ().
7 w<a= d(no(a)) < YP(a).

Beweis. Aussage 1 zeigt man leicht durch Induktion nach k. Die Aussagen
2 und 3 folgen mit Aussage 1 sofort aus der Definition von . Aussage 4
ist offensichtlich, und auch die Aussagen 6 und 7 folgen unmittelbar aus der
Definition von 1. Aussage 5 folgt im Falle a = 0 sofort mit Aussage 1, im
Falle a > 0 fithren wir Induktion nach :

o 3 =0: Trivial.

e 3 > 0: Nach Definition der 1-Funktion existiert ein v < [ mit den
Eigenschaften no(vy) < ®(no(8)) und ¥ (8) = ¥(y) + 1. Also gilt

bla+9(8) < vlaoy+1) < plao ).

Zu !: Wir argumentieren mit Aussage 6: Im Falle v+ 1 = ( sind wir
bereits fertig. Gilt v+ 1 < 3, so folgt a v+ 1 < a® [ und

no(a®~ +1) < no(a) + 1+ @(no(f)) < d(no(a ® f)),
wobei wir ausgenutzt haben, dafl a > 0 gilt. O

Nach diesen Vorbereitungen haben wir nun eine kanonische Interpretati-
on geschlossener Q7 -Terme zur Verfiigung. Damit ist klar, was unter der
Norm no(h) eines geschlossenen Terms h € OT zu verstehen ist und wie ge-
schlossene QT -Terme miteinander verglichen werden kénnen. Nicht ganz so
trivial ist es jedoch, diese Begriffe auf beliebige Ordinalterme zu verallgemei-
nern. Zu diesem Zweck werden wir weiter unten den Begriff der zuldssigen
Belegung einfiihren.
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Definition 33 (Verallgemeinerung des Normenvergleichs)
Seien g, h € OT gegeben. Wir definieren

no(g) < no(h) = no(g) < no(h)

fiir jede geschlossene zuldssige Belegung ~.

Analog definieren wir die Gleichheit und die Beziehung no(g) = no(h) von
Normen von OT -Termen g und h.

Bemerkung. Proposition 1 148t sich mit dieser Normenvergleichsrelation
miihelos auf beliebige Ordinalterme aus O7 verallgemeinern.

Definition 34 (Zulissige Belegungen)
FEine Abbildung ~ : OT — OT nennen wir eine zulassige Belegung, falls fiir
jedes h € OT gilt:

h = X=X, X=X | X7cX&X°cX}
wobet fiir jeden Vektor X7 € X
X eC & Vi<go no(X;) =no(Xy) & Vi< go0=<no(X;)
und fiir jeden Vektor X° € X

XeC & Vi<go no(X,) 2no(X,) & Vi<go0=<mno(X,)

S

gilt.
Bemerkung. Fiir jede Variable 27 haben wir definitionsgemafl
o Vi < go no(xf) = no(xf) & no(z7) < no(z§) und
o Vi < go 0<no(x?),no(z?).

Die Notwendigkeit dieser Eigenschaften wird offensichtlich, wenn wir Haupt-
lemma 3.2 fiir Variablen beweisen.

Wir sind jetzt in der Lage, geeignete Vergleichsrelationen fiir Ordinalter-
me aus OT anzugeben.

Definition 35 (Vergleich von Ordinaltermen)
Seien g, h € OT. Dann definieren wir

g<h = G<h fir jede geschlossene zulissige Belegung ~.

Analog definieren wir die Relation < sowie die Gleichheit von OT -Termen.
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Bemerkung. Es ist nun leicht einzusehen, daf fiir jeden Term ¢ € Cy gilt:
t < w.

Aus diesem Grunde schreiben wir oft einfach t¢ anstelle von no(t). Ferner
lassen sich die Aussagen aus Proposition 2 unmittelbar auf O7 mit den
soeben definierten Vergleichsrelationen erweitern.

SchlieBlich definieren wir Vergleichsrelationen auf C unter Riickgriff auf
die bereits definierten Vergleichsrelationen auf O7 .

Definition 36 (Vergleich von Vektoren aus C)
Seiten A, B € C. Dann definieren wir

A< B & Ao%BQ&Vl>OAZjBZ,
und fir o € TP definieren wir
A‘<JB = A()‘<B() &VZE{O,,QO'} Aszz

Die Relationen = und < sind komponentenweise definiert. Die Relationen
=, und =, sind komponentenweise bis zur go-ten Komponente einschliefslich
definiert.

Bemerkung. Samtliche <-Relationen, die wir definiert haben, sind par-
tielle Ordnungen auf den jeweiligen Feldern. Samtliche <-Relationen sind
irreflexiv und transitiv.

3.1.3 Der O, — Operator

In diesem Abschnitt definieren wir den O-Operator fiir Ordinalvektoren und
beweisen seine spéiter bendtigten Eigenschaften. Die wesentliche Modifika-
tion gegeniiber der Definition aus Kapitel 2 betrifft die nullte Komponente
und geht auf Weiermann [26] zuriick. Diese Modifikation besteht in der
Einfithrung der Kollabierungsfunktion ¢ und bewirkt zweierlei: Zum einen
wird gegeniiber der urspriinglichen Definition von Howard eine w-Potenz ein-
gespart, und zum anderen gewinnen wir am Ende eine Zuordnung natiirlicher
Zahlen an die Terme von Godels T, wiahrend der Originalansatz nur eine Zu-
ordnung von Ordinalzahlen unterhalb von ¢y zuliefl, da Howard noch keine
geeignete Kollabierungstechnik zur Verfiigung stand.

Fiir hohere Komponenten stellt der modifizierte O-Operator lediglich eine
Verallgemeinerung auf Ordinalterme dar und stimmt mit der von Schiitte in
[17] verwendeten Version iiberein.
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Definition 37 (0, : OT* x OT¥ — OT*)

w(w®(ADUB)1€BA0€BBo+g0) :1=0
(AG, B); := 245 Blit1 @ (A; © B;) . 1<i<go
A; : 1> go.

Bemerkung. C ist abgeschlossen gegen 0O,.

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lemma 2.1 auf Ordi-
nalvektoren, wobei jedoch die Voraussetzungen und Behauptungen auf Vek-
torkomponenten ab der ersten eingeschrinkt sind. Die Lemmata 3.2 und
3.3 dienen dem Zweck, auch Majorisierungseigenschaften des O-Operators
beziiglich der nullten Komponente zur Verfiigung zu stellen.

Lemma 3.1 Seien A,B,C,D € OT* und o € TP.
1. Vi Az j (A DUB)i und Vi S qgo Az @Bz j (A Do' B)z
2. Sei ein Index k € {1,...,g90 + 1} gegeben.

(a) AusVi € {k,...,go+ 1} A; 2 B; folgt (A0, C), < (B0, C)y.
Falls zusdtzlich A; < Bj und Vi € {k,...,j} Bi®C; = 0 fir ein j
mit k < j < go + 1 gilt, haben wir sogar (AQ, C)x < (BO, C)g.

(b) Aus Vi€ {k,...,go} A; <X B; folgt (C O, A)y = (CO, B)g.

Falls zusditzlich A; < Bj und Vi € {k,...,j} C;® B; > 0 fir ein
Jj mit k < j < go gilt, haben wir sogar (C' O, A), < (C O, B)y.

3. AusVie{l,...,g0+1} (A;,B; = 0& A; & B; < C;) folgt
VZE {1,,g0'} (ADUD)Z@(BDUD)Z < (CDO.D)Z

4. Verschirfen wir die Voraussetzungen aus 3. um die Voraussetzung
244041 ® Byoy1 < Cyot1, so erhalten wir sogar

Vie{l,...,go0+1} 2((A0Q, D)0, (B0G, D)); < (CO, D),.

Beweis. Fiir ¢ = 0 in 1. benutzen wir Proposition 2. Ansonsten kénnen
wir den Beweis von Lemma 2.1 iibernehmen, jedoch unter Beriicksichtigung
der Einschrankungen auf hohere Vektorkomponenten. Die Eigenschaften der
natiirlichen Summe, des natiirlichen Produktes sowie der 20)-Funktion fiir
Ordinalzahlen garantieren die Ubertragbarkeit der Argumente. O
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Lemma 3.2 Seien p,o,7 € TP, A,B,C,D € OT* und a,b, c,d die Normen
irgendwelcher OT -Terme derart, daff no(4;) = a, no(B;) < b, no(C;) < ¢,
no(D;) = d fir i > 0 gilt. Dann haben wir fir i > 0 folgende Norm-
abschdtzungen:

1. no((AO, B);) 2 Fy(a+ b+ go).
2. no(((A0,B) 0, (C0O,D));) = Fs(a+b+c+d+ gp+2g0 + g9).

Bemerkung. Aus dem Beweis 148t sich klar ablesen, bis zur wievielten Vek-
torkomponente wir jeweils die Normen der Vektoren A bis D unter Kontrolle
haben miissen, um die beiden Behauptungen fiir die nichttrivialen Kompo-
nenten der Vektoren A0, B und (A0, B) 0, (C' Oy D) beweisen zu kénnen.
Auf diese Prézisierung haben wir lediglich der Einfachheit halber verzichtet.

Beweis. Ad 1.: Wir zeigen zunéchst die folgende Hilfsaussage
(¥)  no((AG, B),) < K39 (a+b+1)
fiir 1 <14 < go induktiv nach go = i:

® | =(go:

no(24+ @ (A; ® B;))
2mo(Ai+1) . (no(A;) + no(B;))
2% (a+0)

22" (a+b)

a+b+1
22

no((A0, B);)

A A TA A

Fi(a+b+1).

o 1 <1< go:

nO(Z(ADoB)H-l ® (4; © By))

(go+1—1i)—
2F02 go+1 2(a+b+1) . (CL + b)

no((A0, B);)

A=

= F NG 4 b4+ 1) (a+b)
FJ97H0 (g 4 b+ 1),

A

Nun zur Behauptung:
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e i>go: no((A0, B);) = no(A;) 2 a < Fy(a+b+ go).

o 1 <1< go:

—~
*
~

FO70 (g 4 b+ 1)
F3(a+b+1)
Fi(a+b+2g0)
Fy(a+b+ go).

no((AQ, B);)

L TA A

A

Ad 2.: Wir zeigen zunéchst folgende Hilfsaussage
() no((AD,B) 0, (C T, D)) X BV atbtctdtgp+gp+2)
fir 1 < ¢ < go durch Induktion nach go = i. Dabei werden wir folgende
Abkiirzungen verwenden:
= Fyla+b+gp).
Fy(c+d+ g9).
= F(a+b+c+d+gp+go+1).
= a+b+c+d+gp+god+2.

o 2 » L
Il

® | = go:

no(((Ad, B) 0, (CO, D));)
no(24% Bit1 g ((AQ,B); @ (C'O, D);))
2% Bit1) . (no((AD, B);) + no((C 0; D))

2% (a+ 0)
Fy(y) -
Fy(y+1)
F3(9).

I TATA TAE TA
)

o 1 <i<go:
no(((AGQ, B) 5, (C0, D)):)
2B B ([©5 DNist) . (no((AD, B);) + no((C O, D);))
gF; T2 (g) (a+ 8)
FO7 072 (1y(6)) -
FY9 a4 bt e+ d+gp+ go + 2).

oA IAS 1A
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Nun koénnen wir die Behauptung zeigen:
® ;> go:

(A0, B) 0, (C Oy D))y)
no((A0, B);)

Fy(a+b+ gp)
Fs(a+b+c+d+gp+ 290+ go).

no(
1.
=
=<
no(((A0, B) O, (C'Ty D)):)
LR

< R(5)

< Fla+b+c+d+gp+ 290+ gop).

Damit ist der Beweis des Lemmas abgeschlossen. O

Lemma 3.3 Seien A,B,C,D € OT*.
1. Seien o,7 € TP mit go < gt.

(a) Es gelte A <. B sowie no(A;) < no(By) firi < go+ 1 und
no(C;) = no(Cy) firl <i < go. Dann folgt A0, C <, B0, C.
Die Aussage gilt auch mit <, anstelle von <.

(b) Gelte A <, B, no(4;) < no(By) firi < go und no(C;) < no(Cy)
fir1 <i<go+1. Dann folgt CO, A <, C O, B.
Die Aussage gilt auch mit =<, anstelle von <, und =, anstatt <.

2. Aus no(B;) = 0 firl <i < go und no(A;) X no(B;) firl <i<go+1
folgt

Vie{l,...,g0+1} no((A0, C);) < F3(no((BO, C),;) + go).

3. Unter den Voraussetzungen

D0-<CU,
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Vi<go+1 (A, Bi=0& A; & B; 2 C; & no(A;),no(B;) < no(C;))
und A; & By < Cy im Falle go = 0 haben wir

Vi <go (AD,D); & (B0, D); < (CO, D),.
Beweis. Ad 1.: Da man fiir Teil (b) dhnlich argumentiert wie fir Teil (a),
zeigen wir nur (a), indem wir folgende drei Félle unterscheiden:
e go+ 1 < i < gr: Dies ist klar nach Voraussetzung.
e 1 <i< go: In diesem Fall folgt die Behauptung mit Lemma 3.1 (2a).

e 1 = (0: Wir zeigen die <,.-Variante. In der <,-Variante argumentiert
man fiir jede geschlossene zuléssige Belegung einzeln.

(A, C)o Y(w® (AD, C)1 & Ay ® Co + go)

Y(w® (BO,C)y @ By ® Co + go)
- (BDUC)().

|

A .

Zu !: Wir iiberzeugen uns davon, daf§ die Voraussetzungen von Propo-
sition 2 (6) erfiillt sind. Es ist klar, dafl

w® (AT, C) & Ay® Co+ go <w® (B0, C), & By & Cy + go
gilt. Mit Lemma 3.2 erhalten wir die Abschitzung
no((AQ, C)1) = Fy(no(By) + no(Cy) + go).
Damit haben wir
no(w® (A0, C)18A¢®Co+go) < D(no(wx(B O, C)1&By®dCo+go)).
Proposition 2 (6) liefert nun die behauptete <-Beziehung.
Ad 2.: Definiere fiir ¢ > 0

go+1 go+1 go
N; = Z no(A;), M; = Z no(Bj), L; := Zno(Cj).
j=i j=i j=i

Der Beweis von Lemma 3.2 ergibt fiir 0 <i < go+ 1

no((AD, C)) = Fy(N; + Li + go). (3.1)
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Da der Fall ¢ = go + 1 trivial ist, gehen wir im folgenden von 1 < ¢ < go
aus. Wegen no(B;) = 0 haben wir dann no(2(8%i+1) < no((B0G, C),)
und damit no((B 4, C);y1) < 2no((B 0, C);) gemif Proposition 1. Daraus
erhalten wir fiir j € {i,...,g90 + 1}

no((B4, C);) X2 no((B 4, C),).
Da no(B;) = no((B0O,C);) fir jedes j und no(C;) = no((B0O,C),) fiir
1 < j < go gilt, erhalten wir
M;+ L; = (go+1) 29 . no((BO, C),). (3.2)
(3.1) und (3.2) zusammen mit N; < M, ergeben
no((A Dac)i) =< FQ(MZ+L1+QO')

Fy((go +1)-29t . no((BO, C);) + go)
F3(no((BG, C);) + go).
Ad 3.: Im Falle 1 < ¢ < go folgt die Behauptung mit Lemma 3.1 (3). Wir
betrachten den Fall 7 = 0:
(AG, D)o & (BO, D)o

= YP(w®(A0,D); & Ay® Dy + go) ® Y(w® (BO,D), & By ® Dy + go)

< Y(we(AD, D) & (BO, D)1) © Ao ® Bo ® 2D + 2g0)

< Y(w® (CO,D);®Cy® Dy+ go) = (CO, D).
Die <-Beziehung folgt sofort mit Proposition 2 (4) und (5). Mit Hilfe von
Proposition 2 (6) zeigen wir nun die <-Beziehung:

(A0, D)1 & (BO, D)1 < (CH, D)

gilt im Falle go = 0 nach Voraussetzung, im Falle go > 0 haben wir dies
bereits bewiesen. Ferner gilt 2Dy 4+ 290 < w nach Voraussetzung. Damit
erhalten wir

=
=

wR((AO,D);®(B0,D),)®A¢®By®2Dy+2g0 < w@(C O,D)1HCo®Dy+go.
Der zweite Teil dieses Lemmas ergibt
no((A0, D);),no((BG, D);) <X F3(no(C' O, D); + go).

Hieraus 1483t sich leicht ablesen, dafl auch die zweite Voraussetzung von Pro-
position 2 (6) erfiillt ist. O
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3.1.4 Der §* — Operator

Wir stellen nun den erweiterten §-Operator vor. Die Definition aus Kapitel 2
wird auf Ordinalvektoren verallgemeinert und um eine Klausel fiir ¢-Terme
erweitert. Um die Normen hoherer Vektorkomponenten durch die unterste
kontrollieren zu koénnen, muBten wir einige Anderungen vornehmen, welche
auf einer genauen Analyse des Aufbaus von C-Vektoren und des Originalbe-
weises von Howard in [12] beruhen.

Definition 38 (6*° : C — C)
Fir D € C definieren wir

LxG(D) . (5301)0)0 :1=0
((5zUD)1 = @(5]1‘71)])2 s 0<1<go+1
=0

Die Hilfsoperatoren 6% : C; — C definieren wir rekursiv. Sei dazu h € C;.
Tritt in h keine Variable xf auf, so definieren wir

1 i#j<go+1
(67°h)j =4 h+1 : i=j<go+1
0 . sonst.

Tritt in h 1rgendeine Variable xf auf, so unterscheiden wir folgende F'élle bei
der Definition von 6% h:

e h=uz7:

2O\ 1 @ 3<go+1
(07" h); ‘_{ 0 : sonst.

e h=fdg mit f,g €C;:
(67°f); @ (67g);+1 + j=1
(07°h)j=q  (67f);®(67g); =+ 1#j<go+l
0 : sonst.
° h52f®g mz’thCiH,gECi und i > 0:
2007, f); @ (6077g);+1 = j=go+1

(87°h); == (671 f);®(67°9); = j<go
0 : sonst.
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e h=yY(w fdg+n) mit f €Ci,9€Coundi=D0:
Pwe X7 =1} (6 g)o+n) : j=0
(67h); = (67°f); @ (05°9); P l<j<gotl
0 : sonst.

L* : C — IN ist definiert durch:

o

L¥(D) := L¥(D)-L%(D), wobei

go+1
Ly(D) = Y I¥(D;) und
Ly(D) = max{2%®P)|j<go+1}+1.

Schliefslich definieren wir noch die Funktionen 1h*,dp® : OT — IN durch
Rekursion nach dem Aufbau der OT -Terme (der Einfachheit halber steht
hier x fiir x°). Sei h € OT.

I (h) =1

e Vj 2§ ¢ Sub(h) : dp?(h) = 0.

e 3j z§ € Sub(h) und

LR =1

che{fogdlwafag+n)}: Zhﬁ(hf% - ﬁg{{)dp thw)(ggpj(;)}'

" (
 W7(h) o= 2I0°(f) +1h°(g) +
- dp*(h) := max{1 +dp°(f),d ( )}

Bemerkung. Aus dieser Definition liest man folgende Eigenschaften des 6-
Operators unmittelbar ab:

o Wohldefiniertheit: Fiir jeden Vektor D € C ist §*°D ein eindeutig
bestimmter C-Vektor.

e Ist D € C, so tritt in 0°°D keine Variable zJ auf.

e Fiir h € C; gilt (67°h); = 0 fiir alle j < go + 1.
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Lemma 3.4 (Substitutionseigenschaft von §*°)
Seien B, D € C und z°, y”? Variablen mit y* # x° und der Eigenschaft, daf
keine der Variablen x§ in B auftritt. Dann haben wir

(0D){Y?: =B} = §(D{Y*:=B)}).
Gilt sogar B € C, so haben wir fir beliebige Variable z*
(6*’D){Z° =B} = §(D{Z’ := B)}).

Beweis. Aus den Definitionen von 1h”, dp* und L*” liest man miihelos die Inva-
rianz dieser Funktionen gegeniiber Substitutionen unter den oben genannten
Variablenbedingungen ab. Die Substitutionseigenschaft der Hilfsoperatoren
677 148t sich ebenso leicht aus deren Definition ablesen. Aus diesen Voriiber-
legungen folgt die Behauptung. O

Wir ben6tigen noch einige Hilfsbegriffe, um das Verhalten des §-Operators
genauer beschreiben zu kénnen. Das hieraus gewonnene Wissen wird uns
spéter in die Lage versetzen, die den Termen aus 7 zugeordneten C-Vektoren
miteinander vergleichen zu kénnen und zu beweisen, dafl wir scharfe obere
Schranken fiir Reduktionsketten von Termen aus 7 erhalten.

Definition 39 (Tj;, Subj, ¥*)

Die Menge Tj;(h) der mazimalen z-freien Teilterme i-ten Levels von h € C;
und die Menge Suby;(h) der von x verschiedenen Teilterme i-ten Levels von h,
wobei z-freie Teilterme als atomar betrachtet werden, sind wie folgt rekursiv

definiert:
o Vk x7 & Sub(h):

'mwy—{{m mmj:i}—ﬁﬁﬁm.

0 sonst

e Jk zf € Sub(h) und

« h = .7:;’
Tf(h) := 0 =: Subj;(h).
e h=fdyg:

Ti(h) = TE() U T (9)-

Sﬂ%m&{{MU?%UW%WM)m%j—i
Subj; (f) U Subj;(g) sonst.
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che{2f@gywe fog+n)}:
Tfi(h) = sz-i-l,i(f) U Tﬁ(g)
s { O e ot
J+1 jit
Wir definieren noch folgende Vereinigungen:
Ty (h) := [ T5(h)  und  Subj(h) =] Subj;(h).
i>j i>j

U*(h) sei die Menge aller Teilterme einer Gestalt Y(w® fSg+n) von h € Cy,
in denen irgendeine Variable xf auftritt.

Bemerkung. Sei h € C;. Wir konnen der Definition unmittelbar folgende
Eigenschaften von Tj;, Sub; und ¥* ansehen:

e Tf(h) besteht aus genau denjenigen Elementen von Suby;(h), in denen
keine Variable z7 auftritt.

e Fiir i < j gilt Tj;(h) = Subj;(h) = 0.
e Aust € Subj;(h) folgt t < h.

e Die Definition von ¥* 148t sich durch Rekursion nach C, prézisieren.
Sei dazu h € Cy.
Vk z§ & Sub(h) = ¥*(h) = .
h =xf = V*(h) = 0.
Jk xf € Sub(
Jk xf € Sub(

&h=f@®g= U (h) = T*(f)UT*qg).

h)
h&h=¢9(w® f®g+n) = V*(h)={h}UT*g).
Aus dieser Charakterisierung liest man unmittelbar ab, daf§ gilt:

U?(h) C Subgy(h).

Lemma 3.5 Sei h € C; mit j =0 in 3. Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Aus 27 ®g € Sub((67"h);) folgt 2/ ®g € Sub(h)USub(h{X? := 1}). Im
Fallei > 0 folgt aus 2/ ®g € Subj ((07°h);) sogar 2/ ® g € Subj},[T5;(h)].



3.1. ORDINALTERME UND -VEKTOREN b}
2. Es gelte Y(w ® f ® g +n) € Sub((67°h);). Dann folgt

Y(w® f®g+n) e Sub(h) USub(h{X7 :=1}),

oder es gibt Terme [ und ¢' mit f = f/{X7 = T} und g = (68°9)o,
so dafs gilt:
Y(w f @ g +n)e Sub(h).

Im Falle i > 0 haben wir sogar (w ® f @® g+ n) € Sub[Tf;(h)].

3. Aus Y(w® fdg+n) € VY ((d2°h)o) folgt Y(we fBg+n) € W(h) oder
Y(w fdg +n)e VW (h), wobei f = f{X°:=1} und g = (68" )o.

Beweis. Ad 1.: Wir fithren Induktion nach der Definition von 5}”0. Wenn
in h keine Variable xf auftritt, ist die Behauptung trivial. Wir gehen daher
im folgenden davon aus, dafl h irgendeine Variable xj enthélt. Im Falle
h = zf ist die Behauptung leer. Fiir h € {h1 @ ho,2M ® hy} fiihrt die
Induktionsvoraussetzung an h; und hy direkt zum gewiinschten Resultat.

Interessant ist der verbleibende Fall h = ¢(w ® hy @ hy + n): Im Falle
¢ > 0 schliefen wir wieder direkt von der Induktionsvoraussetzung an h;
und ho auf die Behauptung. Sei nun ¢+ = 0. Dann haben wir entweder
2/ ® g € Sub(h{X? :=1}) und erhalten 2/ ® g € Sub(h{X? :=1}), oder es
gilt 2/®g € Sub((6&°hy)o) und wir schlieBen mit der Induktionsvoraussetzung
an hy auf die Behauptung.

Ad 2.: Der Beweis von 2. verlduft analog zum Beweis von 1. Wir be-
handeln den interessanten Fall i = 0 und h = ¢¥(w ® hy @ hy + n) mit
Jk x§ € Sub(h) ausfiihrlich. Es gibt drei Moglichkeiten fiir das Auftreten
des Terms ¢(w ® f @ g+ n) in (65 h)o:

e Y(w® f@®g+n) € Sub((6%hy)o): Klar mit Induktionsvoraussetzung
an hg.

e Y(w® f®g+n)c Sub(h {X° :=1}): Trivial.

e Y(WRfBg+n) = Y(wh{X? =1} (6:hy)o+n): Dann erhalten
wir mit f’ := h; und ¢’ := hy die Behauptung.

Ad 3.: Dies lifit sich einfach durch Induktion nach der Definition von §%”
beweisen. Die Argumentation wird analog zu derjenigen unter 2. gefiihrt,
wobei jedoch der Fall h = 2" ® hy nicht eintreten kann. Ferner kann im Falle
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h = (w® hy ® hy +n) mit Ik 27 € Sub(h) der Term hy{X° := 1} keinen
1-Term enthalten, in dem eine Variable y; frei auftritt. ad

Fiir das néchste Lemma bendtigen wir die spezielle zuldssige Belegung,
welche sédmtliche Variablen x7, 7 mit 1 belegt. Ist h € OT, so definieren
wir h durch h{z¢ = 1,27 := 1 | 29, 27 € OT}. Die Aussagen 4, 5 und
6 des Lemmas werden wir erst fiir den Beweis benétigen, dafl die in dieser
Arbeit angegebenen oberen Schranken fiir die Léngen von Reduktionsketten
tatséchlich scharf sind.

Lemma 3.6 (Einige Abschitzungen)
1. Fiir alle h € Cy gilt W{X? :=1} < (6%°h)o.

2. Seien h € C;, j > 0 und gelte ¥Vt € T (h) no(t) < m fiir ein m € Co
mit m > 0. Dann gilt

no((67°h);) = °(h) - m.
3. Sei h € C; und gelte V27 ® g € Subf(h) g = 0. Dann haben wir
Vt € Sub?(h) no(t) < 2% " . no(h).

5. Seien h € C;, 7 > 0 und eine Ordinalzahl a« mit 0 < a < g9 und
vt € T5(h) t < o« gegeben. Dann ist

(67h); < a1 (h).

6. Seten ein Term h € Cy und Ordinalzahlen 0 < m < w sowie 0 < a < &g
mit den Figenschaften Vt € Tgy(h) © < m und

Vip(w® f®g+n) e ¥h) [f<a&n<mé&no(f) X Fyg+n)]

gegeben. Dann haben wir

(65h)e < Y(w @I (h) ® a ® I (h) - m).
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Beweis. Ad 1.: Die Verifikation der Aussage erfolgt durch eine einfache
Induktion nach der Definition von §%". Explizit zeigen wir nur den Fall, daf
h eine Variable z enthilt und eine Gestalt ¢¥(w ® f @ g + n) hat:

X7 =1}

~
=

Ywe fAX7 =1} ®g{X7:=1}+n)
n)

Pwe X7 =1}® (5 g)o+
(857R)o.

TS

Ad 2.: Wir fiihren Induktion nach der Definition von §7°. Gelte zunéchst
Vk xf & Sub(h). Dann haben wir

no((67°h);) < no(h) +1 < m.
Nun trete in h irgendein z§ auf. Dann unterscheiden wir vier Falle:
e h = z7: Trivial.
e h = f @ g: Klar mit Induktionsvoraussetzung an f und g.

e h =2/ ® g: Dann haben wir

no((07°h);) = 2-no((6%,);) +no((6779);) +1
2 () m A (g) m 1
< 1E(h) - m.

e h=9Y(w® fPBg+n): Wegen j > 0 haben wir dann

no((95 h);) = no((67°f);) + no(( 5 9);)

Iﬁv I (f)-m+1*(g) -m
< IE(R) - m.

Ad 3.: Wir beweisen 3. durch Induktion nach der rekursiven Definition
von Sub;. Wir gehen davon aus, dal in h eine Variable z§ auftritt, da die
Behauptung anderenfalls wegen Sub? (h) = {h} trivial ist.

e h=1x7: Dann ist Sub?(h) = 0.
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e h=f®g: Seit € Subi(h). Ist dann ¢ = h, so sind wir fertig. Gilt
t € Sub(f), so schliefen wir mit der Induktionsvoraussetzung an f auf

no(t) = 2% 6 . no(f) = 2% M . no(h).
Den Fall ¢ € Sub{(g) behandelt man analog.

e h =2/ ®g: Seit € Subf(h) ein echter Teilterm. Liegt dann ¢ in
Subj,; (f), so haben wir mit Proposition 1 und der Voraussetzung g > 0
die Abschétzung

no(f) = 2-no(2") < 2-no(h).

Mit 1+dp°(f) < dp”(h) und der Induktionsvoraussetzung an f erhalten
wir daraus die Behauptung. Ist schlieBlich ¢ € Sub{(g), so erhalten wir
die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung an g, da no(g) =<
no(h) gilt.

e h=¢Y(w® f®g+n): Dann mufl i = 0 gelten. Da nach Proposition 2
no(f), no(g) = no(h) gilt, erhalten wir auch in diesem Fall die Behaup-
tung problemlos aus den entsprechenden Induktionsvoraussetzungen.

Ad 4.: Dies 18t sich leicht induktiv nach der Definition von &7 zeigen.
Ad 5.: Dies beweist man genauso wie Aussage 2.
Ad 6.: Wir fithren Induktion nach der Definition von &3

o Vi z7 ¢ Sub(h): Dann gilt h € T (h), also haben wir

(0%h)o=h+1<m<Y(wh(h) ®a®I(h)-m).

e Jk x7 € Sub(h):

o h = z§: Trivial.
e h = f & ¢g: Mit Hilfe von Proposition 2 kénnen wir wie folgt
abschéitzen:

(05°h)o = (0§°f)o @ (579)o
< YR (fHRad b (f)-m) ® Y(wRlh*(g)@a @ 1h*(g)-m)
< Plwe W(f) +1(g) ® ad (IW°(f) +16°(g)) - m)
< YwUE(R) @ a® e (h) m).
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e h=9Y(w®f®g+n): Nach Voraussetzung gilt dann f < a, n < m
sowie no(f) =< Fz(g +n). Vermoge Teil 1 dieses Lemmas haben
wir daher

no (F) < Fa(@+n) < Fa ((5g)o+m),

und mit Hilfe von Proposition 2 erhalten wir nun

(05h)o = (w ® f D (68°g) + n)

< P (w@a@ (5gog)o+m)
V.
< YPlwRadP(wlh(g) ®a®I’(g) - m) +m)
< YPlw (Ih(g) +1) @ a® (Ih°(g) + 1) - m)
< YPw(h) ® a®1h’(h) - m).
Damit ist das Lemma vollstandig bewiesen. O

3.1.5 Das Zusammenspiel der Operatoren O und

Wir kommen nun zu dem Hauptlemma, welches das Zusammenspiel der mo-
difizierten Operatoren O und ¢ illustriert. Dieses Lemma ist das Analogon
zu Hauptlemma 2.1 und wird im Beweis des Satzes iiber die Abschitzung
der Reduktionsketten von Godels T die zentrale Rolle bei der Behandlung
der -Konversion spielen. Wir haben den Beweis von Howard (vgl. Lemma
2.11 und Korollar in [12]) entsprechend den vorgenommenen Modifikationen
und Erweiterungen der beiden Operatoren ergénzt.

Hauptlemma 3.1 Seien B, D € C Vektoren mit folgenden Eigenschaften:
* VY(w® fDg+n)e ¥ (Do) no(f) = Fa(g+n).

e B ist eine zulissige Belegung fiir X%, d.h. es gilt Vi no(B;) = By und
Vi < go 0 < no(B;).

Dann gilt
§°D 4, B = D{X°:=B}.

Beweis. Weiter unten werden wir die folgende Hilfsbehauptung beweisen:
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(%) Sei h € C; mit i < go + 1. Wenn ¢ = 0 ist, so gelte fiir alle Terme
Y(w® fPBg+n) e ¥*(h) die Beziechung no(f) < F3(g + n). Dann
haben wir

(07°h0, B); = h{X° := B}.

Unter Benutzung von (x) konnen wir das Hauptlemma durch Unterscheidung
der drei folgenden Fille beweisen:

e i >go+1: Dannist (6D 0, B); = D; = D;{X° := B}.

e 1<i<go+1: Dafiirallej€ {i,...,go+1} (6*D); = (67°D;); gilt,
folgt mit Lemma 3.1 (2)

(6D 0, B); = (67°D; O, B);.
GemiB (x) gilt aber

(07°D; 0, B); = D{X° := B}.

e i =(: In diesem Fall schétzen wir folgendermafien ab:
(6D 0O, B), Y(w® (6 D0, B), @ (6°D)y ® By + go)

! o o
= Y(w® (65 Do, B)y @ (8 Do)o ® By + go)
(08°Dy 0, B)g

(+)
> Do{X° := B}.

Ad !: Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Proposition 2 (6).

1. Fiir alle j < go+1 gilt (6°°D); = (85°Dy);. Nach Lemma 3.1 (2)
folgt daraus (6°°D 0, B); = (0%'Do 0, B);.

2. Es gilt no((02°Dy O, B)1) =< F3(no((6*'D O, B)1) + go) vermdbge
Lemma 3.3 (2).

Nun beweisen wir (*) durch Induktion nach der Definition der Hilfsoperatoren
6%, Wir nehmen zunéchst an, daf in h keine Variable ¢ auftritt. Dann gilt

(0F°h0, B); = (67°h);=h+1 = h=h{X° := B}.

Jetzt betrachten wir den Fall 3k z7 € Sub(h). Dann muB i < go gelten.
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h = z7: Dann ist (TDU B); = Bi+1 > B, = h{X? := B}.
h = f @ g: Dann folgt mit Lemma 3.3 (3)

(67h0, B); = (67f0, B)i® (6790, B);
1.V.

= f{X?:=B}®g¢{X° .= B} = h{X? := B}.

h =2/ ® g: Dann muf} i > 1 gelten, und Lemma 3.1 (4) ergibt

(07hT B)i » (671 B B) 5, (6795, B));
= 2V B g (620, B),
W of XD g g(X7 = B} = h{X” = B},

h=¢(w® f®g+n): Dann mufl i = 0 gelten, und wir erhalten
h{X?:= B} =¢(w® f{X?:= B} ® g{X° := B} +n)

@ o o

< P(w(67 fO, B)16(d 9T, Blotn)
Y(w@ (07 f O Bhr@v(w®(05 g By B)1®(05 9)o®Bo+g0)+n)
P(w((67'f 5, B @ (8590, B)1)@ (5 9)0® Bo+go+n)

IA® 1A

(w® (5 h Oy B)1@( 85 h)o® Bo+go)
= (‘%Uh O, Bo.

Ad (@: Die Induktionsvoraussetzungen an f und g liefern
f{X7:= B} < (6{'f 0, B); und g{X° := B} < (&5 g 0, B)o.

Nach Voraussetzung haben wir no(f) =< Fy(g + n). Insgesamt folgt
hieraus zusammen mit der Zuléassigkeit der Belegung B fiir X7:

no(f{X° := B}) = F5(¢{X° := B} +n) < F5((6°9 0, B)o + n).
Ad @: Lemma 3.1 (3) liefert im Falle go > 0

(62°f 0, B), ® (6¢°g 0, B), < (82'h 0, B).
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Fiir go = 0 haben wir die Gleichheit der beiden Terme. Unter Benut-
zung von Lemma 3.3 (2) erhalten wir

no((07"f Oy B)1), no(( 859 0y B)1) = Fy(no(( 85 h T B)s) + go).

Die Beziehung (62°g)o + n =< (68°h)o ist klar. Es kann nicht ausge-
schlossen werden, daf8 der Term f{X° := I} unter irgendeiner zulissi-
gen Belegung 0 wird. Falls dann noch go = 0 gilt, haben wir in (2
tatsdchlich die Gleichheit der beiden Terme unter dieser Belegung. O

3.2 Zuordnung von Ordinalvektoren

In diesem Abschnitt gehen wir in zwei Schritten vor, um den Termen aus
Godels T Ordinalvektoren zuzuordnen. Wir konnen das Verfahren folgen-
dermaflen beschreiben:

Da wir Howards Idee zur Behandlung der $-Kontraktion verwenden wol-
len, miissen wir dafiir sorgen, dal den Termen aus 7 ausschliefllich Vekto-
ren aus C zugeordnet werden, da der §-Operator nur auf solche Vektoren
sinnvoll angewendet werden kann. Die Behandlung allgemeiner Rekursor-
Reduktionen wie in [26] verursacht dabei jedoch ein ernstes Problem, da die
in [26] Termen einer Gestalt R,t° zugeordneten Vektoren im allgemeinen nicht
in C liegen. Wir haben dieses Problem gel6st, indem wir bei der Zuordnung
in zwei Schritten vorgehen und folgende einfache Beobachtung ausnutzen:

Wihrend des Aufbaus eines A-Terms a”, dessen Reduktionsketten wir
abschétzen mochten, treten im allgemeinen einige A-Abstraktionen auf. Die-
se Abstraktionsprozesse werden entsprechend der rekursiven Natur unserer
Zuordnung durch Anwendungen des d-Operators behandelt, so daf} eine aus-
schlieBliche Verwendung von C-Vektoren wéahrend dieser Phase erforderlich
ist. Betrachten wir jedoch die Terme, welche wihrend der Reduktion des
Ausgangsterms a” entstehen, so stellen wir fest, dafl keine grundlegend neu-
en Abstraktionsprozesse mehr auftreten. Teilterme einer Gestalt Ax?.b° des
Terms a” konnen lediglich durch 8- und Rekursor-Reduktionen vervielféltigt
oder durch Anwendung von () und (§) modifiziert werden. Dies hat zur
Folge, dal wir bei der Zuordnung von Vektoren an die Redukte von a”™ mehr
Spielraum haben und die Bedingungen an C-Vektoren, welche sich auf die
Anwendbarkeit des J-Operators beziehen, abgeschwécht werden kénnen.

Betrachten wir die Bedingungen an C-Vektoren etwas genauer, so stellen
wir fest, dafl sich diejenigen Bedingungen, welche im Konflikt mit der Be-



3.2. ZUORDNUNG VON ORDINALVEKTOREN 63

handlung allgemeiner Rekursor-Reduktionen stehen, auf die Auftreten von
Variablen beziehen. Dies fiihrt uns zu der Hinzunahme von Kopien z7 der
Variablen z7 zu O7T, welche diesen oben erwéhnten Bedingungen nicht un-
terliegen. Die neuen Variablen funktionieren genauso wie ihre Originale als
Platzhalter fiir Substitutionen, jedoch nicht mehr als Markierungen fiir den
durch den d-Operator realisierten Umbauprozef3.

Wir kehren nun zur Betrachtung des Ausgangsterms a” zuriick. In einem
ersten Schritt verwenden wir die eindeutige Zuordnung [-] und ordnen a”
den Vektor [[a7]] zu. Diese Zuordnung verwendet die Originalvariablen und
148t eine korrekte Behandlung der S-Kontraktion zu. Rekursor-Reduktionen
kénnen jedoch nur im Falle geschlossener Rekursionsargumente behandelt
werden. Ferner kann nur eine eingeschrinkte Version der £-Regel behandelt
werden, da auch der erweiterte d-Operator nicht streng monoton wachsend
ist, was man mit etwas mehr Aufwand als in Kapitel 2 einsehen kann.

Nun gehen wir iiber zum zweiten Schritt: Wir ersetzen die Originalvaria-
blen in [a"]] durch ihre Kopien und definieren die Zuordnung [], wobei wir
Howards Idee der nicht-eindeutigen Zuordnung zur Behandlung der £-Regel
verwenden und dariiberhinaus dank der Verwendung der Variablenkopien in
der Lage sind, Weiermanns Zuordnung an Terme einer Gestalt R,t° aus [26]
zu integrieren, ohne den Rahmen der C-Vektoren zu verlassen. Ferner ist
der Vektor [a"]{[[z°] := [2°] | 27 € FV(a")} einer der Vektoren [a7], wel-
che dem Term a” zugeordnet werden. Der entscheidende Punkt bei diesem
Vorgehen ist, dafl wir an moglichen Ausgangspunkten von Anwendungen der
&-Regel, also genau fiir Abstraktionsterme, die Zuordnung [-]] verwenden, um
weiterhin die G-Kontraktion behandeln zu kénnen.

Zur Veranschaulichung betrachten wir wie schon in Kapitel 2 eine sche-
matische Reduktionskette ausgehend von a”, wobei wir unser Augenmerk auf
einen Teilterm Az?.bj richten:

a”=... % ... é é (A= dT é b et =

Die nicht-eindeutige Zuordnung funktioniert nun — etwas vereinfachend dar-
gestellt — in einer Weise, dafl

a7 = 6" Iog] @ [B){[27] =1}

ein moglicher dem Term Az°.b? zugeordneter Vektor ist. Der zweite Sum-
mand ist hierbei zustéandig fiir die Behandlung von Anwendungen der £-Regel,
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wéahrend die §-Kontraktion folgendermafien behandelt wird, wobei wir zur
Erleichterung der Darstellung von der Geschlossenheit des Terms Az°.b] aus-
gehen:

(Damb)e] = Tl O[] = 2] =[]} = (B[] = 7).

Der erste Summand wird also solange unveréndert gelassen, bis es zu einer
(-Kontraktion kommt.

Die konkrete Definition der Zuordnung [-] muf} schlie8lich noch den fol-
genden Gesichtspunkten Rechnung tragen: Zum einen kennen wir die Re-
duktionsgeschichte beispielsweise des Terms d™ nicht, wenn wir [-] allgemein
definieren. Wir miissen daher in der Definition alle moéglichen Redukti-
onsgeschichten von d” beriicksichtigen. Dies ist der Grund fiir die Nicht-
Eindeutigkeit der Zuordnung [|. Zum anderen ist es moglich, dafi in der
obigen Reduktionskette -Kontraktionen

O AT e B (oA Yy = e}
mit y € FV(Az°b?) auftreten. Wir miissen daher eine Liste von Substitutio-
nen &[] {[z] := Z | z € FV(Ax°.b5)} zulassen.

Definition 40 (Rekursive Definition von [[-] : 7 — C)

[[O]L = 0.
1 i=0
Bl = {0 i>0.
= 1 1 <gr+1
o= {0 i>gr+ 1.
2 i=0
- 1 1<i<gp+1
Rl = q P
0 i>gp+2.
o, .— x5 1 < go
[+ = { { isw
@y = (1% i<gr
o 0 1> grT.

Pzva™] = 6 [a"] ®-[a’] { [=°] =1}
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Definition 41 (Die nicht-eindeutige Zuordnung [-] € T X C)

[0]; = 0.
1 1=0
Bl = {0 i>0.
B 1 1< gr+1
- = {0 i>g7+ 1.
2 1=0
R = 1 1<i1<gp+1
plv w i=gp+2
0 1> gp+ 2.
o1 x 1< go
2% = { i> go.
0+2 Z_O
1<i1<gp+1
0 —
[Rpt]z B 0+2 Z—gp—i-Z
1> gp+ 2.
[aaTbcr]i — { ) Z_gT
1> grT.
Paeva”] = (O] = ) |y € FV(ha.d')} @, [ {[27] =1},

wobei d” € T, y € T ensetzbar fir y in \x®d" fir jedes
ye FV(Az°d™) und d"{y =7 | y € FV(Az°d")} >™ a’.

Es ist klar, da8 [[-]] wohldefiniert ist. Man kann sich durch eine Induktion
nach dem Termaufbau miihelos davon iiberzeugen. Um die Wohldefiniertheit
von [-] einzusehen, argumentieren wir wie schon in Kapitel 2 und betrachten
folgende

Definition 42 (Howard [12]) Die Relation t < T x IN sei wie folgt defi-
niert:

t(a”) = 1 falls a™ eine Konstante oder Variable ist.
( O'Tbo') — t(aUT) + t(bO‘).
t(Aza™) = 14+t(do) + ... +t(d,),

wobei dy >1 ... >t d,, = a7 und jedes t(d;) ein mdglicher Wert fiir d; ist.
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Wie die entsprechende Relation in Kapitel 2 hat auch diese Relation die
Eigenschaft, da8 fiir jeden echten Teilterm a eines Terms b gilt: t(a) < t(b)
sofern ¢(b) unter Riickgriff auf ¢(a) definiert wurde. Wir kénnen daher Induk-
tionsbeweise nach ¢(a) fithren. Mit einer solchen Induktion nach ¢(a) kénnen
wir nun z.B. die Wohldefiniertheit von [a] nachweisen. Dafl die Vektoren [77]
fiir y» € FV(Axz°.d") in der Definition von [Az%a"] sogar zuldssige Belegungen
fiir die Vektoren [[y”]] darstellen, konnen wir jedoch erst mit Hauptlemma 3.2
einsehen.

Wir notieren als néchstes einige sehr wichtige Eigenschaften der beiden
Zuordnungen, welche direkt aus den Definitionen folgen.

e Fiir jedes d € T ist
[d] {[z] := [2] | = € FV(d)}

ein dem Term d zugeordneter Vektor [d].

Sowohl der Vektor < ([R,] Qg [t])o, - - -, ([Ry] Do [t])gp+2 > als auch der
Vektor <[to+2,1,...,1,[t]o + 2> sind dem Term R,t° zugeordnet.

[] und [-] sind invariant modulo =,.

Fiir Ziffern haben wir [n]; = [n]; = n, falls ¢ = 0, und 0 sonst.

dTET,DG{[[d]],[d]} = V) Dj{&o&D(){w&Vl>gTDl:0.

Als néchstes beweisen wir die Substitutionseigenschaft der nicht-eindeuti-
gen Zuordnung [-]. Die Griinde fiir ihre Unerléflichkeit sind dieselben wie
die in Kapitel 2 erlduterten.

Lemma 3.7 (Substitutionseigenschaft von [-])
Es seien b?,c™ € T Terme mit BV (c") N FV(b¥) = 0. Ist dann [c"] dem
Term c™ und [b¥] dem Term b¥ zugeordnet, so ist

] { 7] := [b°] }
ein dem Term c™{z% := b¥} zugeordneter Vektor.
Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion nach t(c¢7):

e c ist eine Konstante oder Variable: Trivial.
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o+2 i=0

<71 <
e ¢ =R, mit [c] = [t]01—|— 5 ;'1—_;p_+92p+ 1 : Klar nach I.V. an t.
0 t>gp+2

e c=a’"d’ mit [c]; = ([a] T, [d] ); fiir i < g7 und 0 sonst. Dann gilt

fiir « < gr.

e ¢" = A\x%a”: Dies ist der interessante Induktionsschritt. Da der Fall
x = z trivial ist, gehen wir im folgenden von x # z aus. Der Vektor [(]
hat eine Gestalt

(] = (6" [@]) {lv] =[] | y € FV(Nad)} @, [a”] {[a"] =T}

mit den Bedingungen an d und die Terme 7 laut Definition. Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir von

BV(d{y =7 |y € FV(Ax°.d)}) N FV(b) =0
ausgehen. Wir haben dann

== = (07D Al = W] = B} |y € FV(Aa”d)}
@, [a] {[z] == [b], [27] := 1}

Nach Induktionsvoraussetzung gilt: Fiir alle y € FV(Az°d) ist der

Vektor [g]{[z] := [b]} dem Term ¢’ := y{z := b} zugeordnet, und
[a] {[z] := [b]} ist dem Term a{z := b} zugeordnet. Die 3’ sind ein-
setzbar in Az.d, und es gilt d{y :=¢' | y € FV(Az.d)} >" a{z := b}.
Also ist

(6 [N Aly] =[] |y € FV(he.d)} @, al{[z] =[], [a] := 1}
ein dem Term c{z := b} zugeordneter Vektor. O

Nun kommen wir zur Formulierung des Hauptlemmas iiber die Zuord-
nungen [[-] und [-], welches von zentraler Bedeutung fiir den Groflenvergleich
der Vektoren ist, die wir den Termen aus 7 zugeordnet haben.
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Hauptlemma 3.2

(a) Seid™ € T gegeben. Setze d; := [d]|;. Fliir jedes j € IN gelten folgende
Aussagen:

Vi < gt d; > 0.

V2! ® g € Sub(d;) g > 0.

no(d;) = do.

vt € Tf(d;) no(t) < L3([d]) - (65" do)o-

Vip(w® f @ g+n) e Sub(d;) no(f) 2 Fa(g+n).

SR

~

(b)

Seien a7, b € T und i > 0 gegeben. Dann gilt
no([a®b7];) X Fy(ag + bo + go).
2. Seien a7, b7, c”?,dP € T und i > 0 gegeben. Dann gilt

no([ab(cd)];) < Fs(ag + bo + co + do + go + 29 + gp).

(c) Die Behauptungen 1, 2, 3 und 5 aus Teil (a) gelten fiir alle dem Term
d” € T zugeordneten Vektoren [d].

(d) Die Aussagen aus Teil (b) gelten auch fiir die nicht-eindeutige Zuord-
nung [].

Beweis. Die Strategie der Beweisfithrung ist die folgende: Zunéchst bewei-
sen wir Teil (a) durch simultane Induktion nach dem Aufbau von d unter
Riickgriff auf die Lemmata 3.2, 3.5 und 3.6. Danach schlieen wir mit Hilfe
von Aussage 3 aus (a) und Lemma 3.2 auf Teil (b). Teil (c¢) laBt sich dann
induktiv nach t#(d) unter Benutzung von Teil (a) beweisen. Teil (d) folgt
schliefllich ebenso aus (c) wie Teil (b) aus (a).

Beweis von (a). Wir beweisen 1. bis 5. durch simultane Induktion nach d":

e (" ist eine Konstante: Dann sind 1. bis 5. klar.

e d" ist eine Variable: Dies ist klar aufgrund der Definition zuléssiger
Belegungen. Ist etwa d” = y7, so gilt zum einen no(d;) < dy fiir alle
i und zum anderen 0 < no(d;) fir alle i < gr. Daraus folgt auch
Vi < gt d; >~ 0.
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o d" = a”"b’: Also gilt [d]; = ([a]] T, [b] ); fiir ¢ < g7 und 0 sonst.
Ad 1.: Klar nach Induktionsvoraussetzung an a.
Ad 2.: Klar nach den Induktionsvoraussetzungen 1 und 2 an a und b.

Ad 3.: Wir definieren D := [a]] O, [b]. Dann gilt no(d;) < no(D;) fiir
alle j. Nun zeigen wir no(D;) = dy fiir alle j. Dazu unterscheiden wir
3 Falle:

e j > gp: Es gilt no(D;) = no(a;) = ap = dp nach Induktionsvor-
aussetzung 3 an a.

e 0 < j < gp: Dann ist D; = 2Pi+1 @ (a; ® b;). Die Eigenschaft
no(D;) = dy folgt aus

® 29 - no(D;) < dy und
@ no(D;11) < 2°- no(Dy) fiir 0 < i < gp.
Zu (»): Nach Proposition 2 (7) gilt
297 . no(D1) < Y(w® Dy & ag ® by + gp) = do.

Zu (2): Mit Induktion nach i (i < gp):

Der Induktionsanfang i = 0 ist trivial, gelte also + = k + 1. Dann
ist k < gp, und mit Eigenschaft 1 fiir a sowie Proposition 1 erhal-
ten wir

no(2P#1) < no (2P @ (a; ® b;)) = no(D;),

also no(D;y1) =< 2 - no(D;). Nach Induktionsvoraussetzung an k
gilt aber no(D;) < 2% - no(D;). Insgesamt folgt nun die Behaup-
tung.

e 7 = 0: Trivial.
Ad 4.: Sei t € Tf(d;). Wir haben die Eigenschaften 2 und 3 fiir d; zur
Verfiigung und kénnen somit Lemma 3.6 (3) anwenden. Dies ergibt
no(t) = 29 @) . no(d;) < 29 @) . g,
Da in ¢ keine Variable xf, auftritt, haben wir daher
no(t) =< 29 . g {[z] =1}
< 2% . (§57°dy)y  nach Lemma 3.6 (1)
< L3([d]) - (55"do)o-
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Die <-Beziehung folgt im Falle j > go aus dp“(d;) = 0, und fiir j < go
gilt 297°(4) < L2°([d]) nach Definition von L3".

Ad 5.: Dies folgt im Falle (w® f @& g+n) # dy aus der Induktionsvor-
aussetzung an a und b. Fiir den Term dy selbst haben wir aber nach
der Induktionsvoraussetzung 3 an a und b zusammen mit Lemma 3.2

no(([a] &, [6] )1) = Fz(ao +bo + gp)-

d™ = M\yf.e”: Dann haben wir [d] = 6*"[e] @, [e] { [y] :== 1}

Ad 1.: Es gilt (6*"[e]); > 0 fiir alle i < gp + 1, und mit der Indukti-
onsvoraussetzung an e folgt Eigenschaft 1.

Ad 2.0 Sei 2/ ® g € Sub(d;). Falls 2/ ® g € Sub(e;{[y] := 1}),
so folgt g > 0 mit der Zulissigkeit der Belegung 1 fiir [y] aus der
Induktionsvoraussetzung an e. Gelte nun 2/ ® g € Sub((6¥"[¢]);). Im
Falle 7 > gp + 1 benutzen wir direkt die Induktionsvoraussetzung an
e. Anderenfalls haben wir 2/ ® g € Sub((6Y"¢;);) fiir ein i < j. GemiB
Lemma 3.5 (1) folgt daraus aber 2/ ® g € Sub(e;) USub(e;{[y] :=1}),
so dafl wir wieder die Induktionsvoraussetzung an e anwenden kénnen.

Ad 3.: Die Induktionsvoraussetzung 4 an e liefert fiir alle ¢
Vi e TV (e;) no(t) < LY([e]) - (6% eo)o.
Lemma 3.6 (2) ergibt fiir j > 0:
no((6!e;);) = W(e;) - Ly ([e]) - (65 eo)o- (3.3)
Wir unterscheiden nun 3 Fille:
e j > gp+ 1: Dann tritt keine Variable y; in e; auf, und wir haben

d; = 2-¢; fir 7 < go und 0 sonst. Nach Induktionsvoraussetzung
an e ist no(e;) < eo{[[y] := 1}. Ferner gilt e; € T/ (e;), also auch

no(e;) < Ly ([e]) - (63 eo)o < (8 [e]o-

Insgesamt folgt also no(d;) < do.
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e 1 <7 < gp-+1: Wir schétzen folgendermafien ab:

no(d;)

PN

no (@(cﬁ’pei)j) +no(e;{[y] = T1})

1=0

= Z no((8'e:);) + eoflly] =1}

w
|A\e§

Zlhy(ei) Ly ([eD) - (63 eo)o + eoflly] == 1}

PN

Li'([el) - Ly ([e]) - (8"eo)o + eoflly] =1}
= d().

e 7 =0: Trivial.
Insgesamt haben wir somit auch eingesehen, daf} gilt:

no((0* [e]);) = (0" [e])o. (3.4)

Ad 4.: Dies zeigt man wortwortlich wie im Falle d™ = a”7b".

Ad 5.: Sei Y(w® f @ g+ n) € Sub(d;). Ebenso wie im Beweis von
Eigenschaft 2 ist der interessante Fall derjenige, dal Y (w® f ®g+n) in
Sub((6e;);) fiir ein i < j < gp+1 liegt. Gemi Lemma 3.5 (2) haben
wir dann entweder ¢(w ® f ® g+ n) € Sub(e;) U Sub(e{[y] :=1}), so
dafl wir direkt mit der Induktionsvoraussetzung an e schliefen konnen,
oder es gibt Terme f’' und ¢’ mit f = f'{[y] := f} und g = (5g“g')0, SO
daB Y(w® f'® g’ +n) € Sub(e;) gilt. Mit der Induktionsvoraussetzung
an e folgt dann no(f’) < F»(¢’+n) und damit unter Zuhilfenahme von
Lemma 3.6 (1)

no(f) = Fa(g'{[y] == T} +n) X Fa((65'g)o +n) = Fa(g +n).

Damit ist Teil (a) bewiesen.

Beweis von (b). Dies folgt sofort aus Eigenschaft 3, Teil (a), und Lemma 3.2.
Beweis von (c). Wir beweisen die Eigenschaften 1, 2, 3 und 5 aus Teil (a)
fiir die nicht-eindeutige Zuordnung [-] durch simultane Induktion nach t(d"):
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d™ ist eine Konstante oder eine Variable: Dann argumentieren wir wie
in Teil (a) fiir die eindeutige Zuordnung.

o+2 i=0

o Lo 1 1<i<gp+1 . <.
d” = R,t mit [d]; = o + 2 i Zgpt2 : Mit Hilfe der In-
0 1> gp+ 2.

duktionsvoraussetzung an ¢ kénnen wir dann alle vier Eigenschaften
unmittelbar einsehen.

d” = a”"b mit [d]; = ([a] O, [b]); fur ¢ < g7 und 0 sonst. Dann gilt
t(a?7), t(b”) < t(d™), und wir haben die Induktionsvoraussetzung an a
und b zur Verfiigung. Nun argumentieren wir genauso wie in Teil (a).

d™ = M\yP.e”: Dies ist der interessante Fall. Sei [d] gegeben durch

[d) = (8 [°]) {[2]) = [2] | = € FV(My.0)} @ole] {ly] := 1}

mit c{z =% | z € FV(A\y.c)} >" e und Z einsetzbar fiir z in Ay.c fir
jedes z € FV(Ay.c). Dann gilt t(Z) < t(d) fir jedes z € FV (\y.c), da
jedes solche Z ein Teilterm von ¢ {z :=Z | z € F'V(\y.c)} ist. Ferner gilt
t(e) < t(d). Wir haben also die Induktionsvoraussetzung an alle Z und
an e zur Verfiigung. Insbesondere stellen die [z] zulissige Belegungen

der [z] dar.
Ad 1.: Argumentiere wie in Teil (a).

Ad 2.: Sei 2/ ® g € Sub(d;). Liegt dann 2/ ® g in einem [z] oder in
le] {[y] := 1}, so schliefen wir mit der entsprechenden Induktionsvor-
aussetzung auf g > 0. Anderenfalls gilt

Wog=2"0gd{[] :=[z] | z€ FV(\y.c)}
mit 2 ® g’ € Sub((§¥’[c]));), und Teil (a) liefert g’ = 0, so daB mit der
Zulassigkeit der [z] auch g > 0 folgt.

Ad 3.: Dies folgt mit der Zuliissigkeit der Belegungen [z] und I aus
(3.4) und der Induktionsvoraussetzung an e.

Ad 5.: Eigenschaft 5 zeigt man genauso wie Eigenschaft 2.

Damit ist Teil (c) bewiesen.
Beweis von (d). Dies ist klar mit Eigenschaft 3, Teil (c¢), und Lemma 3.2. O
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3.3 Scharfe obere Schranken fiir Reduktio-
nen in T

Das Hauptergebnis dieser Arbeit wird im vorliegenden Abschnitt erzielt. Wir
erhalten eine genaue Abschitzung der maximalen Langen von Reduktionsket-
ten in Godels T und seinen Teilsystemen 7;,. Dabei ist 7,, die Beschrankung
von T auf Rekursoren eines Typgrades < n+ 2. Wir benttigen die folgenden
Begriffe:

e G(a") bezeichne den maximalen Typgrad der Teilterme von a” € T .

e RG(a™) bezeichne den maximalen Typgrad von in a” auftretenden Re-
kursoren.

e dp(a”) ist rekursiv definiert * durch folgende Klauseln:

« dp(a”) := 1, falls a” eine Konstante oder Variable ist.
o dp(Az°.a") :=dp(a”) + 1.
e dp(a?7b%) :=dp(a’") + dp(b?).

3.3.1 Obere Schranken fiir die Reduktionsléingen

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun den zentralen Satz des Kapitels
formulieren und beweisen:

Satz 2 Seien a” und b’ Terme aus T mit a® > b° und sei [a] ein dem Term a”
zugeordneter Vektor. Dann gibt es einen dem Term b° zugeordneten Vektor
[b] mit
[a] > [b]

Beweis. Wir fiithren Induktion nach t(a). Fiir die Reduktionen (Dy), (Ds)
und (Rp) ist die Behauptung klar.
(Rs) Ry(St)ab > at(R,tabd)
Sei s ein Term vom Typ 0 mit gegebenem zugeordneten Vektor [s] und
[slo+2 i=0

1 I<i<gp+1
[S]0+2 i:gp—i-Z

0 1> gp+ 2.

[Rps]i =

!Der Bequemlichkeit halber haben wir eine hier unwesentlich groBziigigere Tiefen-
abschétzung der Applikationsterme als in der analogen Definition in Kapitel 2 gew#hlt.
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Wegen [R,s| < [R,] O [s] haben wir fiir s = St nach Lemma 3.3 (1a)
[Ro(St)] Doy [a] B, [B] < [Rp] Bo [St] Ho, [a] B, [8].

Wir kénnen daher annehmen, dafl [R,(St)ab] gegeben ist durch [R,(St)],
[a] und [b]. Ein dem Term R,ta zugeordneter Vektor [R,ta] gehe aus [R,t]
(definiert wie [R,s] fiir s = t) und [a] hervor. Zunéchst werden wir nun mit
Hilfe von Lemma 3.1 (4) zeigen, daf} fir 1 <i < gp+ 1 gilt:

2- (A5, [0]) 5, ([Reta] T, [8]) )i < ([Ry(St)a] 5, (0] )s; (3.5)

wobel der Vektor A definiert ist durch

lat), i< gp
Aji=q lai+1 i=gp+1
0 sonst.

Zum Beweis von (3.5) priifen wir die Voraussetzungen von Lemma 3.1 (4)
nach. Geméf Eigenschaft 1 in Hauptlemma 3.2 (c) gilt 0 < [at];, [R,ta]; fiir
alle i < gp. Fiir i = gp + 1 haben wir 0 < 2102 ® (1 @ [a];) = [R,ta); und
2-4;® Rptaly = 2-(lai +1) ® 207 @ (1@ [a];)
< 20" e (1e )
= [R,(St)a);. (3.6)

Fir 1 < i < gp gilt nach Lemma 3.1 (2a) [R,ta]; < [R,(St)al;, also kénnen
wir wie folgt abschétzen:

A; @ Rptal; = [a]; ® 2R @ (16 [a];)
~ 2[Rp(St)a}i+1 ® (1 P [a]z)
— [R,(St)al;. (3.7)

Damit haben wir (3.5) nachgewiesen und erhalten daraus wegen [at] < A O, []
mit Lemma 3.1 (2a)

Vie{l,...,gp} 2-[at(R,tab)]; < [R,(St)abl;. (3.8)
Im Falle gp > 0 folgt mit Lemma 3.1 (1) aus (3.8)

lat(R,tab)]y @ a1 @ [Rytably < [R,(St)ab);. (3.9)
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Um [at(R,tab)lo < [R,(St)ably nachzuweisen, benutzen wir (3.6) im Falle
gp =0, (3.9) im Falle gp > 0 sowie die folgende Abschitzung

Rotalo +ap+ty = P(w® [Rytaly ®to+ao+ gp+3)+ap+to
P(w @ [Rptaly & 2ty + 2a9 + gp + 3)
Y(w @ [R,(St)al & to +aop + gp +4)
= [R,(St)alo. (3.10)

Ad ! [R,ta]y < [R,(St)al; haben wir schon gesehen, und Teil (d) aus
Hauptlemma 3.2 ergibt no([R,tal1) = Fa(to + 2 + ag + gp + 1). Proposition
2 (6) liefert daher die gewiinschte Abschétzung.

=
!
<

Nun sind wir in der Lage, den Term [at(R,tab)]y abzuschétzen. Da der Fall
gp = 0 einfacher zu behandeln ist, gehen wir von gp > 0 aus.

at(Rytab)ly = W(w ® at(R,tab); & [atly ® [Rytablo + gp)

= Y(w® [at(Rytab)]; & Y(w @ [at]y & ap S to)
Y(w @ [Rytab]y @ [Rytalo ® bo + gp) + gp)

(
= Y(we( [at(Rptab)]l @ [at]; @ [Rptab]l)
® [Rytalo ® ag ® to © by + 2gp)

< P(w ® [R,(St)abl & [R,(St)alo @ by + gp)
= [R,(St)abl.

Ad !: Nach (3.9) gilt [at(R,tab)]: @ [at]s @ [Rytabl; < [R,(St)abl;, gem&
(3.10) ist [Rytalo + ag + to < [R,(St)alo und mit Hauptlemma 3.2 (d) folgt:

no([at(R,tab)]; @ [at]: & [R,tably)
= Fy(ao+to+[Rotalo+bo+3gp) + Fa(ao+to) + F2([Rytalo+bo+gp)
< B[R, (Sthalo + bo + 99).

Damit sind die Voraussetzungen von Proposition 2 (6) erfiillt.
(B) (Az%a™)b® > a"{x:=b} (BV(Az.a)NFV(b)=0)
Sei [(Az.a)b] gegeben durch [Az%a] und [b] mit
Aa%.a™] = (67 [d]) {[y"] :== 7] | v* € FV(\a"d")} @, [a7] { [27] := 1},
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wobei die Reduktionskette dy = d{y =7 |y € FV(Az.d)}>!... >l d, =a
fir Terme d; mit t(d;) < t(Az.a), 0 < i < n, in die Reduktionsgeschichte
von Az.a eingeht. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir von
BV (dy) N FV(b) = () ausgehen. Setze D := [d]|{[y] := 7] |y € FV(\z.d)}
und beachte, dal wegen der Substitutionseigenschaft von 6% gilt:

o

6 [d){[yl == | y € FV(Xa"d)} = §"D.
Hauptlemma 3.1 liefert
"D G, [} =~  D{[a] == [0},

wobei die Voraussetzungen des Hauptlemmas 3.1 durch Hauptlemma 3.2
gewiahrleistet sind. Nun ist [d] := [d]] {[[z] :== [z] | z € FV(d)} dem Term d
zugeordnet, und aufgrund der Substitutionseigenschaft von [-] ist der Vektor

[do] := [d]{ [yl == [y] | y € FV(Aw.d)} = D{[«] := [] }

dem Term dy zugeordnet. Nach n-maliger Anwendung der Induktionsvor-
aussetzung gibt es einen dem Term a zugeordneten Vektor A mit [dy] > A,
wobei Gleichheit genau dann zutrifft, wenn n = 0 ist. Da [b] nach Haupt-
lemma 3.2 eine zuléssige Belegung fiir [z] ist, erhalten wir unter Ausnutzung
der Substitutionseigenschaft:

[do {z :=0b}] = [do] { [z] := [b]} = A{[a]:=[0]} = [a{z:=0}]
Aus diesem Grunde haben wir

[(Az.a)b]; = ([A\x.a] G, [b]);

= (6D 0, [b]); nach Lemma 3.3 (1)
~ D;{[z] :=[b]} nach Hauptlemma 3.1
= [dofz :=bj];

= la{z :=0b}];

fiir alle 7 < g7. Damit gilt aber schon [(Az.a)b] > [a{z := b}].

(&) a™ > b = Axa > Ax°b

Sei [Az.a] gegeben wie oben fiir (). Es ist t(a) < t(Az.a), nach Induktions-
voraussetzung gibt es also einen b zugeordneten Vektor [b] mit [a] > [b]. Da 1
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eine zulissige Belegung ist, erhalten wir [a]{ [z] := I} > [b]{[z] := 1}. Nun
setzen wir

Pab] = (6% [ {ly’] = 7] | y* € FV(had)} @, [b7] { [27] =T}

(App,) a°" > b°" = ac>be

Sei [ac] vorgegeben. Wegen a > b gilt a # R, folglich ist [ac] mit Hilfe des
Operators O, aus Vektoren [a] und [c] aufgebaut. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es einen b zugeordneten Vektor [b] mit [a] > [b]. Wir setzen nun
[be; :== ([b] O, [¢] ); fiir ¢ < g7 und 0 sonst. Nach Hauptlemma 3.2 sind die
Voraussetzungen von Lemma 3.3 (1) erfiillt, und wir erhalten [ac] > [bc|.

(App)) b°D>c® = a’"b>a"c

Sei [ab] vorgegeben. Sei [b] derjenige dem Term b zugeordnete Vektor, mit
Hilfe dessen [ab] aufgebaut wurde. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
dann zu [b] einen dem Term ¢ zugeordneten Vektor [c| mit [b] > [c]. Zun&chst
gehen wir von der Situation a = R, und

bo+2 1€{0,g9p+2}

labl; = 1 1<:<gp+1
0 sonst

aus. Setze dann
co+2 1€{0,g9p+2}
lac]; == 1 1<i<gp+1
0 sonst.
Nun betrachten wir den Fall, daf§ [ab] mit Hilfe des Operators O, aus Vek-
toren [a] und [b] aufgebaut wurde. Wir setzen [ac; := ([a] O, [c] ); fur ¢ < g7
und 0 sonst und erhalten gemi Lemma 3.3 (1) [ab] > [ac]. O

Korollar 3 Sei a” € T gegeben. Der Vektor

o] := [a]l { [«] := [2] | = € FV(a)}
1st dann dem Term a° zugeordnet, und

lao{[z] =1 | z€ FV(a)} € IN

ist eine obere Schranke fiir die Linge simtlicher Reduktionsketten ausgehend
von a. Mithin ist der Kalkil A\-R und folglich auch Godels T und seine
Teilsysteme T, stark normalisierend. O
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3.3.2 Optimalitidt der Schranken

Wir wollen nun zeigen, daf§ die oberen Schranken, welche wir fiir die Langen
von Reduktionen in 7" und seinen Teilsystemen 7;, aus Satz 2 erhalten, op-
timal sind. Ferner folgern wir aus Satz 2, dal sdmtliche in 7" definierbaren
Funktionen < egp-rekursiv und alle in 7, definierbaren Funktionen < w,, o-
rekursiv sind. Wir definieren folgende Berechnungslédngenfunktionen, wobei
T, die Beschrinkung von 7 auf Terme ist, in denen nur Rekursoren eines
Typgrades < n + 2 auftreten:

Dr(m) = max{k|3Ja,...,ar €T a1 > ...>a, & dp(a1), G(a;) < m}
Dr,(m) = max{k|Jay,...,ax € Tp a1 > ...> a; & dp(ay), G(a;) < m}
Dg(m) = max{k|Jai,...,ax €T a'm=a;>...>a;}.

Korollar 4

1. Die in T definierbaren Funktionen und damit die beweisbar rekursiven
Funktionen von PA sind <eg-rekursiv. Die Berechnungslingenfunktion
Dy fiir T ist g-rekursiv.

2. Die in T, definierbaren Funktionen und damit die beweisbar rekursiven
Funktionen von I, 1 sind <wpio-rekursiv. Die Berechnungslingen-
funktion D, fir T, ist wy,o-rekursiv.

Zum Beweis der Behauptungen des Korollars benétigen wir zwei techni-
sche Lemmata. Das erste Lemma gibt eine grobe Abschéitzung des Faktors
L*°([d]) fir d € T in den Gréflen G(d) und dp(d). Das zweite Lemma
schitzt dann die einzelnen Komponenten zugeordneter Vektoren ab.

Lemma 3.8 Seid € T. Dann gilt
L7 ([d]) < 22(G7(d) + 1+ 2dp(d)),
wobei G7(d) := max{go + 1,G(d)}.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, da 1h* < lh, dp® < dp und 2% < lh gelten.
Daher geniigt es, den Term

(Z 1h<[[dﬂi>>
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abzuschétzen. Wir setzen k7(d) := 2,(G”(f) + 2dp(d)), K(d) := k7 (d)*
und behaupten
G7(f)
> ([d]:) < kf(d) (3.11)
=0

fiir jedes f € T mit der Eigenschaft, dafl d ein Teilterm von f ist. Die Aussage
des Lemmas folgt nun aus (3.11) fiir f = d. Wir schreiben abkiirzend d; fiir
[d]]; und beweisen (3.11) durch Induktion nach dem Aufbau von d:

e d ist eine Konstante oder eine Variable: Trivial.

e d =a”"b’: Fiir ¢ > gp haben wir 1h(d;) < lh(a;), und mit der Indukti-
onsvoraussetzung an a folgt

G ()
> Ih(d)) < kf(a).

Jj=gp+1

Durch Induktion nach gp + 1 =7 zeigen wir nun unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung an a und b:

Vi< gp+1 Ih(d;) < 22070 (k7(a) + k7 (D). (3.12)

Den Induktionsanfang ¢ = gp + 1 haben wir bereits diskutiert. Fiir
t < gp haben wir

Ih(d;) < 2lh(diq1) +1h(a;) + h(b;) +
'L Qe (o () 4 k2 (b ))+/<:f( )+ k2 (b)
< POk (a) + k(b))

Mit (3.12) folgt dann mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe

ilh(dj < 49°2(k7 (a) + k7 (D)),

und wir erhalten schliefilich

G7(f)
> I(d) < (@ACDT 4 1)(k(a) + k7 (D))

=0
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< 2,(G7(f) +2dp(d) — 1) -

(22(G7(f) + 2dp(a)) + 22(G7(f) + 2dp(b)))
(22(G7(f) +2dp(d) — 1))?
= k7 (d).

IN

e d = \zfe”: Mit Lemma 3.6 (4) und der Induktionsvoraussetzung an e
konnen wir die einzelnen Komponenten wie folgt abschétzen:

o i =0: Ih(dy) < K7 (e)(4lh(eo) + 1) + Th(ep).
e 1<i<gp+1:1h(d;) <4 lh(e;) +i+1+1h(e).
j=0

e i >gp+ 1: 1h(d;) < 2lh(e;) + 1.

Wir erhalten somit

G(f)
Z Ih(d;) < K§(e)(4lh(eo)+1) + (4G°(f)+2)kf(e) + (G°(f)+2)”
= < K%(e)(4lh(ep) + 1) + (4G7(f) + 3)k{ (e)
< K%(e)(4lh(eo) +2
< (KJ? e))?
= k{(d)
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wie schon in Lemma 3.6 definieren wir fiir h € @7 den Term h durch

h:=h{zf =127 =1 | af,z] € OT}.

1=

Lemma 3.9 Seien c,d € T, wobei d Teilterm von c ist. Setze G := G(c),
RG := RG(c) und d; := ([d];). Dann gelten die folgenden Abschitzungen:

d = 0firi>G.

di < 26:2-42(G +1) =i+ 2dp(d)) fir G >i > RG.

di < 2peei(w ® 2610-1(2(G + 1) = i+ 2dp(d))) fir RG > i > 1.
dy < Y(W® 2ra1(w ® 2641 (2(G + 1) + 2dp(d)))).

(1)
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Wir schreiben D; als Abkiirzung fiir die oberen Schranken der d; aus (1). Es
gelten ferner die folgenden Beziehungen:

Vip(w® f®g+n)eP([d]y) f < D &n<d.

Beweis. Wir beweisen (1) und (2) durch simultane Induktion nach d unter
Benutzung der Lemmata 3.5, 3.6 und 3.8 sowie des Hauptlemmas 3.2:

e d ist eine Konstante oder Variable: Dann sind die Behauptungen klar.

e d = a°7b?: Wir behandeln zunéchst Teil (1). Im Falle ¢ > go gilt
d; < a;, und die Behauptung folgt mit der Induktionsvoraussetzung an
a. Gelte nun ¢ < go, also auch ¢+ < G. Wir fithren Nebeninduktion
nach go - 7 und verwenden fiir den Induktionsanfang die Induktions-
voraussetzung an a.

o G > 1> RG: Dann haben wir 0 < ¢ < go, also

d; 2541 ® (a; D by)

2642-i(2(G + 1) = (i + 1) + 2dp(d)) -
((2642-4(2(G + 1) = i + 2dp(a)) +
(2612-1(2(G +1) =i + 2dp(b)))

< (2642-i(2(G+1) = (i + 1) 4+ 2dp(d)))?
< 2642-(2(G+1) =i+ 2dp(d)).

<
L.
<

e RG >4 > 1: Wir schatzen zunéchst fiir : = RG ab:

di 'S 2015-4(2(G +1) = (i + 1) +2dp(d)) @
(W ® 2642-4(2(G + 1) =i+ 2dp(a)) &
W ® 249-4(2(G + 1) = i + 2dp(b)))
< 2642-i(2(G+1) = (i+1) +2dp(d)) ®
(W ® 2g42-4(2(G + 1) = (i + 1) + 2dp(d)))
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Gelte nun 7 < RG:

& "L 2aei(w ® 26400 (2(G + 1) = (i + 1) + 2dp(d))) ®

(2ra-i(w ® 2642-4(2(G + 1) =i + 2dp(a))) ®
2rG-i(W @ 2G42-4(2(G + 1) =i +2dp(D))))
(

< 2Ra=i(W @ 2642-(i41) (2(G + 1) = (1 + 1) + 2dp(d))) ®
2RG-i(W ® 2¢42-4(2(G + 1) = (i + 1) + 2dp(d)))

< QRg;i(w X 2G+24i(2(G + 1) =7+ de(d)))

e ¢ = 0: Falls dann RG = 0, so erhalten wir mit Hilfe von Proposi-
tion 2

do ' V(W ®24(2G+1) = 1+ 2dp(d)) @
Y(w® @ 2641(2(G + 1) + 2dp(a))) @
P(w? ®2611(2(G + 1) 4 2dp(b))) + go)

< P(w? @ 2641(2(G + 1) + 2dp(d))).
Falls RG > 0, also RG > 2, so haben wir mit Proposition 2

do 'Y (W ® 21 (w ® 2601 (2(G + 1) = 1+ 2dp(d))) @
Y(w ® 2ra-1(w ® 2¢41(2(G + 1) + 2dp(a)))) &
(W R 2ra-1(w @ 2¢11(2(G + 1) + 2dp(d)))) + go)

< P(w® 2pa-1(w @ 2641(2(G + 1) + 2dp(d)))).

Nun kommen wir zu Teil (2). Es gilt

= ([dlo) < {ldllo} U ¥*([allo) U ¥ ([b]o)-

Die Aussage iiber -Terme folgt daher aus der Induktionsvoraussetzung
an a und b zusammen mit go < G und d; < D; gemif Teil (1). Sei
jetzt t € T5([d];). Um ¢ < D; zu zeigen, fiihren wir Induktion nach
i ~ j (beachte, daf8 Tf;([d]};) fiir ¢ < j leer ist): Im Falle j = i ist
t < d; < D; klar mit Teil (1). Gelte nun j < i. Gilt dann j > go,
so schliefen wir mit der Induktionsvoraussetzung an a. Ist hingegen
j < go, so gibt es drei Moglichkeiten:

€ T 1,i([d]541), ¢ € Tji([a;) oder ¢ € TH([b];)-
Mit Haupt- bzw. Nebeninduktionsvoraussetzung folgt dann ¢ < D,.
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e d = A\z%€": Wir widmen uns wieder zunéchst Teil (1) und unterschei-

den drei Falle:

e ¢ > go + 1: Dann haben wir d; < 2 - e;, und mit der Induktions-
voraussetzung an e ist d; < D; leicht einzusehen.

e 1 <i<go+1: Mit Lemma 3.6 (5) und der Induktionsvorausset-
zung an e haben wir

(67" [ell)e < T([e];) - Ei.

Daraus erhalten wir

d; < (ilhx([[e]]j) + 1) . E,.

Nach (3.11) aus dem Beweis zu Lemma 3.8 ist

SoWE(fel) +1 < k2(e)

Falls nun ¢+ > RG ist, so schitzen wir folgendermaflen ab:

di < 2(G+2dp(e)) - 2g+2-:(2(G + 1) =i + 2dp(e))
< (2642-1(2(G 4+ 1) = i + 2dp(e)))?
Im Falle : < RG konnen wir hingegen wie folgt abschitzen:
2ra-i(w ® 2642-4(2(G + 1) =i + 2dp(e)))
e © = 0: Wir gehen von RG > 0 aus. Der Fall RG = 0 ist ein-

facher zu behandeln. Abkiirzend schreiben wir K := KZ(e) und
M = I"([[e]o). Nach Lemma 3.8 gilt dann L* ([e]) < K. Nach
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Hauptlemma 3.2 und der Induktionsvoraussetzung an e sind die
Voraussetzungen von Lemma 3.6 (6) erfiillt, und wir erhalten

(68 Tello)o < Y(w®@ M@ E, & M - Ey).
Mit Hilfe von Proposition 2 kénnen wir nun dy abschétzen:
do < L7 ([e])- (65" [efo)o ® eo
K -Y(w®M®E, & MEy) + E

IN A

Y(w® (KM)® Ey & (KM + 1)E))

Y(WwRKMR2pg-1(w®26:1(2(G+1)~1+2dp(e))) &
(KM+1)-¢Y(w®2pg-1(w®2¢+1(2(G+1)+2dp(e)))))

Y(Ww2(KM~+1)®2ra-1(w ® 2641(2(G + 1) + 2dp(e))))
< YP(w®2:(G+2dp(d)) ®2ra-1(w®2641(2(G+1)+2dp(e))))
< P(w®2ra-1(w ® 2641(2(G + 1) + 2dp(d))))

= Dy.

Jetzt beweisen wir Teil (2) fiir d = Aa%e”. Dies ist der letzte und
zugleich der interessanteste Abschnitt des Beweises. Sei

Ywefogtn) € W([do) = ¥([efof[z] == THUT((&" [eo)o).

Wir nehmen zunéchst an, daf§ gilt:

Ywe fogt+n) € V([elo{le] :==1}) L ¥ ([e]o)-

Dann folgt f < By < D; und n < G direkt aus der Induktionsvoraus-
setzung an e. Anderenfalls schliefen wir mit Lemma 3.5 (3), dafl es
Terme f' und g’ geben muB mit f = f/{[z] := 1} und g = (62" ¢')o, s0
daf gilt:

Ywe f@g +n) € ¥([e]o)
Dann ergibt die Induktionsvoraussetzung an e aber f' = f < E; < D,
sowie n < G.

Sei nun t € T}j([d];). Im Falle j = i folgt ¢ < d; < D; direkt mit Teil
(1). Im folgenden gehen wir daher von j < ¢ aus und unterscheiden
drei Falle:
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e j > go+1: Dann muB schon ¢ € Tj([e]];) gelten, so daf wir direkt
die Induktionsvoraussetzung anwenden koénnen.

e 1 < j < go+1: In dieser Situation ist
j —
[d]; = €D Teln); @ [ell; {[=] =T}
k=0

Wegen j < i gilt nun ¢ € Tj([e];{[z] := I}) - und wir wenden
direkt die Induktionsvoraussetzung an — oder t € T (( %" [e]x);)
fiir ein £ < j. Dann muf} es aber wegen 1 < j < ¢ einen Term
2/ ® g € Subl;((6¢"[€e]x);) geben, in dem eine Variable y; auftritt
und fiir den ¢ € T}, ;(f) gilt. Nach Lemma 3.5 (1) gilt dann
wegen 7 > ()

2/ @ g € Suby [Tz ([el)).
Also haben wir 2/ ® g € Sub!([e]x), so daB wir mit ¢ € T (2/ ®g)
schlieBlich ¢ € T/.([e]x) erhalten und die Induktionsvoraussetzung
an e die gewiinschte Beziehung ¢ < D; liefert.

oj:()l Es ist

[0 = L ([e])) - (65" [elo)o @ [ello {[] := 1}.
Wie eben ist lediglich der Fall

t e TE((62 [e]lo)o)

interessant. Wegen j < ¢ muf es dann in WY(( %" [e]o)o) einen
Term Y(w ® f ® g+ n) geben mit ¢ € T};(f). Nun kénnen wir
Lemma 3.5 (3) anwenden, nach dem einer der beiden folgenden
Fille zutriftt:

1. Es gilt Y(w @ f @ g +n) € V¥([e]o) U T¥([elo{[z] = T}).
Mit t € T8 (Y(w ® f @ g + n)) erhalten wir dann

t € T(lelo) U T3 (Telof{[] = 1}),

also mit der Induktionsvoraussetzung t < E; < D;.

2. Es gibt Terme f' und ¢ mit f = f/{[z] =1}, g = (6¢')o
und Y(w @ f' ® g +n) € V([e]o). Aust € Ti.(f) folgt die
Existenz eines ¢ € TY(f") mit t = t'{[z] := 1}. Wie schon
im ersten Fall erhalten wir ¢ € T3,([[e]o) und # =t < D;.
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Damit ist das Lemma vollsténdig bewiesen. O

Beweis von Korollar 4. Die Eigenschaften 1 und 2 ergeben sich aus Satz 2,
Lemmata 3.8, 3.9 und [5].

Sei ¢® € T geschlossen. Dann gibt es ein m € IN mit ¢ > ... > m. Wir
definieren val(c®) := m. Nach Satz 2 ist [°], eine obere Schranke fiir val(c°)
und die Linge jeder Reduktionskette ausgehend von c°. Sei nun a' € 7,
geschlossen. Dann definiert a' eine Funktion

m +— val(am),
und wir haben fiir jedes m € IN
lam]o > Dy(m), val(am).

Die Funktion
m— [am]o = Y(w R [a]y  [alop +m)
—_—

<wn+2 nach L. 3.9

ist nun <wy,qo-rekursiv (vgl. [5]), woraus folgt, dafl auch die Funktionen
D, und m +— val(am) <w, o-rekursiv sind. Wir erhalten mithin, da§ die
in 7T, definierbaren Funktionen <w,,  o-rekursiv und die in 7" definierbaren
Funktionen <gj-rekursiv sind.

Sei jetzt ein Term a” € T mit dp(a?), G(a’) < m und RG(a”) < n + 2
gegeben. Dann haben wir nach Lemma 3.9

(IavTo) < P(w® 2n41(w @ 211 (2(m + 1) 4 2dp(a”))))

-~

<wn+2

< Y(wpy2 +m) mnach Proposition 2 (6).

Daraus folgt aber
Dr,(m) < (wni2 +m),

also ist Dy eine w, o-rekursive Funktion. Genauso folgt unter Fortlassung

der Einschrinkung an RG(a“), daB8 Dr eine gy-rekursive Funktion ist.
SchlieBlich ist PA in T funktional-interpretierbar (vgl. [10, 21, 17]) und

I%,4 ist in T, funktional-interpretierbar (vgl. [14]). 0

Schluffbemerkung. Wir haben bewiesen, daf} die in 7,, definierbaren Funk-
tionen <w,,o-rekursiv sind. In beispielsweise [6] wird gezeigt, dafl die <wy, o~
rekursiven Funktionen I3, ,1-beweisbar rekursiv sind. Aus den Ergebnissen
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von Parsons [14] folgt wie bereits erwéhnt, dafl die /%, ;-beweisbar rekur-
siven Funktionen in 7,, definierbar sind. Damit erhalten wir insgesamt, daf3
die in 7,, definierbaren Funktionen genau die <w,o-rekursiven und diese
wiederum genau die I3, ,,-beweisbar rekursiven Funktionen sind. Ferner
haben wir gezeigt, dafl die in T" definierbaren Funktionen <ey-rekursiv sind.
Die <eg-rekursiven Funktionen sind nun ihrerseits PA-beweisbar rekursiv
und mit der Funktionalinterpretierbarkeit von PA in T folgt, da3 die P A-
beweisbar rekursiven Funktionen sidmtlich in 7' definierbar sind. Zusam-
menfassend erhalten wir daraus, dafl die T-definierbaren Funktionen genau
die <eg-rekursiven und diese wiederum genau die P A-beweisbar rekursiven
Funktionen sind.
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