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1 Einleitung

Die Klasse der sofischen Gruppen verbindet mehrere Gebiete der Mathe-
matik, z.B. geometrische Gruppentheorie, dynamische Systeme und Opera-
toralgebren. Gromov bewies fiir sofische Gruppen Gottschalks Surjunkti-
vitdtsvermutung, durch diese Vermutung wurden die Gruppen erst motiviert.
Dies stammt aus dem Bereich der dynamischen Systeme. Elek und Szabo be-
wiesen Kaplanskys Endlichkeitsvermutung fiir sofische Gruppen. Da noch
keine Gruppen bekannt sind, die nicht sofisch sind, sind diese Ergebnisse um
so faszinierender. Es gibt drei Wege, sofische Gruppen zu definieren, iiber lo-
kale Approximation ihrer Cayley Graphen durch endliche gelabelte Graphen,
iitber Approximation durch endliche symmetrische Gruppen zusammen mit
der Hammingmetrik und als Untergruppen metrischer Ultraprodukte von Fa-
milien symmetrischer Gruppen. Diese Ultraprodukte heiflen auch universell
sofische Gruppen, da sie wieder sofische Gruppen sind. Von dieser Konstruk-
tion werden wir die Existenz und die Anzahl solcher Gruppen zeigen.

Wir werden in der gesamten Arbeit die Kontinuum Hypothese kanonisch
mit C'H abkiirzen. Die Gliederung der Arbeit sieht wie folgt aus:
7Zu Beginn geben wir einen Uberblick iiber einige Eigenschaften von Filtern
und Ultrafiltern, da auf dieser Konstruktionen die ganze Diplomarbeit auf-
baut. Wir werden nicht nur Ultraprodukte dariiber definieren, aus denen
spater die universell sofischen Gruppen konstruiert werden, sondern Ultrafil-
ter werden wir ebenfalls bendtigen, um beweisen zu konnen, dass 22" _viele
nicht-isomorphe universell sofische Gruppen existieren, wenn C'H nicht gilt.
Weiter werden wir grundlegende Konzepte der Mengenlehre einfiihren, wie
die der Clubs und stationdren Mengen und Sétze aus diesem Bereich der
Logik beweisen, die wir spéter in unseren Beweisen verwenden werden.
In dem Kapitel 2.2.2 werden wir Uberdeckungseigenschaften von alternie-
reden Gruppen behandeln und den Satz 2.42 beweisen. Dieser besagt, dass
eine nicht spezielle Konjugationsklasse in der vierten Potenz von Alt(n) schon
die ganze Gruppe iiberdeckt. Der Satz ist ein niitzliches Hilfsmittel, das wir
spéater sowohl in dem Kapitel, in dem es um die Existenz universell sofischer
Gruppen geht, als auch in dem Kapitel, in dem es um die Anzahl universell
sofischer Gruppen geht, verwenden, um die Lemmata 3.15 und 4.32 zu be-
weisen.
In Kapitel 2.4 werden wir eine kurze Einfiihrung in die Modelltheorie me-
trischer Strukturen geben, die auch stetige Logik der ersten Stufe (CFO)
genannt wird. Wir stellen hier vor allem die Unterschiede zur “normalen Lo-
gik” erster Stufe (FOL) heraus. Die CFO kann als Erweiterung der FOL be-
trachtet werden, in dem die zugrunde liegende Metrik als die diskrete Metrik
gesetzt wird. Somit ist es nicht weiter verwunderlich, dass die grundlegen-



den Resultate aus FOL in modifizierter Form fiir CFO gelten. Die fiir uns
relevanten Sétze werden wir am Ende des Kapitels angeben, teilweise mit
Beweis.

Wir beginnen den Mittelteil dieser Arbeit, mit dem Kapitel 2.4.6 {iber die
Hammingmetrik. Diese bi-invariante Metrik wollen wir spéter verwenden, um
die universell sofischen Gruppen zu konstruieren.

Auf die sofischen Gruppen werden wir danach nur kurz eingehen und ein paar
Beispiele von Gruppen geben, die sofisch sind und bemerken, unter welchen
Konstruktionen die Klasse abgeschlossen ist.

Die fiir uns interessante Aussage iiber sofische Gruppen ist, dass eine Gruppe
genau dann sofisch ist, wenn sie sich in ein Ultraprodukt iiber symmetrischen
Gruppen einbetten lésst.

Sei U ein nicht Hauptultrafilter auf w und Gy = [ [, Sym(n) das metrische
Ultraprodukt der endlichen symmetrischen Gruppen. Wir werden sehen, dass
Gy einen eindeutigen maximalen Normalteiler N besitzt. Setze Sy = Gy /N
Hierbei werden wir zeigen, dass die Konstruktion nicht von der Wahl des
Ultrafilters abhéngt, d.h. wenn wir eine sofische Gruppe schon in ein metri-
sches Ultraprodukt iiber einer Familie von Sym(n) einbetten kénnen, dass
wir die Gruppe dann schon in jedes metrische Ultraprodukt iiber symmetri-
schen Gruppen Sym(n) einbetten kénnen. Aus diesem Grund heifit Sy, auch
universell sofische Gruppe.

Im letzten Teil der Arbeit zdhlen wir die Anzahl der universell sofischen
Gruppen, hierbei miissen wir die zwei Félle unterscheiden, ob C'H gilt oder
nicht.

Fiir den Fall, dass C'H gilt, konnen wir die Anzahl der universell sofischen
Gruppen gegeniiber 2% abschitzen. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass
die metrischen Ultraprodukte [ [, Sym(n) alle saturiert sind und somit durch
ihre Theorie der Logik der ersten Stufe eindeutig bestimmt sind. Daher exis-
tieren bis auf Isomorphie hochstens 2% metrische Ultraprodukte und deshalb
gibt es hochstens 2% universell sofische Gruppen Sy,. Es ist derzeit noch nicht
bewiesen, ob iiberhaupt 2 nicht-isomorphe universell sofische Gruppen exis-
tieren, wenn C'H gilt.

Das Problem, die Anzahl der universell sofischen Gruppen zu bestimmen,
wenn C'H nicht gilt, erweist sich — wahrscheinlich etwas iiberraschend — als
einfacher zu behandeln. In diesem Fall konnen wir die genaue Anzahl uni-
versell sofischer Gruppen bestimmen, namlich 22 Den Beweis teilen wir
in mehrere Aussagen auf. Wir beginnen mit fundamentalen Eigenschaften
von Expandergraphen. Mit deren Hilfe sind wir in der Lage, zu zeigen, dass
gewisse metrische Ultraprodukte [ [, Gy, iiber endlichen Gruppen als Zentra-
lisatoren endlich erzeugter -Untergruppen von passend gewéhlten universell
sofischen Gruppen dargestellt werden konnen. Konkret nehmen wir eine end-

i



lich erzeugte Untergruppe I' < Sy, und zeigen, dass der Zentralisator Cs,, (I')
isomorph zu dem Ultraprodukt [ [, Alt(n) ist. Den Ultrafilter ¢ konstruieren
wir hierbei in Abhéngigkeit von dem Ultrafilter D. Damit haben wir unseren
Fall auf den der alternierenden Gruppen reduziert.

Wir zeigen deshalb in Kapitel 4.2.2, wenn C'H nicht gilt, dass dann 22 _viele
nicht-isomorphe Ultraprodukte iiber Alt(n) existieren. Dafiir benétigen wir
die Eigenschaft, dass die echten Normalteiler von [ [, Alt(n) linear geordnet
sind. Wir werden sehen, dass eine inklusionserhaltende Abbildung zwischen
den Normalteilern und der linearen Ordnung Ly, = [],,{1,...,n}/ =y exis-
tiert. Die betrachtete lineare Ordnung L, ist ein nichtleeres Anfangsstiick
des Nichtstandardmodells M = [],,w. Wir werden zeigen, dass es hiervon
22" _viele verschiedene gibt, in dem wir “extrem” nicht-lineare Ordnungen
konstruieren. Dies geschieht in Kapitel 4.2.4. Da wir vorher gesehen haben,
dass die Ultraprodukte isomorph zu den linearen Ordnungen sind, haben wir
damit gezeigt, dass es 22" _viele nicht isomorphe Gruppen gibt, wenn C'H
nicht gilt.
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2 Grundlagen

2.1 Filter und Ultrafilter

In diesem Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Eigenschaften von
Filtern und Ultrafiltern, die in der Diplomarbeit ein zentrales Konzept sind,
da wir sie unter anderem bei der Definition von universell sofischen Gruppen
verwenden. Dariiber hinaus sind sie ein notwendiges Hilfsmittel, um nicht-
isomorphe lineare Ordnungen zu konstruieren. Diese werden wir bendtigen,
um die Aussage zu zeigen, dass 22%_viele nicht-isomorphe universell sofische
Gruppen existieren, wenn C'H nicht gilt. Die Definitionen, Sétze und Beweise
in diesem Kapitel stammen aus dem Buch von Chang und Keisler [CK90],
soweit es nicht anders angegeben ist.

Definition 2.1. Sei [ eine nicht-leere Menge.

(i) D ist ein Filter auf I, wenn D eine nicht-leere Familie von Teilmengen
von [ ist, die die folgenden Bedingungen erfiillt:
(a) Aus A,B € D folgt ANB € D.
(b) Wenn A € D und A C B C I, dann ist B € D (diese Bedingung
impliziert schon, dass I € D ist).

(ii) Der Filter D ist trivial, wenn () € D. Wir betrachten nur nicht-triviale
Filter, auch wenn nicht immer darauf hingewiesen wird.

(iii) Der Filter D auf I ist ein Hauptultrafilter, wenn fiir ein A C T gilt
D={BCI|ACB.

(iv) Sei E eine Teilmenge von P(I), der Potenzmenge von I. Der durch E
erzeugte Filter ist der Schnitt D aller Filter auf I, die £/ enthalten:

= C Fun 1st ein Filter au .
D=(){F|ECF und F ist ein Fil f1}

Wir schreiben auch [E] fiir das Erzeugnis von FE.

(v) Der Filter D ist A-vollstindig, wenn eine Familie von Mengen
(A; | i < a < A) in D impliziert, dass (,_, A;i € D. (Nach Defini-
tion gilt somit, dass jeder Filter w-vollstindig ist.)

(vi) Ein Filter D ist abzdhlbar unvollstindig, wenn er nicht wt-vollstandig
ist, also nicht abgeschlossen unter abzahlbar unendlichen Schnitten ist.
Jeder Ultrafilter, der kein Hauptultrafilter ist auf einer abzihlbaren
Menge, ist abzédhlbar unvollstédndig.
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(vii) Der Filter D hat genau dann die endliche Durchschnittseigenschaft,
wenn der Schnitt von jeder endlichen Anzahl von Elementen von D
nicht leer ist.

(viii) Ein Filter D ist ein Ultrafilter auf I, wenn D auf I nicht trivial ist und
fiir alle A C I entweder A € D oder I \ A € D gilt.

(ix) Wenn D ein nicht Hauptultrafilter auf w ist und (r,,)ne. €ine beschrénk-
te Folge reeller Zahlen, dann existiert eine eindeutige reelle Zahl [, so
dass {n € w | |r, — 1| < e} € D fiir alle ¢ > 0. Wir bezeichnen [ als
Ultralimes und wir schreiben [ = limp r,,.

Beispiel. (1) D = {I} ist ein Filter.
(ii) D ="P(I) ist der triviale Filter.
(iii) D={AC 1|1\ Aistendlich} ist der Fréchet-Filter auf I.
Satz 2.2. Sei E eine Teilmenge von P(I) und D = [E]. Dann gilt:
1. D ist ein Filter auf I.

2. D ist die Menge aller A € P(I), so dass entweder A = I ist oder fir
Mengen By, ...,B, € E, n € w gilt, dass BiN---N B, C A.

3. Der Filter D st genau dann nicht trivial, wenn E die endliche Durch-
schnittseigenschaft besitzt.
Beweis. 1. folgt nach Definition.
Um 2. zu zeigen sei D' die Menge aller X € P([), so dass entweder gilt X = [
oder Mengen Yy, ...,Y, € E existieren, so dass Y1 N---NY, C X. Wir zeigen
D =D’ Seien X, X' € D' und seien ;, Y/ € Efiri=1,....n, j=1,...,m
so gewdhlt, dass
in---nY,CX, Y/n---nY, C X"
Wenn X C Z C I, dann gilt
so dass Z € D'. Weiter ist
Yin.--ny,nY/n---nY, C XnNX

also ist X N X’ € D' und D’ ist ein Filter auf I. Da £ C D', folgt D C D'
Betrachte nun einen beliebigen Filter F' auf I, der E enthélt. Dann ist [ € F.
Fir alle By, ..., B, € Egilt B1N---NB, € F. Damit gehort jede Obermenge
A e P(I), die ByN---N B, enthilt, zu F. Also ist D’ C F. Somit gilt auch
D’ C D, also insgesamt D = D'.



3. folgt aus 2. O
Satz 2.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. D ist ein Ultrafilter auf I.

2. D ist ein mazximaler echter Filter auf I. Das heifit, fir einen Filter F'
mit D C F C P(I) gilt entweder D = F oder F =P(I) .

Beweis. 1. = 2. Gelte 1. Dann ist 0 ¢ D, da I € D und 0§ = I\ I. Folglich
ist D ein echter Filter. Sei F' ein beliebiger Filter auf I, der D enthélt. Wenn
X € Fund X ¢ D ist, dann gilt 7\ X € D, somit ist I \ X € F und
0 =XnN(\X)e F. Damit ist F' = P(I). Sonst ist § ¢ F und F C D und
somit ist F' = D.

2. = 1. Gelte 2. Betrachte eine beliebige Menge X € P(I). Dann kann nicht
X € Dund I\ X € D gelten, da sonst ) € D wire und somit D nicht echt
wére. Es geniigt nun zu zeigen, dass wenn [ \ X ¢ D, dann ist X € D. Sei
I\ X ¢ D. Setze E =D U{X} und F = [E]. Betrachte Y7,...,Y, € E und
setze Z =Y, N---NY,. Da D abgeschlossen unter endlichen Schnitten ist,
bekommen wir entweder Z € D oder Z =Y N X fiir ein Y € D. Im ersten
Fall ist Z # ), da ) ¢ D. Im zweiten Fall gilt ebenfalls Z # ), denn sonst
wire Y N X = () daher Y C I\ X, folglich wére I \ X € D. Somit ist in
beiden Fillen Z # (). Nach Satz 2.2 ist ()} ¢ F. Das bedeutet, dass F' ein
echter Filter ist, der D enthélt, also ist nach Voraussetzung F' = D. Somit
gilt # CDund X € D. O

Satz 2.4. Wenn E C P(I) und E die endliche Durchschnittseigenschaft
besitzt, dann existiert ein Ultrafilter D auf I, so dass E C D.

Beweis. Sei F' = [E]. Der Filter F enthélt nicht die leere Menge und ist somit
echt. Wenn C' eine nicht-leere aufsteigende Kette echter Filter auf I ist, dann
ist (JC ein echter Filter auf I. Des Weiteren gilt, wenn D € C ist und FE
enthélt, dann enthélt | C ebenfalls E. Mit dem Lemma von Zorn folgt, dass
die Menge &, aller echten Filter auf I, die E enthalten, ein maximales Element
besitzt. Dieses sei D. Dann ist £ C D. Der Filter D ist maximal auf I. Sei
D’ ein echter Filter, der D enthéilt, dann ist £ C D’ und somit gehort D’ zu
&, also ist D' = D. Damit ist D nach Satz 2.3 ein Ultrafilter. O

Korollar 2.5. Jeder echte Filter auf I kann zu einem Ultrafilter auf I er-
weitert werden.

Bewers. Dies folgt aus Satz 2.4, da jeder nicht-triviale Filter die endliche
Durchschnittseigenschaft erfiillt. O



Bemerkung 2.6. Nicht Hauptultrafilter enthalten keine endliche Mengen.
In allen nicht Hauptultrafiltern auf abzahlbar unendlichen Mengen ist somit
der Fréchet-Filter enthalten.

Satz 2.7. Wenn I eine unendliche Menge der Kardinalitit o ist, dann exis-
tieren 22°° -viele nicht Hauptultrafilter auf I.

Beweis. Fiir den Beweis siehe [BS69] Chapter 6, Theorem 1.5. O



2.2 Grundlagen aus der Mengenlehre

In diesem Kapitel fithren wir die Begriffe und Sétze aus der Mengenlehre ein,
die wir im Laufe der Arbeit benutzen. Hierbei beziehen wir uns auf das Buch
von Jech [Jec03] und das Vorlesungsskript von Ziegler [Zie92].

2.2.1 Clubs und stationire Mengen

Definition 2.8. Sei a > 0 eine Limesordinalzahl. Wir sagen, dass eine auf-
steigenden [-Folge (o | £ < ) fiir eine Limesordinalzahl § kofinal in « ist,
wenn limg_,3 a¢ = a. Analog liegt A C « kofinal in o, wenn sup A = a. Wenn
« eine unendliche Limesordinalzahl ist, dann ist die Kofinalitit von «

cf(a) = die kleinste Limesordinalzahl /3, so dass eine aufsteigende
p-Folge (o | € < B) existiert mit gl*l—% Qg = Q.
Proposition 2.9. Es gilt:
o cf(a) <o
o Wenn B kofinal in « ist, ist cf(a) = cf(B).
e « hat eine abgeschlossene, kofinale Teilmenge vom Ordnungstyp cf(«).
o cf(a) = cf(cf(a)).
Beweis. Fiir den Beweis siehe [Zie92], Lemma 7.1. O

Definition 2.10. Eine unendliche Kardinalzahl x heiflt requldr, wenn
cf(k) = k und singuldr, wenn cf(k) < k.

Bemerkung 2.11. Kofinalitédten sind reguldre Kardinalzahlen. Unendliche
Nachfolgerkardinalzahlen ' sind regulir. Singulire Kardinalzahlen sind Su-
prema von regulidren Kardinalzahlen.

Fiir das restliche Kapitel sei eine unendliche Kardinalzahl x mit {iberab-
zéhlbarer Kofinalitét festgehalten.

Definition 2.12. Eine unbeschrénkte und abgeschlossene Teilmenge C' von
 heifit Club (von closed unbounded).

Beispiel. (i) Bezeichne On die Klasse der Ordinalzahlen. In On ist eine
unbeschrankte und abgeschlossene Klasse von Ordinalzahlen ein Club.

(ii) Fir unbeschrinkte Mengen A in k ist die Menge der Haufungspunkte
A ={a<k|a=sup(kNa)}in A ein Club.

b}



(iii) Die Menge {a < k| cf(a) = w} ist ein Club.
Satz 2.13. Der Durchschnitt zweier Clubs ist wieder ein Club.

Beweis. Seien C'und D Clubs. Es geniigt zu zeigen, dass C'N D unbeschrinkt
ist, da C'N D abgeschlossen ist. Sei a aus k. Da C' unbeschrinkt ist, existiert
ein a; > a mit ay € C. Mit gleichem Argument bekommen wir ein 51 > ay
mit B; € D. Wir konstruieren nun eine aufsteigende Folge

Oé<061<ﬁ1<0[2<52<...

wobei oy € C und fB; € D. Sei 6 < k der Limes der Folge, dann gilt
SUP;, @ = SUp;, 3 = 6. Somit liegt d sowohl in C' als auch in D, folg-
lichist 6 € CND und § > a. O

Satz 2.14. Der Durchschnitt von weniger als cf(k)-vielen Clubs ist wieder
ein Clubd.

Beweis. Sei i < cf(k) eine Kardinalzahl und (C, | @ < p) eine Familie von
Clubs. Wir zeigen induktiv, dass der Durchschnitt D der Clubs C, unbe-
schrankt ist.

Fiir endliche p folgt dies unmittelbar aus Satz 2.13.

Sei nun g unendlich und v < k. Sei D, = [, Cg- Die D, sind nach Induk-
tionsvoraussetzung unbeschrinkt. Wir definieren nun rekursiv eine Funktion
f:p— Kk durch

f(a) = min{e € D, | € ist grofler als 7,

e ist grofer als alle Elemente von f[a]}.

fla] kann nicht kofinal in & sein, also ist f wohldefiniert. Da p eine Limes-
zahl ist, ist 0 = sup,, f(@) = supg o<, f(a) fir alle 3 < p, folglich ist 0
Supremum von Elementen aus Cz. Somit ist § grofier als v und liegt schon
in allen Cj. [

Definition 2.15. Sei (A4, | a < k) eine Familie von Teilmengen von x. Der
Diagonaldurchschnitt der A, ist definiert als:

Aa<,§Aa:{a</@]a€ ﬂAg}.
B<a

Satz 2.16. Wenn k regulir (und tiberabzihlbar) ist, dann ist der Diagonal-
durchschnitt von einer Familie (Cy, | a < k) von Clubs wieder ein Club.



Beweis. Wir bezeichnen mit D den Diagonaldurchschnitt der C,.
Wir zeigen zuerst die Abgeschlossenheit:

Sei o = sup(D N ) < k eine Limeszahl. Sei § < « fest gewéhlt. Die Ordi-
nalzahlen aus D, die zwischen 8 und « liegen, haben « als Supremum. Diese
Ordinalzahlen liegen aber alle in Cjg, somit liegt auch o in Cjp, also liegt a
auch in D.

Es bleibt zu zeigen, dass D unbeschrankt ist:

Aus Satz 2.14 folgt, dass wir eine monoton wachsenden Funktion f: w — &
konstruieren konnen, mit beliebig vorgegebenem  f(0), so dass
f(n+1) € Mg O tiir alle n. Damit liegt das Supremum der f(n) schon
in D, und es folgt die Behauptung. m

Definition 2.17. Eine Teilmenge S C k heifit stationdr, wenn sie jeden Club
schneidet.

Bemerkung 2.18. Die Satze iiber Clubs gelten in dualer Form fiir nicht-
stationdre Mengen:

e Fiir zwei nicht-stationére Mengen ist die Vereinigung nicht stationér.

e Fiir weniger als cf (k)- viele nicht-stationdre Mengen ist die Vereinigung
nicht stationér.

e Fiir cine Familie (A, | @ < k) von nicht-stationdren Mengen ist die

Diagonalvereinigung {a <k|aelUs, Aﬁ} nicht stationér.

Definition 2.19. Sei S eine stationdre Teilmenge der iiberabzéhlbaren, re-
guldren Kardinalzahl k. Eine Funktion f: S — k& heifit regressiv, wenn
fla) < a fur alle a € S.

Satz 2.20 (Fodor). Sei k tberabzihlbar und regulir. Sei S eine stationdre
Teilmenge von k und f: S — k regressiv. Dann ist f auf einer stationdren
Teilmenge T von S konstant.

Beweis. Sei S die Diagonalvereinigung der A, = {5 € S | f(5) = a}. Eine
der Mengen A, muss nach Bemerkung 2.18 Punkt 3 schon stationér sein,
weil S nach Voraussetzung stationér ist. O]

Satz 2.21 (Solovay). Jede tiberabzihlbare, requlire Kardinalzahl  lisst sich
in k-viele disjunkte, stationdre Mengen zerlegen.



Beweis. Sei
S={a<k]| cf(a) =w}

die Menge der Limeszahlen in k, die Kofinalitdt w haben. Die Menge S ist
stationédr. Da alle Elemente in S Kofinalitdt w haben, kéonnen wir fiir alle
a € S eine aufsteigende Folge (8¢);<.,, wéhlen, die gegen « konvergiert.

Sei f < k fest gewéhlt. Wir betrachten die stationdre Menge S\ (. Fiir jedes
a € S\B gibt es eine Stelle n(«) in der aufsteigenden Folge (6%);<, mit

5;‘1‘(&) > 3. Nach Bemerkung 2.18 Punkt 2 existiert ein ng, so dass wir folgende
stationdre Menge

Ry ={a e (S\f) | n(a) =ng}

bekommen. Wir wenden den Satz von Fodor 2.20 auf die regressive Funktion
o — dp an. Dieser liefert eine stationdre Teilmenge Sg von Rg, auf der die

regressive Funktion konstant einen Wert 6° annimmt.

Die Menge der vorkommenden 6? ist kofinal in x, da immer 6° > 3 gilt. Sie
hat also die Méchtigkeit x, da k als regulédr vorausgesetzt war. Es existiert
daher eine k-méichtige Teilmenge I von k, fiir die alle 6° (8 € I) verschieden
sind.

Wir finden ein n, so dass die Menge J = {f§ € I | ng = n} die Méachtigkeit x
hat, da cf(k) > w. Fur g, 8" € J gilt nun S3NSg = (0. Denn fiir o € Sp folgt
0% = 6P, O

Korollar 2.22. Jedes k mit tiberabzihlbarer Kofinalitat lisst sich in cf(k)-
viele disjunkte stationdre Teilmengen zerlegen.

Beweis. Siehe [Zie92], Folgerung 8.7. O

Bemerkung 2.23. Sei C' ein Club in k. Alle stationédren Teilmengen von s
haben einen nicht-leeren Schnitt mit C. Somit kann & nicht mehr als |C] =
cf(k)-viele stationédre Teilmengen besitzen.

2.2.2 Der Satz von Ramsey

Den folgenden anschaulichen Beweis des Satzes von Ramsey iibernehmen wir
aus dem Buch von Tent und Ziegler [TZ12].

Wir schreiben [A]" = {b C A | |b| = n} fiir die Menge aller n-elementigen
Teilmengen einer Menge A.

Bemerkung 2.24 (Schubfachprinzip). Sei A eine unendliche Menge und
f: A — m eine Funktion von A in die natiirliche Zahl m. Dann ist A auf
einer unendliche Teilmenge von A konstant. Der folgende Satz von Ramsey
ist eine Verallgemeinerung dieses Prinzips fiir n-elementige Teilmengen.



Satz 2.25 (Ramsey). Sei A eine unendliche Menge, n € w. Partitionie-
re die Menge [A]" aller n-elementigen Teilmengen von A in Teilmengen
Ci,...,Cy fir k € w. Dann existiert eine unendliche Teilmenge von A, deren
n-elementige Teilmengen alle zu demselben C; gehdren.

Beweis. Betrachte die Partitionierung als Féarbung auf [A]”. Wir suchen eine
unendliche Teilmenge B von A, die einfarbig auf [B]™ ist. Wir zeigen dies
durch eine Induktion nach n.

Fiir n = 1 ist dies gerade das Schubfachprinzip.
Der Satz gelte fiir n beliebig aber fest.

Sei ap € A. Dann induziert jede Fiarbung auf [A]"™! eine Férbung der n-
elementigen Teilmengen von A’ = A\ {ap}. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert eine einfarbige unendliche Teilmenge By auf A’, mit der induzierten
Féarbung. Folglich haben alle (n + 1)-elementigen Teilmengen von A, die aus
ao und n Elementen von B; bestehen, dieselbe Farbe. Wihle nun a; € B;.
Mit dem gleichen Argument finden wir eine unendliche Teilmenge B, von By
mit gleicher Eigenschaft. Induktiv konstruieren wir eine unendlich absteigen-
de Folge A = By D By D ... und eine Folge von Elementen a; € B; \ Bi;1,
so dass die Farbe jeder (n + 1)-elementigen Teilmenge {a;(y, ... aim)} mit
i(0) < --- <i(n), nur von dem Wert von i(0) abhéngt. Nach dem Schubfach-
prinzip existieren unendlich viele Werte von i(0), fiir die die Farbe dieselbe
ist. Diese a;()’s sind dann die gesuchte einfarbige Menge. O



2.3 Uberdeckungstheoreme von Brenner

In diesem Kapitel fithren wir einige Sétze aus dem Artikel [Bre78] von Bren-
ner ein, auf die wir spéater in Beweisen zuriickgreifen. Die grundlegenden
Definitionen und Sétze folgen der Darstellung von [Sco87].

Definition 2.26. Sei GG eine endliche, nicht-abelsche, einfache Gruppe und
C eine Konjugationsklasse in GG. Die Potenz C" ist induktiv definiert durch

c’=1,Ct=C, cv=Cc"'Cc=0cCc"!
wobei CD ={af | a € C,p € D}.

Satz 2.27. Wenn (G, M) eine Permutationsgruppe von endlichem Grad ist
und g € G, dann ist g das Produkt von paarweise verschiedenen Zykel. Die
Zykelzerlegung ist bis auf Reihenfolge und 1-Zykel eindeutiq.

Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich fiir |M| = 1.

Wir fithren den Beweis induktiv iiber die Kardinalitidt von M. Sei g € G,
x1 € M. Dann existieren ein ¢ € w und unterschiedliche Elemente x4, ..., x,
von M, so dass

r1g = T2, T2g = T3,...,Ti—19 = L4, ;g = T1.

Dies gilt, da M endlich und g injektiv ist. Betrachte nun gy (a,,....s;}- Dies ist
eine Permutation, wenn M\{x1,...,2;} # 0. Nach LV. ist g|an\(a,,..2,3 das
Produkt ¢, . .. ¢, paarweise verschiedener Zykel und g = (x1,...,2;)ca. .. Cp.
Damit existiert eine Zykelzerlegung. In einer Zerlegung von g muss aber der
Zykel, der x; enthilt, schon (z1,...,x;) sein, somit ist die Zerlegung auch
eindeutig. O]

Als erstes erlautern wir die Struktur der Konjugationsklassen in den sym-
metrischen Gruppen Sym(n) und den alternierenden Gruppen Alt(n).

Definition 2.28. Zwei Permutationen «, 5 € Sym(n) haben dieselbe Zy-
kelstruktur, wenn ihre Zerlegung in disjunkte Zykel fiir alle r € w dieselbe
Anzahl an r-Zykel besitzt.

Lemma 2.29. Zwei Permutationen sind genau dann in Sym(n) konjugiert,
wenn sie dieselbe (kanonische) Zykelstruktur haben.

Fiir den Beweis zeigen wir erst ein Hilfslemma. Dieses haben wir aus dem
Buch von Rotman [Rot95] iibernommen.

Behauptung 2.30. Wenn «, 3 € Sym(n), dann hat afa™! dieselbe Zykel-
struktur wie (3.
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Beweis der Behauptung 2.30. Sei m die Permutation, die wir erhalten, wenn
wir « auf die Elemente von # anwenden.

Wenn [ ein Element ¢ festhalt, dann halt m (i) fest, wenn (i) ein 1-Zykel
ist, aber

afa(a(i)) = aBli) = a(i).

Somit bewegt affa™! a(i) nicht.
Wenn [ das Element i bewegt, z.B. 5(i) = j, dann sei die vollsténdige Zerle-
gung von [ gegeben durch

Wenn «a(i) = k und «(j) = [, dann gilt 7: k +— [, aber
ozﬁofl:k»—>i»—>jr—>l,

also ist aBa (k) = m(k). Somit stimmen 7 und afa~! auf allen a(i) = k
iiberein, da « surjektiv ist, ist 7 = afa~t. O

Beweis von Lemma 2.29. Mit der Behauptung folgt somit direkt, dass kon-
jugierte Permutationen dieselbe Zykelstruktur haben.

Fiir die Riickrichtung definiere eine Permutation v € Sym(n) wie folgt: Seien
o, € Sym(n) mit derselben Zykelstruktur. Stelle @ und (5 in kanonischer
disjunkter Zykelstruktur dar und sortiere die Zykel der Grofle nach. Das Ele-
ment ~ schickt jetzt alle Elemente aus « auf die entsprechende Position in
der Zerlegung von (. Haben beispielsweise «, 3 folgende Zerlegungen:

Dann ist (i) = k,v(j) = [. Damit ist v eine Permutation und jedes i zwi-
schen 1 und n tritt genau einmal auf. Mit der Behauptung ist yay™! = 3,

also konjugiert.
O

Beispiel. Seien o und [ wie folgt gegeben:

a=(231)(45)(6)
p=(562)(31)4)
Dann ist v = (; ; 2 ;l ? i) = (125)(364). Die Permutation + ist nicht

eindeutig.
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Korollar 2.31. Eine Permutation o € Sym(n) (und folglich ihre Klasse)
liegt genau dann in Alt(n), wenn o eine gerade Anzahl (oder Null) an Orbits
von geradem Grad hat.

Bemerkung 2.32. Sei f,: {l,...,n} — w eine Funktion, fir die gilt
fo(i) = #(i-Zykel). Wir schreiben [f,]| oder [f,(1),..., fo(n)] fiir die Zykel-
zerlegung des Elements o € Sym(n), dies bedeutet, dass o genau f,(i)-viele
i-Zykel fiir alle 1 < i < n besitzt. Wir identifizieren die Konjugationsklassen
der Sym(n) im Folgenden mit der obigen Zerlegung.

Lemma 2.33. Eine Konjugationsklasse [f,] von Sym(n) besteht genau dann
aus geraden Permutationen, wenn ), f,(2t) gerade ist.

Beweis. Dies folgt daraus, dass eine Permutation genau dann gerade ist,
wenn die Anzahl der Zykel gerader Léange in der Zykelzerlegung ebenfalls
gerade ist. O]

Lemma 2.34. Wenn [f,]| eine Konjugationsklasse in Sym(n) ist, dann ist

n!
(TTé=O)(TI(f- (D))

das heifst, die Anzahl der Elemente in der Konjugationsklasse ist genau der
Index des Zentralisators von o in Sym(n).

#(fo]) =

Beweis. Es gibt n! Moglichkeiten n Elemente als Produkt von f,(1) 1-Zykel,
gefolgt von f,(2) 2-Zykel,. .., gefolgt von f,(n) n-Zykel zu schreiben. Aus
vielen folgt dieselbe Permutation. Insbesondere kann jeder i-Zykel an jeder
der i Stellen anfangen. (Beispiel (123) = (231) = (312)). Also gibt es ifs®
Wege f,(i) i-Zykel einer gegebenen Permutation zuschreiben. Dies sind die
erlaubten Anderungen. Daraus folgt die Behauptung. O]

Beispiel. Fiir Sym(5) erhalten wir die folgenden Konjugationsklassen:

[5,0,0,0,0],[3,1,0,0,0],[2,0,1,0,0],[1,0,0,1,0],[1,2,0,0,0], [0,0,0,0, 1],
[0,1,1,0,0].
Nach obigem Satz haben die Konjugationsklassen 1, 10, 20, 30, 15, 24, 20 Ele-
mente. Die Klassen [3,1,0,0,0],[1,0,0,1,0] und [0,1,1,0,0] sind ungerade.

Die Summe der Anzahl Elemente der geraden Klassen betrigt 60, gleiches
gilt fiir die Summe iiber die ungeraden Klassen.

Lemma 2.35. Sei [f,] eine gerade Klasse in Sym(n). Dann gilt eine der
beiden folgenden Aussagen:
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1. Wenn f,(2i) > 0 oder f,(2i + 1) > 1 fir ein i, dann ist [f,] eine
Konjugationsklasse in Alt(n).

2. Sonst ist [f,] die Vereinigung von zwei gleichgroffen Klassen in Alt(n).

Beweis. Sei o € [f,]. Dann ist
#(C(o) in Alt(n)) = [Alt(n) : Alt(n) N Z(0)],

wobei auf der linken Seite die Anzahl der Konjugierten von o in Alt(n) steht
und Z(o) den Zentralisator von o in Sym(n) bezeichnet.
Wenn Z(o) ¢ Alt(n), dann ist die rechte Seite gleich

[Alt(n)Z(0) = Z(0)] = [Sym(n) : Z(0)] = #(C(0) in Sym(n)),
sonst ist Z (o) C Alt(n) und dann folgt:

(Alt(n) : Alt(n) N Z(0)] = D) : Z(0)]

und

#(C(0) in Alt(n)) = 1E) “; Sym(n))
Folglich geniigt es zu zeigen, dass Z (o) C Alt(n) genau dann gilt, wenn alle
f(2i) =0 und alle f(2i + 1) = 0 oder 1 sind, dies folgt aus Korollar 2.31.

Wenn f(2i) > 0 gilt, dann ist ¢ = p71, wobei p ein (2i)-Zykel ist und 7
die Punkte festhilt, die von p bewegt werden (also sind die Zykel disjunkt),
somit ist pr = 7p, so dass po = op, also ist p eine ungerade Permutation in
Z (o). Folglich gilt Z(o) € Alt(n).

Wenn f(2i +1) > 1 gilt, dann ist 0 = (1...2i + 1)(1'... (2i + 1)')7 = pp'T,
wobei 7 die Punkte festhilt, die von p oder p’ bewegt werden. Dann ist
(11)(22') ... (2i + 1(2¢ + 1)') eine ungerade Permutation in Z(o).

Wenn schlielich alle f(2i) = 0 und alle f(2i 4+ 1) = 0 oder 1 sind, dann gilt
nach Lemma 2.34

#(C(0)) = "7'

wobei j ungerade ist, so dass #(Z (o)) ungerade ist. Folglich ist jedes Element
von Z (o) von ungerader Ordnung. Da jede ungerade Permutation von gerader
Ordnung ist, ist Z (o) C Alt(n). O
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Beispiel. Wir greifen obiges Beispiel der Sym(5) wieder auf und betrachten
die 4 geraden Klassen.

2,0,1,0,0],[1,2,0,0,0],[5,0,0,0,0],[0,0,0,0,1].

Mit dem gerade gezeigten Satz zerfillt nur die letzte Klasse in Alt(5). In
Alt(5) existieren folglich die 5 Konjugationsklassen:

[27 07 17 07 0]7 [1’ 27 07 07 0]7 [57 07 07 O’ 0]7 [07 07 07 07 1]17 [07 07 07 07 1]2
mit 20,15, 1,12 und 12 Elementen.

Definition 2.36. Sei C, die Konjugationsklasse von ¢ in Sym(n). Eine Per-
mutation o € Alt(n) heifit speziell, wenn C, in zwei Konjugationsklassen in
Alt(n) zerfallt.

Dies tritt genau dann auf, wenn die Zykel von o unterschiedliche ungerade
Léange haben.

Lemma 2.37. Sein >5, n=1I01)+---+1l(r),r>1,1<I(i) <n eine
Partition von n in r Summanden, die alle grifer als 1 sind. Sei Cyy,. )
die zugehirige Konjugationsklasse in Sym(n). (Wir identifizieren die Konju-
gationsklasse, mit obiger Zerlegung.)

1. Wenn n ungerade ist, enthdlt C’lz(l) 1) alle n-Zykel.

-----

.....

se C2 in Alt( ), das hezﬂt Zykel der Form ( Ty ) (Y1 - Ym)-

Beweis. Wir machen eine direkte Konstruktion.
Setze k(i) = 23':1 [(7), P = 0109 ...0., wobei
= (1,2,..., k(1))
= (k(1) + L k(2)), ...
=(k(i—1)+1,...,k(2), ...
o .= (k(r—1)+1,...,k(r)).

Definiere () iiber P, indem jeweils die Endelemente jedes Zykels getauscht
werden, folglich ist ) = 77 ... 7., so dass

o 7 =(1,2,.. . k(1) — 1,k(1) + 1),
o 7= (k(1), k(1) +2,. .. k(2) —1,k(2)+1), ...
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o 7, =(k(t—1),k(e —1)+2,... k(i) — 1,k(i) + 1), ...
o 7. = (k(r—1),k(r—1)4+2,...,k(r)),
e Q=07'PB, 8= (k(1),k(1)+1)(k(2),k(2)+1)...(k(r—1),k(r—1)+1).

Dann hat P(Q) die gewiinschte Form. Damit ist das Lemma fiir gerade n be-
wiesen.
Wenn n ungerade ist, ist klar, dass 012(1) () n-Zykel enthilt. Aber ein

duBerer Automorphismus von Alt(n) liefert alle n-Zykel. O
Beispiel. Wir geben je ein Beispiel fiir eine ungerade und eine gerade Zahl.

e Sein = 7. Wir betrachten die Zerlegung 7 = 3+2+2. Dann ist k(1) = 3,
k(2) = 5, k(3) = 7, woraus sich oy = (123), 09 = (45) und o3 = (67)
ergibt. Das Produkt der o; ergibt den Zykel P = (123)(45)(67). Q
berechnet sich aus 71 P3, wobei 3 = (34)(56) ist. Hieraus folgt Q =
(124)(36)(57) und somit errechnen wir fir PQ = (1473265) einen 7-
Zykel.

e Als Beispiel fiir eine gerade Zahl wéhlen wir n = 8 = 3 + 2 4 3. Fiir
P und @ ergibt sich P = (123)(45)(678), @ = (124)(36)(578) und somit
ist PQ = (1475)(2683).

Definition 2.38. Sei ¢ eine Permutation in Alt(n). Wir unterscheiden zwi-
schen nicht-trivialen Zykeln 7;, den Orbits und trivialen Zykeln p;, den 1-
Zykel. Wir schreiben o = 71 ... 7xp1 ... ps. Der orbitale Uberschuss von o ist

Zf:l(‘Ti‘ —2)—s.

Lemma 2.39. Seio € Alt(n) und habe nicht-negativen orbitalen Uberschuss.
Fiirn > 5 gilt:

1. Wenn n ungerade ist, dann ist jeder n-Zykel ein Produkt von zwei Kon-
jugierten von o.

2. Wenn n gerade ist, dann ist jede Permutation mit zugehdriger Konju-
gationsklasse C2, fiir m = in ein Produkt von zwei Konjugierten von

2
o.

Beweis. Sei o gegeben, konstruiere p aus o wie in Beweis von Lemma 2.37.
Dann ersetze die iiberschiissigen Elemente in einem oder in allen 7; durch die
Elemente k(r)+1,...,n, die nicht explizit in ¢ erwidhnt werden. Bilde p; aus
p wie folgt:

pr=""p7,
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v = (L k() + D)2, k() +2) ... (k1) = 1,.. ) k(1) +1,...)....

Damit ist op; ein n-Zykel, wenn n ungerade ist und das Produkt zweier
disjunkter (3)n-Zykel, wenn n gerade ist. O

Bemerkung 2.40. Wenn r ungerade ist und o € Alt(n), dann gehoren o
und p zur selben Klasse in Alt(n).

Wenn r gerade ist, gilt dieselbe Aussage, aufler wenn o zu einer speziellen
Klasse in Alt(n) gehort.

Des Weiteren gehoren p, p; zur selben Klasse in Alt(n), wenn diese keine
spezielle Klasse ist.

Lemma 2.41. 1. Wenn C keine spezielle Konjugationsklasse in Alt(n)
ist, dann ist CC D 1.

2. Wenn C' eine beliebige Konjugationsklasse in Alt(n) ist, dann ist
cCcodl.

Bewess. 1. Wenn C' keine spezielle Konjugationsklasse ist, dann zerfallt
C' nicht in zwei verschiedene Konjugationsklassen in Alt(n) und somit
ist fiir jedes Element das zugehorige Inverse in C'. Daraus folgt die
Behauptung.

2. Fiir die zweite Behauptung siehe [Bre73].
[

Satz 2.42. Sei C keine spezielle Klasse in Alt(n) mit orbitalem Uberschuss
> —1. Dann ist C* = Alt(n).

Beweis. Dies folgt direkt aus den vorigen Lemmata. O]
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2.4 Modelltheorie fiir metrische Strukturen

Die Einfithrung in die Modelltheorie fiir metrische Strukturen orientiert sich
an dem Artikel von Ben Yaacov, Bernstein, Henson und Usvyatsov
[BYBHUO0S].

2.4.1 Metrische Strukturen

Definition 2.43. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dieser Raum ist be-
schrdnkt, wenn eine reelle Zahl B existiert, so dass d(x,y) < B ist fiir alle
x,y € M. Wir schreiben diam(M,d) fir das Infimum. Ein gleichmdfiges
Stetigkeitsmafl ist eine beliebige Funktion A: (0,1] — (0, 1]. Seien (M, d)
und (M’,d’) metrische Rdume und f: M — M’ eine Funktion. Dann heift
f gleichmafig stetig bzgl. der Funktion A, wenn fiir alle € € (0,1] und alle
x,y € M gilt
d(z,y) < Ale) = d'(f(z), f(y)) <e.

Wir nennen f gleichmdflig stetig, wenn f ein gleichméfliges Stetigkeitsmafl
besitzt.

Sei (M, d) ein vollstandiger, beschrankter metrischer Raum. Ein Pradikat
auf M ist eine gleichméBig stetige Funktion von M™ (n > 1) in ein be-
schranktes Intervall in R. Eine Funktion auf M ist eine gleichméfig stetige
Funktion von M™ (n > 1) nach M. In beiden Fillen beschreibt n die Stellig-
keit des Pradikates bzw. der Funktion.

Definition 2.44. Eine metrische Struktur M auf dem metrischen Raum
(M, d) besteht aus einer Familie (R; | ¢ € I) von Pradikaten auf M, einer Fa-
milie (£} | j € J) von Funktionen auf M und einer Familie unterschiedlicher
Elemente (a;, | k € K) von M. Wir schreiben solche metrischen Strukturen
als

M= (MR, Fy,ax |i€l,je JkeK).

Jede dieser Indexmengen darf leer sein. Wenn alle leer sind, dann ist M
der beschriankte metrische Raum (M, d) selbst.

Definition 2.45. Die zu M gehorige Signatur L einer Sprache ist die Menge
der Pradikats-, Funktions- und Konstantensymbolen und der dazugehorigen
Stelligkeiten.

Wir schreiben PM fiir R, f™ fiir F und ™ fiir a.
Diesbeziiglich ist £ identisch zu einer Signatur in der Modelltheorie erster
Stufe. Das reicht allerdings nicht aus, wir benotigen folgende zusétzliche Ei-
genschaften fiir metrische Strukturen.
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Bemerkung 2.46. Jedes Pridiaktssymbol muss ein beschrinktes, abge-
schlossenes Intervall Ip reeller Zahlen und ein gleichméfiges Stetigkeitsmafl
Ap beriicksichtigen. Diese miissen die Bedingungen erfiillen, dass P nur
Werte in Ip annimmt und Ap muss ein gleichméfiges Stetigkeitsmafl fiir
PM sein. Genauso muss fiir jede Funktion f ein gleichméBiges Stetigkeits-
mafl A; gegeben sein und dies muss ein gleichméBiges Stetigkeitsmaf fiir fM
sein. Es muss zusétzlich eine nicht-negative reelle Zahl D, fiir £ existieren,
so dass diam(M,d) < Dy ist.

Definition 2.47. Wenn diese Bedingungen alle erfiillt sind und die Pradi-
kats-, Funktions- und Konstantensymbole von £ genau mit den Pradikaten,
Funktionen und unterschiedlichen Elementen von M iibereinstimmen, dann
nennen wir M eine L-Struktur.

Wir schreiben manchmal, wenn keine Verwechslung entstehen kann, d
fiir die Metrik d. Dies ist konsistent mit der Notation der Interpretation in M
des nicht-logischen Symbols d von £. Auflerdem ist es zweckdienlich, dieselbe
Notation ,,d“ fiir das logische Symbol der Metrik und dessen Interpretation
in M zu verwenden.

2.4.2 Formeln und Interpretationen

In diesem Abschnitt stellen wir die Unterschiede der Syntax und Semantik
der Logik erster Stufe und der metrischen Strukturen heraus.

Definition 2.48. Die logischen Symbole von L enthalten ein Symbol d fiir die
Metrik des zugrundeliegenden metrischen Raumes. Formal ist dies dquivalent
zu einem Pridikatssymbol der Stelligkeit 2. Die logischen Symbole enthalten
ebenfalls eine unendliche Menge V,; von Variablen. Die restlichen logischen
Symbole bestehen aus einem Symbol fiir jede stetige Funktion
w: [0,1]" = [0,1], n > 1, und den Symbolen inf und sup. Die stetigen Funk-
tionen {ibernehmen die Rolle der Junktoren und die Symbole inf und sup
sind die Quantoren.

Definition 2.49. Sei L fest gewahlt. Terme von £ werden induktiv gebildet,
genau wie in der Logik der ersten Stufe. Atomformeln von L sind Ausdriicke
der Form P(t,...,t,), wobei P ein n-stelliges Pradikatsymbol von £ ist und
t1,...,t, L-Terme sind, genauso d(ty,...,t,), indem ¢y, ..., t, L-Terme sind.
Die L£-Formeln der Sprache werden ebenfalls induktiv gebildet.

Definition 2.50. Sei t(z1,...,x,) ein L(M)-Term. Wir definieren die In-
terpretation von t in M als eine Funktion t™: M™ — M, genau wie in der
Logik der ersten Stufe. Jedem L(M)-Satz o weisen wir einen Wert in M zu.
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Dieser Wert ist eine reelle Zahl im Intervall [0, 1] und wir schreiben dafiir
oM. Die Definition erfolgt induktiv iiber den Formelaufbau:

(1) (d(ty, t2))™ = @™ (@, 17),
(i) fiir jedes n-stellige Pradikatsymbol P von £ und allen ty, ... ¢, ist
(P(ty, ..., t))M = P 1Y),
(iii) fur jede stetige Funktion u: [0,1]" — [0,1] und fiir jeden L£(M)-Satz
J1y...,0p ist

(u(oy, ..., o))" =u(ocM, ... oM,
(iv) fiir jede £L(M)-Formel p(x) ist

(sup ()M = sup {p(a)™ | a € M} € [0,1],

(v) fiir jede £(M)-Formel ¢(x) ist

(igfgp(x))M = inf {p(a)™ | a € M} €0, 1].

Das gleichméflige Stetigkeitsmafl hdngt nicht von M ab, sondern nur von
den Daten, die durch die Signatur £ gegeben werden.

Definition 2.51. Die Klasse der L-Formeln ist die kleinste Klasse von Aus-
driicken, die folgende Bedingungen erfiillen:

e Atomformeln von £ sind £-Formeln

e Wenn u: [0,1]" — [0, 1] stetig ist und ¢, ..., ¢, L-Formeln sind, dann
ist u(¢1, ..., ¢n) eine L-Formel.

e Wenn ¢ eine L-Formel ist und z eine Variable, dann sind sup, ¢ und
inf, ¢ L£-Formeln.

Definition 2.52. Eine L£-Bedingung F ist ein formaler Ausdruck der Form
¢ = 0, wobei ¢ eine L-Formel ist. E heifit geschlossen, wenn ¢ ein L—Satz
ist. Wenn zy,...,x, unterschiedliche Variablen sind, dann schreiben wir
eine L£-Bedingung als F(zy,...,x,), um auszudriicken, dass sie die Form
o(x1,...,2,) = 0 hat und z4,...,x, sind alle freien Variablen, die in der
Formel vorkommen. Wenn E eine L£(M)-Bedingung ¢(xy,...,x,) = 0 ist
und aq,...,a, € M, dann sagen wir E ist wahr fiir aq,...,a, in M und
schreiben M = Elay, ..., a,], wenn oM(ay, ..., a,) = 0.
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Wir fithren nun noch einige abkiirzende Schreibweisen ein, auf die wir im
weiteren Verlauf der Arbeit zuriickgreifen.

Bemerkung 2.53. Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, schreiben wir ¢ = ¢ als
Abkiirzung fiir die Bedingung |¢ — ¢| = 0 (u: [0, 1]* — [0, 1] definiert durch
u(ty, ta) = |t; — to] ist ein Junktor). Jede reelle Zahl r € [0, 1] ist ein Junk-
tor, Ausdriicke der Form ¢ = r betrachten wir also als Bedingungen fiir
L-Formeln ¢ und r € [0,1]. Sei ~: [0,1]*> — [0, 1] der Junktor

(t1, ts) = max(t; — ta,0) = {tl —t wennty 2,

0 sonst.

Wir schreiben gewohnlich t~ty anstatt —(t1, ). Wir schreiben ¢ <t und
1 < ¢ als Abkiirzung fiir die Bedingung ¢~ = 0. In der [0, 1]-wertigen Logik
konnen die Bedingungen ¢ < 1 als Familie von Implikationen betrachtet
werden von der Bedingung ¢ < r zu der Bedingung ¢ < r fiir alle r € [0, 1].

In metrischen Strukturen haben wir alle modelltheoretischen Konzepte
und Satze zur Verfiigung, wie beispielsweise Theorien, Modelle, logische Kon-
sequenzen, elementare Aquivalenz oder den Satz von Tarski-Vaught und den
Satz von Los. Wir werden spéter auf die Sétze, die wir explizit benutzen noch
genauer eingehen und teilweise die Beweise présentieren.

2.4.3 Pseudometrische Riume

Sei (My, dy) ein pseudometrischer Raum, das heifit M, ist eine Menge und
do: My x My — R ist eine Pseudometrik. Als Pseudometrik erfiillt dy die
folgenden Bedingungen:

(i) do(z,x) =0,
(11) dO(‘I:y) = dO(wa) Z 07
(iil) do(x,z) < do(z,y) + do(y, 2),

fiir alle x,y, 2z € M.

Aus der zweiten Bedingung folgt implizit, dass dy(x,y) = 0 sein darf, auch
wenn x und y unterschiedlich sind.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation E auf My, indem wir

E(;E,y) A dO(I7y> =0

setzen. Die Pseudometrik dj ist nach der Dreiecksungleichung FE-invariant.
Sei m: My — M die Quotientenabbildung bzgl. F, somit ist 7 (z) die Aquiva-
lenzklasse von z fiir alle x € M. Hieraus konnen wir jetzt eine Metrik d auf
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M definieren, indem wir d(7(x),7(y)) = do(x,y) fiir alle x,y € My setzen.
Dann ist (M, d) ein metrischer Raum und 7 ist eine isometrische Funktion
von (My, dp) nach (M, d). Der metrische Quotientenraum (M, d) wird somit
durch (My, dy) induziert.

Genauso wie bei metrischen Raumen definieren wir die Stetigkeit einer Funk-
tion zwischen zwei pseudometrischen Raumen (M, dy) und (M[, d;) tiber
ein gleichméfiges Stetigkeitsmal A. Wir bekommen also eine wohldefinier-
te Quotientenabbildung f: M — M’, zwischen den Quotientenrdumen in-
dem wir f(n(z)) = 7'(fo(x)) setzen fiir alle x € M,. Des Weiteren ist f
gleichméfig stetig mit dem gleichméfigen Stetigkeitsmafl A.

2.4.4 Prastrukturen

Definition 2.54. Sei L eine feste Signatur fiir metrische Strukturen und
(Mo, dy) ein pseudometrischer Raum mit diam(M,d) < D,.. Eine L-Prdi-
struktur My auf dem Raum (M, dy) ist eine Struktur, fiir die die Bedingun-
gen aus Bemerkung 2.46 in analoger Weise gelten.

Definition 2.55. Sei M eine L-Priistruktur und (M, d™) der zugrunde lie-
gende pseudometrische Raum, A C M. Wir erweitern £ zu einer L£(A)-
Signatur, indem wir fiir jedes Element a € A neue Konstantensymbole ¢(a)
zu L hinzufiigen. Wir erweitern die Interpretation, die durch M gegeben
wird in kanonischer Weise, indem wir die Interpretation von c(a) als Inter-
pretation von a selber setzen fiir alle a € A. Terme, und Funktionen werden
genau so gebildet wie bei metrischen Strukturen.

Bemerkung 2.56. Die Konzepte, die wir oben fiir metrische Strukturen
betrachtet haben, haben wir genauso fiir Prastrukturen zur Verfiigung.

2.4.5 Konstruktion metrischer Raume aus pseudometrischen
Raumen

Metrische Rdume werden oft als Quotienten von pseudometrischen Ré&u-
men oder als deren Vervollstindigung konstruiert. Das gleiche gilt fiir me-
trische Strukturen. Wir definieren nun die Semantik der stetigen Logik fiir
Préastrukturen, da wir spéater die universell sofischen Gruppen als Quotienten
von metrischen Préastrukturen betrachten werden.

Definition 2.57. Sei M, eine L-Prastruktur. Sei (M, d) der metrische Quo-
tientenraum induziert durch den pseudometrischen Raum (M, dy) mit der
Quotientenabbildung 7: My — M:
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e Fiir jedes n-stellige Pridikatssymbol P von £ definieren wir P von
M™ nach Ip durch PM(7(xy),...,7(z,)) = PMo(zy,...,2,) fiir alle
L1y, Tp € Mo.

e Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f von £ definieren wir f* von
M™ nach M durch fM(7(x1),...,7(z,)) = fM(21,...,2,) fir alle
L1yeoy Iy € M().

e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ von £ definieren wir ¢ = 7(cMo).

Somit ist (M,d) = diam(My,dy). Dies definiert eine L£-Préstruktur M auf
dem (nicht notwendigerweise vollstandigen) metrischen Raum (M, d).

Schlielich definieren wir noch eine £-Struktur N, indem wir die Vervoll-
standigung von M betrachten.

Definition 2.58. Sei (N, d) ein vollsténdiger Raum, der eine Vervollsténdi-
gung von (M, d) ist. Die zugehorige Struktur definieren wir in kanonischer
Weise (dies ist moglich, da die Pradikate und Funktionen, die durch M ge-
geben sind, gleichméBig stetig sind):

e Fiir jedes n-stellige Priadikatssymbol P von £ definiert PV von N™
nach Ip die eindeutige Funktion, die P erweitert und stetig ist.

e Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f von £ definiert f~ von N” nach
N die eindeutige Funktion, die f™ erweitert und stetig ist.

e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ von £ definieren wir ¢¥ = M.
Damit ist N eine £-Struktur.

Bemerkung 2.59. Hier noch ein paar Eigenschaften von Abbildungen me-
trischer Strukturen:

e Jede elementare Abbildung von einer metrischen Struktur in eine an-
dere ist abstandserhaltend.

e Die Familie elementarer Abbildungen ist abgeschlossen unter Kompo-
sition und Bildung von Inversen.

e Jeder Isomorphismus zwischen metrischen Strukturen ist eine elemen-
tare Einbettung.

22



2.4.6 Metrische Ultraprodukte

Sei ((M;,d;) | i@ € I) eine Familie beschriankter metrischer Rdume mit
diam(M;,d;) < D, fiir alle ¢ € I. Sei D ein Ultrafilter auf 7. Definiere ei-
ne Funktion auf dem kartesischen Produkt [, ., M; durch

d(xz,y) = ligl di (i, i),

wobei © = (2;)ier, ¥ = (¥;)ier. Dieser Ultralimes nimmt einen Wert im In-
tervall [0, D] an. Die Funktion d ist eine Pseudometrik auf [[,., M;. Fiir
x,y € [[,c; M; definieren wir & ~p y durch d(x,y) = 0. Dann ist ~p eine
Aquivalenzrelation, wir definieren

(1), - ()

Die Pseudometrik d auf ([[,.; M;) induziert eine Metrik auf dem Quotien-
tenraum, fiir diese Metrik schreiben wir ebenfalls d.

Definition 2.60. Der Raum ([[,.; M;)p mit der induzierten Metrik d ist
das metrische Ultraprodukt von ((M;,d;) | i € I). Fiir die Aquivalenzklasse
von (z;)ier € [[;c; M unter ~p schreiben wir ((z;)ier)p-

Definition 2.61. Secien ((M;,d;) | ¢ € I) und ((M/,d}) | ¢ € I) Familien

17

metrischer Réume mit diam(M;, d;), diam(M],d}) < D, fir alle i € I. Sei

1)

n > 1 fest gewahlt und seien f;: M — M/ gleichméBig stetige Funktionen
fir alle 7 € I. Sei A: (0,1] — (0, 1] ein gleichméBiges Stetigkeitsmaf fiir alle
Funktionen f;. Sei D ein Ultrafilter auf I, dann definieren wir eine Funktion

(1) - (1) = (1),

wie folgt. Wenn (2F),e; € [1,c; M, fiir jedes k = 1,...,n, dann definieren wir

(H fi> ((@Dier) oo (@icr)p) = (i (ool ).

i€l

Behauptung 2.62. Dies definiert eine gleichmdflig stetige Funktion, die
ebenfalls A als gleichmdfsiges Stetigkeitsmafs besitzt.

Beweis. O.B.d.A. sei n = 1. Sei ¢ > 0 fest gewéhlt. Sei der Abstand von
((zi)ier)p und ((yi)ier)p < A(e) im Ultraprodukt (J],.; M;)p. Es muss also
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ein A € D existieren, so dass d;(z;,y;) < A(e) fiir alle i € A. Da A ein
gleichméBiges Stetigkeitsmafl fir alle f; ist, folgt di(f;(x;), fi(y;)) < e fiir
alle i € A. Folglich muss der Abstand im Ultraprodukt (][, M{)p zwischen

((fi(z))ier)p und ((fi(y:))ier)p < € sein. Damit ist ([[,.; f;)p wohldefiniert
und hat A als gleichméfiges Stetigkeitsmaf. n

Sei (M; | i € I) eine Familie von £-Strukturen mit den zugrunde liegen-
den metrischen Raumen (M;, d;), die alle den uniform beschriankten Durch-
messer D, fiir diam(M;,d;) besitzen. Sei D ein Ultrafilter auf I. Da eine
gemeinsame Schranke D, der metrischen Rdume gegeben ist, kénnen wir ihr
metrisches Ultraprodukt bilden und dies ist wieder eine L£-Struktur M.

Definition 2.63. Sei das Ultraprodukt M = (], ; M;)p metrischer Réume
der zugrunde liegende Raum von M. Fiir jedes Pradikatssymbol P von L ist
die Interpretation von P in M gegeben durch das Ultraprodukt der Funk-

tionen
pM = (H PMi> ,
D

iel
das M™ auf [0, 1] abbildet. Fiir jedes Funktionssymbol f von L ist die Inter-
pretation von f in M gegeben durch das Ultraprodukt der Funktionen

M= (H fM') :
el D

welche M™ auf M abbildet. Fiir jedes Konstantensymbol ¢ von L, ist die
Interpretation von ¢ in M gegeben durch

(),

M ist eine wohldefinierte £-Struktur. M ist das metrische Ultraprodukt der
Familie (M; | i € I) und wir schreiben

M = (gM>D

Wir zeigen nun ein paar grundlegende Satze der Modelltheorie fiir metri-
sche Strukturen, auf die wir im weiteren Verlauf der Arbeit zuriickgreifen.

Satz 2.64 (Fundamentalsatz). Sei (M; | i € I) eine Familie von L-Struk-
turen mit uniform beschrdinktem Durchmesser. Sei D ein Ultrafilter auf I
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und M das metrische Ultraprodukt von (M; | i € I). Sei o(xq,...,x,) eine
L-Formel. Wenn ay, = ((ak)EI) Elemente von M sind firk =1,...,n,
</

dann
o™ (

7 jat)

al,...,an)zlizgngpMi (aj,....a}).

Bewers. Der Beweis ist eine Induktion nach der Komplexitéat von ¢. O

Satz 2.65 (Kompaktheitssatz). Sei T eine L-Theorie und C eine Klasse von
L-Strukturen. Sei T' endlich erfillbar in C. Dann existiert ein Ultraprodukt
von Strukturen aus C, welches ein Modell von T ist.

Beweis. Sei I die Menge aller endlichen Teilmengen von 7. Sei ¢ € I,
i ={F1,...,E,}. Nach Voraussetzung existiert eine L£-Struktur M; in C,
so dass M; = Ej fiir alle j =1,....n.

Fiir alle E € T, sei S(E) die Menge aller i € I, so dass E € I. Die Menge
{S(E) | E € T} besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft, damit folgt,
dass ein Ultrafilter D auf [ existiert, der diese Familie enthélt.

Sei M = ([T;c; Mi) - Wenn i € S(E) ist, dann gilt M; |= E. Damit folgt,
dass M |= E fiir alle E € T. O

Definition 2.66. Fiir jede Menge ¥ von £-Bedingungen sei ¥ die Menge
aller Bedingungen ¢ < 1/n, so dass ¢ = 0 ein Element von ¥ ist und n > 1.

Korollar 2.67. Se: T eine L-Theorie und C eine Klasse von L-Strukturen.
Sei TV endlich erfiillbar in C. Dann existiert ein Ultraprodukt von Strukturen
von C, welches ein Modell von T ist.

Definition 2.68. Sei T eine £-Theorie und ¥ = X(z; | j € J) eine Menge
von L-Bedingungen, wobei die z; freie Variablen sind. ¥ und 7" sind konsis-
tent, wenn fiir jede endliche Teilmenge F' von Y ein Modell M von T existiert
und Elemente a; € M, so dass fiir jede Bedingung £ in F' gilt M = Elal.
Wobei a ein geeignetes, endliches Tupel der a; fiir die freien Variablen der
Bedingungen in F' bezeichnet.

Definition 2.69. Sei I'(z1,...,x,) eine Menge von £-Bedingungen und M
eine L-Struktur. Wir sagen, dass I'(x1,...,z,) in M erfillbar ist, wenn Ele-
mente ay, . ..,a, von M existieren, so dass M |=T[aq, ..., a,).

Definition 2.70. Sei M eine L£-Struktur und s eine unendliche Kardinal-
zahl. Die Struktur M ist k-saturiert, wenn fiir alle A C M, |A| < k, jede
Menge von Bedingungen T'(z1,...,x,) von L(A) in (M, a).eca erfiillbar ist.
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Satz 2.71. Sei L eine Signatur und |L| = w, D sei ein abzdihlbar unvollstin-
diger Ultrafilter auf einer Menge I. Dann gilt fiir jede Familie (M; | i € I)
von L-Strukturen mit uniform beschrdnktem Durchmesser, dass (HZE 7 /\/lz) >
wq-saturiert ist.

Beweis. O.B.d.A. zeigen wir, dass (HZ.GI Mi)p die Bedingung in Definition
2.70 fiir £(A)-Bedingungen in einer Variablen erfiillt. Wir behaupten also:
Wenn A C ([];e; Mi),, abzéhlbar und I'(z) eine Menge von £(A)-Bedin-

gungen ist, so dass jede endliche Teilmenge von I'(x) in ((Hie] Mi)p , a) el

erfiillbar ist, dann ist die komplette Menge I'(z) in ((,;; Mi)p ,a)
filllbar. Fiir alle a € A wéhle

u(a) = (ui(a))ie; € [[ M,

iel

er-
a€A

so dass a = ((ui(a));e;) - Es gilt

((IIJMQ) ,a> =:<II(A4huAaDaeA> .
iel D/ acA iel D

Da L eine beliebige abzéhlbare Signatur und A abzahlbar ist, geniigt es, die
folgende leichtere Aussage zu zeigen:

Wenn I'(z) eine Menge von L£(A)-Bedingungen ist und jede endliche Teil-
menge von I'(z) in (T],c; Mi),, erfiillbar ist, dann ist T'(x) in (T,c; Mi),,
erfiillbar.

Da L abzihlbar ist, konnen wir die £-Bedingungen aufzéhlen als

D() = {pale) = 0| n € w}.

Da D ein abzéhlbar unvollstandiger Ultrafilter ist, finden wir eine absteigende
Kette von Elementen von D

I=,D0LD...,

so dass ﬂkEw I, = (0. Setze Xy = I und fiir alle positiven Zahlen k definiere

1
Xk:Ikﬂ{z'EI|./\/l,-):infmax(gol,...,gok)gk—ﬂ}.

Da
<H Mi)D = igf max (@1, ...,¢0r) =0,

folgt mit dem Fundamentalsatz 2.64, dass X, € D. Wir bekommen somit
eine absteigende Kette X; O X fiir alle £ € w und ﬂkEw X = 0, so dass
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fir alle 7 € I ein maximales k(7) existiert, so dass ¢ € Xj(;). Nun definieren
wir ein Element a = (a(4))ier € [[,c; M, so dass

(HM) = Tl(a)s).

Wenn k(i) = 0 ist, fir ¢ € I, dann setze a(i) als beliebiges Element in M,
sonst wihle a(i), so dass

M, = {max(gpl, o) < %} a(i)].

Wenn k € w und i € Xy, so ist k < k(i) und somit gilt

M, (gok < ﬁ) (i)

Wiederum mit dem Fundamentalsatz 2.64 folgt nun, dass
(HM) =T {(a)p].
el D
Damit folgt die Behauptung. O]

Die Signaturen L, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit betrachten,
erfiillen Dy =1 und Ip = [0, 1] fiir jedes Pradikatssymbol.
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3 Existenz sofischer und universell sofischer
Gruppen

In diesem Kapitel geben wir die Metrik an, die wir benutzen, um die universell
sofischen Gruppen zu konstruieren. Die grundlegenden Definitionen der Ham-
mingmetrik und die daraus folgenden Sétze iiber das Verhéltnis des Abstands
zweier Punkte {ibernehmen wir aus dem Buch von Ceccherini-Silberstein und
Coornaert [CSC10]. Fiir die Einfithrung der universell sofischen Gruppe und
den danach bewiesenen Resultaten folgen wir der Darstellung von Elek und
Szabé [ES05], bis auf Satz 3.19 und das daraus folgende Korollar 3.21. Dies
sind Bemerkungen aus dem Uberblicksartikel von Pestov [Pes08], die dort
allerdings nicht bewiesen werden. Wir werden die Sétze spéter zeigen mit
Hilfe der Aussage aus Satz 3.20, die wir ebenfalls beweisen.

3.1 Die Hammingmetrik

Definition 3.1. Fiir eine natiirliche Zahl d bezeichnen wir mit Sym(d) die
vollstindige symmetrische Gruppe auf der Menge {1,2,...,d} (wir benutzen
die Linkswirkung). Fiir alle & € Sym(d) bezeichnen wir mit Fix(a) die Menge
{i | a(i) =i} aller Fizpunkte von o. Mit #,a bezeichnen wir die Anzahl der t-
Zykel in o« und mit #g,a die Anzahl der Fizpunkte, hierbei gilt #1a = #gQ.
Der Trdger von « ist die Menge

supp(a) ={i | a(z) #i} ={1,2,...,d} \ Fix(«a).

Damit erhalten wir

[{i [ a(@) # i} | = d = F#ax(a) (3.1)

Definition 3.2. Eine Metrik d auf einer Gruppe G heifit linksinvariant (bzw.
rechtsinvariant), wenn d(hgy, hge) = d(g1, g2) (bzw. d(g1h, goh) = d(g1, 92))
gilt fiir alle g1, g2, h € G. Eine Metrik die sowohl links- als auch rechtsinvari-
ant ist, hei3t bi-invariant.

Als néchstes betrachten wir die Abbildung dpamm: Sym(d)xSym(d) — R,
den sogenannten Hammingabstand, der definiert wird durch

b, ) = L1002 901 52)

fiir alle o, 8 € Sym(d). Die Menge {7 | (i) # B8(1)} = {i | i £ a7 'B(i)} ist
der Triger von a~ '3, so dass mit (3.1) folgt, dass

_ #ﬁx(a_lﬂ)
d

dhamm(a7ﬁ) =1 (33)
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Proposition 3.3. Sei {1,2,...,d} gegeben. Dann ist dpamm eine bi-invari-
ante Metrik auf Sym(d).

Beweis. Nach der Definition des Hammingabstandes gilt dpgmm (o, 7) > 0 und
Ahamm (0, T) = dpamm (T, 0) fir alle o, 7 € Sym(d). Des Weiteren gilt die Glei-
chung dpamm (0, 7) = 0 genau dann, wenn o (i) = 7(i) fur allei € {1,2,...,d},
dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ = 7. Wihle nun o, 7, p € Sym(d). Wenn
i€ {1,2,...,d} o(i) # 7(i) erfiillt, dann gilt entweder (i) # p(i) oder
7(i) # p(i). Damit bekommen wir folgende Inklusion:

{ied|ol) #7()} Clied] o) £ p}ULied|7(0) £ o)}
Somit folgt
ramm(0,7) = /{1 € 4| 0(0) £ 7}
< Sl e d|oli) # pi} Ui € d] ) # 9}

§§(|{ied|a(i);«ép(i)}|+|{i€d|T(i)%P(i)}D

= dhamm(gy P) + dhamm(Ty P)
= dhamm(07 /)) + dhamm<,07 7—)'

Damit erfillt dpgmm,m die Dreiecksungleichung, also ist dpgpm, eine Metrik
auf Sym(d). Es bleibt zu zeigen, dass dpgmm bi-invariant ist. Dazu seien
o, 7,5 € Sym(d). Da 8 bijektiv ist, bekommen wir

{i € d| foli) # Brli)} = {i € d | oli) £}
Damit folgt, dass
hamn (B, 67) = 5| {i € d | fo(i) # fr(i)}|
= ZHied] o) # 7))

- dhamm (0-) T)

Also ist dpgmm links-invariant. Andererseits gilt aber auch, dass

{ied|op(i)#18()} =B~ ({i €d | a(i) # 7(1)}),
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woraus folgt, dass

Dramn(0B,78) = 5|0 € 4| 95(0) # 76} |
=I5 (i€ d| o) £ 7))

1 .. . .
=Slied]|o(@) # ()}
- dhamm(0-7 T)-
Somit ist dpgmm auch rechts-invariant. O

Definition 3.4. Sei d € w. Die bi-invariante Metrik djqmm heiit die (nor-
mierte) Hammingmetrik auf Sym(d).

Definition 3.5. Seien k,dy,...,d; € w. Wir setzen D; := {1,2,...,d;} fiir
1 = 1,...,k. Wir betrachten das kartesische Produkt D = D; x --- x Dy
und definieren den Gruppenhomomorphismus &: Hle Sym(D;) — Sym(D)

durch @(O{)(]) = (al(jl)aa2<j2)7"-aak(jk)) fiir allej - (jlaj??"'ajk) mit
Ji€ D, i=1,....;kund o = (v, g, ..., ) € Hle Sym(D;).

Proposition 3.6. Mit obiger Notation bekommen wir

k

Dhamm(®(@), (8)) = 1 = [[(1 = dhamm (s, 5:)) (3.4)

i=1
fﬂ’r’ alle o = (ai)lgigk und /B = (Bi)lgigk ZTL H?:l Sym(Dl)

Beweis. Bs gilt, wenn o = (a;)1<i<x € [, Sym(D;), dann haben wir
Fix(®(a)) =[], Fix(a;) und somit gilt

@ (o
dhamm(IdSym(D)7 CI)(OZ)) =1- %Tf)

o Hf:l #ﬁx@i
k
Hi:l ‘D’L|

k
Hhx 0y
=1-—
H | D

k
=1- H(l - dhamm(IdSym(Di)a az))

=1
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FOlghCh gllt fir alle o = (ai>1§z’§k7 ﬁ = (@‘)19‘9& € Hle Sym(Dl)

Ahamm (P (), ®(B)) = dpamm (Idsym(p), (I)(‘)‘)ilq)(ﬁ))

=1 =[] = dhamm (ldsymp,), @i ' 5:))
=1
k

=1- [ = dnamm(ci, 3:)).

i=1
Die erste und letzte Gleichung folgen aus der Links-Invarianz von dpgmm. [

Korollar 3.7. Seien k,d € w. Setze D := {1,...,d}. Betrachte den Homo-
morphismus V: Sym(D) — Sym(DF¥) definiert durch V(a)(j1, jo, ..., jx) =
(a(j1), @(Ja), - .-, a(jr)) fir alle « € Sym(D) wund j1,7j2, ...,k € D. Dann
qilt

dhamm<\11(a)7 \I}(ﬂ)) =1~ (1 - dhamm(aaﬁ))k
fir alle o, B € Sym(D).

Bemerkung 3.8. Als Spezialfille betrachte wir die k-fache disjunkte Verei-
nigung und das k-fache direkte Produkt. Sei k € w, dann identifizieren wir die
k-fache disjunkte Vereinigung ]_[k{l, 2,...,d} mit der Menge {1,2,... kd}
und das k-fache direkte Produkt [[*{1,2, ..., d} mit der Menge {1,2,...,d"}.
Dies induziert die Homomorphismen []*: Sym(d) — Sym(kd) und
[1": Sym(d) — Sym(dF). Fiir die Anzahl der Fixpunkte gilt analoges, wie
im Beweis der Prop 3.6:

k

#ac([ [ o) = k- #ae wnd #6([[ @) = (Fax)*

fiir alle £ € w und a € Sym(d).

3.2 Sofische Gruppen

Definition 3.9. Eine Gruppe I' heifit sofisch, wenn fiir jede reelle Zahl
0 < e < 1 und jede endliche Teilmenge F' C I eine natiirliche Zahl n existiert
und eine Abbildung ¢,,: I' — Sym(n), die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) #ax(n()on(fHenlef)™) > (1 — &)n fiir je zwei Elemente e, f € F.
(ii) pn(1) =1.

(ill) #axpn(e) <en fir jedes 1 #e € F.
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(Eine Abbildung, die diese Bedingungen erfiillt, heifit auch (F,¢)-beinahe
Homomorphismus.)

Lemma 3.10. Untergruppen sofischer Gruppen sind wieder sofisch.

Beweis. Sei I' eine sofische Gruppe und H eine Untergruppe von G. Sei
F C H endlich und € > 0. Da I sofisch ist, existiert ein (Fe)-beinahe Ho-
momorphismus ¢: G — Sym(n). Die Einschrinkung auf die Untergruppe H
ist wieder ein (F) ¢)-beinahe Homomorphismus. Somit ist H ebenfalls sofisch.

O

Bemerkung 3.11. Endliche Gruppen und residuell amenable Gruppen sind
sofisch. Aulerdem ist die Klasse der sofischen Gruppen abgeschlossen unter
den folgenden Konstruktionen:

e direkte Produkte, inverse Limites, direkte Limites, freie Produkte,

e Erweiterungen durch amenable Gruppen: Wenn N < G, N sofisch und
G/N amenabel ist, dann ist G sofisch.

Beweis. Siehe Elek und Szabd [ES06]. O

3.3 Universell sofische Gruppen

Wir zeigen im Folgenden, dass es eine weitere Definition von sofischen Grup-
pen iiber Ultraprodukte gibt, die dquivalent zu obiger Definition ist. Hierbei
kommt es nicht auf die Wahl des Ultrafilters an. Damit sind wir in der Lage
zu beweisen, dass sofische Gruppen in beliebige Ultraprodukte iiber symme-
trischen Gruppen eingebettet werden konnen.

Definition 3.12. Sei U ein Ultrafilter auf einer Menge I und 7: I — w
eine Funktion mit der Eigenschaft lim;, 7 = co. Wir betrachten das direkte
Produkt ], ., Sym(7(¢)) und fiir Elemente 7 € [],., Sym(7(i)) und Indizes
i € I bezeichnet 7(i) € Sym(7 (7)) die i-te Komponente von 7. Wir definieren
den Anteil der t-Zykel und den Anteil der Fizpunkte von 7 durch die Formeln:

N () L FaT(i)
#ﬂ—hbr{n ) und #ﬁxﬂ—lg{n @)

Wir definieren hieriiber die Quotientengruppe:

S = [ Sym(r(i)/ {fr e [T svm(r(i)) | #axr = 1} .

i€l el
Fiir Elemente m € Sy, wihlen wir einen Représentanten 7 € [[,., Sym(7 (7))
und definieren den Anteil der t-Zykel und der Fixpunkte, iiber #;,m = #,7

und #ﬁxﬂ_ = #ﬁxﬁ_-
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Bemerkung 3.13. In der néchsten Proposition zeigen wir, dass dies wohlde-
finiert ist. Die so entstandene Quotientengruppe heifit auch universell sofische
Gruppe und ist gerade das metrische Ultraprodukt tiber den Sym(7(n)), wel-
ches wir in Kapitel 2.4 eingefiihrt haben.

Sei N := {7 € [[,c; Sym(7(d)) | #ax7 = 1}.

Proposition 3.14. Seien I,U, T wie in der vorigen Definition gewdhlt. Dann
qilt:

1. Die Untergruppe N von dem Produkt [],., Sym(7(i)) ist ein Normal-
teiler, also ist Sy r wohldefiniert.

2. Der Anteil der t-Zykel und Fizpunkte eines Elementes m € Sy » hdngt
nicht von den gewdhlten Reprdsentanten 7 ab. Somit ist #,m und Hgm
wohldefiniert auf Sy -.

3. Die Funktion #, ist eine konjugationsinvariante Funktion auf Sy » und
Zfil t-#m <1 fiir alle Elemente ™ € Sy . Des Weiteren gilt, wenn P,
eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen ist, die Y .=, t- P, <1 erfillt,
dann ezistiert ein Element m € Sy ,, dass #,m = P, fiir alle t erfillt.

4. Die Konjugationsklassen von Sy . sind durch ihre #, Invarianten ein-
deutig bestimmt, das heifit Elemente 7, p € Sy, sind genau dann kon-
Jugiert, wenn #,m = #4p fir alle t.

. Jede nicht-triviale Konjugationsklasse erzeugt die Gruppe Sy ,. Folglich
ist es eine einfache Gruppe. Daraus folgt dann, dass N ein mazimaler
Normalteiler ist.

Beweis von 1. und 2. Die Anzahl der t-Zykel ist eine konjugationsinvarian-
te Funktion auf der symmetrischen Gruppe Sym(d), folglich sind #; und
#5x konjugationsinvariante Funktionen auf [],., Sym(7(i)). Fiir Permuta-
tionen «, 8 € Sym(d) sind solche t-Zykel von «, die vollstandig in der Fix-
punktmenge von [ liegen, ebenfalls t-Zykel der Komposition af, also ist
#i(aB) > #a + #4i0 — d. Folglich ist #4(7p) > #:7 + #axp — 1 fiir alle
p. T € [[;,e; Sym(7(i)). Damit ist A ein Normalteiler und fiir alle p € A" und
alle © € [[,o; Sym(7 (7)) gilt

#(Tp) > F4T + Faxp — 1 = #47 = #t(ﬁﬁﬁ_l>
> #4(7p) + H#axp | — 1 = #:(7D).

Also gilt #,(7p) = #;7. Damit gilt dann, dass der Anteil der t-Zykel und der
Anteil der Fixpunkte wohldefiniert auf [], ., Sym(7(i))/N = Sy, ist. O
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Beweis von 3. Da #, und #g, konjugationsinvariante Funktionen auf der
symmetrischen Gruppe Sym(7(7)) sind, sind sie ebenfalls konjugationsinvari-
ante Funktionen auf [[,.; Sym(7(¢)). Mit 1. und 2. folgt, dass dies ebenfalls
fiir Sy- gilt. Es ist bekannt, dass fiir o € Sym(d) gilt, dass Y o, ¢ - #a =d
ist, daraus folgt Y =, ¢ - #m < 1 fiir alle 7 € Sy,. (Beachte, dass lim
endlich additiv und monoton ist, aber nicht unendlich additiv.) Sei nun P,
cine Folge nicht-negativer reeller Zahlen, so dass > =, ¢+ P, < 1 ist. Fiir
jeden Index i € [ bilden wir eine Permutation m; € Sym(7(7)), die fiir
jedes t aus | P, - 7(i) |-vielen disjunkten ¢-Zykel besteht. (Hierbei steht |z|
fiir den “ganzen-Zahl-Teil” der reellen Zahl x.) Die restlichen Elemente von
{1,2,...,7(7)} sollen einen weiteren Zykel bilden (wenn es welche gibt). Set-
ze @ = (m;)icr € [lie; Sym(7(7)). Bezeichne 7 das Bild von 7 in Sy .. Die
Anzahl der t-Zykel jedes 7;’s liegt zwischen P, - 7(i) — 1 und P, - 7(i) + 1. Es
gilt limy, 1/7(7) = 0. Damit folgt #,7 = P, fiir alle ¢. O

Beweis von 4. Seien w,p € Sy, Elemente mit #,m = #;p fiir alle t. Wir
zeigen, dass solche Elemente zueinander konjugiert sind. Wéahle als erstes
Représentanten 7,5 € [[,.,Sym(7(i)). Fiir jeden Index ¢ € I und jede
natiirliche Zahl ¢ sei p(¢,1) = min(#,7 (i), #p(7)), dann gilt

T = Hip = lig{np(t, i) (3.5)

fiir alle ¢. Fiir jeden Index i € I teilen wir die Zykel von 7(i) in zwei Gruppen.
Sei P(7) eine beliebige Familie von Zykel, fiir die gilt, dass der Anteil an ¢-
Zykel genau p(t,4) fiir alle ¢ betrigt. Ferner sei E(7) die Familie von Zykel,
die nicht in P(i) vorkommen. Wir behaupten, dass

B()
ln =)

= 0. (3.6)

Sei e(t,1) die Zahl der t-Zykel in E(i). Dann gilt

o ()~ i)
u  7(i) U 7(7)

=0

nach Gleichung (3.5) und ), e(t,i) < 7(i)/T. Zusammengesetzt ergibt
dies -

C —elti) . e(ti) . e(t,i)
hbr{nZ = lim +11LI{nZ

t=1 7(1) o1 7(1) t>T (1) ~

Nl =

fiir alle 7" > 0. Damit ist Gleichung (3.6) bewiesen.
Wiéhle ein Element aus dem Trager jedes Zykel in E(i). Sei ¢; € Sym(7(7))
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ein |E(i)|-Zykel der gewdhlten Elemente und ¢ € [[,.,; Sym(7(i)) das di-
rekte Produkt dieser ¢;. Aus (3.6) folgt #a.& = 1, folglich ist das Element
7' = &f € [[;; Sym(7(i)) ein weiterer Représentant von 7. Aus der Kon-
struktion folgt, dass die Zykel von 7'(i) Zykel in P(i) sind und eventuell
existiert ein extra Zykel aus den verbliebenen 7(i) — >, p(t,7) Elementen
von {1,2,...,7(i)}. (Wenn keine Elemente iibrig bleiben, dann gibt es die-
sen Zykel nicht.) Genauso konnen wir p durch einen anderen Reprisentanten
p' € Sy, ersetzen, der die Eigenschaft hat, das p(t,)-viele t-Zykel fiir jedes t
existieren und eventuell ein extra Zykel aus den {ibrigen 7(i) — >, p(t, ) Ele-
menten. Aber dann haben 7’ und p’ dieselbe Anzahl t-Zykel fiir jedes ¢, also
sind sie in Sym(7(7)) konjugiert. Folglich sind 7' und g’ in [[,.; Sym(7 (7))
konjugiert, also sind 7 und p konjugiert in Sy ;. O

Beweis von 5. Hierfiir brauchen wir zwei Hilfslemmata:

Lemma 3.15. Sein > 5 und o ein Element von Alt(n), o # 1. Habe o
einen Orbit der Linge 2 und sei n — 2r > —1, wobei r die Anzahl der Orbits
von o ist. Dann ist C* = Alt(n), wobei C, die Konjugationsklasse von o ist.

Bewers. Dies folgt direkt aus Satz 2.42. O]

Lemma 3.16. Sei 0 € Alt(n). Habe o einen Orbit der Lange 2. Sei T =
n — #ax(0). Dann Cfbj = Alt(n).

Beweis. Wir machen eine Fallunterscheidung nach der Gréfle von T'.

Wenn § < T < n gilt, dann enthélt C4 nach Lemma 3.15 ein Element o,
das genau n — T" Elemente bewegt und die komplette Fixpunktmenge von o
fest 1dsst. Daher gilt fiir ein @ € Alt(n), dass caoja™! keinen Fixpunkt hat.
Somit ist C® = Alt(n).

Wenn T' < 7 ist, dann existieren L%J Konjugierte von o, so dass diese paar-
weise disjunkte Teilmengen bewegen. Das Produkt dieser Elemente hat folg-

lich weniger als § Fixpunkte. Mit dem vorigem Argument folgt somit, dass

AL A, 0

Wir sind nun in der Lage 5. zu beweisen. Sei 1 # 7 € Sy . Dann hat 7
einen Représentanten 7 € [],.; Sym(7(7)), so dass fiir alle i € I gilt, dass
T(l)z# < C, wobei C' nicht von ¢ abhéngt. Sei p € Sy - ein beliebiges Ele-
ment. Dann hat es einen Représentanten p, so dass alle seine Komponenten
gerade Permutationen sind. Dies stellt sicher, dass die Gruppe beschrankt
erzeugt wird. Mit Lemma 3.16 folgt, dass p in dem von 7 erzeugten Normal-

teiler liegt. O
Satz 3.17. Die Gruppen Sy sind sofisch fir alle Wahlen von I, 7,U.
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Beweis. Sei F' C Sy, eine endliche Teilmenge und sei 0 < ¢ < 1. Wir
werden zeigen, dass ein n € w und ein (F,e)-beinahe Homomorphismus
©: Sy, — Sym(7(n)) existiert. Fiir jedes Element m € Sy, wihlen wir einen
Reprisentanten 7 € [[,; Sym(7()) und stellen sicher, dass 1 = 1 ist. Sei
0 < £ < 1 eine reelle Zahl (wie die Wahl erfolgen soll, erlautern wir spéter).
Fiir alle 7, p,0 € Sy, 0 # 1 gehoren die Teilmengen

o+1
clo) = {ie 1l #ot) < 2T} 0 £1)
zum Ultrafilter Y. Fiir A(m, p) ist dies der Fall, da fiir beliebige Elemente
m,p € F gilt, dass 7pN = 7pN und somit im Ultralimes ihr Abstand 0
betrégt, dpamm(7p, mp) = 0. Damit hat jede endliche Familie dieser Mengen
einen nicht-leeren Schnitt. Wir konnen also einen Index j € I wihlen, so dass

je ( M Alr, p>> N < N c<a)> (3.7)

m,pEF 1#c€F

Wihle n; = 7(j) und definiere die Funktion ;: Sy, — Sym(n;) durch
die Formel ¢;(7) = 7(j) und die Konstante § = max {% |1#0€F}.
Hierbei héngt 6 nur von F ab, nicht von £&. Damit hat 1, die folgenden
Eigenschaften:

(i) #ax (W1(m)01(p)r(mp) ™) > (1 — &)y fiir je zwei Elemente 7, p € F.
(ii") (1) = 1.
(iii") #axth1(0) < ony fur alle 1 #£ 0 € F.

Um einen (F,e)-beinahe Homomorphismus zu bekommen, amplifizieren wir
11 so oft wie notig, um den gewiinschten Abstand zweier Elemente zu be-
kommen. Amplifizieren bedeutet hier, dass wir F' diagonal in die Gruppe
der Permutationen der Quadrate mit Hilfe des oben definierten Homomor-
phismus Hk einbetten. Definiere also fiir alle k € w,n;, = nf und schreibe
Yr: Sy — Sym(nyg) fiir die Komposition von ¢y mit dem Homomorphismus
[1": Sym(n,) — Sym(nz) aus Bemerkung 3.8. Dann hat 1, die folgenden
Eigenschaften:

(") #ax (Ur(m)k(p)r(mp) ™) > (1 — &)*ny, filr m,p € F.
(57) (1) = 1.
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(iii”) #axr(0) < 6Fny fiir alle 1 # o € F.

Kommen wir nun zu der Wahl von &. Wihle k& so groB, dass 6 < ¢ und
¢ geniigend klein, dass (1 — &)* > 1 — e. Mit diesen Wahlen implizieren
die Bedingungen (i”)(ii”)(iii” ) die Bedingungen (i)(ii)(iii) aus Definition 3.9.
Somit ist Sy, eine sofische Gruppe. O

Jetzt konnen wir zeigen, dass die Definition sofischer Gruppen in dquiva-
lenter Weise {iber Ultraprodukte geschehen kann.

Satz 3.18. Sei I' eine abzdihlbare Gruppe. Die folgenden Aussagen sind d-
quivalent:

1. T ist sofisch.

2. Es existiert ein injektiver Homomorphismus I' — Sy, fir eine Index-
menge der Kardinalitit hochstens |I'| und geeignete Wahlen von T und

Uu.

Beweis. Die Riickrichtung ist klar, da nach Satz 3.17 S, sofisch ist und
nach Lemma 3.10 Untergruppen sofischer Gruppen wieder sofisch sind.

Gelte 1., d.h. sei I" sofisch. Fiir endliche I' folgt die Behauptung direkt.
Sei I" also eine unendliche sofische Gruppe. Definiere als Indexmenge

I ={(F,e) | F CT endlich, ¢ € (0,1) rational}
und fiir jeden Index (H, ) € I definieren wir die Teilmenge
Ipsy={(F,e)el | HC Funde <4§} C 1.

Diese ist nicht leer, da immer (H,0) € I(p,s). Die Familie nicht-leerer Teil-
mengen (I(y4) | (H,6) € I) besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft, da

](H17(51) ﬂ I(HQ,(SQ) - ](HluHQ,min{51,52})

fir alle (Hy,d1), (Hs,d2) € I. Also existiert nach Satz 2.4 ein Ultrafilter U
auf I, der alle Teilmengen I(p ) enthélt. Fir jeden Index i = (F,e) € I
wéhlen wir eine natiirliche Zahl 7(7) und eine Funktion ¢;: I' — Sym(7(7)),
die die Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 3.9 erfiillt. Nach Definition gilt
limy e = 0.

Komponiere ¢; mit dem Homomorphismus [[*: Sym(7(i)) — Sym(k - 7())
fir & groB8 genug. Dann kénnen wir die Bedingung limy, 7(i) = oo erfiillen
und die Bedingungen (i)-(iii) behalten ihre Giiltigkeit.

Betrachte das direkte Produkt der Funktionen ¢;. Dann erhalten wir eine

37



Funktion ¢: I' — J],.; Sym(7(4)) und komponieren diese mit der Quotien-
tenabbildung [],., Sym(7(i)) — Sy,. Damit bekommen wir die Funktion
¢: I' = Sy . Wir miissen noch zeigen, dass dies ein injektiver Homomor-
phismus ist. Aus Definition 3.9(i) folgt

#iax (0le)o(f)plef) ™) = 11191 #ax (wi(e)ei(f)pilef)!) > 11511 (I1-¢g)=1

fiir alle e, f € T'. Also ist p(e)p(f) = p(ef) fiir alle e, f € I und ¢ somit ein
Gruppenhomomorphismus. Aus 3.9(iii) folgt

H#axp(e) = hLl;ﬂ F#axpi(e) < liLI{ns =0

fiir alle 1 # e € I'. Damit ist ¢(e) # 1 also ¢ injektiv. O

Aus dem Beweis folgt, dass das Konzept der sofischen Gruppe nicht von
der Wahl der obigen Funktion 7 abhéngt. Wir setzen 0.B.d.A. 7: w — w mit
7(n) = n. Im néchsten Satz zeigen wir, dass folgende allgemeinere Aussage
gilt:

Satz 3.19. Eine abzihlbare Gruppe I' ist genau dann sofisch, wenn I' als Un-
tergruppe in ein metrisches Ultraprodukt iber symmetrische Gruppen Sym(n)
fiir einen beliebigen nicht Hauptultrafilter auf den natiirlichen Zahlen einge-
bettet werden kann.

Fiir den Beweis brauchen wir die folgende Aussage:

Satz 3.20. Sei G eine abzdhlbare Gruppe. Wir betrachten abzdhlbare Index-
mengen auf denen die Ultrafilter definiert sind. Wenn sich G in ein me-
trisches Ultraprodukt diber symmetrischen Gruppen einbetten ldsst, dann in
jedes.

Beweis. Sei ¢: G — Sy eine Einbettung von G in ein metrisches Ultrapro-
dukt. Sei p(z1,...) der quantorenfreie Typ der Gruppe in abzdhlbar vielen
Variablen. Dann ist die Realisierung dieses Typs eine Einbettung von G. Da
wir nur abzdhlbare Sprachen und Ultrafilter auf abzéhlbaren Mengen be-
trachten, sind diese immer abzdhlbar unvollstdndig und somit folgt mit Satz
2.71, dass das metrische Ultraprodukt S;; wi-saturiert ist. Es gilt:

Su = p < Sy [ q fiir alle endlichen Teilmengen ¢ C p.

Seien ap = ((a¥)ier)y Elemente aus dem metrischen Ultraprodukt fiir
k=1,...,n. Dann gilt nach dem Fundamentalsatz 2.64

Sy — i Sym(i) 1 n
U (ay, ... a,) im (az,...,az)
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fiir alle £L-Formeln ¢. Wenn G in ein metrisches Ultraprodukt einbettbar ist,
dann gilt aber fiir jede endliche Teilmenge g von p, dass alle Sétze daraus
schon gleichzeitig in allen bis auf endlich vielen Sym(n) erfiillt werden kénnen,
da Sym(n) C Sym(n + 1) C ..., das heiit @¥™@ (!, ... a?) gilt auf einer
koendlichen Menge. Sei D ein beliebiger nicht Hauptultrafilter auf w, dann
gllt flir ap = ((af)ig)p

Sp — 1 Sym(s) (1
¥ (alv"'ua’n) 1%]190 (a’

Z,...,a?) fiir alle ¢ € ¢,

da die Menge der koendlichen Mengen in jedem Ultrafilter enthalten ist.
Wenn p in [[,Sym(n)/N endlich erfiillbar ist, dann ist wiederum nach
dem Kompaktheitssatz p in [, Sym(n)/N erfiillbar. Also ist p in jedem
metrischen Ultraprodukt von Sym(n) realisierbar. Damit folgt die Behaup-
tung. O

Beweis 3.19. Sei I eine abzéhlbare sofische Gruppe. Der Satz 3.18 liefert uns
eine Einbettung in ein metrisches Ultraprodukt iiber einem passend konstru-
ierten Ultrafilter. Mit dem vorigen Satz 3.20 wissen wir, dass wir abzéhlbare
Gruppen in jedes beliebige Ultraprodukt von Sym(n)’s einbetten koénnen,
wenn wir es nur in ein Ultraprodukt von Sym(n)’s einbetten kénnen. Damit
folgt die Behauptung. n

Anstelle die Ultraproduktkonstruktion iiber eine Folge von Gruppen zu
betrachten, konnen wir auch Aussagen iiber die Ultrapotenzkonstruktion ei-
ner einzelnen Gruppe treffen. Das folgende Resultat stammt aus [Pes08| und
folgt direkt aus den zuvor bewiesenen Sétzen.

Korollar 3.21. Sei G eine Gruppe, versehen mit einer bi-invarianten Me-
trik d, die eine aufsteigende Kette von Untergruppen enthdlt, die isomorph zu
Sym(n), n € w sind, deren Vereinigung ist dicht in G und die Einschrinkung
von d auf Sym(n) ist der normierte Hammingabstand. Dann ist eine Grup-
pe I' genau dann sofisch, wenn I' als Untergruppe in eine passend gewdhlite
Ultrapotenz von G eingebettet werden kann.
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4 Anzahl universell sofischer Gruppen

4.1 Die Anzahl, wenn CH gilt

Der Artikel von Thomas [Thol0] behandelt die Anzahl universell sofischer
Gruppen. In diesem Kapitel gehen wir auf die Anzahl der universell sofischen
Gruppen ein, wenn CH gilt. Wir rechnen hier explizit nach, dass 2%°-viele Ul-
traprodukte bis auf elementare Aquivalenz existieren. Den Beweis fithren wir
analog zu dem fiir alternierende Gruppen, der im Artikel von Ellis, Schneider,
Hatchman und Thomas [EHSTO08] steht. Die Sitze iiber die Definierbarkeit
von Sym(n) stammen aus Truss [Tru96).

Da wir nur abzédhlbare Indexmengen zulassen, betrachten wir von nun an
0.B.d.A. die Funktion 7: w — w mit 7(n) = n und erwéhnen 7 nicht mehr
explizit. Wir schreiben fiir S, jetzt Sy.

Satz 4.1. Gelte CH. Dann existieren héchstens 20 wviele universell sofische
Gruppen Sy bis auf Isomorphie.

Beweis. Gelte (CH, dann sind die algebraischen Ultraprodukte
Gy =[], Sym(n) saturiert und folglich durch ihre Theorie der ersten Stufe
eindeutig bestimmt. Die Sprachen, die wir betrachten, sind abzéhlbar und
somit existieren hchstens 2%0-viele Theorien. Also existieren hchstens 2%0-
viele algebraische Ultraprodukte bis auf Isomorphie und somit héchstens 2%0-
viele universell sofische Gruppen bis auf Isomorphie. O

Wir werden in den folgenden Behauptungen und Lemmata zeigen, dass
genau 2%-viele Ultraprodukte bis auf elementare Aquivalenz existieren. Mit
der Saturiertheit der Modelle folgt, dass schon 2%0-viele Ultraprodukte bis
auf Isomorphie existieren.

Proposition 4.2. Es existieren 2% -viele solche Ultraprodukte bis auf ele-
mentare Aquivalenz.

Beweis. Wir definieren fiir jede Primzahl p > 5 die Menge
D,={new|n>pundn=0,1 mod p}.

Behauptung 4.3. Es ezistiert ein Satz der ersten Stufe ®,, so dass fir
n>"7
n € D, < Sym(n) = ®,.

Beweis der Behauptung 4.3. Um die Definierbarkeit zu zeigen, brauchen wir
zuerst eine Reihe von Lemmata. Wir betrachten die Transpositionen, da diese
die symmetrischen Gruppen erzeugen. Aus der Definition von D, folgt, dass
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n € D, genau dann, wenn Sym(n) ein Element der Ordnung p besitzt, das
hochstens einen Fixpunkt hat. Diese Eigenschaft ist erster Stufe definierbar,
wie wir im Folgenden zeigen. Ein Element 7 € Sym(n) der Ordnung p > 5
besitzt genau dann hochstens einen Fixpunkt, wenn keine Transposition o
existiert, die mit 7 kommutiert. Zwei Transpositionen o,7 € Sym(n) mit
o # 7 kommutieren genau dann nicht, wenn |supp(o) N supp(7)| = 1. Wir
definieren folgende Ausdriicke:

(i) g ist eine Transposition.
(ii) g1, g2 sind Transpositionen, fir die | supp(g1) N supp(g2)| = 1.

(iii) g1, g2, h1, he sind Transpositionen mit

| supp(g1) N'supp(g2)| = | supp(hy1) Nsupp(hs)| = 1 und
supp(g1) Nsupp(gz) = supp(hq) N supp(hs).

Fiir (i) definieren wir die Formel:
trans; (z) : v # 1 A2® = 1 AVy[(za¥)? = 1V (22¥)® = 1].

Lemma 4.4. Wennn > 3 undn # 4,6 dann gilt fir jedes g € Sym(n), dass
Sym(n) |= trans;(g) genau dann, wenn g eine Transposition ist.

Beweis des Lemmas 4.4. Sei g die Transposition (o/3), dann ist g" ebenfalls
eine, schreibe hierfiir (vd). Dabei steht g" fiir die Konjugation.

Wenn {a, 3} = {v,d} ist, dann ist g¢g" = 1. Wenn {«, 8} N {v,d} = 0 ist,
dann hat gg”" die Ordnung 2. Sonst ist [{a, 3} N{v,d}| = 1. Sei @ = §. Dann
ist gg" = (aB7) und besitzt Ordnung 3.

Sei umgekehrt Sym(n) [= trans;(g). Dann hat g Ordnung 2, ist also ein
Produkt von einem oder mehreren 2-Zykel. Wir nehmen an, dass mindes-
tens zwei Transpositionen (af) und (79) existieren. Da n # 4, existiert ein
e ¢ {a,B,7,0}. Setze h = (afyde). Dann schickt gg” a auf «y auf ¢, also muss
das Element Ordnung 3 haben, und somit ist € kein Fixpunkt von g. Wir
nehmen weiter an, die Transposition g vertauscht € und (. Da n # 6 existiert
ein weiteres Element 7. Sei h diesmal der Zykel (a8vde(n), gg" schickt a
also auf v auf € auf 7. Dies ist eine Widerspruch dazu, dass die Ordnung von
gg" 2 oder 3 betrigt. O

Da trans; (+) auch fiir (12)(34) in Sym(4) gilt, obwohl dies keine Transposi-
tion ist, fithren wir eine Methode ein, um die Transposition zu unterscheiden.

trans(z) : trans; (z) A Jy[z¥ # x A (v2¥)? = 1].
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Dies gilt natiirlich fiir alle Transpositionen fiir n > 3, ist aber nicht wahr fiir
das Produkt zweier 2-Zykel in Sym(4).
Fiir (ii) |supp(g) Nsupp(h)| = 1 definieren wir die Formel

overlap(wz, y) : trans(z) A trans(y) Az # y A (zy)* = 1.

Lemma 4.5. Wenn n > 3 und n # 6, dann gilt fir alle g,h € Sym(n),
dass Sym(n) = overlap(g, h) genau dann, wenn g,h Transpositionen sind

mit | supp(g) Nsupp(h)| = 1.
Beweis des Lemmas 4.5. Sei g = (af) und h = (v0). Wenn {«, §} und {v,d}
sich in einem Punkt schneiden, sei hier a = §, dann ist gh = (af)(ya) =

(af7y) und hat Ordnung 3. Wenn sie disjunkt sind, dann hat gh Ordnung
2. O

Da ein Paar von Transpositionen mit nicht-leerem Schnitt, den Punkt im
Schnitt “kodiert”, miissen wir ausdriicken kénnen, wenn zwei solche Schnitte
gleich sind. Um dies zu vereinfachen, benutzen wir eine Hilfsformel:

triple(z, y, z) : overlap(z, y) A overlap(z, z) A overlap(y, z) A ¥ # z.

Damit konnen wir folgende Formel definieren

equal(xy, y1, T2, ya) :overlap(zy, y1) A overlap(za, y2)
A(z1 = 22) V (21 = yo) V triple(xq, 22, y2)]
A(yr = 22) V (y1 = y2) V triple(yy, 22, y2)).

Lemma 4.6. Wenn n > 3 und n # 6, dann gilt fir alle g,h,k € Sym(n),
dass Sym(n) = triple(g, h, k) genau dann, wenn unterschiedliche «, 3,7,d €
{1,...,n} existieren, so dass g = (af),h = (ay) und k = (a9).

Beweise des Lemmas 4.6. Gelte Sym(n) = triple(g, h, k). Nach Lemma 4.5
konnen wir schreiben g = (a3),h = (ay). Wenn k = ($7), dann ist g" = k.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist supp(g) N supp(k) =
supp(h) Nsupp(k) = {a}, wie gewiinscht. O]

Lemma 4.7. Wenn n > 3 und n # 6, dann gilt fir g1, h1, g2, ha € Sym(n),
dass Sym(n) = equal(gy, hy, g2, ha) genau dann, wenn g;, h; alle Transpositio-
nen sind und ein o € mn existiert, so dass supp(g;) N supp(hy) =
supp(gz) N supp(hs) = {a}.
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Beweis des Lemmas 4.7. Wenn Sym(n) = equal(gy, hq, g2, ho), dann setze
g = (af), hi = (a), g2 = (0¢), hy = (6¢). Wir nehmen o # ¢ an.
Wenn triple(hy, g2, ho) gilt, dann ist § € {a, 8} und somit 6 = 5. Dann
kann triple(hq, g2, ho) nicht gelten, da sonst 6 = v wire und somit h; = go
oder hy = hy. Dies geht aber beides nicht, da 5 ¢ {«,~}. Analog folgt die
Behauptung fiir = triple(hq, g9, he). Da (g1 # h1) und (g2 # he) gelten, haben
wir entweder (g1 = g2) A (hy = hy) oder (g1 = h2) A (h1 = g2). Beide Fille
implizieren aber o = §. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir die andere Richtung sei g1 = (af3), hy = (a), g2 = (), hy = (ag)
mit § # v und 0 # e. Dann gilt overlap(g;, hi) und overlap(gs, he). Die

Félle 5 = §,e und § ¢ {0,e} entsprechen den Fillen g, = g und g; = hy
bzw. triple(gi, g2, h2) und genau so gilt das fiir die letzte Moglichkeit. ]

Damit ist die Behauptung 4.3 bewiesen. O]

Wir sind jetzt in der Lage, die Proposition 4.2 zu Ende zu beweisen.

Sei P = {p € w | p > 5 Primzahl}. Dann geniigt es zu zeigen, dass fiir jede
Teilmenge S C P die Familie Dg = {D, | pe S} U{w\ D, | p € P\ S} die
endliche Durchschnittseigenschaft besitzt.

Seien py,...,p € S und qq,...,q, € P\ S jeweils paarweise verschieden.
Nach dem chinesischen Restsatz existiert eine positive Zahl n € w, so dass

e n=0 mod p; filr alle 1 <7 </,
e n=2 modg;firallel <j <m.

Damit finden wir ein n € Dy, N---N Dy, N(w\ D) N---N(w\ Dy, ). Die
Familie Dg besitzt somit die endliche Durchschnittseigenschaft fiir alle S C P
und folglich gibt es nach Satz 2.4 einen Ultrafilter, der diese Familie enthélt.
Da |[P(P)| = 2%, erhalten wir 2% viele nicht-isomorphe Ultrafilter. Daraus
folgt die Behauptung 4.2. O

Vermutung 4.8. Es existieren 2%-viele universell sofische Gruppen bis auf
Isomorphie, wenn C'H gilt.
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4.2 Die Anzahl, wenn CH nicht gilt

Der folgenden Abschnitt orientiert sich an dem Artikel [Thol0] von Tho-
mas, dabei greifen wir fiir grundlegende Inhalte auf das Buch von Tsuzuku
[Tsu82] zuriick. Das Ziel ist, die Anzahl universell sofischer Gruppen zu be-
stimmen, wenn C'H nicht gilt. Um dies tun zu konnen, fithren wir als erstes
Expandergraphen und ein paar ihrer grundlegenden Eigenschaften ein. Damit
zeigen wir, dass bestimmte Ultraprodukte [[, G, tber endlichen Gruppen
G, als Zentralisatoren endlich erzeugter Untergruppen geeigneter universell
sofischer Gruppen dargestellt werden konnen.

Satz 4.9. Wenn CH nicht gilt, dann existieren 22" _yiele universell sofische
Gruppen Sy bis auf Isomorphie.

4.2.1 Expanderfamilien

Definition 4.10. Sei I' = (V, E) ein endlicher zusammenhéngender Graph
mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E. Fiir jede Teilmenge A C V' defi-
nieren wir den zugehdrigen Kantenrand

JA={ec E|lenA| =1}

als Menge aller Kanten, die A verlassen. Ein endlicher Graph I' heifit ein
e-Ezpandergraph fur ein € € (0,1), wenn fiir jede Teilmenge A & ' mit
maximaler Grofle |I'|/2 gilt, dass |0(A)| > €| A|.

Anders ausgedriickt heifit ein endlicher Graph I' Expander, wenn fiir jede
(nicht zu grofie) Knotenmenge viele Kanten die Menge verlassen.

Definition 4.11. Die Fxzpanderkonstante von I' ist definiert durch

0A V
h(I') = min |—||A§V1mitl§|z4|§u :
|A] 2
Bemerkung 4.12. Wir identifizieren von nun an jeden endlichen Graphen
I' = (V, E) mit seiner Knotenmenge V' und schreiben h(V') statt h(T).

Definition 4.13. Ein endlicher Graph V' heif$t k-reguldr, wenn jeder Knoten
v € V den Grad k hat.

Definition 4.14. Sei (V,, | n € w) eine Familie endlicher zusammenhéngen-
der k—regulédrer Graphen, so dass |V,,| < |V,| fiir alle m < n € w. Dann heift
(Vo | n € w) Ezpanderfamilie, wenn ein 7 > 0 existiert, so dass h(V,) > 7
fiir alle n € w.
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Definition 4.15. Sei GG eine endliche Gruppe und S C G \ 1 eine Erzeu-
germenge. Der zugehorige Cayleygraph ist der Graph Cay(G, S) mit Knoten-
menge GG und Kantenmenge

E={{z,y} |y=szfirense SUS'}.

Satz 4.16. Fiir jedes n € w seit Gy, eine endliche Gruppe und S, C G, sei
eine Erzeugermenge fester Grofie d (fir alle n). Wenn (Cay (G, Sn) | n € w)
eine Expanderfamilie ist, dann existiert zu jedem nicht Hauptultrafilter D auf
w ein nicht Hauptultrafilter U auf w und eine endlich erzeugte Untergruppe
I' < Sy, so dass Cg,(I') = ][, Gy gilt.

Fiir den Beweis von Satz 4.16 brauchen wir ein paar Voriiberlegungen,
daher fithren wir den Beweis erst auf Seite 47.

Proposition 4.17. Sei V' ein endlicher zusammenhdngender k-requldrer
Graph und h(V) > 7. Sei e > 0 und 0 = er/(T + k). Dann existiert fir
jeden Teilgraph Y C 'V mit |Y| > (1 — 6)|V| ein zusammenhingender Teil-
graph Z CY mit |Z| > (1 —¢)|V].

Beweis. Sei Y C V ein Teilgraph mit |Y| > (1 — 0)|V| und seien Cy, ..., C;
die Zusammenhangskomponenten von Y mit |C;| < $|V] fiir jedes 1 < i < ¢.
Betrachte die Menge

¢
P = {(v,e) | e € U(?C’i und v € e\Y}.
i=1

Es gilt, wenn e € |JI_, 9C;, dann ist |e N Y| = 1. Folglich ist

t t
[Pl =) loCi| =) |Ci|.
i=1 i=1
Wir wissen ebenfalls, dass:
|P| < K|V \Y]| < kd|V]|.
Daraus folgt, dass
t
7Y |G| < K|V

i=1
und somit gilt

t
ko
VAY[+ |Gl <oV + —VI=elVl.

=1

Damit besitzt Y eine Zusammenhangskomponente Z mit |Z] > (1—¢)|V|. O
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4.2.2 Zentralisatoren und Permutationsdarstellungen

In dem Beweis von Satz 4.9 brauchen wir zusétzlich die Notation der links-
und rechtsreguldren Permutationsdarstellungen einer endlichen Gruppe. Wir
werden deshalb einen kurzen Uberblick iiber die benutzten Definitionen und
Schreibweisen geben. Die folgenden Resultate hierzu stammen aus [Tsu82],
Kapitel 3.

Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Wir schreiben (G, X) fiir die
Permutationsgruppe, um deutlich zu machen, dass auf der Menge X operiert
wird. Wenn keine Verwechslung entstehen kann, schreiben wir nur G fiir die
Permutationsgruppe.

Fiir den Stabilisator einer nicht-leeren Menge Y C X in G schreiben wir
Stabg(Y).

Definition 4.18. (i) Die Permutationsgruppe G heifit transitiv, wenn fiir
ein gegebenes Paar von Elementen x,y € X eine Permutation 7 € G
existiert, so dass m(x) = y.

(ii) Die Permutationsgruppe G heifit semireguldr, wenn Stabg(x) = 1 fiir
alle z € X.

(iii) Die Permutationsgruppe G heifit reguldr, wenn sie transitiv und semi-
regular ist.

Definition 4.19. Die rechts- bzw. linksreguldren Permutationsdarstellungen
bezeichnen wir mit p bzw. A\, wobei p: G — Sym(G) durch p(g)(x) = zg~!
und A: G — Sym(G) durch A(g)(x) = gz definiert wird.

Behauptung 4.20. Sei p|G] das Bild der rechtsrequliren Darstellung in
der symmetrischen Gruppe Sym(G). Mit Csyma)(A[G]) bezeichnen wir den
Zentralisator von p|G] in der Gruppe Sym(G). Dann gilt

Die Behauptung folgt direkt aus den zwei nachstehenden Lemmata.

Lemma 4.21. Sei G eine Permutationsgruppe und X eine Menge. Wenn
Csym(x)(GQ) transitiv auf X operiert, dann ist G semireguldr.

Beweis. Sei g € G und habe einen Fixpunkt . Da (Csym(x)(G), X) transitiv
ist, existiert fiir alle y € X ein Element h € Cgym(x)(G), so dass h(z) = y.
Somit ist

9(y) = gh(x) = hg(z) = h(z) =y,
das heifit g = 1. O
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Lemma 4.22. Wenn (G, X) eine requlire Permutationsgruppe ist, dann ope-
riert Csym(x)(G) ebenfalls requlir auf X und G ~ Csym(x)(G).

Beweis. Da (G, X) regular ist, gilt (G, X) ~ (G,{1}\G). Somit geniigt es
zu zeigen, dass der Satz fiir die Permutationsgruppe (G, {1}\G) gilt, welche
eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sym(G) ist. Sei p|G] das Bild
der rechtsreguléren Darstellung

plG] = {plgl(§) =€g7" | g € G}

in der symmetrischen Gruppe Sym(G). Dafiir gilt p[G] ~ G, (p[G], G) ist
transitiv und p[G] < Csym(e)(G), da Csym(e)(G) transitiv auf G operiert.
Da G < Csym(a)(Csym()(G)), operiert Csym(a)(Csym(e)(G)) transitiv auf G.
Somit operiert Csym(e(G) semiregular auf G nach vorigem Lemma 4.21 und
damit folgt Csym(a)(G) = p[G] ~ G. O

Damit ist die Behauptung gezeigt, dass Csym(a)(A[G]) = p[G].

Beweis von Satz 4.16 . Um die Notation zu vereinfachen sei d = 2 und setzte
Sy = {an, b,}. Konstruiere den nicht Hauptultrafilter U auf w wie folgt:
Fir alle X C w sei

{IGyh| |IneX}eld & X eD.

Da die Mengen {|G,| | n € X} die endliche Durchschnittseigenschaft besit-
zen, existiert nach Satz 2.4 ein Ultrafilter U, der diese Mengen enthilt. Dann
konnen wir den Isomorphismus

o: [[Sym(|Gal) = [ Sym(n),

<9n)D = <¢n)u

definieren, durch

0,, wenn n = |G|,

1 sonst.

Es ist klar, dass ein Isomorphismus ¢: [[, Sym(G,) — [[p Sym(|G,|) exis-
tiert. Sei nun 7: [[, Sym(G,) — Sy der surjektive Homomorphismus gege-
ben durch die Komposition folgender Abbildungen:

H Sym(G,,) = HSym(|Gn|) 5 H Sym(n) — Sy.
D D u
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Fiir alle n € w seien \,,: G, — Sym(G,,) und p,: G,, — Sym(G,,) die links-
bzw. rechtsregularen Permutationsdarstellungen. Seien «, 5 € Sy, die Elemen-
te, die definiert werden durch

a=7m((Au(an))p) und B =m((Au(bn))p).

Wir behaupten, dass dann die von « und S erzeugte Untergruppe
I' =< a, 8 > von Sy die Voraussetzungen erfiillt.

Sei G = [, Sym(Gy,). Dann bekommen wir:

[17alGal < Ca ({n(an))p s (Aa(ba))p)}) -

Mit der Behauptung 4.20 folgt, dass die zwei Gruppen in der oberen Inklusion
schon gleich sind. Die Projektion 7 bildet [[, p,[Gy] injektiv nach Cg,, (I')
ab. Es geniigt zu zeigen, dass fiir v € Cg, (I') ein g € [[, pn|Gn] existiert, so
dass 7(g) = 7 ist.

Um das zu sehen, sei ¢ = (p,)p ein Element, so dass m(p) = v und wéhle
0 < e < 1/3 fest. Da (Cay(G,,S,) | n € w) eine Expanderfamilie ist, folgt
aus Proposition 4.17, dass ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle n € w gilt,
wenn Y C G, ein Teilgraph von Cay(G),,, S,) ist, mit |Y| > (1 —0)|G,|, dann
existiert ein zusammenhéngender Teilgraph Z C Y mit |Z]| > (1 — €)|G.|.
Fiir alle n € w sei Y,, C G,,, die Menge der Elemente y € G,,, so dass

50 (y) = pn(sy) fiir alle s € S, U S . (4.1)

Dann ist A. = {n€w | |[Ya] > (1 —0)|G,|} € D. Sei n € A, fest gewihlt.
Dann existiert, wenn wir Y;, als Teilgraphen des Cayleygraphen Cay (G, S,)
betrachten, ein zusammenhidngender Teilgraph Z, C Y, mit |Z,| >
(1 — ¢)|Gnl. Sei z, € Z, fest gewdhlt. Setze ¢,(z,) = 2,9,. Wende wie-
derholt die obige Gleichung (4.1) an, dann erhalten wir, dass ¢,(2) = zg,
fiir alle z € Z,, ist, da Z,, zusammenhéngend ist. Beachte, wenn ¢/, € G,, mit
gr, # gn, dann ist xg), # xg, fur alle z € G,,. Somit ergibt das oben angefiihrte
Argument dasselbe Element g, € G,,, wenn 0 < &’ < % und n € A. N A, ist.
Wir setzen g, = 1 fiir n ¢ A., dann folgt, dass

©((pa(gn))p) = 7((n)) =7,
wie gewiinscht. O

Um den Satz 4.9 komplett beweisen zu kénnen, benétigen wir noch eine
weitere Aussage:
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Satz 4.23. Fir alle n > 5 existiert eine Erzeugerteilmenge S, C Alt(n) mit
|Sn| = 20, so dass (Cay(Alt(n),S,) | n > 5) eine Expanderfamilie ist.

Beweis. [Kas07] O
Aus den Sétzen 4.16 und 4.23 folgt dann zusammen:

Satz 4.24. Fiir alle nicht Hauptultrafilter D auf w, existiert ein nicht Haupt-
ultrafilter U auf w und eine endlich erzeugte Untergruppe I' < Sy, so dass

Ci, (1) = [T Alt(n).

In den néchsten Abschnitten werden wir zeigen, dass, wenn C'H nicht
gilt, 22" -viele Ultraprodukte [ Alt(n) bis auf Isomorphie existieren. Wir

werden spéter in Kapitel 4.2.4 eine Menge von 22" _vielen Ultrafiltern kon-
struieren, so dass die zugehorigen Ultraprodukte paarweise verschieden sind.
Mit diesen beiden Ergebnissen sind wir dann in der Lage den Satz 4.9 zu
beweisen.

Beweis von 4.9. Sei {Da | o < QZNO} eine Familie von nicht Hauptultrafil-

tern auf w, so dass die zugehorigen Ultraprodukte [, Alt(n) paarweise
nicht isomorph sind. Fiir die Existenz sieche Kapitel 4.2.4. Dann existiert fiir
jedes a < 22% 6in nicht Hauptultrafilter U, auf w und eine endlich erzeugte
Untergruppe I'y, < Sy, so dass

Cs,,, (Ta) = [ [ Alt(n).

Sei a < 22" fest gewiihlt. Da | Sy, | = 2% folgt, dass Sy nur 2%0-viele endlich
erzeugte Untergruppen hat, folglich existieren hochstens 2M-viele Ordinal-
zahlen 8 < 22 so dass Sy, = Sty

Wir nehmen an, dass |I,| > 2% ist, wobei I, := {B <22V | Sy, = Suﬂ}.
Dann existieren i # [, so dass p: Sy, = Su,, wobei o(I's,) = I'g,. Das

hiefle aber, es gilt
[T Alk(n) = [ Alt(n).
Us, Us,

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass die [[,, Alt(n) paarweise
verschieden sind.
Somit folgt, dass { Sy, | a < 22N0} eine Familie von 22°-vielen paarweise

nicht-isomorphen Gruppen enthalt. ]
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4.2.3 Ultraprodukte iiber alternierenden Gruppen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass es 22" _viele Ultraprodukte iiber alter-
nierenden Gruppen gibt. Mit Satz 4.42 folgern wir dann die Behauptung fiir
Ultraprodukte iiber symmetrische Gruppen. Dazu schauen wir uns zuerst die
Struktur der Normalteiler der Ultraprodukte iiber alternierenden Gruppen
an. Ferner beweisen wir, dass diese linear geordnet sind und isomorph zu den
normalen Abschliissen von Gruppenelementen. Die Hauptsétze stammen aus

dem Artikel [EHSTOS].
Definition 4.25. Sei U ein nicht Hauptultrafilter auf w.

(i) Sei Gy = [, Alt(n). Gy ist keine einfache Gruppe und besitzt einen
eindeutigen maximalen echten Normalteiler.

(ii) Sei & = {{g“) | 1+# g € Gy} die Menge der normalen Abschliisse
aller Elemente ungleich der Identitét.

(iii) Wir definieren die konvexe Aquivalenzrelation =, auf der linearen Ord-
nung [[,{1,...,n}, durch

fu=uhu < 0<1i5{n%<oo.

(iv) Setze Ly = (I, {1,...,n})/=u versehen mit der Ordnung des Quoti-
entenraums.

Satz 4.26. Die Familie Ny der Normalteiler von Gy ist durch Inklusion
linear geordnet.

Den Beweis werden wir erst nach den folgenden Lemmata fiihren.
Lemma 4.27. Sei G eine Gruppe. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Die Menge der Normalteiler von G ist durch Inklusion linear geordnet.

2. Die Menge der normalen Abschliisse aller Elemente ungleich der Iden-
titdt wst durch Inklusion linear geordnet.

Beweis. 1. = 2. Diese Richtung ist klar.

2. = 1. Gelte 2. und seien N, M Normalteiler von G. Wenn fiir alle g € N
ein h € M existiert, so dass g € <hG>, dann gilt N < M. Sonst gibt es ein
g € N, so dass fiir alle h € M <gG> L <hG> und somit <hG> < <gG>, da
die Menge der normalen Abschliisse nach Voraussetzung linear geordnet ist.
Also gilt M < N. Daraus folgt die Behauptung. ]
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Das Resultat in 3.14 gilt analog fiir alternierende Gruppen. Das heifit,
dass fiir g = (m,)u € Gu

| supp(7,)|
n

(g°U) = Gy lim > 0.

Es folgt, dass {(Wn)u € Gy | limy ‘S“Ln(””)' = O} der eindeutige maximale
echte Normalteiler von Gy, ist. Dies legt nahe, dass, wenn wir den normalen
Abschluss eines Elementes (m,)y € Gy verstehen wollen, wir die relative
Wachstumsrate von |supp(m,)| betrachten miissen.

Von nun an iibernehmen wir die Konvention, dass wenn (m,)y € Gy/\1 ist,
wir immer ein (7, ), wéhlen, so dass 7, # 1 ist fiir alle n € w. Den normalen
Abschluss von (7, )y schreiben wir als Nz, ),

Definition 4.28. Sei P eine Menge und < eine reflexive und transitive Re-
lation auf P. Dann heifit (P, <) quasi-geordnete Menge und < ist eine Quasi-
Ordnunyg.

Definition 4.29. Sei < die Quasi-Ordnung auf Gy \1 definiert durch

(Tn)u = (Pn)u = 115111% < o0

| supp(¢n)|

Proposition 4.30. Wenn (m,)u, (¢n)u € Gu\l nicht die Identitit sind,
dann ist

(T)u € Nigoyy = (Tn)u = (0n)u-

Wir teilen den Beweis in mehrere Lemmata und beginnen mit der leich-
teren Implikation.

Lemma 4.31. Wenn (m,)u, (¢n)u € Gu\l und (mn)u € Nig,),, dann ist
(7T7L>U = (@n)u

Beweis. Sei (7,)u € Np,),, dann existiert eine Zahl k > 1, so dass (m,)y als
Produkt von k Konjugierten von (,);5! ausgedriickt werden kann. Folglich
kann fir Y —f.a.n € w die Permutation 7, durch ein Produkt von k£ Konju-
gierten von ¢! ausgedriickt werden. Daraus folgt |supp(m,)| < k| supp(,)|
fiir Y —f.a. n und somit gilt limg, % < k < oo. Daraus folgt die Behaup-

tung. O

Lemma 4.32. Wenn o € Alt(m) keine spezielle fizpunktfreie Permutation
ist, dann kann jedes Element von Alt(m) als Produkt von genau 4 Konju-
gierten von o ausgedriickt werden.
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Beweis. Dies folgt direkt mit Satz 2.42 m

Lemma 4.33. Wenn (7m,)u, (pn)u € Gu\l und (m)u = (pn)u, dann ist
(7‘('”)1,{ S N(Lpn)u.

Beweis. Sei (m,)y = (¢n)u- Wie oben bemerkt gilt: Wenn lim, W:LM > 0,

dann ist Ny, = Gu. Folglich kénnen wir annehmen, dass limy, lew = 0.

Sei limy, % < k, wobei k > 2 eine ganze Zahl ist. Dann gilt fiir /-f.a.
n € w, dass supp(m,) < k|supp(p,)| < n. Somit existiert eine Permutation

on € Alt(n), so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) o, ist Produkt von k& Konjugierten 1)y ... von ¢,.
(ii) Wenn 1 <i < j <k, dann ist supp(¢;) N supp(¢;) = 0.

(iii) supp(m,)  supp(an).

Wenn wir o,, als Element von Alt(supp(o,)) betrachten, sehen wir, dass o,
keine spezielle fixpunktfreie Permutation ist. Fixpunktfrei zu sein, ist offen-
sichtlich. Die Eigenschaft nicht-speziell folgt aus der Tatsache, dass die Zykel
von o, nicht unterschiedliche ungerade Lénge haben konnen, da sie alle kon-
jugiert zu ¢, sind und somit die gleiche Zykelstruktur besitzen. Also diirfen
wir Lemma 4.32 anwenden. Damit folgt dann, dass =, ein Produkt von 4
Konjugierten von o, ist (wegen 3. Eigenschaft). Somit ist () ein Produkt
von 4k Konjugierten von (¢, )y- O

Beweis von 4.26. Wir wenden 4.30 an. Dann liefert die Proposition folgende
Aquivalenz: wenn (7, )y, (¢n)u € Gy/\1 nicht die Identitét sind, dann gilt

lim | supp(m,,)| . lim | supp(en)| .

N,
(7o) U |supp(py,)| U [supp(m,)]

= Npn)

u u

Also ist (&, €) isomorph zu der linearen Ordnung L. Damit ist Satz 4.26
bewiesen. O

Bemerkung 4.34. L;; hat als kleinstes Element die =;-Klasse, die die kon-
stanten Funktionen enthélt. Dies ist offensichtlich, da L;; als Menge aller
Anfangsabschnitte des Nichtstandardmodells M = [],, N identifiziert werden
kann. Die Elemente aus N werden mit den konstanten Funktionen identifi-
ziert. Das Anfangsstiick jedes Anfangsabschnitts ist N, d.h. N ist die kleinste
Aquivalenzklasse. Wenn wir Gy, mit seinem Bild unter der Einbettung

Gy — Sym (H{l, . ,n})
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entsprechend der natiirlichen Wirkung

(T )u + (Ln)u = (70 (ln) )

von Gy auf [[,,{1,...,n} identifizieren, dann ist der minimale nicht-triviale
Normalteiler von Gy, die Gruppe Alt ([],,{1,...,n}) endlicher gerader Per-
mutationen von [[,,{1,...,n}.

Beweis der Bemerkung 4.34.

Behauptung 4.35. Alt ([[,,{1,...,n}) ist einfach.
Der folgende Beweis stammt aus [Sco87].

Beweis. Setze A = [[,,{1,...,n}. Sei E # H < Alt(A) und =z € H \ {e},
y € Alt(A) und T eine beliebige endliche Teilmenge von A, die
supp(x) U supp(y) enthélt mit |T| > 4. Dann ist

E < HnNAI(T) < Alt(T).

Wegen der Einfachheit von Alt(T) ist H D Alt(7T). Folglich ist y € H fur
alle y € Alt(A), somit ist H = Alt(A). Also ist Alt(A) einfach. O

Satz 4.36. Sei x eine unendliche Kardinalzahl. Set N ein Normalteiler von
Sym(k). Dann ist N eine der Gruppen in der folgenden Kette:

{1} < Alt(r) < Sym(x)™ < .- < Sym(x)" < Sym(x)
Beweis. Fir den Beweis siehe [AK07]. O

Damit folgt, dass Alt ([ [,,{1,...,n}) schon minimaler nicht-trivialer Nor-
malteiler ist. Also gilt

Alt (H{l,,n}) < Gy < Sym (H{l,,n}) .

Somit ist die Bemerkung bewiesen. O]

Der folgende Satz aus [Sco87] liefert uns, dass Aut (Gy) genau der Nor-
malisator von Gy, in Sym ([, {1,...,n}) ist.

Satz 4.37. Wenn n > 3, n # 6 und Alt(n) C G C Sym(n) ist, dann ist
Aut(G) = Nsym(n)(G).

Beweis. Fiir den Beweis brauchen wir ein paar Lemmata, fiir die wir auf
[Sco87], Kapitel 11.4 verweisen. O
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Bemerkung 4.38. Wir haben in Kapitel 2.4 ein Kriterium (Satz 2.71) ge-
zeigt, wann metrische Ultraprodukte saturiert sind. Damit ist das metri-
sche Ultraprodukt Gy = [[,, Alt(n) saturiert, wenn C'H gilt, und somit
|Aut(Gu)| = 2N1.

Nun kénnen wir die Anzahl nicht-isomorpher Ultraprodukte Gy, zéhlen,
fiir den Fall, dass CH nicht gilt. Dafiir brauchen wir die linear geordnete
Menge der normalen Abschliisse (&, C), der Elemente, die nicht die Identitét
sind.

Bemerkung 4.39. Wenn U,D nicht Hauptultrafilter auf w sind und
Gy = Gp, dann ist (&,C) = (Ep,C). Wie vorher schon bemerkt, ist
(&, C) = Ly und man sieht ebenfalls, dass I als Anfangsstiick von
(I[,;w)/ =u betrachtet werden kann. Folglich impliziert das néchste Re-
sultat, wenn CH nicht gilt, dann existieren 22 _viele Ultraprodukte Gy, bis
auf Isomorphie.

Definition 4.40. Wenn L,, Ly lineare Ordnungen sind, dann ist L; ~; Ly
genau dann, wenn L; und L, ein nicht-leeres isomorphes Anfangsstiick I, I
besitzen mit |I4], |I2| > 1.

Bemerkung 4.41. Die Voraussetzung in Definition 4.40, dass |I1], || > 1
sind, wird gebraucht, da jede lineare Ordnung Ly = [[,,{1,...,n}/ =y ein
erstes Element besitzt, welches die =;-Klasse der konstanten Funktionen
enthélt.

Satz 4.42. Wenn CH nicht gilt, dann existiert eine Menge {L{a | a < 22NO}

von nicht Hauptultrafiltern auf w, so dass
1w/ = # 1w/ =
Ua Us

fiir alle a < 8 < 22,

Fiir den Beweis miissen wir im Folgenden zuerst nicht-isomorphe lineare
Ordnungen konstruieren, die spéter als geeignete Invarianten in dem Beweis
von Satz 4.42 verwendet werden. Deshalb werden wir den Beweis erst auf
Seite 71 ff fiihren.
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4.2.4 Invarianten linearer Ordnungen

Im folgenden Kapitel wenden wir die Beweistechnik aus dem Artikel von
Kramer, Shelah, Tent und Thomas [KSTT05], Kapitel 3 auf unsere linearen
Ordnungen an.

Definition 4.43. Seien L, Ly lineare Ordnungen.

(i) L1 ~¢ Ly genau dann, wenn L; und L, nicht-leere isomorphe Endab-
schnitte haben.

(ii) Ly =; Ly genau dann, wenn L; und Ls nicht-leere isomorphe Anfangs-
stiicke haben.

Definition 4.44. Sei [ eine lineare Ordnung () # A C I.

(i) Eine Teilmenge B C A heifit kofinal in A, wenn fiir alle @ € A ein
Element b € B existiert, so dass a < b. Die Kofinalitit von A ist
definiert als

cf(A) = min {|B| | B ist kofinale Teilmenge von A} .

(ii) Eine Teilmenge B C A heifit koinitial in A, wenn fiir alle a € A ein
Element b € B existiert, so dass b < a. Die Koinitialitit von A ist
definiert als

coi(A) = min {|B| | B ist koinitiale Teilmenge von A} .

Definition 4.45. Sei [ eine lineare Ordnung und A, > w seien regulédre
Kardinalzahlen. Dann ist (I3, I5) ein (A, 8)-Schnitt von I, wenn die folgenden
Bedingungen gelten:

(i) I =1L Ul und s <t fir alle s € I1,t € I,.
(ii) cf(f,) = A

(iii) coi(ly) = 6.

Definition 4.46. Seien J, L lineare Ordnungen.

(i) Dann ist die ordnungserhaltende Abbildung ¢: J — L eine invariante
FEinbettung, wenn fir A, 0 > w fiir alle (A, #)-Schnitte (J;, Jo) von J kein
Element x € L existiert, so dass ¢(s) < x < ¢(t) fir alle s € Jy,t € J,.

(i) ¢ heifit invariante kofinale Finbettung, wenn ¢ invariant und ¢[.J] ko-
final in L ist.
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(iii) ¢ heiit invariante koinitiale Einbettung, wenn @ invariant und ¢[J]
koinitial in L ist.

Lemma 4.47. Wenn A > w; eine requldre Kardinalzahl ist, dann existiert
eine Menge {[a | a < 2’\} linearer Ordnungen, die folgende Bedingungen
erfillt:

1. f(I,) = | L] = \.

2. Wenn oo # B und po: 1o, = L,pg: I — L' invariante kofinale Einbet-
tungen sind, dann ist L 3¢y L'.

Beweis. Da X\ als iiberabzéhlbare und regulidre Kardinalzahl vorausgesetzt
ist, konnen wir den Satz von Solovay 2.21 anwenden. Sei {S, | 7 < A} eine
Partition der stationdren Menge

S={d<A|cf(0) =w}
in A-viele paarweise verschiedene stationédre Teilmengen.

Sei X C A fest gewéhlt. Dann definieren wir fiir jedes av < A

)\X — {wQ Q€ UTGX ST’

¢ wi sonst.
Damit definieren wir die lineare Ordnung
Iy = {(a,8) | e < Aund B < A}
in der wir (aq, 1) < (a2, f2) genau dann setzen, wenn entweder
o oy < ag oder
e o = ap und [y > [s.

Seien X # Y C \. Seien L, L’ lineare Ordnungen und seien ¢x: Ix — L,
@y : Iy — L' invariante kofinale Einbettungen. Angenommen L ~; L'. Sei
U: M — M’ ein Isomorphismus zwischen den Endabschnitten M von L und
M’ von L'.

Definiere fiir jedes 0 < A\ die Mengen

Ms={me M |m < ¢x(y,0) fir ein v < §}

und
Mg ={m' € M" | m' < py(7,0) fiir ein v < 0} .
Dann ist
C={6<\|V[M;] = M}.
ein Club.
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O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass eine Ordinalzahl 7 € X \ Y existiert.
Wiihle ein § € C' N S;, so dass Ms # () ist. Die Einbettung ¢ ist invariant
und kofinal. Die Mengen

{(a, ) € Ix | @« < 6} und {(a, ) € Ix | a« > §}

sind ein (wp,ws)-Schnitt von Ix. Mit Hilfe der Invarianz folgt nun, dass
coi(M\ Ms) = wq, da7 € X\Y. Durch ein dhnliches Argument bekommen wir
coi(M'\ M}) = wy. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass W[M \ Ms| = M'\ Mj,
da W als ein Isomorphismus gewéhlt war. ]

Im folgenden Satz muss x nicht notwendigerweise als regulér vorausge-
setzt sein. Spéter werden wir den Satz fiir den Fall kK = 2“ > w; benutzen.

Satz 4.48. Wenn k > w; ist, dann existiert eine Menge {J, | a < 25} li-
nearer Ordnungen, die folgende Bedingungen erfillt:

1. |Jo] = k.
2. coi(J,) = cf(k) + ws.

3. Wenn a # 5 und ¢o: Jo = L, @3 — L' invariante koinitiale Einbet-
tungen sind, dann ist L 3; L'.

Beweis. Sei (k; | i < cf(k)) eine Folge reguldrer Kardinalzahlen in der jedes
K; > wy ist, so dass

1. wenn k eine singuldre Kardinalzahl ist, dann gilt £ = sup, (. ki und

2. wenn k eine regulire Kardinalzahl ist, dann gilt x;, = & fiir alle
i < cf(k) = k.

In beiden Fillen bekommen wir [], <ch(m) 27 = 27 (singuldre Kardinalzah-
len konnen charakterisiert werden durch: k = ), <cf(r) i und damit folgt:
2% = 22i<n i = [[._, 2%, siehe [Jec03)]).

Sei § = cf(k) + wy und sei {S; | 7 < cf(k)} eine Partition der stationéren
Menge

1<K

S={06<6| cf(0) =w}

in cf(k)-viele paarweise verschiedene stationdren Teilmengen. Wir definieren
die Funktion h: 8 — cf(x) durch:

® 0 € Sy fiir alle 6 € S und
e h(§) =0 fiir alle £ € \S.
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Fiir jedes ¢ < cf(k) sei {l; | @ < 2"} eine Menge von linearen Ordnungen
der Kardinalitét x; wie in Lemma 4.47 (k; sind nach Voraussetzung regulér).

Fiir jedes v € ], <ci(r) 2™ definieren wir die lineare Ordnung

Jo ={(a,2) | @ < 0,2 € Inywine) } »
indem wir genau dann (aq, 1) < (a9, x2) setzen, wenn entweder
® (q > « oder
o o = oo und 1 < Z9.

Jetzt konnen wir genauso wie im Lemma zuvor argumentieren. Dann folgt,
dass die Menge {Jl, | v € [Ticer(n) 2’“} der linearen Ordnungen unsere Vor-

aussetzungen erfiillt. O

Setze nun 2¥ = k > w; und sei {J, | « < 2"} die Menge der linearen
Ordnungen, gegeben durch Satz 4.48. Damit wiirde Satz 4.9 folgen, wenn
wir eine Menge {U,, | @ < 2"} aus nicht Hauptultrafiltern auf w konstruieren
konnten, so dass fiir alle a < 2" eine invariante koinitiale Einbettung

Oa: Jo — (Hw)/ =u.

Ua

existieren wiirde. Ungliicklicherweise fiihrt der direkte Weg zu technischen
Schwierigkeiten, deshalb konstruieren wir im néchsten Abschnitt stattdessen
eine Menge {U,, | a < 27} von nicht Hauptultrafiltern auf w, so dass folgende
Bedingung erfiillt wird:

e Es existiert eine invariante Einbettung ¢: w; +J, — L fiir jedes a < 2"
und jedes Anfangsstiick L von ([],, w)/ =y, mit [L] > 1.

(Hier ist wy + J, die lineare Ordnung, die aus einer Kopie von w; besteht,
gefolgt von einer Kopie von J,. Insbesondere ist (w1, J,) ein (wy, cf(k) + ws)-
Schnitt von w; + J,.) Die Bedingung reicht allerdings nicht aus, um sicher-

zustellen, dass
(J[w)/ = & (@) =u
Us, Ug

fiir alle o # 3, da die obige Bedingung nicht die Moglichkeit beriicksichtigt,
dass eine invariante Einbettung

U:wy +Jg — (Hw)/ =u.
Uy
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existiert. Sei a < 2% fest gewihlt und sei C\, die Menge aller 5 < 2", so dass
eine invariante Einbettung

Vg:w +Jg — (Hw)/ =u,
Ua
existiert. Fiir jedes 8 € C, sei (Ag, Bg) der (wy,cf(k) + wq)-Schnitt von
(I, w)/ =u., der definiert wird durch

As = {g/te € ([ w)/ = | k< g/Ua < W(2) fiir ein t € wy,
Z/Ia
fur alle k € w}

und

B = {g/ua € (Hw)/ =y, | /Uy > Vp(t) fiir ein t € Jﬁ} :

Ua

Dann impliziert Satz 4.48, dass (Ag, Bg) # (A,, B,) fiir alle 8 # v € C,. Da
der folgende Satz impliziert, dass die Zahl der (wy, cf(k) + wq)-Schnitte von
(I, w)/ =u., hochstens 2¢ = k betrigt, folgt |Cy| < x. Dies impliziert, dass
eine Teilmenge W C 2% der Kardinalitédt 2% existiert, so dass

(I« =w. % q1«)/ =u

fiir alle o # 5 € W.

Satz 4.49. Sei I eine lineare Ordnung und 0 # X requldre Kardinalzahlen.
Dann ist die Anzahl der (X, 0)-Schnitte von I héchstens |I].

Beweis. Es geniigt, den Fall A < 6 zu betrachten.

Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Sei I ein Gegenbeispiel einer
linearen Ordnung minimaler Kardinalitdt und sei {(A;, B;) | i < |I|T} eine
Menge von |I|*-vielen unterschiedlichen (A, #)-Schnitten von 1. Sei cf(|/]) =
k und schreibe [ = U,Y < Iy als eine strikt wachsende Vereinigung von Sub-
strukturen, so dass |I,| < || fiir alle v < k.

Als erstes sei k # 0, A

Dann existiert fiir jedes ¢ < |I|T eine Ordinalzahl v; < k, so dass A;N1,, kofi-
nal in A; ist und B;NI,, koinitial in B;. Es folgt, dass eine Teilmenge X C |I|*
der Kardinalitét || existiert und eine feste Ordinalzahl v < &, so dass alle
v; = v fiir i € X. Aber das bedeutet, dass {(A;NI,,B;NI,)|i€ X} eine
Menge von |I|*-vielen unterschiedlichen (A, #)-Schnitten von I, wire, was ein
Widerspruch zu der Minimalitat von || ist.
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Zweiter Fall: kK = \:

Wieder existiert fiir jedes ¢ < |I|T eine Ordinalzahl ; < &, so dass B; N I,
koinitial in B; ist, und es existiert eine Teilmenge X C |I|* der Kardinalitét
|I|™ und eine feste Ordinalzahl v < k, so dass v; = v fiir alle i € X. Wir
nehmen an, dass fiir alle 7 € X, A; N I, nicht kofinal in A; liegt. Fiir jedes
i € X wéhlen wir ein Element a; € A; \ I, so dass s < a; < t fiir alle
se AyNI,und t € B;. Sei i # j € X. Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass B; & B;. Da B; N I, koinitial in B; liegt, folgt dass ein Element

CG(B]\Bz)ﬂ]VgAzﬂIW

existiert. Dies bedeutet aber, dass a; < ¢ < a; und somit ist {a; | 1 € X}
eine Menge von |I|"-vielen unterschiedlichen Elementen von I. Widerspruch!

Mit einem &dhnlichem Argument erhalten wir den Fall k = 6. O]
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4.2.5 Ultrafilterkonstruktion

In diesem Abschnitt konstruieren wir die gewiinschte Menge {Da | o < 22N0}

von nicht Hauptultrafiltern, wobei wir die Technik aus Abschnitt VI.3 aus
dem Buch von Shelah [She90] verwenden und eine Beweistechnik aus dem
Artikel [KSTTO05] auf unsere lineare Ordnung anwenden.

Als erstes stellen wir sicher, dass die Mengen, mit denen wir arbeiten, nicht
im zugehorigen Ideal liegen.

Definition 4.50. Sei D ein Filter auf w. Wir setzen
Ip={wCX|w\XeD}
als das zugehorige duale Ideal. Wenn A, B C w, definieren wir
ACB mod D genau dann, wenn A\ B € Ip

und
A=B mod D genau dann, wenn (A\ B)U(B\ A) € Ip.

Die néchste Definition stellt sicher, dass wir fiir die obigen Mengen eine
Filterbasis finden.

Definition 4.51. Sei D ein Filter auf w und G C w* eine Familie surjektiver
Funktionen. Dann ist G unabhdngig mod D, wenn fiir alle [ € w, fiir alle
paarweise verschiedenen ¢y, ...,¢; € G und fiir alle (nicht notwendigerweise
unterschiedlichen) j,. .., j; € w gilt, dass

{new|grin)=7jifirallel <k <Il}#0 modD.
(Diese Bedingung impliziert natiirlich, dass D ein nicht trivialer Filter ist.)

Sei G unabhéngig mod D und |G| = k. Sei G = {f; | t € I} indiziert mit
Elementen einer beliebigen linearen Ordnung I der Kardinalitéit . Fiir jedes
s<tel,cewsei

Bs,t,c = {TL cw | Cfs(n) < ft(n)} :

Wir zeigen spéter in Beweis 4.59, dass D U {Bs;. | s <t € I,c € w} einen
nicht-trivialen Filter D" erzeugt.

Wenn D O D7 ein Ultrafilter ist, konnen wir durch die Vorschrift f(t) = f;/D
eine ordnungserhaltende Abbildung ¢: I — (][p,w)/ =p definieren. Da wir
jedoch wollen, dass ¢ eine invariante Einbettung ist, miissen wir das Verhal-
ten beliebiger Elemente g/D € ([[pw)/ =p kontrollieren kénnen, da wir si-
cherstellen miissen, dass kein Element ¢/D existiert, das zwischen
fs/D < f;/D liegt, wenn s € I;,t € Iy. (I1,15) bildet dabei einen Schnitt
von 1.
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Definition 4.52. Sei G C w* eine Familie surjektiver Funktionen.

(i) FI(G) ist die Menge von Funktionen h, die folgende Bedingungen
erfiillen:

(a) dom h ist endliche Teilmenge von G,

(b) ranh C w.
(ii) Fir jedes h € FI(G) sei

Ap={ne€w]|g(n)=nh(g) fir alle g € domh}.

(i) FI,(G) = {Ay | h € FI(G)}.

Lemma 4.53. Sei D ein Filter auf w und G C w® eine Familie surjektiver
Funktionen.

1. G ist genau dann unabhingig mod D, wenn Ay, # () mod D fiir jedes
h e FI(G).

2. Wenn G unabhingig mod D,, fir alle « < ¢ und D, (o < §) ei-
ne aufsteigende Folge von Filtern auf I ist, dann ist G unabhdngig
mod |J,s Da-

3. Wenn G unabhdngig mod D ist, dann existiert ein maximaler Filter
D* O D, modulo welchem G unabhdngig ist.

4. Sei G unabhingig mod D und X C w. Dann existiert eine endli-
che Teilmenge G' C G, so dass G\ G’ unabhingig mod Dy ist oder
mod Dy, wobei D1 = [DU{X}]| und Dy = [D U {w \ X}| die Filter
sind, die durch D und {X} oder {w\ X} erzeugt werden.

Beweis. 1.7 =7 folgt direkt aus den beiden Definitionen 4.51 und 4.52.
7«7 Zujedem h € FI(G) setze h(gx) = ji fir 1 < k <1 mit dom h endlich.

2. Wir nehmen an, dass G nicht unabhéngig mod (J, D, ist. Dann existieren
G1,--, 9 € Gund ji,...,5 € w, so dass {n €w | g,(h) =jn} € U, Do fiir
alle h € FI(G). Damit ist {n € w | go(h) = jn} € D, fiir ein a. Dies ist ein
Widerspruch.

3.Sei M die Menge aller Filter D' auf w, so dass A, # (0 mod D’. Sei
(D;); eine aufsteigende Kette in M. Mit 2.folgt dann, dass G unabhingig
mod |J; D; ist. Mit dem Lemma von Zorn folgt, dass ein maximaler Filter
D* € M existiert.
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4. Wir nehmen an, dass G nicht unabhéngig mod D, ist.

O.B.d.A. sei X ¢ D. Dann existieren fiir ein k& € w unterschiedliche
9o, ---,9k—1 € Gund jo,...,Jr_1 € w, so dass

Wi={newl|gpn) =jo,. . 9s-1=7Jr1} =0 mod D;.
Wir behaupten, dass daraus schon folgt, dass
Wiy Cw\ X modD.
Durch Umformen erhalten wir folgende Aquivalenzen:
Wiy Cw\X mod D& W\ (w\X)elpeWinX elp.
Sei X Cw.Seiy=X'NX#0 fir X ¢ D, X' € D dann gilt:

X'NXCw\W)=XNXnW,=0(da X'NX Cw\ W)
= XNW, Cw\ X elp
=W\ (w\X)elp
W, Cw\X modD.

Sei nun G \ {go, - - -, gn—1} nicht unabhéngig mod D;.

Setze F = G\ {g0,---,gn-1}. Wir nehmen an, dass F nicht unabhéngig
mod D, ist. Es existiert also ein m < w, so dass j°,...,5™ ! € w und
unterschiedliche ¢°, ..., g™ ! € F existieren, so dass

Wo={new|gn)=35%...,¢""'(n)=75""}=0 mod Ds.

Dann folgt W5 € X mod D. (Dies folgt mit einem analogen Argument wie
vorher.)

Es bleibt zu zeigen, dass aus W7 C w \ X mod D und W5 € X mod D
schon folgt W, N Wy =0 mod D. Aus

Wy Cw\X modD <« (W )\ (w\X)) € Ipund
Wy CX mOdD<:>(W2\X)€]D

folgt (W1 \ (w\ X)) U (W2 \ X) € Ip.

Es gilt
(W1\<W\X)):(W1\W)U(W10X) :WlﬂX.
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Zusammen folgt:
(Wh N X)U (Wa\ X)) € Ip & (Wi U (Wa\ X)) N (X U (Wa\ X)) € I

= ((Wl N WQ) U (WQ\X)) e lp
=W inNnWyelp
‘:}WlmWQIQ) mod D.

Somit ist

WlmWQZ® modD@WlﬂWQGID(:)w\(WlﬂWQ) eD.
Dies ist ein Widerspruch, da Wy N Wy € D. O
Definition 4.54. Sei D ein Filter auf w.

(i) Dann heiit A C P(w) eine Partition mod D, wenn die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:
e A mod D fiir alle A € A.
e ANA" =0 mod D fiir alle A # A" € A.
e Fiir alle B € P(w) mit B # () mod D existiert ein A € A, so
dass AN B # () mod D.

(ii) Die Teilmenge B C w basiert auf der Partition A, wenn fiir jedes A € A
entweder A € B mod D gilt oder AN B =( mod D.

(iii) Das Element B wird durch eine Menge A von Elementen aus P(w)
unterstitzt, wenn B auf einer Partition Ay C A basiert.

(iv) Eine Menge A € P(w) ist dicht, wenn fiir jedes Element B € P(w) mit
B #( mod D ein A in A existiert, so dass A C B mod D.

(v) Fiir eine boolesche Algebra B sei CC(B) die minimale regulére Kardi-
nalzahl A > N, so dass jede Partition von B kleinere Kardinalitat als

A hat.

Bemerkung 4.55. Wenn A eine Partition ist, dann basiert B genau dann
auf A, wenn A B unterstiitzt.

Satz 4.56. Sei D ein maximaler Filter auf w, modulo welchem G unabhdingig
15t.

1. FI,(G) ist dicht mod D, das heift fiir jedes B C w mit B # () mod D
existiert ein Ay, € FI4(G), so dass A, € B mod D. Folglich wird jedes
FElement durch F1,(G) unterstiitzt.
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2. Fiir jedes f € G ist {f7'(j) | 7 € ran(f)} eine Partition mod D.

3. Sei G die disjunkte Vereinigung von Gy und Gy, werde A C w durch
F1,(Gy) unterstiitzt, sei h € FI(G),h = h*Uh? bt € FI(G) firl =1, 2.
Wenn A, C A mod D gilt, dann ist A,y C A mod D.

4. CC(B(D)) = Xy genau dann, wenn von nur endlich vielen f € G
die Kardinalitit von |ran(f)| > 1 ist und fir keins |ran(f)| = Ny,
wobei B(D) die boolesche Algebra bzgl. des Filters D auf w ist, d.h. wir
betrachten die Menge {A | A C w} und alles modulo D.

Bewezs.

1. Wir nehmen an, dass dies nicht der Fall ist. Dann ist fiir ein A C w,
A#0 mod D und A, ¢ A mod D fiir alle h € FI(G). Damit ist
ApN(w\ A) # 0 mod D und somit ist G unabhéngig mod [D U {w \ A}].
Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von D, da A # @ mod D.

2.Es ist klar, dass die f~!(j) modulo D paarweise verschieden sind. Wir
nehmen an, dass AN f~1(j) = 0 mod D fiir jedes j € ran(f) gilt, aber
A # () mod D ist. Nach 1. gilt fiir ein h € FI(G) A, C A mod D und somit
fir ein hy, h C hy € FI(G) und f € dom(hy). Also ist Ay, € A mod D,
aber wenn hy(f) = jo ist, gilt AN A, C AN f~1(jo) =0 mod D. Dies ist
ein Widerspruch.

3.Da A C w durch FI (G;) unterstiitzt wird, basiert A auf einer Parti-
tion W C FI,(G). Basiere A auf der Partition W = {4, | ¢ <£(0)},
he € FI(Gy). Wenn A auf einer Partition basiert, bedeutet dies, dass aus
Ay, € W schon folgt Ay, € A mod D oder Ay, NA =0 mod D.

Gelte Ap,NA = () mod D. Nach Voraussetzung ist A, C A mod D. Daraus
folgt Ay, N Ay = mod D. Da G; UG, unabhéngig mod D ist, das heift,
Ap N Apz #0 mod D und AN Ay, =0 mod D, folgt dass Ay, N Ap, = 0
mod D. Somit gilt A1 € A mod D, da die Menge Ay, \ A sonst der Maxi-
malitdt der Partition widerspricht, da sie nicht leer ist und einen nicht-leeren
Schnitt mit allen Ay, und Aj: hat. Ay, \ A wire somit ein weiteres Element
der Partition. Daraus folgt die Behauptung.

4. Wenn f,, € G verschieden sind, |ran(f,)| > 1, 5% # j! € ran(f,) und h,, de-
finiert ist durch h,,(f;) = 4 fiir | < nund h,(f,) = j}, dann sind h,, € FI(G)
und A, # () mod D(n < w) Ny paarweise verschiedene Elemente von B(D),
die nicht Null sind. Nach 2. gilt

f€G=|ran(f)| < CC(B(D)).

Daraus folgt die Behauptung. ]
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Nach 1. existiert fiir jede Teilmenge B C w eine Partition A mod D, so
dass

(i) B auf A basiert,
(i) AC FL(G).

Weiter gilt nach 4., dass A notwendigerweise abzéihlbar sein muss und somit
existiert eine abzéihlbare Teilmenge Gy C G, so dass A C F14(Gy), das heifit
B wird durch FI,(Gy) mod D unterstiitzt.

Im néchsten Lemma fassen wir alle vorher bewiesenen Eigenschaften in der
Form noch einmal zusammen, in der wir sie spater bendétigen.

Lemma 4.57. Sei G C w® eine Familie surjektiver Funktionen und D ein
maximaler Filter auf w, modulo welchem G unabhdngig ist.

1. FI|(G) ist dicht mod D, das bedeutet fiir jedes B C w mit B # ()
mod D, existiert ein A, € FI(G), so dass A, C B mod D.

2. Fiir jedes B C w existiert eine abzdhlbare Teilmenge Gy C G, so dass
B durch F1,(Gy) mod D unterstitzt wird.

3. Sei G =G UGy und A C w werde durch FI4(G;) mod D unterstitzt.
Wenn h € FI(G) und A, C A mod D ist, dann ist Ap, C A mod D,
wobei hy = h | Gy.

Das folgende Lemma stellt sicher, dass sich unsere Konstruktion auf die
Anfangsstiicke von (][, w)/ =p konzentriert.

Lemma 4.58. Sei G C w¥ eine Familie surjektiver Funktionen und D ein
mazximaler Filter auf w, modulo welchem G unabhdingig ist. Sei g € w* eine
Funktion, so dass | < g/D fir allel € w. Dann ist f/D < g/D fir alle
f € G. Folglich gilt fir jeden Ultrafilter D* 2 D, f/D* < g/D*.

Beweis. Wir nehmen an, dies gilt nicht. Dann existiert ein f € G mit
g/D < f/D.Dannist A = {n€w| f(n) >g(n)} # 0 mod D. Nach 4.56,
2. gilt fiir ein I € w, AN f71(1) #0 mod D. Folglich ist

{nlgn)<IyD2ANFYI)#0 mod D.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass [ < g/D fiir alle | € w. O

Lemma 4.59. Sei G U G* C w* eine Familie surjektiver Funktionen und
set D ein mazimaler Filter auf w, modulo welchem G U G* unabhdngig ist.
Sei I eine lineare Ordnung und sei G = {f; | t € I} durch Elemente von I
indiziert. Dann existiert ein Filter DY O D der folgende Bedingung erfiillt:
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1. Wenn s €I undl € w ist, dann ist | < fs/DT.
2. Wenn s <t €I ist, dann ist fs/DT < f;/D+.

3. Sei (I1,I3) ein (X, 0)-Schnitt von I, so dass X\,0 > w. Dann existiert
fiir keinen Ultrafilter U O DV auf w eine Funktion g € w*“, so dass

fs/lU < g/U < fiU
fir alle s € I,t € Is.
4. DT st ein mazimaler Filter auf w, modulo welchem G* unabhdngig ist.

Beweis. Fiir jedes t € I und [ € w setze
As={new|l< fi(n)}.
Fiir jedes Paar s <t € I,1 < ¢ € w sei

Bs,t,c - {Tl cw ’ Cfs(”) < ft(n>} :

Fiir jedes Paar r < s € I und jede Funktion g € w¥, fiir die die Menge g~!(I)
durch FI,(G*U{fy |t € I\][r,s]}) mod D fir alle | € w unterstiitzt wird,
setze

Cyrs = n € w | g(n) < f,(n) oder fy(n) < g(n)}.

Sei
E=[DUA,;UBs;.UJCy,

der Filter auf w, der durch D gemeinsam mit allen Mengen A;;, B¢, Cyr s
erzeugt wird.

Behauptung 4.60. Wenn h € FI(G*), dann ist A, # 0 mod E.

Diese Behauptung impliziert schon, dass E nicht trivial ist. Den Beweis
der Behauptung fithren wir spéter.

Gelte die Behauptung. Damit kénnen wir den Beweis von 4.59 vervollstéin-
digen. Wenn wir Lemma 4.53(1) auf die Behauptung anwenden, dann folgt,
dass G* unabhéngig modulo F ist. Nach Lemma 4.53(3) folgt, dass ein ma-
ximaler solcher Filter D™ D FE existiert, modulo welchem G* unabhéngig ist,
damit gilt 4.59(4). Da A;; € D* fiirallet € I und [ € w, folgt [ < f;/D* und
somit 4.59(1). Mit einem analogen Argument folgt 4.59(2), da Bs;. € D¥
fir alle s < t € I. Sei (I, 15) eine (A,0)-Schnitt von I, so dass A\, 0 > w
und g € w¥. Mit 4.57 folgt, dass fiir alle [ € w eine abzédhlbare Teilmenge
G; C GUG* existiert, so dass g~ '(1) durch FI,(G;) mod D unterstiitzt wird.
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Da A, 0 > w, folgt, dass r € I, und s € I, existieren, so dass g~*(I) durch
FI, (G*U{f: |t € I\ [r,s]}) mod D fir alle | € w unterstiitzt wird und folg-
lich C,, s € D*. Daraus folgt, wenn & O D% ein Ultrafilter auf w ist, dass
entweder g/U < f./U oder f,/U < g/U ist. Damit gilt 4.59(3).

Somit geniigt es zu zeigen, dass die Behauptung 4.60 gilt. Sei h € FI(G").
Dann geniigt es zu zeigen, dass

AnN VAt 0 () Bitye N[ Coprs #9  mod D,

i<a ceJ, k<b
i<j<a

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
o lyg <t < <t, furt; €l.
e J C w endlich.
e Wenn k£ < b, dann ry, s, € {t; | i < a}.

Sei T = {f:, | i <a}. Wir definieren im Folgenden induktiv eine Folge von
Funktionen h,, € FI(G U G*) fiir m € w, so dass die folgenden Bedingungen
erfiillt werden:

1. ]’LO = h und hm Q hm+1~
2. domh,, NT = 0.

3. Wenn h* € FI(T) und k < b, dann tritt fiir fast alle m einer der beiden

folgenden Félle ein:
(a) es existiert ein [ € w, so dass Ay, up- C g5 (1) mod D, oder
(b) Ap,on N gy (1) =0 mod D fiir alle | € w.

(Wenn (a) auftritt, dann existiert ein festes [, so dass A, € g5 (1)

mod D fiir fast alle m. Fiir den Induktionsanfang hy = h ist dies klar.)

Um zu sehen, dass die Induktion durchgefiihrt werden kann, muss als erstes

eine Aufzéhlung von abzéhlbar vielen Paaren (h*, k) mit A* € FI(T) und

k < b festgelegt werden. Sei nun h,, definiert und (h*, k) das néchste Paar,
mit dem gearbeitet werden soll. Es sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Es existiert ein [ € w, so dass Ap,up- N gk_l(l) # () mod D. Nach
Lemma 4.57(1) existiert h € FI(G L G*), so dass

A;z - Ahmuh* N gl;1<l> mod D.
Dann muss gelten, dass h,, U h* C h und in diesem Fall setze

hmar =h [ (GUGH\T).
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2. Sonst muss Ay,un N gy (1) =0 mod D fiir alle [ € w und in diesem
Fall setze N1 = hp,.

Die so entstandenen h,,; haben offensichtlich die gewiinschten Eigenschaf-
ten. Sei k < b fest, setze 1, = £,y und s, = (). Setze

T = {fi | 0 & [u(k), 7(K)]} .

Sei h* € FI(T). Dann gilt fiir alle geniigend groflen m entweder:

(i) es existiert ein [ € w, so dass Ay, C g '(I) mod D, oder
(i) Ap,un N gy (1) =0 mod D fiir alle | € w.

Gelte (i): Da g, '(I) durch

FI(G U{fo |t €I\ [rk, sk]})

unterstiitzt wird, impliziert Lemma 4.57(3), dass:

(i)’ es existiert ein [ € w, so dass Ay, o7 € g5 (1) mod D fiir fast alle
m.

Analoges gilt wenn (ii) erfiillt ist, dann impliziert 4.57(3):
(i)’ fiir fast alle m ist A7) Ngr (1) =0 mod D fiir alle | € w.

Sei Uy : w’ — wU {oo} die Funktion definiert durch

[ wenn (i)’ gilt;
oo wenn (ii)’ gilt.

vl 175 - {

Fiir jede unendliche Menge W C w, sei W) die Menge der Funktionen
h*: T — W, so dass h*(f;,) < h*(f,) fiir alle i < j < @ und fiir jedes k < b

J

setze o, wT) — 3, als die durch

0 wenn Wi(h* | Tr) < h*(ftb(k));
ep(h*) =<1 wenn Up(h* [ Tp) > h*(ftT(k));
2 sonst

definierte Funktion. Nach dem Satz von Ramsey 2.25 existiert eine unendliche
Menge W C w, so dass ¢y, | W(T) eine konstante Funktion ist fiir alle k& < b.

Behauptung 4.61. Fiir jedes k < b ist entweder ¢, | W) = 0 oder
o WM =1,
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Beweis der Behauptung 4.61. Wir nehmen an, dass ¢, | W) = 2 ist, so
dass

B () < Wnlh™ TT) < B (fiy)

fiir alle h* € W), Sei | {j | (k) <j < 7(k)}| = p und sei h': T — W eine
strikt wachsende Funktion, so dass

{w e W W (fi ) <0 < W (fiw) }| = 20
Dann kénnen wir &’ zu einer Funktion h* € W(7) erweitern, so dass entweder
WL T TR) = W) < H*(fi)
oder

Ui(h" [ Tw) = V(W) < B (fi,q,)-
Dies ist ein Widerspruch. O]

Wihle nun eine aufsteigende Folge jo < j; < -+ < j, von Elementen aus
W, so dass j; > [; fiir jedes i < a und setze h* € FI(T) als Funktion, die
definiert wird durch h*(f;,) = j; fiir jedes ¢ < a. Um die Behauptung 4.60 zu
Ende zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, dass fiir fast alle m,

Apone € Ap N ﬂ A N ﬂ Bii ;e N ﬂ Cyprisi mod D.

i<a ced, k<b
i<j<a

Es ist klar, dass A, C A fiir alle m und
Ap- C mAli,ti N m B, ;-
i<a c€J,
1<j<a
Sei k <b. Wenn ¢ (h*) = 0, dann ist Wi, (h* [ Ty) < h*(ft,,,) < 0o und somit
ist fiir fast alle m:

Ao € {n € w0 | gu(n) = We(h* 1 ) < W (fi)) = figy ()} mod D.

Analoges gilt, wenn ¢ (h*) = 1 ist und Wy (h* | T;) < oco. Dann ist fiir fast
alle m:

Apgine ©{n € w | g (n) = B* () < Wk 1 i) = gi(n) | mod D.

Andererseits bekommen wir fiir ¢ (h*) = 1 und Wi (h* | T;) = oo fiir fast
alle m:

Ap,one N U g.'()=0 mod D.
lgh*(ft_,.(k))
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Folglich gilt in diesem Fall, dass fiir fast alle m:

Ahmuh* g Cg mod D.

ksTk>Sk
Dies vervollstindigt den Beweis von Lemma 4.59. [

Bevor wir nun den Satz 4.42 beweisen, stellen wir erst noch sicher, dass
eine Familie surjektiver Funktionen der Kardinalitit « = 2% existiert, die
unabhéingig modulo dem Fréchet-Filter ist. Dies besagt gerade der folgende
Satz aus dem Buch von Shelah [She90]:

Satz 4.62. Wenn A\<% = X ist, dann ezistiert eine Familie G aus 2*-vielen
Funktionen von A — X, so dass fiir alle unterschiedlichen f; € G (i < o < K)
und Ordinalzahlen ~v; < X (i < «), die Menge

{C <A | fir jedesi < a, fi(() =} #0
15t.

Beweis. Sei {(A;, (CL: ¢ <), (j¢: ¢ <)) | i <A} eine Aufziihlung aller
Tripel (A,(C¢ : ¢ < ), (je : ¢ < @)), so dass

(i) A Teilmenge von A ist, |A| < k.

(ii) C¢ eine Teilmenge von A ist und ((1) # ((2) bereits Ceqy # Cea)
impliziert.

(ili) @ < Kk und je < A

Die Anzahl der Tripel ist A, da A" = X. Wir definieren fiir jede Teilmenge
B C X eine Funktion fp: A — A. Wir definieren fp(i) wie folgt:
Wenn BN A; = Cf, ist fp(i) = j¢, sonst ist fp(i) = 0.

Wenn By ¢) (¢ < a < &) unterschiedlich sind und jo < A (¢ < A), kénnen wir
eine Teilmenge A C A finden mit |A| < &, so dass By(¢) N A unterschiedlich
sind, also gilt fiir ein i, A; = A, oy = o, Cf = By) N A, ji = j¢, so dass
fBoo (1) = j¢. Somit ist {fp | B C A} eine Familie, die unsere Bedingungen
erfiillt. O

Jetzt haben wir alle Voraussetzungen, um die gewiinschte Menge von
Ultrafiltern zu konstruieren.

Beweis von 4.42. Sei 2¢ = k > wy. Sei {J, | a <2¢} die Menge linearer
Ordnungen, die durch Satz 4.48 gegeben wird. Sei [, = w; + J, fiir alle
a < k. Wéhle ein festes o < k. Zur Vereinfachung der Notation sei vorerst
I, = I. Damit konstruieren wir den zugehérigen Ultrafilter D, = D wie folgt:
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Sei Fy = {X Cw | |w\ X| <w} der Fréchet-Filter auf w. Mit vorigem Satz
folgt dann, dass eine Familie G C w® surjektiver Funktionen der Kardinalitét
Kk = 2¥ existiert, so dass G unabhéngig mod Fj ist. Sei P(w) = {X,, | p < K}
eine Aufzdhlung der Potenzmenge von w, G zdhlen wir durch die Menge
{ fé‘ | 1, ¢ < /<;} auf. Wir definieren induktiv iiber pu < k:

e cine absteigende Folge von Teilmengen
gﬂg{fé’|(<ﬁund,u§y</<a}
und

e cine aufsteigende Folge von Filtern D, auf w,
so dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden:
(i) g
(ii) |{f< |C</iundu<y</i}\gu|<|u|+w
1)
v)

(iii) D, ist ein maximaler Filter, modulo welchem G, unabhéngig ist.

(i

Wenn p = 0 ist, sei Dy 2 Fy der maximale Filter, modulo welchem Gy = G
unabhéngig ist. Wenn p eine Limeszahl ist, dann definieren wir G, = (1, _ i g,
und D, O U, - .. Dy sei ein maximaler Filter, modulo welchem G,, unabhéngig
ist. Bleibt der Nachfolgerfall 1 = v + 1 zu zeigen:

Nach Lemma 4.57 existiert eine endliche Teilmenge F, C G,, so dass G, \ F,
entweder unabhéngig modulo D!, oder unabhéngig modulo D! ist. Hierbei
ist D!, = [D,U{X,}| und D! =[D, U{w\ X, }].

O.B.d.A. sei G, \ F,, unabhéngig modulo D), und E, O D), sei der maximale
Filter, modulo welchem G, \ F, unabhéngig ist. Sei

:{fgegy\f,,|u§7</f}.

Es gilt entweder X, € D, 41 oder w\ X, € D,41.

Die Menge
H,={fleG \F |T=v}

hat Kardinalitdt x, somit koénnen wir H, mit der linearen Ordnung [ indi-
zieren und erhalten H, = {f/ | t € I}. Nach Lemma 4.59 existiert ein Filter
D, O E,, der die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Wenn s € f und l € w, dann [ < f¥/D,,.
2. Wenn s <t € [, dann f¥/D, < f}/D,.
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3. Sei (I, I3) ein (A, §)-Schnitt von I, so dass A, 0 > w. Dann existiert fiir
keinen Ultrafilter & O D,, auf w, eine Funktion g € w*“, so dass

foU < g/u < /U
fiir alle s € I,t € Is.

4. D, ist ein maximaler Filter auf w, modulo welchem G,, unabhéngig ist.

Setze D =J,,_,. D,. Nach (iv) ist D ein Ultrafilter.

Behauptung 4.63. Wenn L ein Anfangsstick von ([[,w)/ =p ist, dann
existiert ein u < k, so dass {fl'/D |t eI} C L.

p<k

Beweis der Behauptung 4.65. Sei g/D € L. Dann existiert ein u < k, so dass
A={newl|l<g(n)}eD,

fir alle [ € w. Da D,, ein maximaler Filter ist, modulo dem G, unabhingig

ist, impliziert nun Lemma 4.58, dass f/D, < g/D, fiir alle f in G,,. Folglich

ist {f{'/D|tel} CL. O
Von nun an miissen wir wieder D,, I, = w; + J, etc. schreiben.

Behauptung 4.64. Sei o < 2" fest gewdhlt. Dann hat die Menge

Bo={B<2"| ((Hm/zm) ~ | ([« =»,

hochstens Kardinalitit k.

Beweis der Behauptung 4.64. Wir nehmen an, dass |E,| > kT ist.
Fiir jedes 8 € E, sei Lz bzw. Mgz ein Anfangsstiick von (Hpﬂ w)/ =p,

bzw. ([p, w)/ =p., so dass ein Isomorphismus ¢g: Ls — Mg existiert. Nach
Behauptung 4.63 existiert fiir jedes 8 € £, ein ug < k, so dass

Rs={f"/Ds | t € Is} C Ls.

Sei Sg = {f{”/Ds |t €w}und Ty = {f;"/Ds |t € Js}. Seil =cf(r)+wo.
Dann legt (¢s[Ss], ws[Tp]) den (wi,8)-Schnitt (Ag, Bg) von ([, w)/ =p,
fest, der definiert wird durch:

Az ={g/D, € ((Hw)/ =p,) | kK < 9/Ds < ps(s) fiir ein s € S,

Da
fir alle k € w}
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und
Bg = {g/Da € ((Hw)/ =p,) | 9/Da > @s(t) fiir ein t € Tg} :

Nach Satz 4.49 existieren § # v € E,, so dass (Ag, Bg) = (A4,, B,). Dies ist
aber unmoglich, da wir invariante koinitiale Einbettungen von Jg, J, nach
By = B, definieren kénnen durch: ¢ = ps(fe”) und d — o, (f;7). Dies ist
ein Widerspruch zu Lemma 4.48. O

Also finden wir mit Behauptung 4.64 eine Teilmenge W C 2% der Kardi-
nalitdt 2", so dass

([T«)/ =p.) 2 (([I«)/ =p,)

fiir alle o # 8 € W. Damit folgt die Behauptung von Satz 4.42. O
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