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Vorwort
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In dieser Arbeit wird eine algebraische Invariante fiir Gruppen eingefiihrt
und anschliefend mit Hilfe eines kombinatorischen Prinzips Beispiele fiir
Gruppen konstruiert, bei denen die Bestimmung dieser Invariante nur durch
die Betrachtung der zugrunde liegenden Mengenlehre geschehen kann. Zuletzt
wird die Konsistenz des verwendeten kombinatorischen Prinzips gezeigt.
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ersten Kapitel.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Wir beginnen mit einer Einfiihrung in das Automorphismenturmproblem und
der Frage nach der Existenz von Gruppen mit stark manipulierbaren Auto-
morphismentiirmen.

Zu Beginn des ersten Abschnittes definieren wir den Automorphismen-
turm einer Gruppe und zitieren anschlieBend die grundlegenden Resultate
von Simon Thomas und Joel Hamkins, die besagen, dass fiir jede Gruppe
G eine Ordinalzahl 7(G) existiert, fiir die der Automorphismenturm von G
nach 7(G) Schritten terminiert. Wir kénnen also jeder Gruppe G die rein
algebraisch definierte Invariante 7(G) zuordnen.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels erlautern wir, warum diese alge-
braische Definition auch von mengentheoretischem Interesse ist, indem wir
zeigen, dass zur Berechnung von 7(G) auch der mengentheoretische Hinter-
grund, in dem diese Berechnung stattfindet, einbezogen werden muss, da
7(G) in verschiedenen Modellen der Mengenlehre, die G enthalten, vollig
unterschiedliche Werte annehmen kann. Dazu préasentieren wir ein Ergebnis
von Joel Hamkins und Simon Thomas, das zeigt, wie sich zu einer gegebe-
nen Kardinalzahl k£ Gruppen konstruieren lassen, fiir die 7(G) in Forcing-
Erweiterungen jeden Wert zwischen 0 und x annimmt. Zur Konstruktion
dieser Gruppen verwenden wir ein kombinatorisches Prinzip fiir Graphen,
das es uns ermoglicht, durch Forcing Isomorphismen zwischen im Grund-
modell nicht-isomorphen Graphen zu erzeugen. Die Automorphismengruppe
eines Graphen, der diese speziellen Graphen als Teilgraphen enthélt, ldsst
sich dann ebenfalls durch Forcing entscheidend verdndern. Mit Hilfe dieser
Automorphismengruppen werden dann die gesuchten Gruppen konstruiert.
Die Hohe des Automorphismenturms dieser Gruppen in einem gegebenen
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Modell der Mengenlehre ist damit direkt abhéngig von der Existenz gewisser
Isomorphismen in diesem Modell.

Anschlielend présentieren wir zwei Sitze, aus denen die Konsistenz des ver-
wendeten Prinzips folgt. Der erste leitet das verwendete Prinzip fiir Graphen
aus einem verwandten kombinatorischen Prinzip fiir Baume her. Das zwei-
te Resultat von Gunter Fuchs und Joel Hamkins leitet dieses Prinzip fiir
Bédume aus einem anderen kombinatorischen Prinzip her, das zum Beispiel
im konstruktiblen Universum L gilt.

Diese Arbeit zeigt also nicht nur, dass die Existenz von Gruppen, deren
algebraische Eigenschaften sich nicht ohne Kenntnis der zugrunde liegenden
Mengenlehre bestimmen lassen, durch die Axiome von ZFC nicht ausgeschlos-
sen wird, sondern auch, dass uns diese Gruppen in einer groflien Klasse von
relevanten ZFC-Modellen begegnen.

1.1 Das Automorphismenturmproblem

Um den Automorphismenturm einer beliebigen Gruppe zu definieren, benétigen
wir zunéchst den Begriff des direkten Limes von Gruppen.

1.1.1 Definition: (i) Eine partielle Ordnung P = (P, <) heifit gerichtet,
falls fiir alle p, g € P ein r € P existiert mit p,q < r.

(ii) Sei (P, <) eine gerichtete partielle Ordnung, (G,),ep eine Familie von
Gruppen und fiir p,q € P mit ¢ < p sei & : G, — G, ein Gruppenhomo-
morphismus.

Das Paar ((Gy)pep; (§7)q<p) heifit direktes System von Gruppen, falls gilt:
- &b =idg, fiir alle p € P.
G =Eod firr < g <p.

(iii) Sei ( (Gp)pep, (€8)q<p) ein direktes System von Gruppen, G eine Grup-
pe und fiir jedes p € P sei £ : G, — G ein Gruppenhomomorphismus.
Das Paar (G, (§7),ep) heiit direkter Limes des direkten Systems, falls gilt:

- {7 =¢EP o &l fiir alle g < p.

- Fiir jede Gruppe H und Gruppenhomomorphismen ¢? : G, — H mit
(7 = (Poél fiir alle ¢ < p existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus
¢ G — Hmit (P = pof? fiir alle p € P, das heifit, das folgende Diagramm

2
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kommutiert:

Die folgenden Eigenschaften des direkten Limes werden fiir uns wichtig
sein. Ein Beweis des Lemmas findet sich zum Beispiel in [Rob96], Seite 22.

1.1.2 Lemma: Sei ((Gp)pep; (§})4<p) €in direktes System von Gruppen.

(i) Es existiert ein direkter Limes des direkten Systems.

(ii) Fur zwei direkte Limiten (G, (€7),ep) und (H, (¢?)yep) des direkten
Systems existiert ein Gruppenisomorphismus ® : G — H mit (¥ = ® o &P
fiir alle p € P.

(ili) Ist (G, (&?)pep) ein direkter Limes des direkten Systems, so gilt
G= UpEP é’p " GP‘

(iv) Sind alle &P Monomorphismen, das heifit injektive Homomorphismen,
so auch alle &P.

Sei G eine beliebige Gruppe. Mit der Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung und der Identitdt als neutralem Element verfiigt die Menge
Aut(G) der Gruppenautomorphismen von G wieder iiber eine Gruppenstruk-
tur und beziiglich dieser ist die Abbildung

ic: G — Aut(G); g— i, :=[h— h' :=gohog ]

ein Gruppenhomomorphismus. Wir nennen Inn(G) := i¢” G die Gruppe der
inneren Automorphismen von G. Fiir g € G und © € Aut(G) gilt

71'01'9071'_1 :iﬂ(g). (1.1)
Damit ist Inn(G) ein Normalteiler von Aut(G).
Die Iteration dieser Konstruktion fithrt zum Begriff des Automorphismen-
turms einer Gruppe.

1.1.3 Definition: Sei G eine beliebige Gruppe.

Definiere rekursiv Gruppen G* und Gruppenhomomorphismen &5 : G —
G, fiir B < a, so dass ((G”)seq, (£0)y<p<a) fiir alle @ € Ord ein direktes
System von Gruppen bildet:
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- GY:= G und & = idg.

- G = Aut(GY), gi} := idaut(ge) und fg‘“ 1= ige 0 §f fiir < a.

- Fiir X € Lim sei { G*, (€})q<y) ein direkter Limes von { (G%)qen, (€5)p<a<r)-
Mit £ := idg» sind die geforderten Bedingungen erfiillt.

Die Sequenz ((G*)acord; (§5)s<acord) heifit dann der Automorphismenturm

von G und G® die a-te Stufe des Automorphismenturms von G.

Wir sagen, der Automorphismenturm von G terminiert nach « Schritten,

falls €271 ein Isomorphismus ist und damit auch alle £° fiir 8 > a.

Fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe H von G schreiben wir
CqH):={geG|goh=hogfiiralle he H}

fiir den Zentralisator von H in G und C(G) := C¢(G) fiir das Zentrum von
G. Es gilt Ker(ig) = C(G).

Fiir eine Gruppe G mit trivialem Zentrum ist die Einbettung iq somit injektiv
und wegen (1.1) gilt zusétzlich

CAut(G)(Inn(G)) = {Idg} (12)

Damit ist auch Aut(G) eine Gruppe mit trivialem Zentrum.

Induktiv folgt nun aus 1.1.2, dass alle Homomorphismen & des Automorphis-
menturms Monomorphismen sind und alle Gruppen G ein triviales Zentrum
besitzen. Fiir jedes a € Ord kann der Automorphismenturm von G bis zur
a-ten Stufe mit einer aufsteigenden Sequenz (&5 ek )s<a von Untergruppen
von G* identifiziert werden.

Der Ausgangspunkt fiir diese Arbeit liegt in den nachfolgenden Resulta-
ten, die zusammen zeigen, dass fiir jede Gruppe G eine minimale Ordinalzahl
7(QG) existiert, fiir die £:((g))+1 ein Isomorphismus ist.

Wir nennen 7(G) die Hohe des Automorphismenturms von G.

1.1.4 Satz (Automorphismenturmtheorem):

(i) (S. Thomas, [Tho98]) Der Automorphismenturm einer Gruppe G mit
trivialem Zentrum terminiert in weniger als (2|G‘)+ Schritten.

(ii) (J.D. Hamkins, [Ham98]) Fiir eine beliebige Gruppe G existiert eine
Ordinalzahl a, so dass G eine Gruppe mit trivialem Zentrum ist.
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1.2 Stark manipulierbare Automorphismen-
tirme

Wir beginnen mit der Formulierung des verwendeten kombinatorischen Prin-
zips fiir Graphen. Um sie moglichst allgemein zu halten, verwenden wir die
Sprache der Kategorientheorie (zu Beginn des 2. Kapitels geben wir eine
kurze Einfiihrung in alle grundlegenden verwendeten Begriffe und definieren
alle auftauchenden Kategorien). Dadurch reduzieren sich die Beweise vieler
Aussagen auf die Herleitung von sogenanntem ,, abstract nonsense*, das heifit
den Nachweis universeller Eigenschaften bestimmter Objekte.

Wir bezeichnen die Kategorie der zusammenhéngenden Graphen mit Graph
und die Kategorie der Baume mit Tree.

Der folgende Begriff ist fiir unser Ziel von zentralem Interesse:

con

1.2.1 Definition: Ein Objekt X einer Kategorie C heifit rigide, falls die
Identitét idx der einzige C-Automorphismus von X ist.

Zur Formulierung des Prinzips benotigen wir auflerdem noch die folgende
Sprechweise:

1.2.2 Definition: Sei x eine Kardinalzahl, E eine Aquivalenzrelation auf
und (X, )a<x €ine Sequenz von rigiden, paarweise nicht-isomorphen Objekten
einer Kategorie C.

Wir sagen E wird durch eine partielle Ordnung P mit (X, )a<x realisiert, falls:
- [P Kardinalitéiten und Kofinalitdten erhalt.

- P keine neuen s-Sequenzen von Elementen des Grundmodells hinzufiigt.

- 1p IF (Yo < k) X, ist ein rigides Objekt von C*.

I l- (Va, 8 < k) [Xo 2 X +— a FJ).

Bei gegebener Kardinalzahl « definieren wir fiir Paare 0 < oo < f < &
folgende, einfache Aquivalenzrelationen R auf

YR30 = v=6 Vv {y,6} {0} U], f].

Das von uns verwendete Prinzip kann dann wie folgt formuliert werden:
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1.2.3 Definition: Sei C eine Kategorie und x > w eine Kardinalzahl.
(%)€ ist die Aussage:

Es existiert eine Sequenz (X, )a<x von rigiden, paarweise nicht-
isomorphen Objekten von C und partielle Ordnungen (P§)o<a<p<s;
so dass Rj fiir alle 0 < a < B < Kk durch P5 mit (X4)a<x realisiert
wird.

Mit diesem Prinzip lassen sich nun die Gruppen konstruieren, deren Au-
tomorphismenturm sich wie gewiinscht durch Forcing manipulieren lésst.

Satz A(J. D. Hamkins, S. Thomas, [HT00]): Es gelte (x)s"en
Dann existiert fiir jedes o < k eine Gruppe G mit 7(G) = « und trivialem
Zentrum , so dass fiir alle 0 < 3 < k eine partielle Ordnung P existiert, fiir
die gilt:

- Pg erhélt Kardinalitdten und Kofinalitdten.

- P fiigt keine neuen r-Sequenzen von Elementen des Grundmodells hinzu.

-, IF7(G) = 8.

Wir beweisen den Satz schrittweise in den Kapiteln 2-4.

Durch Kodierung erststufiger Strukturen in zusammenhéngenden Gra-
phen beweisen wir im ersten Abschnitt des 5. Kapitels den folgenden Satz.

Satz B: Sei k > w eine Kardinalzahl. Dann gilt

(07— (1) S0P

Tree

o ¢ aus einem bekannten kombinatorischen

Zuletzt zeigen wir, dass (x)
Prinzip folgt.

1.2.4 Definition: Sei k > w eine Kardinalzahl. Setze
Cof, :={a < k" |cof(a) =k }.
Dann ist ¢+ (Cof,;) die Aussage:

Es existiert eine Sequenz (Dg)accof, von Teilmengen von k¥, so
dass fiir jede Teilmenge A von k' die Menge

{aeCof,|]anNA=D,}

stationdr in k1 ist.
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Aus O+ (Cof,) folgt Cof,, # () und « ist somit eine regulidre Kardinalzahl.
Im konstruktiblen Universum L gilt ¢+ (Cof,) und 2<* = & fiir unbeschrénkt
viele reguldre Kardinalzahlen x, wie sich zum Beispiel in [Dev84] nachlesen
lésst.

Zuletzt werden wir durch den Beweis des folgenden Satzes die Konsistenz
von (¥)5Peon zeigen.

Satz C (G. Fuchs, J. D. Hamkins, [FHO07]): Fiir alle Kardinalzahlen s
gilt
(Ot (Cof ) A2F = k) — (%) e,

K

Ist H eine Gruppe, P eine partielle Ordnung und V' [G] eine P-generische
Erweiterung des Grundmodells V', so folgt aus 7(H)y > 0 trivialerweise auch
7(H)vig > 0. Die obigen Resultate zeigen nun, dass dies die einzige nicht-
triviale in ZFC beweisbare Aussage iiber den Zusammenhang von 7(H)y und
7(H)y[q fiir beliebige Gruppen H und partielle Ordnungen P ist.
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Kapitel 2

Gruppen von Automorphismen

In diesem Kapitel leiten wir die technischen Grundlagen zur Konstruktion
der Gruppen aus Satz A und zum Nachweis ihrer geforderten Eigenschaften
her. Diese Gruppen werden aus Automorphismen gewisser mathematischer
Objekte bestehen. Dies eroffnet uns die Moglichkeit, anhand der Operatio-
nen der Automorphismen zusétzliche Informationen iiber die Struktur der
jeweiligen Gruppen zu gewinnen.

Um moglichst allgemein iiber mathematische Strukturen zu sprechen, ver-
wenden wir die Sprache der Kategorientheorie, die im ersten Abschnitt vor-
gestellt wird. In den folgenden beiden Abschnitten verallgemeinern wir die
Begriffe der disjunkten Vereinigung und der Permutationsgruppe von der Ka-
tegorie der Mengen auf beliebige Kategorien. Mit Hilfe dieser Begriffe werden
dann in den letzten beiden Abschnitten Objekte und Gruppen konstruiert,
die im Beweis von Satz A verwendet werden.

2.1 Kategorien

Wir geben eine kurze Einfiihrung in die Sprache der Kategorientheorie und
entwickeln Begriffe, die fiir spédtere Konstruktionen verwendet werden. Dabei
folgen wir der Darstellung in [Mac98].

2.1.1 Definition: Eine Kategorie C ist ein Tupel
C = (Ob(C), Mor(C),dom¢, codc, oc, lc)

bestehend aus:
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- Einer Klasse Ob(C), den Objekten von C.

- Einer Klasse Mor(C), den Morphismen oder Pfeilen von C.

- Abbildungen dom¢, cod¢ : Mor(C) — Ob(C), die jedem Morphismus seine
Doméne und Kodoméne zuordnen.

- Einer Verkniipfungsabbildung

oc : { (¢, 1) € Mor(C) x Mor(C) | dom¢ () = code () } — Mor(C).

- Einer Abbildung l¢ : Ob(C) — Mor(C), die jedem Objekt X von C einen
Identitats-Morphismus l¢(X) zuordnet.

fiir die folgende Axiome gelten:

(C1) dom¢(le(X)) = code(le(X)) = X fiir alle X € Ob(C).

(C2) dome(poct) = dome(1)), code(poct)) = code(p) fiir alle p, ¥ € Mor(C)
mit dome(p) = code(v)).

(C3) pocle(X) =, l(X) oc1p =9 fiir alle ¢, 1 € Mor(C) mit dome(p) = X
und cod¢(¢)) = X.

(C4) poc (Y oc ) = (poct)oc fir alle g, 1, & € Mor(C) mit dome(p) =
code () und dome () = code(€).

Immer wenn im Folgenden klar ist, von welcher Kategorie gesprochen
wird, schreiben wir idx := l¢(X) und verzichten auf die entsprechenden Indi-
zes.

Im Blickpunkt der Kategorientheorie liegt die Existenz von Morphismen
mit gewissen Eigenschaften zwischen Objekten einer Kategorie.
Fir X;Y € Ob(C) definieren wir die Klasse der Morphismen von X nach Y
als
More(X,Y) := { ¢ € Mor(C) | dom¢(p) = X, code(¢) =Y }

und schreiben ¢ : X — Y oder X 2 Y fiir ¢ € More(X,Y).

Wichtige Eigenschaften von Morphismen kénnen dabei héufig durch kommu-
tative Diagramme dargestellt werden. Zum Beispiel besagt das Axiom (C4),
dass das Diagramm

W—>X

pocy
INEAN

YT>Z

fir alle £ € More(W, X), ¢ € More(X,Y) und ¢ € More(Y,Z) kommutiert.
Wir definieren einige weitere Begriffe, die wir spéter benotigen werden.

10
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2.1.2 Definition: Sei C eine Kategorie.

(i) C heifit lokal-klein, falls Morc(X,Y) fiir alle X, Y € Ob(C) eine Menge
ist.

(ii) Ein Morphismus ¢ heifit Monomorphismus, falls fiir alle Morphismen
¥, & mit dome () = dome(€), code (1)) = code(§) = dome () und porh = poek
schon ¢ = ¢ gilt.

(iii) Ein Morphismus ¢ € Mor¢(X,Y) heiBt Isomorphismus von X nach
Y, falls ein ¢! € More (Y, X) mit poe ™! = idy und ¢~ oo = idx existiert.
Mit Isoc(X,Y) bezeichnen wir die Klasse der Isomorphismen von X nach Y.
Wir schreiben X Y, falls Isoc (X, Y) # (), und sagen X und Y sind isomorph.

(iv) Fiir ein Objekt X von C definieren wir die Klasse der Automorphis-
men von X als Aute(X) := Isoc(X, X).

Die folgenden Aussagen leiten sich direkt aus den jeweiligen Definitionen
ab.

2.1.3 Proposition: (i) Die Komposition von zwei Monomorphismen ist wie-
der ein Monomorphismus, die Komposition von zwei Isomorphismen ist wie-
der ein Isomorphismus und alle Isomorphismen sind Monomorphismen.

(ii) 2 ist eine Aquivalenzrelation.

(iii) Ist C lokal-klein, so verfiigt die Menge Aute(X) fiir jedes Objekt
X € Ob(C) iiber eine Gruppenstruktur mit der Kompositionsabbildung als
Verkniipfung und idx als Eins.
Fiir ¢ € Iso¢(X,Y) ist

k, : Aute(X) — Aute(Y), m— 1¥ = pomop (2.1)
ein Isomorphismus von Gruppen mit & =k,

2.1.4 Definition: Eine Kategorie D heifit Unterkategorie einer Kategorie
C, falls Ob(D) C Ob(C), Mor(D) C Mor(C), domp = dome | Mor(D),
codp = code [ Mor(D), Ip = lec | Ob(D) und ¢ o¢c ¢ = ¢ op ¢ fiir alle
passenden ¢, ¢ € Mor(D).
D heifit volle Unterkategorie von C, wenn zusétzlich More(X,Y) = Morp(X,Y)
fir alle X, Y € Ob(D) gilt.

Jede Teilklasse von Ob(C) definiert also eine eindeutige volle Unterkate-
gorie von C und eine volle Unterkategorie wird eindeutig durch ihre Objekte
definiert.

11
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Als Nichstes geben wir eine Ubersicht iiber alle im Folgenden auftre-
tenden Kategorien. Um diese Kategorien mit wenig Aufwand einzufiihren,
bemerken wir zunéchst, dass eine Kategorie C schon vollstindig durch die
Festlegung der folgenden Punkte charakterisiert wird:

- Die Klasse Ob(C).

- Definition der Klasse Mor¢(X,Y) in den Parametern X,Y.

- Eine Abbildung | : Ob(C) — V mit |(X) € Mor¢ (X, X) fiir alle X € Ob(C).
- Definition einer Verkniipfungsabbildung

ox vz : More(Y,Z) x More(X,Y) — More(X, Z),

die (C3)4(C4) erfiillt, in den Parametern X,Y,Z.
Dann kann man zum Beispiel

Mor(C) := { (¢, X,Y) | X,Y € Ob(C), ¢ € Morc(X,Y) }
setzen und alle Abbildungen aus 2.1.1 in offensichtlicher Weise definieren.

Bei jeder im Weiteren auftretenden Kategorie C existieren zu zwei Objek-
ten X, Y € Ob(C) Mengen a(X), a(Y) mit More(X,Y) C *Xq(Y). Identitst
und Verkniipfung sind durch die Identitdtsabbildung id,x) und die Kompo-
sition von Abbildungen gegeben.

Damit beweist ZFC, dass jede dieser Kategorien lokal-klein ist.

2.1.5 Beispiele: (i) Die Kategorie Set der Mengen:
Objekte von Set sind Mengen. Morphismen von Set sind Abbildungen zwi-
schen Mengen. Es gilt also Ob(Set) = V' und Morse(,y) = y.

(ii) Die Kategorie Graph der (ungerichteten) Graphen:
Objekte von Graph sind Graphen, das heifit Paare I' = ( P, K) bestehend aus
einer Menge P, den Punkten von I', und K C {k C P|1 < |k] < 2}, den
Kanten von I
Ein Morphismus f zwischen zwei Graphen ( P, K) und (Q, L) ist eine Abbil-
dung f: P — Q mit f” k € L fiir alle k € K.

(iii) Die Kategorie Graph,,, der zusammenhéngenden Graphen:
Ein Weg der Liange n < w durch einen Graphen I' = (P, K) ist eine Abbil-
dung w : n+1 — P mit {w(m),w(m + 1)} € K fiir alle m < n.
Ein nicht-leere Teilmenge X von P heifit zusammenhdngend, wenn fiir al-
le p,g € X ein n < w und ein Weg w der Linge n mit w(0) = p und
w(n) = q existieren. Eine C-maximale zusammenhéngende Teilmenge von P

12
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heifit Zusammenhangskomponente von I'. I" heifft zusammenhéngend, falls P
zusammenhéangend ist.
Die Kategorie Graph,,,, ist die volle Unterkategorie von Graph, deren Objekte
zusammenhéangende Graphen sind.

(iv) Die Kategorie Field der Korper:
Objekte sind Korper, Morphismen sind Kérperhomomorphismen.

(v) Die Kategorie Sg der £-Strukturen:
Sei £ = (€,F,B) eine Sprache der Logik 1. Stufe. Objekte von Sg sind £-
Strukturen § = (S,C,F,P). Ein Morphismus ¢ zwischen zwei Strukturen
S =(S,C,F,P) und &' = (S§',C",F', ")) ist eine Abbildung ¢ : S — S’ mit:
(a) p(cs) = cg fiir alle ¢ € €.
(b) o(fs(x1,...,2,)) = fs(p(x1),...,0(x,)) fir alle f € Fmit #f =n und
T1,..., Ty €S.
(c) (z1,...,2,) € Ps = (p(z1),...,0(x,)) € Ps fiir alle P € P mit #P =n
und zq,...,z, €S.
AuBlerdem definieren wir fiir eine Kardinalzahl x

Ob(Sg)=" = {(S,C,F,P) € Ob(Se) | |S| < #}

und analog Ob(Sg)” fiir die Klasse der £-Strukturen, deren Triager Kardina-
litdt x besitzt.

(vi) Die Kategorie PO der partiellen Ordnungen:
Objekte von PO sind partielle Ordnungen, das heiit Paare P = (P, <p) be-
stehend aus einer Menge P und einer reflexiven und transitiven Relation <p
auf P. Ein Morphismus zwischen zwei partiellen Ordnungen P = (P, <p)
und Q = (Q, <g) ist eine Abbildung ¢ : P — Q mit p(p) <g ¢(q) fir alle
p,q € P mit p <pgq.
Wir nennen P strikt, falls fiir alle p,q € P mit p <p ¢ und ¢ <p p bereits
p = q gilt.
Ist £< die Sprache der Logik 1. Stufe mit einem zweistelligen Pradikatensymbol
<, so kann PO als volle Unterkategorie von S¢_ aufgefasst werden, indem man
(P, <p) mit der Struktur (P, 0,0, {<p}) identifiziert.

(vii) Die Kategorie Tree der Baume:
Wir nennen eine partielle Ordnung T = (T, <) einen Baum, falls T strikt
ist und fiir alle t € T

s<pt:=s<ptAs#t

eine Wohlordnung auf

predr(t) :={seT|s<rt}

13
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definiert. Tree ist die volle Unterkategorie von PO mit Baumen als Objekte.

Die Automorphismengruppen, die wir konstruieren werden, sollen auch in
generischen Erweiterungen des Grundmodells auf den zugehorigen Objekten
operieren. Dazu muss zunéchst sichergestellt werden, dass die Objekte und
Morphismen der Kategorie aus dem Grundmodell auch in der generischen
Erweiterung dieser Kategorie angehoren.

2.1.6 Definition: Eine Kategorie C heifit aufwérts-absolut, falls die definie-
renden Formeln fiir die Klassen Ob(C), Mor(C) und Abbildungen dom¢, codc,
le, oc aufwirts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle sind.

Alle in 2.1.5 verwendeten Formeln zur Definition der jeweiligen Katego-
rien sind absolut beziiglich transitiven ZFC-Modellen. Somit sind alle auf-
gefiihrten Kategorien aufwérts-absolut.

2.2 Koprodukte

Der Begriff des Koproduktes verallgemeinert die Eigenschaften der disjunk-
ten Vereinigung einer Familie von Mengen auf beliebige Kategorien. Er wird
es uns ermoglichen, aus einer gegebenen Familie von Objekten ein neues Ob-
jekt mit niitzlichen Eigenschaften zu konstruieren.

2.2.1 Definition: Sei C eine Kategorie, I eine Indexmenge und (Xj);c; eine

Familie von Objekten von C.

Ein Paar K =(X, (1;)ie1) heiBt Koprodukt der (X;);er, falls gilt:

- X € Ob(C), 1 € More(X;, X) fiir alle i € I.

- Fur alle Y € Ob(C) und jede Familie von Morphismen (g; € More (X, Y))1er
existiert ein eindeutiger Morphismus ® € Mor¢(X,Y), so dass ¢; = ® oy
fiir alle i € I gilt und somit das Diagramm

2.y (2.2)
Pi

kommutiert.



2.2. KOPRODUKTE

Die zu einem Koprodukt gehorigen Morphismen (i;);c; werden als Ein-
bettungen in das Koprodukt bezeichnet.

Das folgende Lemma zeigt, dass das Objekt X durch die universelle Ei-
genschaft des Koproduktes schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

2.2.2 Lemma: Seien (X, (1;)ier) und (X', (¢!)ier) Koprodukte einer Familie
(Xj)ier von Objekten einer Kategorie C.

(i) Gilt fiir Y € Ob(C) und ¢, ¢ € More(X,Y) wou; =1poy; fiirallei € 1
so folgt ¢ = 1.

(ii) Es existiert ein Isomorphismus @ € lIsoc(X, X’) mit

Ll =>®oy (2.3)

fiir alle i € I.
(iii) Ist die Einbettung ¢ fiir ein i € I ein Monomorphismus, so auch ¢!.

Beweis. (i) Aus der universellen Eigenschaft des Koproduktes folgt die Exis-
tenz eines eindeutigen Morphismus ® € Mor¢(X,Y) mit ®oy; = poy fiir alle
i € I. Da sowohl ¢ als auch 1 diese Gleichungen fiir alle i € I erfiillen, folgt
p=>0=1.

(ii) Die universelle Eigenschaft des Koproduktes liefert Morphismen & €
Morc (X, X") und ¥ € More (X', X) mit tf = ® oy und ¢; = Wo fiir allei € L.
Daraus folgt idx oty =t = Vo = (Vod)oy und idy o] =1l = Poy =
(® o U)ol und mit (i) folgt ¥ = &1,

(iii) Sei @ der Isomorphismus mit (2.3). Nach 2.1.3,(i) ist dann auch ¢ ein
Monomorphismus. ]

2.2.3 Beispiele: (i) Koprodukte in Set:
Sei (Aj)ier eine beliebige Familie von Mengen. Wir definieren

| |A={(zi)|icLze A}

iel
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und fiir i € I Einbettungen

e A — |_|Ai, r+— (x,1).
i€l
Dann ist (| |i.; A, (6i)ier) ein Koprodukt der (Aj)ier, da fiir jede Menge (2
und Abbildungen (¢; : Aj — Q);e1 die eindeutig bestimmte Abbildung mit
(2.2) durch ®(z,i) := p;(x) gegeben ist.
Ist I = {ip,...,1,} endlich, so schreiben wir auch

AU U A, = A
iel
Da alle ¢; injektiv sind, folgt aus 2.2.2,(iii), dass die Einbettungen aller Ko-
produkte von Set Monomorphismen sind.
(ii) Koprodukte in Graph:
Fiir eine Familie (I'j)ier von Graphen mit I'; = (P, K;) definieren wir den
Graphen

HFi = <|_|P17{{<p71>a<Qal>}|1€I7 {p7Q}€K1}>
i€l el
Dann gilt e; € Morgraph (I, [T;c; i) und ([ ;e I, (ei)ier) bildet ein Kopro-

dukt der (Ij)ie1. Wie in (i) folgt, dass alle Einbettungen in Koprodukte in
Graph Monomorphismen sind.

Ist i € I und X eine Zusammenhangskomponente von I, so ist nach Kon-
struktion X x {i} eine Zusammenhangskomponente von [[,.; Iy und jede
Zusammenhangskomponente von [ [, I'; ist von dieser Form.

Das folgende Lemma soll eine ausreichende Flexibilitéit beim Rechnen mit
Koprodukten sicherstellen.

2.2.4 Lemma: Seien [,J,.K Indexmengen, ¢ : I — K eine Bijektion und

K=]JK

jed

eine Partition von K. Zu Familien (X;)ier, (Yk)xex von Objekten einer Kate-
gorie C sei m; € lIsoc(Xj, Yo()) fiir allei e I.
Ist (Y7, (4 )kek,) fiir jedes j € J ein Koprodukt der (Yi)xex; und (Y, (4)jes)
ein Koprodukt der (Y!)jey, so bildet (Y, (10 () © Ti)ier) ein Koprodukt der
(Xi)ier-
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Beweis. Sei Z € Ob(C) und ¢; € More(X,Z) fiir i € I. Dann ist ¢,-10 ©
7T;,11 w0 € Morc(Yy, Z) fiir alle k € K; und fiir j € J existiert ein eindeutiger
Morphismus ®; : Y/ — Z mit ®; OLJ;T(i) = pjom ! fiir allei € I mit o(i) € K;.
Damit existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus ® : Y — Z mit ® o
tj =@ fiir alle j € J undCDOLJOLf,(i)Om = <I>jOLf7(i)o7ri = pom lom =g

Aus der Eindeutigkeit der ®; folgt die Eindeutigkeit von ® mit dieser Eigen-
schaft. [

Im Beweis von Satz A wollen wir die universelle Eigenschaft (2.2) von
konstruierten Koprodukten auch in generischen Erweiterungen des Grund-
modells verwenden. Dies motiviert die folgende Definition.

2.2.5 Definition: Wir sagen eine Kategorie C besitzt aufwérts-absolute Ko-
produkte, falls C aufwirts-absolut ist und fiir jede Familie (X;);c; von Objek-
ten von C die Aussage

LK ist Koprodukt der (Xj)ier®
aufwarts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle ist.

Die Konstruktionen beliebiger Koprodukte in Set und Graph aus 2.2.3
sind aufwérts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle. Da jedes Kopro-
dukt in Set und Graph isomorph zu einer solchen Konstruktion ist und Iso-
morphie in aufwérts-absoluten Kategorien eine beziiglich transitiver ZFC-
Modelle aufwirts-absolute Eigenschaft ist, besitzen die Kategorien Set und
Graph aufwérts-absolute Koprodukte.

2.3 Die Kategorie A(C)

Ist A € Ob(Set) eine Menge, so nennen wir eine Untergruppe der symme-
trischen Gruppe Sym(A) := {f : A — A| f ist bijektiv } eine Permuta-
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tionsgruppe. Die folgende Definition erweitert diesen Begriff auf beliebige
lokal-kleine Kategorien.

2.3.1 Definition: Sei C eine lokal-kleine Kategorie.

Die Kategorie A(C) der Gruppen von C-Automorphismen wird definiert durch:
- Objekte sind Paare (X, G), wobei X ein Objekt von C und G eine Unter-
gruppe von Aute(X) ist.

- Ein Morphismus von (X, G) nach (Y,H) ist ein Paar (¢, f), wobei ¢ €
More(X,Y) und f : G — H ein Homomorphismus von Gruppen ist, so
dass poem = f(m)ocy fiir alle m € G gilt. Das heif3t, das folgende Diagramm
kommutiert fiir alle 7 € G.

X d Y (2.4)
| o
X Y

- Der Identitéts-Morphismus eines Objektes (X, G) ist (idx, idg).
- Die Verkniipfung von passenden Morphismen ist durch die Verkniipfung in
C und die Komposition von Gruppenhomomorphismen gegeben

(@, f)oae) (¥, 9) == (poct, fog)

Die Verkniipfung ist wohldefiniert, da der Morphismus (¢ o¢ 9, f o g)
wieder (2.4) erfiillt:

(pov)om=pog(m)oy=(fog)(m)o(poy).

2.3.2 Beispiel: Die Objekte der Kategorie A(Set) sind Paare (A, G) beste-
hend aus einer Menge A und einer Untergruppe G von Autse(A) = Sym(A).
Wir nennen ab jetzt die Objekte von A(Set) Permutationsgruppen und schrei-

ben PG := Ob(A(Set)).

Die folgende Proposition stellt sicher, dass A(C) fiir alle von uns betrach-
teten Kategorien C aufwérts-absolut ist.

2.3.3 Proposition: Sei C eine Kategorie mit ZFC + ,,C ist lokal klein*.
Ist dann C aufwérts-absolut, so auch A(C).
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Beweis. Die Aussagen ,P = (X, G)“ und , H ist eine Untergruppe von G*
sind aufwérts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle. Da C aufwirts-
absolut ist, gilt dies ebenfalls fiir die Aussagen ,X ist ein Objekt von C,
7 ist ein C-Automorphismus von X und (o, f) ist ein A(C)-Morphismus*
und die Verkiipfungsabbildung von A(C).

Fiir transitive ZFC-Modelle M, N mit M C N und (X,G) € Ob(A(C))um
gilt dann X € Ob(C)n, G < Aute(X)y < Aute(X)y und damit (X, G) €
Ob(A(C))um- O

Wir bestimmen nun die konkrete Gestalt sémtlicher Isomorphismen zwi-
schen Objekten von A(C). Dadurch kénnen wir spéter ausschlieBen, dass
gewisse Objekte isomorph sind.

2.3.4 Lemma: Fiir Objekte (X, G), (Y, H) von A(C) gilt
Is0.4(0)((X, G), (Y, H)) ={(p.k, | G) | @ € lsoc(X,Y), k," G=H} (2.5)
und (¢, k, [ G) ™t = (o k| H).

Beweis. Ist (¢, f) € lsoa)((X,G), (Y, H)) und (¢, g) = (¢, f)7, so gilt
nach Definition der Verkniipfung in A(C) bereits v = ¢! und g = f~1.
Aus (2.4) folgt dann f(7) = pomop ! = k,(m) fiir alle 7 € G. Damit gilt
f =k, Gund auch k,” G = H, weil f ein Gruppenisomorphismus ist.

Ist ¢ € Isoc(X,Y) und k,” G = H, so ist (2.4) erfiillt und (¢, k, [ G) €
MorA(C)(< X, G>> <Y> H))
Analog folgt (¢!, ky,—1 | H) € Mor ) (( Y, H), (X, G)). Nach Definition der
Verkniipfung in A(C) gilt dann (¢~ k-1 | H) = (¢, k, | G)~! und damit
<907 k«p TG> < lSOA(C)(<X7 G>7<Y7 H>) u

Um Automorphismengruppen verschiedener mathematischer Strukturen
zu vergleichen, fithren wir den Begriff der Aquivalenz ein. Um spezielle Ei-
genschaften einer Kategorie D zu nutzen, wird es wichtig sein, fiir Objekte
(X,G) € Ob(.A(C)) ein dquivalentes Objekt in A(D) konstruieren zu kénnen.

2.3.5 Definition: Seien C und D lokal-kleine Kategorien.

Zwei Objekte (X, G) € Ob(A(C)) und (Y, H) € Ob(A(D)) heiflen dquivalent,
falls ein Gruppenisomorphismus F' : Aute(X) — Autp(Y) existiert, der
H=F"G erfillt.

2.3.6 Proposition: In A(C) isomorphe Objekte sind auch dquivalent.
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Beweis. Fiir (¢, k, [ G) € Isosc)((X,G), (Y, H)) erfiillt F' =k, nach (2.1)
und (2.5) die Bedingungen aus 2.3.5. O

Wir zitieren nun einen Satz, der Beispiele fiir dquivalente Objekte in
verschiedenen Kategorien liefert. Er ermoglicht es uns, zu jedem (T',H) €
Ob(A(Graph)) ein dquivalentes Objekt von A(Field) zu konstruieren.

2.3.7 Satz (E. Fried, J. Kollar, [FK81]): Sei I' = (P, K) ein Graph.

Dann existiert ein Korper Fr mit:

(a) [Fr| = max {|P|,w}.

(b) P ist eine Autgieq(Fr)-invariante Teilmenge von Fr, das heifit P C Fr
und P = 7" P fir alle m € Autgieyg (FF)

(c) Die Abbildung

X : AUtFieId (FF) — AUtGraph(F), T T f P (26)
ist wohldefiniert und ein Isomorphismus von Gruppen.

Eine genaue Analyse der Konstruktion von Fr aus I' im Beweis des Satzes
zeigt auBerdem, dass die Eigenschaften (b)+(c) aus 2.3.7 aufwérts-absolut
beziiglich transitiver ZFC-Modelle sind. Eine solche Analyse der verwendeten
Definitionen findet sich in [Tho|, Kapitel 4.

2.3.8 Korollar: Sei M ein transitives ZFC-Modell und (T, H) € Ob(.A(Graph) ).
Dann existiert ein Objekt (Fr, A) € Ob(A(Field))y, so dass fiir jedes transi-
tive ZFC-Modell N mit M C N gilt

((I',H) und (Fr,A) sind dquivalent)y, .

Beweis. Sei Fr der Kérper aus 2.3.7, A := x5 H mit yy wie in (2.6) und
N ein transitives ZFC-Modell mit M C N.

Da Graph und Field aufwérts-absolute Kategorien sind, bleiben Automorphis-
men aus M in N Automorphismen und es gilt

H S AUtGraph (F)M S AUtGraph(F)N

sowie
A < Autpied(Fr)m < Autpied (Fr)x.

Wegen der Aufwirts-Absolutheit in 2.3.7 ist

XN : Autpied (Fr)n — Autgraph(I)N, 71— 7 [ P
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ein Gruppenisomorphismus, der yy fortsetzt, und durch
A:XI\_/IIHH:X&l”H
bezeugt, dass (I', H) und (Fr, A) in N dquivalent sind. O

2.4 Direkte Produkte in A(C)

Ist (Aj)ier eine Familie von Mengen, so induziert jedes Element (m)ier €
[ L Sym(A;) durch 7(x,i) := (m(x),i) eine Bijektion 7 der disjunkten Ver-
einigung | |;.; Ajer. Mittels Koprodukten verallgemeinern wir diese Konstruk-
tion auf beliebige Kategorien.

2.4.1 Lemma: Sei (X, (¢;)ie1) ein Koprodukt einer Familie (X;);e; von Ob-
jekten einer lokal-kleinen Kategorie C.
(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus

AI . Hiel AUtc(Xi) — AUtc(X) mit
tiom = A((7)ier) 0 4 (2.7)

fiir alle i € I und alle (m;)ier € [[;o; Aute(X).
Fiir (7)ier € [[ie; Aute(X) ist Ag((7;)ier) dabei der eindeutig bestimmte Mor-
phismus, fiir den das Diagramm

A1 ((mi)ier)

X — X (2.8)
X; X;

T

fiir alle 1 € I kommutiert.
(ii) Sind sdmtliche (; Monomorphismen, so auch Aj.

Beweis. (i) Fiir (m)ier € [[;o Aute(X|) existiert ein eindeutig bestimmter
Morphismus Aj((7)ier) : X — X mit (2.8) fiir alle i € 1.

Dann gilt Ar((mi)ie1) © Ai((m)ier) © 6 = Ai((mi)ier) 0 v o T = 4 0 (m o 7))
fir alle i € T und somit A;((m)ier) © Ai((7])ier) = A1((m)ier © (7])ier) fiir alle
(T)ien, (M)ier € [lier Aute(X). AuBerdem gilt wegen Ag((idx;)ier) © 4 =
schon Ar((idx,)ier) = idx. Damit sind alle Aj((7;);e1) Automorphismen und
A ein Gruppenhomomorphismus.

(ii) Sei (m)ier € Ker(Ap). Mit (2.7) gilt dann ¢; o 1y = idx o ¢; = ¢; o idy, fiir
alle i € I und damit m; = idx; = Taute(x))- O
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2.4.2 Definition: Sei C eine lokal-kleine Kategorie, I eine Indexmenge und
({Xj, Gi))ier eine Familie von Objekten von A(C).

Ein Objekt (X, G) von A(C) heifit direktes Produkt der ({Xj, Gj))ier, falls
eine Familie (¢;);e; von Morphismen existiert, so dass gilt:

- 1; € More(X;, X) fiir alle i € 1.

- (X, (t1)ier) ist ein Koprodukt der (X;)ier.

- fiir den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus A; mit (2.7) gilt

G=A" H G;. (2.9)
iel
Wir zeigen zunéchst, von welcher Gestalt direkte Produkte in A (Set) und
A(Graph) sind.

2.4.3 Beispiele: (i) Definiere fiir eine Familie ({ A;, Gi))ier von Permutati-
onsgruppen einen Gruppenhomomorphismus

dp HSym(Ai) — Sym(l_l A)
el el

durch di((0;)ie1){ x,1) := (o3(x),1). Fiir die Einbettungen e; gilt dann

(di((a1)ier) © &) (z) = (0i(2),1) = (e; 0 03) (2)
fir allei € I und x € A;. Damit bildet
H(AiaGi> = <|_|Ai,d1 ! HG1>
iel iel iel

ein direktes Produkt der (( A, Gj))ier in A(Set).
(ii) Fiir eine Familie ((T}, H;));er von Objekten von A(Graph) definieren
wir wie oben

di [ [ Autcrapn(Ts) — Autgeapn(] [ )

iel iel

durch di((m)ie1){p,1) := (mi(p),1). Dann bildet auch

H(Fi,Hﬁ = <Hri7dl g HGi>

iel iel

ein direktes Produkt der ((I'j, H;))ier in A(Graph).
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Wie im zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wir in den néchsten
drei Lemmata die Eindeutigkeit, Flexibilitit und Aufwérts-Absolutheit die-
ser Konstruktion.

2.4.4 Lemma: Zwei direkte Produkte einer Familie (( X;, Gj))ier von Objek-
ten von A(C) sind isomorph in A(C).

Beweis. Seien (X,G) und (X', G') direkte Produkte der ((Xj, G;))ier und
(ti)ier, Ar und (¢))ier, A} Zeugen hierfiir.

Sei @ € Isoc(X, X') der Isomorphismus mit (2.3). Fiir (m)ier € [],¢; Aute(X;)

und alle i € I kommutiert dann das Diagramm

(kooAr)((mi)ie1)

und es gilt

A((m)en) 0 8 2 Lo = (ko o Ap)((mi)ier) o 1.

Mit 2.2.2,(i) folgt A} = k¢ o A; und damit

G = A T Aute(X) = ko " (A" [T Aute(Xi) = ke ” G
iel iel
Nach (2.5) ist dann (@, ke | G) € Isoqc)(( X, G), (X', G')). O

2.4.5 Lemma: Seien I,J,K Indexmengen, o : I — K eine Bijektion,

K=JK
jel

eine Partition von K und ((Xi, Gi))ier, ({ Y, Hx))xex Familien von Objekten
von A(C). Fiir i € I sei (i, kg, [ Gi) ein Isomorphismus von (Xj, G;) nach
Yo, Hog)-

Ist (Y!, H') fiir jedes j € J ein direktes Produkt der ({ Y1, Hy))xex; und (Y, H)
ein direktes Produkt der ({ Y?, H'));cy, so ist (Y, H) auch ein direktes Produkt
der (< Xi, Gi>)i€1~
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Beweis. Fir j € J und k € Kj seien Li : Yy — Y und L YN — Y
die Einbettungen in die entsprechenden Koprodukte und Ak, und Aj die
induzierten Gruppenhomomorphismen mit (2.7).

Nach 2.2.4 ist dann (Y, (4 o Lir(i) o ¢;)ier) ein Koprodukt der (Xj)ier und
induziert einen Gruppenhomomorphismus A; mit (2.7).

Fiir (m)ier € [[ie; Aute(X;) und alle i € I mit o(i) € K; kommutiert wegen
ko, (mi) € Ho(;y das Diagramm

A (A ((Re; (M) o () e ))jen)
Y Y
AN >
o A (R (M) oyex;)
Y’ Y?

LJOLjU(i)0<P1 TLJO_(i) TLJUO) LJOLEj(i)OgDi

und es gilt

- 2.7) :
Ar((7)ier) © Lj © Liy(i) 0w =10 Lff(i) o ;0T

= Ay ((Asgy (kg (1) )oyer; jea) © 45 © Ly 0 @
Daraus folgt Ar((7)ier) = As((Ak; ((Fy (71))o)exk;))jes) und damit

AI// HGI :AJ " H(AKJ " H (k% " G1))

icl jed o(i)ek;
=0 [JA” [ H) =" [ =H
jed kEK; jed

]

2.4.6 Lemma: Sei C eine Kategorie mit aufwérts-absoluten Koprodukten
und ZFC & ,,C ist lokal klein*“, M ein transitives ZFC-Modell und ({ X;, Gj) )ie1 €
M eine Familie von Objekten von A(C)y.

Bezeugt (u)ier in M, dass (Y,H) € Ob(A(C))m ein direktes Produkt der
({ X, Gi))ier bildet, so gilt dies auch in jedem transitiven ZFC-Modell N mit
M C Nund ("M) NN = ("M) N M.
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Beweis. Sei A : [T Aute(Xi)m — Aute(Y)w der in M durch das Kopro-
dukt (Y, (¢1)ie1) induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.7).

Nach Voraussetzung ist (Y, (¢;)ier) auch in N ein Koprodukt der (X;);e; und
induziert auch hier einen Gruppenhomomorphismus AN : [T..; Aute (X;)y —
Aute(Y)n mit (2.7).

Fiir (7)ier € [[;o; Aute(Xi)m und alle i € I gilt dann

AIN((Wi)ieI) OlLi= 1o = Ai\d((ﬂi)iel) Ol

und damit A} = AY | ([ [, Aute(Xi))u
Da M und N die gleichen I-Sequenzen besitzen, gilt ([ [;c; Gi)m = (I [ie; Gi)x

iel

und somit
AT TG =M (J]Gom =1
el iel
Damit bezeugt (i;)ier, dass (Y, H) auch in N ein direktes Produkt der (X;);er
bildet. O

Abschlieflend geben wir noch eine spéter niitzliche Anwendung des Entwi-
ckelten in der Kategorie Graph. Wir bestimmen dabei Teilgraphen, die unter
den Automorphismen der gegebenen Gruppe invariant sind, und kénnen so
die Struktur der Automorphismengruppen durch eine Zerlegung in Produkte
genauer bestimmen.

Das Resultat zeigt, warum die im Prinzip (*),S'raphc"" vorkommenden zusam-
menhédngenden Graphen paarweise nicht-isomorph sein sollen.

Ist I' = (P, K) ein Graph und X eine Teilmenge von P, so nennen wir
I X:=(X,Kn Pot(X))
den durch X induzierten Teilgraphen von I'.

2.4.7 Lemma: Seien I', I Graphen und F' € Isogapn(I', IV). Fiir jede Zusam-
menhangskomponente X von I' ist dann F'” X eine Zusammenhangskompo-
nente von IV und F' | X € Isograph. (I' [ X, IV [ (F'" X)).

con

Beweis. Ist f € Morgraph(I',IV) und w ein Weg der Lénge n durch T', so ist
fow ein Weg der Lange n durch I'". Somit ist /" X zusammenhéingend und
in einer Zusammenhangskomponente Y von I enthalten.

Sei x € X. Fiir jedes y € Y existiert dann ein Weg w der Lénge n von f(x)
nach y durch I'V. Dann ist f~! o w ein Weg von z € X nach f~!(y) durch .
Aus der Maximalitéit von X folgt f~'(y) € X und damit f” X =Y. O
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Wir sagen, die Zusammenhangskomponenten einer Familie (I'j)ie; von
Graphen sind paarweise nicht-isomorph, falls fiir alle ig,i; € 1 mit iy # i3
und Zusammenhangskomponenten X, von I';; und X; von I'j, die Graphen
I, | Xp und I'y; [ X; nicht isomorph sind.

2.4.8 Lemma: Sei (I');¢ eine Familie von Graphen, deren Zusammenhangs-
komponenten paarweise nicht-isomorph sind.
Dann ist der Gruppenhomomorphismus

dr : H Autgraph (i) — AUtGraph(H I)

i€l iel
aus 2.4.3,(ii) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei I'y = (P, K;) fur alle i € 1.

Einbettungen in Koprodukte von Graph sind Monomorphismen, also ist
dy nach 2.4.1,(ii) injektiv.

Sei ™ € Autgraph ([ [;c; I'i). Fiir alle i € I und jede Zusammenhangskompo-
nente X von I existiert dann nach 2.2.3,(ii) und 2.4.7 ein j € J und eine
Zusammenhangskomponente Y von I'; mit 7” (X x {i}) = Y x {j}. Dann
vermittelt 7 einen Isomorphismus der Graphen I'; | X und I'y [ Y und aus
der Voraussetzung folgt i = j.

Damit gilt #” P; x {i} = P; x {i} und fiir jedes i € I existiert ein m €
Autgraph (') mit 7(p,i) = (m(p),i) fiir alle p € Py, das heit 7 = di((m)ier)-
m

2.5 Umsetzungen von Permutationsgruppen

Die Motivation fiir die Konstruktion des direkten Produktes im letzten Ab-
schnitt war die Operation des Produktes [],.; Sym(Ar) der symmetrischen
Gruppen auf der ersten Komponente der Elemente der disjunkten Vereini-
gung | iy A

Sind alle Mengen der Familie (A))ie; gleich der Menge A, so kann man
zusatzlich eine Operation der symmetrischen Gruppe Sym(I) auf der zwei-
ten Komponente der Elemente von | |,.; A durch (z,i) — (x,0(i)) definie-
ren. Wieder verallgemeinern wir diese Konstruktion mittels Koprodukten auf
beliebige lokal-kleine Kategorien.

2.5.1 Lemma: Sei X ein Objekt einer lokal-kleinen Kategorie C, I eine In-
dexmenge und (Y, (4)ier) ein Koprodukt der Familie (X);¢;.
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(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus
Or : Sym(I) — Aute(Y) mit

O1(0) o ti = toq) (2.10)

fir alle o € Sym(I) und i € L.
Fiir 0 € Sym(I) ist ©1(o) der eindeutig bestimmte Morphismus, fiir den das
Diagramm

O1(o

Y Ly (2.11)
Lo(i)

X
fiir alle 1 € I kommutiert.

(ii) Folgt fiir alle ip,i; € I aus iy # i bereits ¢, # u,, so ist O ein
Monomorphismus.

Beweis. (i) Fiir o € Sym(I) existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
O1(c) : Y — Y mit (2.11) fur alle i € L.

Dann gilt ©1(c) 0 O1(0") 0 t; = O1(0) 0 L3y = L(soo)(i) fiir alle i € I und somit
O1(c) 0O1(0’) = O1(0 00’). Zusitzlich gilt wegen Or(idy) o¢; = ¢; fiir allei € 1
auch Oq(id;) = idy. Damit ist O1(c) ein Automorphismus von Y und Oy ein
Gruppenhomomorphismus.

(ii) Fiir 0 € Ker(Or) gilt toq) = ¢ fiir alle i € I und nach Voraussetzung
bedeutet das schon o = id;. O

2.5.2 Definition: Sei (A, G) eine Permutationsgruppe und X ein Objekt
einer lokal-kleinen Kategorie C.

Ein Objekt (Y, H) von A(C) heiBt Umsetzung von (A, G) durch X, falls eine
Familie (¢;),ea von Morphismen existiert, so dass gilt:

- 1y € More(X,Y) fiir alle x € A.

- (Y, (tz)zena) ist ein Koprodukt der Familie (X),ca.

- fiir den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus © mit (2.10) gilt

H=0,"G.
In A(Set) und A(Graph) kénnen Umsetzungen von Permutationsgruppen

wie folgt konstruiert werden.
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2.5.3 Beispiele: (i) Fiir eine Menge 2 und eine Indexmenge I definieren wir
einen Gruppenhomomorphismus

ur : Sym(I) — Sym( |_|Q)
iel
durch ui(o)(z,i) = (z,0o(i)).
Fiir eine Permutationsgruppe ( A, G) bildet (| |, €, ua” G) dann eine Um-
setzung von (A, G) durch Q.
(ii) Fiir einen Graphen I' definieren wir wie oben den Gruppenhomomor-
phismus

uy - Sym(I) — AUtGraph(H F)

iel

durch uy(o){p,i) = (p,o(i)).
Fiir eine Permutationsgruppe ( A, G) bildet dann

T(AG) = (][ T.ua"G)

€A
eine Umsetzung von (A, G) durch I'.

Wie im vorigen Abschnitt leiten wir durch drei Lemmata grundlegende
Eigenschaften der Umsetzungen her.

2.5.4 Lemma: Zwei Umsetzungen einer Permutationsgruppe (A, G) durch
ein Objekt X einer Kategorie C sind isomorph in A(C).

Beweis. Seien (Y, H), (Y, H") Umsetzungen von { A, G) durch X und (¢,)zen,
Ona sowie (i),)zen, O Zeugen hierfiir.

Sei @ € Isoc(Y,Y’) der Isomorphismus mit (2.3). Fiir o € Sym(A) und alle
x € A kommutiert dann das Diagramm

Oa(0)
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und es gilt

O\ () ot (210 lo(zy = (ko 0 Oa)(0) 0 L]

Daraus folgt ©'y = kg 0 O und
H=0,"G=ks" (OpA" G)=ke" H.
Mit (2.5) gilt dann (@, ke [ H) € lsoc)(( Y, H), (Y',H')). O

2.5.5 Lemma: Seien (A G), (A’, G') Permutationsgruppen, X, X’ Objekte
einer lokal-kleinen Kategorie C und ( f, ks [ G) € Isoqser)(( A, G), (A", G')),
¢ € lIsoc(X, X') Isomorphismen.

Jede Umsetzung (Y, H) von ( A/, G') durch X' ist dann auch eine Umsetzung
von (A, G) durch X.

Beweis. Fiir y € A’ sei v, : X’ — Y die entsprechende Einbettung in das
Koprodukt und s : Sym(A’) — Aute(Y) der induzierte Gruppenhomo-
morphismus mit (2.10).

Fir v € A setze 1} := 1p)0¢. Fiir 0 € Sym(A) gilt dann by(z) = Lf(o(@) 0P =
Ukp(0)(f()) © - Mit 2.2.4 ist dann (Y, (¢;)zea) ein Koprodukt der Familie
(X)zea. Sei ©a der induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.10).

Fiir 0 € Sym(A) und = € A kommutiert dann das Diagramm

Opar k(o))
% ar (kg (o) %

W b (o)(f (@)

X/

und es gilt
10)

Oa(0) 03 = 12 = (O o ky)(0) 0 13
Damit ist ©A = Oas 0 by und somit

@A// G — @A’ " (kf,/ G) — @A’ " Gl — H
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2.5.6 Lemma: Sei C eine Kategorie mit aufwérts-absoluten Koprodukten
und ZFC + C ist lokal klein“, M ein transitives ZFC-Modell, X € Ob(C)y
und (A, G) € PGy eine Permutationsgruppe.

Bezeugt (t4)zen in M, dass (Y, H) € Ob(A(C))m eine Umsetzung von (A, G)
durch X bildet, so gilt dies auch in jedem transitiven ZFC-Modell N mit
M C N.

Beweis. Sei OX : Sym(A),; — Aute(Y)y der durch das Koprodukt (Y, (tz)zen)
in M induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.10).

Durch die Aufwérts-Absolutheit bildet (Y, (tz)zea) auch in N ein Kopro-
dukt der (X),ea und induziert auch hier einen Gruppenhomomorphismus
OR : Sym(A)y — Aute(Y)y mit (2.10).

Fiir o € Sym(A),; < Sym(A)y und alle z € A gilt dann

ON(0) 0 Ly = Lo(w) = OX(0) 0 Ly
und somit OX = O | Sym(A),,. Daraus folgt
oN"G=0eN"G=H

und (tz)zea bezeugt auch in N | dass (Y,H) eine Umsetzung von (A, G)
durch X ist. ]

Das folgende Lemma zeigt, wie direkte Produkte und Umsetzungen von
Permutationsgruppen kombiniert werden kénnen.

2.5.7 Lemma: Sei (( Aj, Gi))ier eine Familie von Permutationsgruppen und
X ein Objekt einer lokal-kleinen Kategorie C.

Ist fiir i € I (Y, H;) eine Umsetzung von (A;, G;) durch X und (Y, H) ein
direktes Produkt der ({Y;, H;))ier, so ist (Y,H) auch eine Umsetzung von
Hi61< Ai, G1> durch X.

Beweis. Seien (il).en,, ©Oa, Zeugen fiir die Umsetzung von ( A;; G;) durch X
und (;)ier, A die Zeugen fiir die universelle Eigenschaft des direkten Pro-
duktes (Y, H).

Definiere A" := | ];o; Ay Mit o],
nach 2.2.4 ein Koprodukt der (X);iea--

Sei ©a« : Sym(A*) — Aute(Y) der induzierte Gruppenhomomorphismus
mit (2.10) und dr : [[;c; Sym(A;) — Sym(A*) wie in 2.4.3,(i). Fiir (0y)ier €
[ier Sym(A4) gilt 10, (o0).cr) () = 45© Lo

i= 4 0 ¢}, bildet dann (Y, (¢], 5 )(xijeax)

30



2.5. UMSETZUNGEN VON PERMUTATIONSGRUPPEN

Fiir alle (07)ier € [[;c; Sym(A;) und (z,i) € A* kommutiert dann wegen
©x, (o) € H; das Diagramm

A1((©4;(01))ier)

und es gilt

(©ax o di)((oi)ier) © L?m,i) = LZI((oi)iEI)(az,i) = A1((©a,(03))ier) © L@,i)-

Das zeigt (Oax o di)((03)ic1) = A1((Oa,(03))ier) und damit

@A* " (dl " HG1> _ AI " H(G)Ai " Gl) _ AI " HHI —H.

iel iel iel

Mit 2.5.4 gilt also fiir jeden Graphen I'

[]raLc) = n(](A.G)). (2.12)
icl el
Ankniipfend an 2.4.8 zeigt das folgende Lemma, weshalb die zusam-

menhéngenden Graphen des Prinzips ()5 """ rigide sein sollen.

2.5.8 Lemma: Sei I' = (P, K) ein rigider, zusammenhéngender Graph.
Fiir jede Menge I ist dann der Gruppenhomomorphismus

up : Sym(I) — Autgrapn (] [ T)

iel

ein Isomorphismus.
Insbesondere sind (A, G) und I'( A, G) fir jede Permutationsgruppe ( A, G)
aquivalent.
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Beweis. Weil fiir die Einbettungen ¢; : I' — [],; I aus iy # i; bereits
ei, 7 e, folgt, ist uy nach 2.5.1,(ii) injektiv.

Sei m € Autgraph(][;c; I'). Da die Zusammenhangskomponenten von [, I’
genau von der Form P x {i} mit i € I sind, existiert ein ¢ € Sym(I) mit
7" (P x {i}) = P x {o(i)} fur alle i € I. Fiir jedes i € I induziert = somit
einen Automorphismus 7; von I' mit 7(p,i) = (m(p),o(i)) fir alle p € P.
Da T rigide ist folgt m; = idr fiir alle i € T und 7 = u;(0). O
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Kapitel 3

Normalisatortirme

Eine der Hauptaufgaben im Beweis von Satz A wird in der Analyse der
Automorphismentiirme von Gruppen liegen. Dies ist im Allgemeinen ein sehr
schwieriges Unterfangen, da fiir manche Gruppen G allein die Berechnung
von Aut(G) extrem kompliziert ist.

Wir wollen dieses Problem umgehen und verwenden dazu eine von Simon
Thomas in [Tho85] entwickelte Technik. Dabei betrachten wir anstelle des
Automorphismenturms einer Gruppe eine dhnlich definierte aufsteigende Se-
quenz von Gruppen, den sogenannten Normalisatorturm einer Untergruppe
H von G. Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dass alle Gruppen der Se-
quenz Untergruppen der Gruppe G sind und diese Gruppe zu Beginn der
Konstruktion bekannt ist, im Gegensatz zu H™™ im Automorphismenturm.

Im ersten Abschnitt definieren wir den Normalisatorturm einer Unter-
gruppe und leiten einige grundlegende Eigenschaften her. Anschliefend fithren
wir mehrere konkrete Berechnungen durch, die in spiteren Beweisen benétigt
werden.

Im zweiten Abschnitt ordnen wir dann jeder Automorphismengruppe H
eines Graphen eine Gruppe Gy mit trivialem Zentrum zu, so dass sich die
Hohe des Automorphismenturms von Gy durch den Normalisatorturm von
H bestimmen lésst.
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3.1 Normalisatortiirme von Untergruppen

3.1.1 Definition: Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Wir
definieren den Normalisator von H in G als die kleinste Untergruppe N (H)
von G, die H als Normalteiler enthélt, das heif3t

No(H):={geG|hf =gohog *cHfiirallehec H}.

Fiir eine Ordinalzahl « definieren wir rekursiv N&(H), die a-te Stufe des
Normalisatorturms von H in G, durch:

- N(H) := H.

CNEF(H) = N (NG (H).

- NG(H) == U, -, N&(H) fir X € Lim.

Fiir eine lokal-kleine Kategorie C und ein Objekt ( X, G) von A(C) schreiben
wir N (G) := N3 . x) (G) und N*(X, G) := (X, N%(G)).

Mit einem einfachen Argument lésst sich zeigen, dass der Normalisator-
turm jeder Untergruppe terminiert.

3.1.2 Proposition: Sei G eine Gruppe der Kardinalitit k.
Fiir jede Untergruppe H von G existiert eine Ordinalzahl o < k™ mit

N&(H) = NZ(H) fiir alle 5> o (3.1)

Beweis. Sonst wiirde fiir jedes o < k% ein g, € N&TH(H) \ N&(H) existieren
und { g, | @ < kT } wire eine Teilmenge von G mit Kardinalitit . O

Fiir eine Untergruppe H von G nennen wir die kleinste Ordinalzahl v (H)
mit (3.1) die Hohe des Normalisatorturms von H in G.

Fiir (X, G) € A(C) schreiben wir v (( X, G)) fiir vaue,(x)(G).

Die néchsten Punkte zeigen, wie sich Normalisatoren von Untergruppen
und die Hohe von Normalisatortiirmen bestimmen lassen.

3.1.3 Lemma: Seien G, G’ Gruppen und ¢ : G — G’ ein Isomorphismus
von Gruppen. Fiir jede Untergruppe H von G und jede Ordinalzahl o« gilt
dann

& (" H) =" Ng(H)
und insbesondere vg(H) = vg/(¢” H).
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Beweis. Fiir g,h € G gilt p(g)?" = ©(g"). Daraus folgt induktiv die Be-
hauptung. ]

3.1.4 Korollar: Seien C, D lokal-kleine Kategorien und (X,G) € A(C),
(Y,H) € A(D) dquivalente Objekte.

Fiir alle @ € Ord sind dann auch N*(X, G) und N*('Y, H) dquivalent und es
gilt v((X,G)) =v((Y,H)).

3.1.5 Lemma: Sei [ eine Indexmenge, (G;);er eine Familie von Gruppen und
H; fiir jedes i € I eine Untergruppe von G;.

(i) Es gilt
Na, HH =[[Ne®H

e i€l
(i) Existiert fiir eine endhche Teilmenge J von I ein n < w mit v, (H;) <
n fir allei € I\ J und vg, (H;) > n fiir alle i € J, so folgt

VG HH = max{vg (H;)|ieJ}.

iel iel

Beweis. (i) Fiir alle (gi)ier, (hi)ier € Hiel G; gilt (gi)fZi)iEI = (gihi)ieL
(ii) Wir zeigen fiir o > n induktiv

(I H) = JIN& ) x ] Ne, (1)
€ el ieJ iel\J

(a = n): Die Behauptung folgt aus der n-fachen Anwendung von (i).
(¢ — a+ 1) : Im Nachfolgerfall gilt

NS (TTH) =N o, (Nfo, (T H)) = NHIG(HNO‘ ) x [ Ne (|
i€

1€I el i€l icl icl ieJ iel\J
O TINvert oy < TT e o) 2 TING ) = [T N ()
icJ iel\J ied iel\J

Lim(\) : Fiir eine Limesordinalzahl A\ gilt

Nt ([T H) = U N ([TH) = U QINE M) < JT Ne @

iel a<i € icl a<\ i€] ieT\J
A n
C JIN&, ) x J] Ng, |
ieJ iel\J

Umgekehrt existiert fiir (g)ier € [[;c; N&, (H;) x [Tien g N, (Hi) wegen
der Endlichkeit von J bereits ein n < o« < X\ mit

35



KAPITEL 3. NORMALISATORTURME

a n LA \a
(giier € [ING @) x J] N&, ) = Nfjo, (J]H) € N, (J ] H)-
iel iel

ieJ iel\J iel iel

]

Durch den folgenden Satz erhalten wir die Moglichkeit, die Hohe des
Normalisatorturms von Automorphismengruppen spezieller Graphen zu be-
rechnen. Alle Graphen, die fiir den Beweis von Satz A wichtig sind, werden
diese spezielle Gestalt haben.

3.1.6 Satz: Sei (I'});c eine Familie von paarweise nicht-isomorphen rigiden,
zusammenhéngenden Graphen und (( A;, Gi))ier eine Familie von Permuta-
tionsgruppen.

Existiert ein n < w und iy € I mit v((A;, Gy)) < n fiir allei € T\ {ip} und
v(( Ay, Gi,)) > n, so folgt

v(JT Ti( A, Gi)) = v (( A, Giy)). (3.2)

iel

Beweis. Nach Konstruktion sind die Zusammenhangskomponenten der Gra-
phen ([[,ca, I'i)ier paarweise nicht-isomorph. Mit Lemma 2.4.8 ist dann der
Gruppenhomomorphismus

dr : HAUtGraph( H F1> E— AUtGraph(H( H Fl))

i€l TEA; i€l zel;

ein Isomorphismus. Da alle I'; rigide Graphen sind, folgt mit Lemma 2.5.8,
dass auch alle Gruppenhomomorphismen

up, : Sym(A;) — Autgraph( H )

J.TEAi

Isomorphismen sind und somit gilt fiir alle i € I

v(Ti{ AL Gy) = v(( J] Tioua,” Gi)) = v (( A, Gi)).

TEA;

Daraus folgt mit einer Anwendung von Lemma 3.1.5,(ii) mit ua,” G; <
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AthGraph(]_[meAi F1> und J = {10}

2.4.8
V(H I‘1< Ai) Gl> - ]/dI " HAUtGraph H Fl) H UA ! G

iel TEA iel

3.1.3
= VIl At (11T o (JJ(ua,” Gi))

TEA; el

3.1.5
= VAutguapn( 11 Fio)(uAiO g Gio) = V(Fi0< Aim Gi0>)

(”) .rEAiO

2 (A, Giy))-

]

Um Normalisatoren von Permutationsgruppen genauer zu untersuchen,
miissen wir zundchst das passende Vokabular entwickeln.
Fiir eine Permutationsgruppe ( A, G) und x € A schreiben wir

Gr:={o(z)|ceG}

fir die G-Bahn von z und G\ A fiir die Menge aller G-Bahnen von A. Ist
A # (), so sagen wir, G operiert transitiv auf A, falls G \ A einelementig ist.
Wir schreiben

PpGtrans .— {{A,G) e PG|A +# (), G operiert transitiv auf A}

3.1.7 Proposition: Sei (¢, k, [ G) : (A, G) — (£, H) ein Isomorphismus.
Ist (A, G) ein Element von PG so auch (), H).

Beweis. Fiir p(z), p(y) € Q existiert ein ¢ € G mit g(z) = y. Damit gilt
ko(9)(e(z)) = ¢(g9(x)) = p(y) und H = k," G operiert transitiv auf Q =
(p// A. D

Ist (A, G) eine Permutationsgruppe und x € A, so erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus

pr G — Sym(Gz), 0 — o | Gz

und eine neue Permutationsgruppe (A, G), := (Gz, p, " G).
Fiir uns sind die Bahnen von Elementen in direkten Produkten von Permu-
tationsgruppen von besonderem Interesse.
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3.1.8 Lemma: Sei (( A, Gi))ier eine Familie von Permutationsgruppen.
Fiir jedes i € I und jedes x € A; gilt dann

(A, Gy)y (H<Ai, Gi)) (i)

Beweis. Setze ( A*,G") := [[;c( A, Gy). Fixiere ein (z,i) € A*.

Seip; : [[;e; Gi — G; die kanonische Projektion und ¢, € lIsoset(Giz, G*(7,1))
definiert durch ¢, (g(x)) = (g(x),1).

Fiir (gi)ier € [[ie; Gi und (h(x),i) € G*(z,i) gilt dann

(Kt sy © p2)(g0) (A(), 1) = ( (g1 0 h)(), 1) = (prasy © di)((gi)ier) (A(), 1),

das heifit folgendes Diagramm kommutiert

G; i Hiel Gi
|
Pz G*
ip<z,i>
Sym(G;x) Sym(G*(z,i))

kit 2.

und es gllt kt(x,i) " (,0;17 " Gl) = p($7i> " (dI " HiEI Gl) = p(a:,i) " G* Damit ist
<t<x,i>a k‘tu,i) [ p." Gi) € |50A(Set)(< As, Gi)a, (HieI(Aia Gi))(x,i))- O

Wir sind nun an Bijektionen von A interessiert, die die G-Bahnen bild-
weise permutieren. Dafiir definieren wir die Gruppe

Piag :={0€Sym(A)|c"” Gz = Go(z) fiir alle z € A }.

Jedes Element o von P gy induziert durch Gz — Go(z) eine Bijektion von
G\ A. Gilt ndmlich Go(x) = Go(y) fir z,y € A, so folgt o(z) € Go(y) =
o” Gy und somit gilt wegen x € Gy schon Gx = Gy.

3.1.9 Lemma: Sci (¢, k, [ G) : (A, G) — (£, H) ein Isomorphismus.
(i) Firx € Agilt ¢” Gz = Hy(x). Damit induziert ¢ eine wohldefinierte
Bijektion
"G\ A — H\ Q, Gz — Hop(z).
(ii) ES gﬂt ]Qp " P<A7g> = P<Q,H>.
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Beweis. (i) Die erste Behauptung und die Wohldefiniertheit der Abbildung
folgt direkt aus ¢(g(z)) = kyo(g9)(p(x)) fir alle x € A und g € G. Gilt
0" Gr = " Gy fir x,y € A, so folgt aus der Injektivitdt von ¢, dass
r € Gy und damit Gz = Gy gilt. Die Surjektivitat der Abbildung folgt aus
der Surjektivitiat von .

(ii) Fiir o € Pya g gilt mit (i)

ko(0) " Ho(z) = (ky(0) 0 9) " Gz = (po0)" Gu = ¢" Go(z) = Hky(0)(p(2))

fir alle p(x) € Q. Es folgt k,(0) € Piqn) und die entsprechende Argumen-
tations mit ¢! liefert die Behauptung. O

Das folgende Lemma zeigt, warum die Gruppe P a gy in unserem Zusam-
menhang interessant ist.

3.1.10 Lemma: N4 (G) < P(a ) und jedes o0 € Ni(G) induziert fiir z € A
einen Isomorphismus von (A, G), und (A, G)s(y) in A(Set).

Beweis. Nach Lemma 2.3.4 ist (7, k; [ G) € Autgser)((A,G)) fiir alle 7 €
NL(G). Aus dem ersten Punkt des vorigen Lemmas. folgt dann 7" Gz =
Gr(z) fur alle x € A und damit 7 | Gz € Isoset (G, Gm(x)).
Fiir alle z € A und g, h € G gilt dann

(Fxica © p2)(9)(M(m(x))) = (97 © h)(7(2)) = (pr(a) © (kx| G))(9)(A(n(z)))

und damit ke’ (pe” G) = pr@)” (kx" G) = pr@” G. Daraus folgt
<7T f GSE, /{Zﬂer fpx " G> € |SOA(5et)<<A, G)x, <A, G>U($)). ]

Wir kénnen nun ein Analogon zu Satz 3.1.6 fiir direkte Produkte von
speziellen Familien von Permutationsgruppen beweisen.

3.1.11 Satz: Sei (( A, Gi))ier eine Familie von Permutationsgruppen, ( A, (¢;)ier)
ein Koprodukt der (4A;)ier und A; der induzierte Gruppenhomomorphismus
mit (2.7).

Gilt dann fiir alle i,j € [ mit i # j bereits

<Ai> Gi>x % <Aj> Gj>y

fir alle x € A; und y € Aj, so folgt

NAA J]G)=M" JINA(G).

iel iel
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Beweis. Wir betrachten zunéchst das direkte Produkt ( A*, G*) =[], (A, Gi).
Ist m € Nl *(G*) = NSym(A*)(dI g HiEI Gi)ﬂ 1€ L HS Ai und <y7.]> = 7T<I',i>,
so gilt mit 3.1.8 und 3.1.10

3.1 3

3?14'8 * * ~ * * ;118
(8i,Gi)a = (A% Gy = (AT, G iy = (4, Gy

—_
[en]

Aus der Voraussetzung folgt dann i=j. Damit gilt 7" (A; x {i}) = A; x {i}
fiir allei € Tund m € di " T],.; Sym(A;). Wie in 3.1.6 folgt

NlA* (G*) = NdI " HiEI Sym(AJ(G*) = NdI " 161 Sym // H G

iel
3.1.3 . //
=N sy ([T G5 HN

iel iel

(3.3)

Sei nun (A, (4)ier) ein beliebiges Koprodukt und Aj der induzierte Gruppen-
homomorphismus. Wie im Beweis von 2.4.4 existiert dann ein Isomorphismus
®: A* — A mit A; = kg o d; und damit

NA(A” TG "= ke " NA.(GY)

iel
2 (kpody)” JINA (G = A" TINA (G)

iel i€l
[

Wir wollen nun die Normalisatoren einer weiteren Familie von Permuta-
tionsgruppen konkret bestimmen. Dazu sei im Weiteren (A, G) € PG ™
und I eine Indexmenge.

Fir A* := | |;;; A sei dy : [[;; Sym(A) — Sym(A*) die Abbildung aus 2.4.3
und vy : Sym(I) — Sym(A*) die Abbildung aus 2.5.3.
Fir G*:=d;" [[; G gilt dann (A*,G") = [[,(A, G).

Unser néichstes Ziel ist es, N\, (G*) vollstéindig zu bestimmen. Dazu brau-
chen wir noch den gruppentheoretischen Begriff des semi-direkten Produktes.
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3.1.12 Definition: Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen von G.
Wir schreiben G = H x N, falls gilt:

- G={hn|heH, neN}.

- NG

- HNN = {1¢}.

Jedes Element g von G besitzt dann eine eindeutige Darstellung g = hn
mit h € H und n € N.

3.1.13 Lemma: Fiir ( A*, G*) wie oben definiert gilt:

(i) A*\G"={Ax{i}|iel}.

(if) (u” Sym(1) N (di” [Ti; Sym(A)) = {ida-}.

(iif) wr” Sym(I) < Nj.(di” T, H) fiir jede Untergruppe H von Sym(A).
(IV) P(A* G*)y = = U " Sym( ) X d[ " Hiel Sym(A)

Beweis. (1) Aus di((01)ie1)(x,1) = (oi(z),1) folgt G*(z,i) € A x {i} und, da
G transitiv auf A operiert, gilt auch A x {i} C G*(z,1i).
(11) Fir (Ui)iel € Hiel Sym(A) gllt

di((01)ier) " G* (1) = di((01)ier) " (A x {i}) = A x {i} = G di((01)ier) (. 1).

Damit ist di” J],c; Sym(A) < Pax g+ und jedes Element induziert die tri-
viale Bijektion auf A*\ G*. Fiir o € Sym(I) ist

ur(o)” CG*{z,i) = u(0)” (A x {i}) = A x {o(i)} = 