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Vorwort

Das Automorphismenturmproblem ist ein interessantes Beispiel für algebrai-
sche Fragen, zu deren Beantwortung mengentheoretische Untersuchungen
nötig sind.

In dieser Arbeit wird eine algebraische Invariante für Gruppen eingeführt
und anschließend mit Hilfe eines kombinatorischen Prinzips Beispiele für
Gruppen konstruiert, bei denen die Bestimmung dieser Invariante nur durch
die Betrachtung der zugrunde liegenden Mengenlehre geschehen kann. Zuletzt
wird die Konsistenz des verwendeten kombinatorischen Prinzips gezeigt.
Eine detaillierte Übersicht über die Resultate dieser Arbeit findet sich im
ersten Kapitel.
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1 Einführung 1
1.1 Das Automorphismenturmproblem . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Stark manipulierbare Automorphismentürme . . . . . . . . . . 5
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Kapitel 1

Einführung

Wir beginnen mit einer Einführung in das Automorphismenturmproblem und
der Frage nach der Existenz von Gruppen mit stark manipulierbaren Auto-
morphismentürmen.

Zu Beginn des ersten Abschnittes definieren wir den Automorphismen-
turm einer Gruppe und zitieren anschließend die grundlegenden Resultate
von Simon Thomas und Joel Hamkins, die besagen, dass für jede Gruppe
G eine Ordinalzahl τ(G) existiert, für die der Automorphismenturm von G
nach τ(G) Schritten terminiert. Wir können also jeder Gruppe G die rein
algebraisch definierte Invariante τ(G) zuordnen.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels erläutern wir, warum diese alge-
braische Definition auch von mengentheoretischem Interesse ist, indem wir
zeigen, dass zur Berechnung von τ(G) auch der mengentheoretische Hinter-
grund, in dem diese Berechnung stattfindet, einbezogen werden muss, da
τ(G) in verschiedenen Modellen der Mengenlehre, die G enthalten, völlig
unterschiedliche Werte annehmen kann. Dazu präsentieren wir ein Ergebnis
von Joel Hamkins und Simon Thomas, das zeigt, wie sich zu einer gegebe-
nen Kardinalzahl κ Gruppen konstruieren lassen, für die τ(G) in Forcing-
Erweiterungen jeden Wert zwischen 0 und κ annimmt. Zur Konstruktion
dieser Gruppen verwenden wir ein kombinatorisches Prinzip für Graphen,
das es uns ermöglicht, durch Forcing Isomorphismen zwischen im Grund-
modell nicht-isomorphen Graphen zu erzeugen. Die Automorphismengruppe
eines Graphen, der diese speziellen Graphen als Teilgraphen enthält, lässt
sich dann ebenfalls durch Forcing entscheidend verändern. Mit Hilfe dieser
Automorphismengruppen werden dann die gesuchten Gruppen konstruiert.
Die Höhe des Automorphismenturms dieser Gruppen in einem gegebenen
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

Modell der Mengenlehre ist damit direkt abhängig von der Existenz gewisser
Isomorphismen in diesem Modell.
Anschließend präsentieren wir zwei Sätze, aus denen die Konsistenz des ver-
wendeten Prinzips folgt. Der erste leitet das verwendete Prinzip für Graphen
aus einem verwandten kombinatorischen Prinzip für Bäume her. Das zwei-
te Resultat von Gunter Fuchs und Joel Hamkins leitet dieses Prinzip für
Bäume aus einem anderen kombinatorischen Prinzip her, das zum Beispiel
im konstruktiblen Universum L gilt.

Diese Arbeit zeigt also nicht nur, dass die Existenz von Gruppen, deren
algebraische Eigenschaften sich nicht ohne Kenntnis der zugrunde liegenden
Mengenlehre bestimmen lassen, durch die Axiome von ZFC nicht ausgeschlos-
sen wird, sondern auch, dass uns diese Gruppen in einer großen Klasse von
relevanten ZFC-Modellen begegnen.

1.1 Das Automorphismenturmproblem

Um den Automorphismenturm einer beliebigen Gruppe zu definieren, benötigen
wir zunächst den Begriff des direkten Limes von Gruppen.

1.1.1 Definition: (i) Eine partielle Ordnung P = 〈P,≤〉 heißt gerichtet,
falls für alle p, q ∈ P ein r ∈ P existiert mit p, q ≤ r.

(ii) Sei 〈P,≤〉 eine gerichtete partielle Ordnung, (Gp)p∈P eine Familie von
Gruppen und für p, q ∈ P mit q ≤ p sei ξpq : Gq −→ Gp ein Gruppenhomo-
morphismus.
Das Paar 〈 (Gp)p∈P, (ξ

p
q )q≤p〉 heißt direktes System von Gruppen, falls gilt:

· ξpp = idGp für alle p ∈ P.
· ξpr = ξpq ◦ ξqr für r ≤ q ≤ p.

(iii) Sei 〈 (Gp)p∈P, (ξ
p
q )q≤p〉 ein direktes System von Gruppen, G eine Grup-

pe und für jedes p ∈ P sei ξp : Gp −→ G ein Gruppenhomomorphismus.
Das Paar 〈G, (ξp)p∈P〉 heißt direkter Limes des direkten Systems, falls gilt:

· ξq = ξp ◦ ξpq für alle q ≤ p.
· Für jede Gruppe H und Gruppenhomomorphismen ζp : Gp −→ H mit
ζq = ζp◦ξpq für alle q ≤ p existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus
ϕ : G −→ H mit ζp = ϕ◦ξp für alle p ∈ P, das heißt, das folgende Diagramm
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1.1. DAS AUTOMORPHISMENTURMPROBLEM
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Die folgenden Eigenschaften des direkten Limes werden für uns wichtig
sein. Ein Beweis des Lemmas findet sich zum Beispiel in [Rob96], Seite 22.

1.1.2 Lemma: Sei 〈 (Gp)p∈P, (ξ
p
q )q≤p〉 ein direktes System von Gruppen.

(i) Es existiert ein direkter Limes des direkten Systems.
(ii) Für zwei direkte Limiten 〈G, (ξp)p∈P〉 und 〈H, (ζp)p∈P〉 des direkten

Systems existiert ein Gruppenisomorphismus Φ : G −→ H mit ζp = Φ ◦ ξp
für alle p ∈ P.

(iii) Ist 〈G, (ξp)p∈P〉 ein direkter Limes des direkten Systems, so gilt
G =

⋃
p∈P ξ

p ′′ Gp.
(iv) Sind alle ξpq Monomorphismen, das heißt injektive Homomorphismen,

so auch alle ξp.

Sei G eine beliebige Gruppe. Mit der Komposition von Abbildungen als
Verknüpfung und der Identität als neutralem Element verfügt die Menge
Aut(G) der Gruppenautomorphismen von G wieder über eine Gruppenstruk-
tur und bezüglich dieser ist die Abbildung

iG : G −→ Aut(G); g 7−→ ig := [h 7→ hg := g ◦ h ◦ g−1]

ein Gruppenhomomorphismus. Wir nennen Inn(G) := iG
′′ G die Gruppe der

inneren Automorphismen von G. Für g ∈ G und π ∈ Aut(G) gilt

π ◦ ig ◦ π−1 = iπ(g). (1.1)

Damit ist Inn(G) ein Normalteiler von Aut(G).
Die Iteration dieser Konstruktion führt zum Begriff des Automorphismen-
turms einer Gruppe.

1.1.3 Definition: Sei G eine beliebige Gruppe.
Definiere rekursiv Gruppen Gα und Gruppenhomomorphismen ξαβ : Gβ −→
Gα für β ≤ α, so dass 〈 (Gβ)β<α, (ξ

β
γ )γ≤β<α〉 für alle α ∈ Ord ein direktes

System von Gruppen bildet:
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

· G0 := G und ξ0
0 := idG.

· Gα+1 := Aut(Gα), ξα+1
α+1 := idAut(Gα) und ξα+1

β := iGα ◦ ξαβ für β ≤ α.

· Für λ ∈ Lim sei 〈Gλ, (ξλα)α<λ〉 ein direkter Limes von 〈 (Gα)α<λ, (ξ
α
β )β≤α<λ〉.

Mit ξλλ := idGλ sind die geforderten Bedingungen erfüllt.
Die Sequenz 〈 (Gα)α∈Ord, (ξ

α
β )β≤α∈Ord〉 heißt dann der Automorphismenturm

von G und Gα die α-te Stufe des Automorphismenturms von G.
Wir sagen, der Automorphismenturm von G terminiert nach α Schritten,
falls ξα+1

α ein Isomorphismus ist und damit auch alle ξβα für β ≥ α.

Für eine Gruppe G und eine Untergruppe H von G schreiben wir

CG(H) := { g ∈ G | g ◦ h = h ◦ g für alle h ∈ H }

für den Zentralisator von H in G und C(G) := CG(G) für das Zentrum von
G. Es gilt Ker(iG) = C(G).
Für eine Gruppe G mit trivialem Zentrum ist die Einbettung iG somit injektiv
und wegen (1.1) gilt zusätzlich

CAut(G)(Inn(G)) = {idG}. (1.2)

Damit ist auch Aut(G) eine Gruppe mit trivialem Zentrum.
Induktiv folgt nun aus 1.1.2, dass alle Homomorphismen ξαβ des Automorphis-
menturms Monomorphismen sind und alle Gruppen Gα ein triviales Zentrum
besitzen. Für jedes α ∈ Ord kann der Automorphismenturm von G bis zur
α-ten Stufe mit einer aufsteigenden Sequenz (ξαβ

′′ Gβ)β≤α von Untergruppen
von Gα identifiziert werden.

Der Ausgangspunkt für diese Arbeit liegt in den nachfolgenden Resulta-
ten, die zusammen zeigen, dass für jede Gruppe G eine minimale Ordinalzahl
τ(G) existiert, für die ξ

τ(G)+1
τ(G) ein Isomorphismus ist.

Wir nennen τ(G) die Höhe des Automorphismenturms von G.

1.1.4 Satz (Automorphismenturmtheorem):
(i) (S. Thomas, [Tho98]) Der Automorphismenturm einer Gruppe G mit

trivialem Zentrum terminiert in weniger als
(
2|G|

)+
Schritten.

(ii) (J.D. Hamkins, [Ham98]) Für eine beliebige Gruppe G existiert eine
Ordinalzahl α, so dass Gα eine Gruppe mit trivialem Zentrum ist.
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1.2. STARK MANIPULIERBARE AUTOMORPHISMENTÜRME

1.2 Stark manipulierbare Automorphismen-

türme

Wir beginnen mit der Formulierung des verwendeten kombinatorischen Prin-
zips für Graphen. Um sie möglichst allgemein zu halten, verwenden wir die
Sprache der Kategorientheorie (zu Beginn des 2. Kapitels geben wir eine
kurze Einführung in alle grundlegenden verwendeten Begriffe und definieren
alle auftauchenden Kategorien). Dadurch reduzieren sich die Beweise vieler
Aussagen auf die Herleitung von sogenanntem

”
abstract nonsense“, das heißt

den Nachweis universeller Eigenschaften bestimmter Objekte.
Wir bezeichnen die Kategorie der zusammenhängenden Graphen mit Graphcon
und die Kategorie der Bäume mit Tree.
Der folgende Begriff ist für unser Ziel von zentralem Interesse:

1.2.1 Definition: Ein Objekt X einer Kategorie C heißt rigide, falls die
Identität idX der einzige C-Automorphismus von X ist.

Zur Formulierung des Prinzips benötigen wir außerdem noch die folgende
Sprechweise:

1.2.2 Definition: Sei κ eine Kardinalzahl, E eine Äquivalenzrelation auf κ
und (Xα)α<κ eine Sequenz von rigiden, paarweise nicht-isomorphen Objekten
einer Kategorie C.
Wir sagen E wird durch eine partielle Ordnung P mit (Xα)α<κ realisiert, falls:
· P Kardinalitäten und Kofinalitäten erhält.
· P keine neuen κ-Sequenzen von Elementen des Grundmodells hinzufügt.
· 1lP 
 (∀α < κ)

”
X̌α ist ein rigides Objekt von C“.

· 1lP 
 (∀α, β < κ̌) [X̌α
∼= X̌β ←→ α Ě β].

Bei gegebener Kardinalzahl κ definieren wir für Paare 0 < α ≤ β < κ
folgende, einfache Äquivalenzrelationen Rα

β auf κ

γ Rα
β δ :≡ γ = δ ∨ {γ, δ} ⊆ {0} ∪ [α, β] .

Das von uns verwendete Prinzip kann dann wie folgt formuliert werden:

5



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

1.2.3 Definition: Sei C eine Kategorie und κ ≥ ω eine Kardinalzahl.
(?)Cκ ist die Aussage:

Es existiert eine Sequenz (Xα)α<κ von rigiden, paarweise nicht-
isomorphen Objekten von C und partielle Ordnungen (Pαβ)0<α≤β<κ,
so dass Rα

β für alle 0 < α ≤ β < κ durch Pαβ mit (Xα)α<κ realisiert
wird.

Mit diesem Prinzip lassen sich nun die Gruppen konstruieren, deren Au-
tomorphismenturm sich wie gewünscht durch Forcing manipulieren lässt.

Satz A(J. D. Hamkins, S. Thomas, [HT00]): Es gelte (?)
Graphcon
κ .

Dann existiert für jedes α < κ eine Gruppe G mit τ(G) = α und trivialem
Zentrum , so dass für alle 0 < β < κ eine partielle Ordnung Pβ existiert, für
die gilt:
· Pβ erhält Kardinalitäten und Kofinalitäten.
· Pβ fügt keine neuen κ-Sequenzen von Elementen des Grundmodells hinzu.
· 1lPβ


 τ(G) = β.

Wir beweisen den Satz schrittweise in den Kapiteln 2-4.

Durch Kodierung erststufiger Strukturen in zusammenhängenden Gra-
phen beweisen wir im ersten Abschnitt des 5. Kapitels den folgenden Satz.

Satz B: Sei κ ≥ ω eine Kardinalzahl. Dann gilt

(?)Tree
κ −→ (?)Graphcon

κ .

Zuletzt zeigen wir, dass (?)Tree
κ aus einem bekannten kombinatorischen

Prinzip folgt.

1.2.4 Definition: Sei κ ≥ ω eine Kardinalzahl. Setze

Cofκ := {α < κ+ | cof(α) = κ }.

Dann ist ♦κ+(Cofκ) die Aussage:

Es existiert eine Sequenz (Dα)α∈Cofκ von Teilmengen von κ+, so
dass für jede Teilmenge A von κ+ die Menge

{α ∈ Cofκ |α ∩ A = Dα }

stationär in κ+ ist.
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1.2. STARK MANIPULIERBARE AUTOMORPHISMENTÜRME

Aus ♦κ+(Cofκ) folgt Cofκ 6= ∅ und κ ist somit eine reguläre Kardinalzahl.
Im konstruktiblen Universum L gilt ♦κ+(Cofκ) und 2<κ = κ für unbeschränkt
viele reguläre Kardinalzahlen κ, wie sich zum Beispiel in [Dev84] nachlesen
lässt.

Zuletzt werden wir durch den Beweis des folgenden Satzes die Konsistenz
von (?)

Graphcon
κ zeigen.

Satz C (G. Fuchs, J. D. Hamkins, [FH07]): Für alle Kardinalzahlen κ
gilt

(♦κ+(Cofκ) ∧ 2<κ = κ) −→ (?)Tree
κ .

Ist H eine Gruppe, P eine partielle Ordnung und V [G] eine P-generische
Erweiterung des Grundmodells V , so folgt aus τ(H)V > 0 trivialerweise auch
τ(H)V [G] > 0. Die obigen Resultate zeigen nun, dass dies die einzige nicht-
triviale in ZFC beweisbare Aussage über den Zusammenhang von τ(H)V und
τ(H)V [G] für beliebige Gruppen H und partielle Ordnungen P ist.
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Kapitel 2

Gruppen von Automorphismen

In diesem Kapitel leiten wir die technischen Grundlagen zur Konstruktion
der Gruppen aus Satz A und zum Nachweis ihrer geforderten Eigenschaften
her. Diese Gruppen werden aus Automorphismen gewisser mathematischer
Objekte bestehen. Dies eröffnet uns die Möglichkeit, anhand der Operatio-
nen der Automorphismen zusätzliche Informationen über die Struktur der
jeweiligen Gruppen zu gewinnen.

Um möglichst allgemein über mathematische Strukturen zu sprechen, ver-
wenden wir die Sprache der Kategorientheorie, die im ersten Abschnitt vor-
gestellt wird. In den folgenden beiden Abschnitten verallgemeinern wir die
Begriffe der disjunkten Vereinigung und der Permutationsgruppe von der Ka-
tegorie der Mengen auf beliebige Kategorien. Mit Hilfe dieser Begriffe werden
dann in den letzten beiden Abschnitten Objekte und Gruppen konstruiert,
die im Beweis von Satz A verwendet werden.

2.1 Kategorien

Wir geben eine kurze Einführung in die Sprache der Kategorientheorie und
entwickeln Begriffe, die für spätere Konstruktionen verwendet werden. Dabei
folgen wir der Darstellung in [Mac98].

2.1.1 Definition: Eine Kategorie C ist ein Tupel

C = 〈Ob(C),Mor(C), domC, codC, ◦C, IC〉

bestehend aus:

9



KAPITEL 2. GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN

· Einer Klasse Ob(C), den Objekten von C.
· Einer Klasse Mor(C), den Morphismen oder Pfeilen von C.
· Abbildungen domC, codC : Mor(C) −→ Ob(C), die jedem Morphismus seine

Domäne und Kodomäne zuordnen.
· Einer Verknüpfungsabbildung

◦C : { 〈ϕ, ψ〉 ∈ Mor(C)×Mor(C) | domC(ϕ) = codC(ψ) } −→ Mor(C).

· Einer Abbildung IC : Ob(C) −→ Mor(C), die jedem Objekt X von C einen
Identitäts-Morphismus IC(X) zuordnet.

für die folgende Axiome gelten:
(C1) domC(IC(X)) = codC(IC(X)) = X für alle X ∈ Ob(C).
(C2) domC(ϕ◦Cψ) = domC(ψ), codC(ϕ◦Cψ) = codC(ϕ) für alle ϕ, ψ ∈ Mor(C)

mit domC(ϕ) = codC(ψ).
(C3) ϕ ◦C IC(X) = ϕ, IC(X) ◦C ψ = ψ für alle ϕ, ψ ∈ Mor(C) mit domC(ϕ) = X

und codC(ψ) = X.
(C4) ϕ ◦C (ψ ◦C ξ) = (ϕ ◦C ψ) ◦C ξ für alle ϕ, ψ, ξ ∈ Mor(C) mit domC(ϕ) =

codC(ψ) und domC(ψ) = codC(ξ).

Immer wenn im Folgenden klar ist, von welcher Kategorie gesprochen
wird, schreiben wir idX := IC(X) und verzichten auf die entsprechenden Indi-
zes.

Im Blickpunkt der Kategorientheorie liegt die Existenz von Morphismen
mit gewissen Eigenschaften zwischen Objekten einer Kategorie.
Für X,Y ∈ Ob(C) definieren wir die Klasse der Morphismen von X nach Y
als

MorC(X,Y) := {ϕ ∈ Mor(C) | domC(ϕ) = X, codC(ϕ) = Y }

und schreiben ϕ : X −→ Y oder X
ϕ→ Y für ϕ ∈ MorC(X,Y).

Wichtige Eigenschaften von Morphismen können dabei häufig durch kommu-
tative Diagramme dargestellt werden. Zum Beispiel besagt das Axiom (C4),
dass das Diagramm

W
ξ //

ψ◦Cξ   A
AA

AA
AA

X

ψ
��

ϕ◦Cψ

��?
??

??
??

Y ϕ
// Z

für alle ξ ∈ MorC(W,X), ψ ∈ MorC(X,Y) und ϕ ∈ MorC(Y,Z) kommutiert.
Wir definieren einige weitere Begriffe, die wir später benötigen werden.
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2.1. KATEGORIEN

2.1.2 Definition: Sei C eine Kategorie.
(i) C heißt lokal-klein, falls MorC(X,Y) für alle X,Y ∈ Ob(C) eine Menge

ist.
(ii) Ein Morphismus ϕ heißt Monomorphismus, falls für alle Morphismen

ψ, ξ mit domC(ψ) = domC(ξ), codC(ψ) = codC(ξ) = domC(ϕ) und ϕ◦ψ = ϕ◦Cξ
schon ψ = ξ gilt.

(iii) Ein Morphismus ϕ ∈ MorC(X,Y) heißt Isomorphismus von X nach
Y, falls ein ϕ−1 ∈ MorC(Y,X) mit ϕ◦Cϕ−1 = idY und ϕ−1◦Cϕ = idX existiert.
Mit IsoC(X,Y) bezeichnen wir die Klasse der Isomorphismen von X nach Y.
Wir schreiben X ∼= Y, falls IsoC(X,Y) 6= ∅, und sagen X und Y sind isomorph.

(iv) Für ein Objekt X von C definieren wir die Klasse der Automorphis-
men von X als AutC(X) := IsoC(X,X).

Die folgenden Aussagen leiten sich direkt aus den jeweiligen Definitionen
ab.

2.1.3 Proposition: (i) Die Komposition von zwei Monomorphismen ist wie-
der ein Monomorphismus, die Komposition von zwei Isomorphismen ist wie-
der ein Isomorphismus und alle Isomorphismen sind Monomorphismen.

(ii) ∼= ist eine Äquivalenzrelation.
(iii) Ist C lokal-klein, so verfügt die Menge AutC(X) für jedes Objekt

X ∈ Ob(C) über eine Gruppenstruktur mit der Kompositionsabbildung als
Verknüpfung und idX als Eins.
Für ϕ ∈ IsoC(X,Y) ist

kϕ : AutC(X) −→ AutC(Y), π 7−→ πϕ := ϕ ◦ π ◦ ϕ−1 (2.1)

ein Isomorphismus von Gruppen mit k−1
ϕ = kϕ−1 .

2.1.4 Definition: Eine Kategorie D heißt Unterkategorie einer Kategorie
C, falls Ob(D) ⊆ Ob(C), Mor(D) ⊆ Mor(C), domD = domC � Mor(D),
codD = codC � Mor(D), ID = IC � Ob(D) und ϕ ◦C ψ = ϕ ◦D ψ für alle
passenden ϕ, ψ ∈ Mor(D).
D heißt volle Unterkategorie von C, wenn zusätzlich MorC(X,Y) = MorD(X,Y)
für alle X,Y ∈ Ob(D) gilt.

Jede Teilklasse von Ob(C) definiert also eine eindeutige volle Unterkate-
gorie von C und eine volle Unterkategorie wird eindeutig durch ihre Objekte
definiert.
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KAPITEL 2. GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN

Als Nächstes geben wir eine Übersicht über alle im Folgenden auftre-
tenden Kategorien. Um diese Kategorien mit wenig Aufwand einzuführen,
bemerken wir zunächst, dass eine Kategorie C schon vollständig durch die
Festlegung der folgenden Punkte charakterisiert wird:
· Die Klasse Ob(C).
· Definition der Klasse MorC(X,Y) in den Parametern X,Y.
· Eine Abbildung I : Ob(C) −→ V mit I(X) ∈ MorC(X,X) für alle X ∈ Ob(C).
· Definition einer Verknüpfungsabbildung

◦X,Y,Z : MorC(Y,Z)×MorC(X,Y) −→ MorC(X,Z),

die (C3)+(C4) erfüllt, in den Parametern X,Y,Z.
Dann kann man zum Beispiel

Mor(C) := { 〈ϕ,X,Y〉 |X,Y ∈ Ob(C), ϕ ∈ MorC(X,Y) }

setzen und alle Abbildungen aus 2.1.1 in offensichtlicher Weise definieren.

Bei jeder im Weiteren auftretenden Kategorie C existieren zu zwei Objek-
ten X,Y ∈ Ob(C) Mengen a(X), a(Y) mit MorC(X,Y) ⊆ a(X)a(Y). Identität
und Verknüpfung sind durch die Identitätsabbildung ida(X) und die Kompo-
sition von Abbildungen gegeben.
Damit beweist ZFC, dass jede dieser Kategorien lokal-klein ist.

2.1.5 Beispiele: (i) Die Kategorie Set der Mengen:
Objekte von Set sind Mengen. Morphismen von Set sind Abbildungen zwi-
schen Mengen. Es gilt also Ob(Set) = V und MorSet(x, y) = xy.

(ii) Die Kategorie Graph der (ungerichteten) Graphen:
Objekte von Graph sind Graphen, das heißt Paare Γ = 〈P,K〉 bestehend aus
einer Menge P, den Punkten von Γ, und K ⊆ { k ⊆ P | 1 ≤ |k| ≤ 2 }, den
Kanten von Γ.
Ein Morphismus f zwischen zwei Graphen 〈P,K〉 und 〈Q,L〉 ist eine Abbil-
dung f : P −→ Q mit f ′′ k ∈ L für alle k ∈ K.

(iii) Die Kategorie Graphcon der zusammenhängenden Graphen:
Ein Weg der Länge n < ω durch einen Graphen Γ = 〈P,K〉 ist eine Abbil-
dung w : n+ 1 −→ P mit {w(m), w(m+ 1)} ∈ K für alle m < n.
Ein nicht-leere Teilmenge X von P heißt zusammenhängend, wenn für al-
le p, q ∈ X ein n < ω und ein Weg w der Länge n mit w(0) = p und
w(n) = q existieren. Eine ⊆-maximale zusammenhängende Teilmenge von P

12



2.1. KATEGORIEN

heißt Zusammenhangskomponente von Γ. Γ heißt zusammenhängend, falls P
zusammenhängend ist.
Die Kategorie Graphcon ist die volle Unterkategorie von Graph, deren Objekte
zusammenhängende Graphen sind.

(iv) Die Kategorie Field der Körper:
Objekte sind Körper, Morphismen sind Körperhomomorphismen.

(v) Die Kategorie SL der L-Strukturen:
Sei L = 〈C,F,P〉 eine Sprache der Logik 1. Stufe. Objekte von SL sind L-
Strukturen S = 〈S,C,F,P〉. Ein Morphismus ϕ zwischen zwei Strukturen
S = 〈S,C,F,P〉 und S ′ = 〈S′,C′,F′,P′〉〉 ist eine Abbildung ϕ : S −→ S′ mit:
(a) ϕ(cS) = cS′ für alle c ∈ C.
(b) ϕ(fS(x1, . . . , xn)) = fS′(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) für alle f ∈ F mit #f = n und
x1, . . . , xn ∈ S.
(c) (x1, . . . , xn) ∈ PS ⇒ (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) ∈ PS′ für alle P ∈ P mit #P = n
und x1, . . . , xn ∈ S.
Außerdem definieren wir für eine Kardinalzahl κ

Ob(SL)≤κ = { 〈S,C,F,P〉 ∈ Ob(SL) | |S| ≤ κ }

und analog Ob(SL)κ für die Klasse der L-Strukturen, deren Träger Kardina-
lität κ besitzt.

(vi) Die Kategorie PO der partiellen Ordnungen:
Objekte von PO sind partielle Ordnungen, das heißt Paare P = 〈P,≤P〉 be-
stehend aus einer Menge P und einer reflexiven und transitiven Relation ≤P
auf P. Ein Morphismus zwischen zwei partiellen Ordnungen P = 〈P,≤P〉
und Q = 〈Q,≤Q〉 ist eine Abbildung ϕ : P −→ Q mit ϕ(p) ≤Q ϕ(q) für alle
p, q ∈ P mit p ≤P q.
Wir nennen P strikt, falls für alle p, q ∈ P mit p ≤P q und q ≤P p bereits
p = q gilt.
Ist L≤ die Sprache der Logik 1. Stufe mit einem zweistelligen Prädikatensymbol
≤, so kann PO als volle Unterkategorie von SL≤ aufgefasst werden, indem man
〈P,≤P〉 mit der Struktur 〈P, ∅, ∅, {≤P}〉 identifiziert.

(vii) Die Kategorie Tree der Bäume:
Wir nennen eine partielle Ordnung T = 〈T,≤T〉 einen Baum, falls T strikt
ist und für alle t ∈ T

s <P t := s ≤T t ∧ s 6= t

eine Wohlordnung auf

predT(t) := { s ∈ T | s <T t }

13
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definiert. Tree ist die volle Unterkategorie von PO mit Bäumen als Objekte.

Die Automorphismengruppen, die wir konstruieren werden, sollen auch in
generischen Erweiterungen des Grundmodells auf den zugehörigen Objekten
operieren. Dazu muss zunächst sichergestellt werden, dass die Objekte und
Morphismen der Kategorie aus dem Grundmodell auch in der generischen
Erweiterung dieser Kategorie angehören.

2.1.6 Definition: Eine Kategorie C heißt aufwärts-absolut, falls die definie-
renden Formeln für die Klassen Ob(C), Mor(C) und Abbildungen domC, codC,
IC, ◦C aufwärts-absolut bezüglich transitiver ZFC-Modelle sind.

Alle in 2.1.5 verwendeten Formeln zur Definition der jeweiligen Katego-
rien sind absolut bezüglich transitiven ZFC-Modellen. Somit sind alle auf-
geführten Kategorien aufwärts-absolut.

2.2 Koprodukte

Der Begriff des Koproduktes verallgemeinert die Eigenschaften der disjunk-
ten Vereinigung einer Familie von Mengen auf beliebige Kategorien. Er wird
es uns ermöglichen, aus einer gegebenen Familie von Objekten ein neues Ob-
jekt mit nützlichen Eigenschaften zu konstruieren.

2.2.1 Definition: Sei C eine Kategorie, I eine Indexmenge und (Xi)i∈I eine
Familie von Objekten von C.
Ein Paar K =〈X, (ιi)i∈I〉 heißt Koprodukt der (Xi)i∈I, falls gilt:

· X ∈ Ob(C), ιi ∈ MorC(Xi,X) für alle i ∈ I.
· Für alle Y ∈ Ob(C) und jede Familie von Morphismen (ϕi ∈ MorC(Xi,Y))I∈I

existiert ein eindeutiger Morphismus Φ ∈ MorC(X,Y), so dass ϕi = Φ ◦ ιi
für alle i ∈ I gilt und somit das Diagramm

X
Φ //___ Y

Xi

ιi

OO

ϕi

??~~~~~~~

(2.2)

kommutiert.
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Die zu einem Koprodukt gehörigen Morphismen (ιi)i∈I werden als Ein-
bettungen in das Koprodukt bezeichnet.

Das folgende Lemma zeigt, dass das Objekt X durch die universelle Ei-
genschaft des Koproduktes schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

2.2.2 Lemma: Seien 〈X, (ιi)i∈I〉 und 〈X′, (ι′i)i∈I〉 Koprodukte einer Familie
(Xi)i∈I von Objekten einer Kategorie C.

(i) Gilt für Y ∈ Ob(C) und ϕ, ψ ∈ MorC(X,Y) ϕ ◦ ιi = ψ ◦ ιi für alle i ∈ I,
so folgt ϕ = ψ.

(ii) Es existiert ein Isomorphismus Φ ∈ IsoC(X,X
′) mit

ι′i = Φ ◦ ιi (2.3)

für alle i ∈ I.
(iii) Ist die Einbettung ιi für ein i ∈ I ein Monomorphismus, so auch ι′i.

Beweis. (i) Aus der universellen Eigenschaft des Koproduktes folgt die Exis-
tenz eines eindeutigen Morphismus Φ ∈ MorC(X,Y) mit Φ◦ ιi = ϕ◦ ιi für alle
i ∈ I. Da sowohl ϕ als auch ψ diese Gleichungen für alle i ∈ I erfüllen, folgt
ϕ = Φ = ψ.
(ii) Die universelle Eigenschaft des Koproduktes liefert Morphismen Φ ∈
MorC(X,X

′) und Ψ ∈ MorC(X
′,X) mit ι′i = Φ ◦ ιi und ιi = Ψ ◦ ι′i für alle i ∈ I.

Daraus folgt idX ◦ ιi = ιi = Ψ ◦ ι′i = (Ψ ◦ Φ) ◦ ιi und idX′ ◦ ι′i = ι′i = Φ ◦ ιi =
(Φ ◦Ψ) ◦ ι′i und mit (i) folgt Ψ = Φ−1.

X
idX //

Φ

  @
@

@
@ X

X′

Ψ
>>~

~
~

~

Xi

ιi

WW///////////////
ι′i

OO ιi

GG���������������

(iii) Sei Φ der Isomorphismus mit (2.3). Nach 2.1.3,(i) ist dann auch ι′i ein
Monomorphismus.

2.2.3 Beispiele: (i) Koprodukte in Set:
Sei (∆i)i∈I eine beliebige Familie von Mengen. Wir definieren⊔

i∈I

∆i := { 〈x, i〉 | i ∈ I, x ∈ ∆i }
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und für i ∈ I Einbettungen

ei : ∆i −→
⊔
i∈I

∆i, x 7−→ 〈x, i〉.

Dann ist 〈
⊔

i∈I ∆i, (ei)i∈I〉 ein Koprodukt der (∆i)i∈I, da für jede Menge Ω
und Abbildungen (ϕi : ∆i −→ Ω)i∈I die eindeutig bestimmte Abbildung mit
(2.2) durch Φ〈x, i〉 := ϕi(x) gegeben ist.
Ist I = {i0, . . . , in} endlich, so schreiben wir auch

∆i0 t · · · t∆in :=
⊔
i∈I

∆i.

Da alle ei injektiv sind, folgt aus 2.2.2,(iii), dass die Einbettungen aller Ko-
produkte von Set Monomorphismen sind.

(ii) Koprodukte in Graph:
Für eine Familie (Γi)i∈I von Graphen mit Γi = 〈Pi,Ki〉 definieren wir den
Graphen ∐

i∈I

Γi := 〈
⊔
i∈I

Pi, { {〈 p, i〉, 〈 q, i〉} | i ∈ I, {p, q} ∈ Ki }〉.

Dann gilt ei ∈ MorGraph(Γi,
∐

i∈I Γi) und 〈
∐

i∈I Γi, (ei)i∈I〉 bildet ein Kopro-
dukt der (Γi)i∈I. Wie in (i) folgt, dass alle Einbettungen in Koprodukte in
Graph Monomorphismen sind.
Ist i ∈ I und X eine Zusammenhangskomponente von Γi, so ist nach Kon-
struktion X × {i} eine Zusammenhangskomponente von

∐
i∈I Γi und jede

Zusammenhangskomponente von
∐

i∈I Γi ist von dieser Form.

Das folgende Lemma soll eine ausreichende Flexibilität beim Rechnen mit
Koprodukten sicherstellen.

2.2.4 Lemma: Seien I,J,K Indexmengen, σ : I −→ K eine Bijektion und

K =
�⋃

j∈J

Kj

eine Partition von K. Zu Familien (Xi)i∈I, (Yk)k∈K von Objekten einer Kate-
gorie C sei πi ∈ IsoC(Xi,Yσ(i)) für alle i ∈ I.

Ist 〈Yj, (ιjk)k∈Kj
〉 für jedes j ∈ J ein Koprodukt der (Yk)k∈Kj

und 〈Y, (ιj)j∈J〉
ein Koprodukt der (Yj)j∈J, so bildet 〈Y, (ιj ◦ ιjσ(i) ◦ πi)i∈I〉 ein Koprodukt der

(Xi)i∈I.

16
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Beweis. Sei Z ∈ Ob(C) und ϕi ∈ MorC(X,Z) für i ∈ I. Dann ist ϕσ−1(k) ◦
π−1
σ−1(k) ∈ MorC(Yk,Z) für alle k ∈ Kj und für j ∈ J existiert ein eindeutiger

Morphismus Φj : Yj −→ Z mit Φj ◦ ιjσ(i) = ϕi ◦π−1
i für alle i ∈ I mit σ(i) ∈ Kj.

Damit existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus Φ : Y −→ Z mit Φ ◦
ιj = Φj für alle j ∈ J und Φ ◦ ιj ◦ ιjσ(i) ◦ πi = Φj ◦ ιjσ(i) ◦ πi = ϕi ◦ π−1

i ◦ πi = ϕi.

Y
Φ //__________ Z

Yj

ιj

OO
Φj

55kkkkkkkkkk

Yσ(i)

ιj
σ(i)

OO ϕi◦π−1
i

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
Xiπi

oo

ϕi

OO

Aus der Eindeutigkeit der Φj folgt die Eindeutigkeit von Φ mit dieser Eigen-
schaft.

Im Beweis von Satz A wollen wir die universelle Eigenschaft (2.2) von
konstruierten Koprodukten auch in generischen Erweiterungen des Grund-
modells verwenden. Dies motiviert die folgende Definition.

2.2.5 Definition: Wir sagen eine Kategorie C besitzt aufwärts-absolute Ko-
produkte, falls C aufwärts-absolut ist und für jede Familie (Xi)i∈I von Objek-
ten von C die Aussage

”
K ist Koprodukt der (Xi)i∈I“

aufwärts-absolut bezüglich transitiver ZFC-Modelle ist.

Die Konstruktionen beliebiger Koprodukte in Set und Graph aus 2.2.3
sind aufwärts-absolut bezüglich transitiver ZFC-Modelle. Da jedes Kopro-
dukt in Set und Graph isomorph zu einer solchen Konstruktion ist und Iso-
morphie in aufwärts-absoluten Kategorien eine bezüglich transitiver ZFC-
Modelle aufwärts-absolute Eigenschaft ist, besitzen die Kategorien Set und
Graph aufwärts-absolute Koprodukte.

2.3 Die Kategorie A(C)
Ist ∆ ∈ Ob(Set) eine Menge, so nennen wir eine Untergruppe der symme-
trischen Gruppe Sym(∆) := { f : ∆ −→ ∆ | f ist bijektiv } eine Permuta-
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tionsgruppe. Die folgende Definition erweitert diesen Begriff auf beliebige
lokal-kleine Kategorien.

2.3.1 Definition: Sei C eine lokal-kleine Kategorie.
Die KategorieA(C) der Gruppen von C-Automorphismen wird definiert durch:

· Objekte sind Paare 〈X,G〉, wobei X ein Objekt von C und G eine Unter-
gruppe von AutC(X) ist.
· Ein Morphismus von 〈X,G〉 nach 〈Y,H〉 ist ein Paar 〈ϕ, f〉, wobei ϕ ∈

MorC(X,Y) und f : G −→ H ein Homomorphismus von Gruppen ist, so
dass ϕ◦Cπ = f(π)◦Cϕ für alle π ∈ G gilt. Das heißt, das folgende Diagramm
kommutiert für alle π ∈ G.

X
ϕ //

π

��

Y

f(π)

��
X ϕ

// Y

(2.4)

· Der Identitäts-Morphismus eines Objektes 〈X,G〉 ist 〈 idX, idG〉.
· Die Verknüpfung von passenden Morphismen ist durch die Verknüpfung in
C und die Komposition von Gruppenhomomorphismen gegeben

〈ϕ, f〉 ◦A(C) 〈ψ, g〉 := 〈ϕ ◦C ψ, f ◦ g〉

Die Verknüpfung ist wohldefiniert, da der Morphismus 〈ϕ ◦C ψ, f ◦ g〉
wieder (2.4) erfüllt:

(ϕ ◦ ψ) ◦ π = ϕ ◦ g(π) ◦ ψ = (f ◦ g)(π) ◦ (ϕ ◦ ψ).

2.3.2 Beispiel: Die Objekte der Kategorie A(Set) sind Paare 〈∆,G〉 beste-
hend aus einer Menge ∆ und einer Untergruppe G von AutSet(∆) = Sym(∆).
Wir nennen ab jetzt die Objekte vonA(Set) Permutationsgruppen und schrei-
ben PG := Ob(A(Set)).

Die folgende Proposition stellt sicher, dass A(C) für alle von uns betrach-
teten Kategorien C aufwärts-absolut ist.

2.3.3 Proposition: Sei C eine Kategorie mit ZFC `
”
C ist lokal klein“.

Ist dann C aufwärts-absolut, so auch A(C).
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Beweis. Die Aussagen
”
P = 〈X,G〉“ und

”
H ist eine Untergruppe von G“

sind aufwärts-absolut bezüglich transitiver ZFC-Modelle. Da C aufwärts-
absolut ist, gilt dies ebenfalls für die Aussagen

”
X ist ein Objekt von C,

π ist ein C-Automorphismus von X und 〈ϕ, f〉 ist ein A(C)-Morphismus“
und die Verküpfungsabbildung von A(C).
Für transitive ZFC-Modelle M, N mit M ⊆ N und 〈X,G〉 ∈ Ob(A(C))M

gilt dann X ∈ Ob(C)N, G ≤ AutC(X)M ≤ AutC(X)N und damit 〈X,G〉 ∈
Ob(A(C))M.

Wir bestimmen nun die konkrete Gestalt sämtlicher Isomorphismen zwi-
schen Objekten von A(C). Dadurch können wir später ausschließen, dass
gewisse Objekte isomorph sind.

2.3.4 Lemma: Für Objekte 〈X,G〉, 〈Y,H〉 von A(C) gilt

IsoA(C)(〈X,G〉, 〈Y,H〉) = { 〈ϕ, kϕ � G〉 |ϕ ∈ IsoC(X,Y), kϕ
′′ G = H } (2.5)

und 〈ϕ, kϕ � G〉−1 = 〈ϕ−1, kϕ−1 � H〉.

Beweis. Ist 〈ϕ, f〉 ∈ IsoA(C)(〈X,G〉, 〈Y,H〉) und 〈ψ, g〉 = 〈ϕ, f〉−1, so gilt
nach Definition der Verknüpfung in A(C) bereits ψ = ϕ−1 und g = f−1.
Aus (2.4) folgt dann f(π) = ϕ ◦ π ◦ ϕ−1 = kϕ(π) für alle π ∈ G. Damit gilt
f = kϕ � G und auch kϕ

′′ G = H, weil f ein Gruppenisomorphismus ist.
Ist ϕ ∈ IsoC(X,Y) und kϕ

′′ G = H, so ist (2.4) erfüllt und 〈ϕ, kϕ � G〉 ∈
MorA(C)(〈X,G〉, 〈Y,H〉).
Analog folgt 〈ϕ−1, kϕ−1 � H〉 ∈ MorA(C)(〈Y,H〉, 〈X,G〉). Nach Definition der
Verknüpfung in A(C) gilt dann 〈ϕ−1, kϕ−1 � H〉 = 〈ϕ, kϕ � G〉−1 und damit
〈ϕ, kϕ � G〉 ∈ IsoA(C)(〈X,G〉, 〈Y,H〉).

Um Automorphismengruppen verschiedener mathematischer Strukturen
zu vergleichen, führen wir den Begriff der Äquivalenz ein. Um spezielle Ei-
genschaften einer Kategorie D zu nutzen, wird es wichtig sein, für Objekte
〈X,G〉 ∈ Ob(A(C)) ein äquivalentes Objekt in A(D) konstruieren zu können.

2.3.5 Definition: Seien C und D lokal-kleine Kategorien.
Zwei Objekte 〈X,G〉 ∈ Ob(A(C)) und 〈Y,H〉 ∈ Ob(A(D)) heißen äquivalent,
falls ein Gruppenisomorphismus F : AutC(X) −→ AutD(Y) existiert, der
H = F ′′ G erfüllt.

2.3.6 Proposition: In A(C) isomorphe Objekte sind auch äquivalent.
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Beweis. Für 〈ϕ, kϕ � G〉 ∈ IsoA(C)(〈X,G〉, 〈Y,H〉) erfüllt F = kϕ nach (2.1)
und (2.5) die Bedingungen aus 2.3.5.

Wir zitieren nun einen Satz, der Beispiele für äquivalente Objekte in
verschiedenen Kategorien liefert. Er ermöglicht es uns, zu jedem 〈Γ,H〉 ∈
Ob(A(Graph)) ein äquivalentes Objekt von A(Field) zu konstruieren.

2.3.7 Satz (E. Fried, J. Kollár, [FK81]): Sei Γ = 〈P,K〉 ein Graph.
Dann existiert ein Körper FΓ mit:
(a) |FΓ| = max {|P| , ω}.
(b) P ist eine AutField(FΓ)-invariante Teilmenge von FΓ, das heißt P ⊆ FΓ

und P = π ′′ P für alle π ∈ AutField(FΓ).
(c) Die Abbildung

χ : AutField(FΓ) −→ AutGraph(Γ), π 7−→ π � P (2.6)

ist wohldefiniert und ein Isomorphismus von Gruppen.

Eine genaue Analyse der Konstruktion von FΓ aus Γ im Beweis des Satzes
zeigt außerdem, dass die Eigenschaften (b)+(c) aus 2.3.7 aufwärts-absolut
bezüglich transitiver ZFC-Modelle sind. Eine solche Analyse der verwendeten
Definitionen findet sich in [Tho], Kapitel 4.

2.3.8 Korollar: Sei M ein transitives ZFC-Modell und 〈Γ,H〉 ∈ Ob(A(Graph))M.
Dann existiert ein Objekt 〈FΓ,A〉 ∈ Ob(A(Field))M, so dass für jedes transi-
tive ZFC-Modell N mit M ⊆ N gilt

(〈Γ,H〉 und 〈FΓ,A〉 sind äquivalent)N .

Beweis. Sei FΓ der Körper aus 2.3.7, A := χ−1
M

′′
H mit χM wie in (2.6) und

N ein transitives ZFC-Modell mit M ⊆ N.
Da Graph und Field aufwärts-absolute Kategorien sind, bleiben Automorphis-
men aus M in N Automorphismen und es gilt

H ≤ AutGraph(Γ)M ≤ AutGraph(Γ)N

sowie
A ≤ AutField(FΓ)M ≤ AutField(FΓ)N.

Wegen der Aufwärts-Absolutheit in 2.3.7 ist

χN : AutField(FΓ)N −→ AutGraph(Γ)N, π 7−→ π � P
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ein Gruppenisomorphismus, der χM fortsetzt, und durch

A = χ−1
M

′′
H = χ−1

N

′′
H

bezeugt, dass 〈Γ,H〉 und 〈FΓ,A〉 in N äquivalent sind.

2.4 Direkte Produkte in A(C)
Ist (∆i)i∈I eine Familie von Mengen, so induziert jedes Element (πi)i∈I ∈∏

i∈I Sym(∆i) durch π〈x, i〉 := 〈 πi(x), i〉 eine Bijektion π der disjunkten Ver-
einigung

⊔
i∈I ∆i∈I. Mittels Koprodukten verallgemeinern wir diese Konstruk-

tion auf beliebige Kategorien.

2.4.1 Lemma: Sei 〈X, (ιi)i∈I〉 ein Koprodukt einer Familie (Xi)i∈I von Ob-
jekten einer lokal-kleinen Kategorie C.

(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus
ΛI :

∏
i∈I AutC(Xi) −→ AutC(X) mit

ιi ◦ πi = ΛI((πi)i∈I) ◦ ιi (2.7)

für alle i ∈ I und alle (πi)i∈I ∈
∏

i∈I AutC(Xi).
Für (πi)i∈I ∈

∏
i∈I AutC(Xi) ist ΛI((πi)i∈I) dabei der eindeutig bestimmte Mor-

phismus, für den das Diagramm

X
ΛI((πi)i∈I) // X

Xi

ιi

OO

πi

// Xi

ιi

OO (2.8)

für alle i ∈ I kommutiert.
(ii) Sind sämtliche ιi Monomorphismen, so auch ΛI.

Beweis. (i) Für (πi)i∈I ∈
∏

i∈I AutC(Xi) existiert ein eindeutig bestimmter
Morphismus ΛI((πi)i∈I) : X −→ X mit (2.8) für alle i ∈ I.
Dann gilt ΛI((πi)i∈I) ◦ ΛI((π

′
i)i∈I) ◦ ιi = ΛI((πi)i∈I) ◦ ιi ◦ π′i = ιi ◦ (πi ◦ π′i)

für alle i ∈ I und somit ΛI((πi)i∈I) ◦ ΛI((π
′
i)i∈I) = ΛI((πi)i∈I ◦ (π′i)i∈I) für alle

(πi)i∈I, (π
′
i)i∈I ∈

∏
i∈I AutC(Xi). Außerdem gilt wegen ΛI((idXi

)i∈I) ◦ ιi = ιi
schon ΛI((idXi

)i∈I) = idX. Damit sind alle ΛI((πi)i∈I) Automorphismen und
ΛI ein Gruppenhomomorphismus.
(ii) Sei (πi)i∈I ∈ Ker(ΛI). Mit (2.7) gilt dann ιi ◦ πi = idX ◦ ιi = ιi ◦ idXi

für
alle i ∈ I und damit πi = idXi

= 1lAutC(Xi).
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2.4.2 Definition: Sei C eine lokal-kleine Kategorie, I eine Indexmenge und
(〈Xi,Gi〉)i∈I eine Familie von Objekten von A(C).
Ein Objekt 〈X,G〉 von A(C) heißt direktes Produkt der (〈Xi,Gi〉)i∈I, falls
eine Familie (ιi)i∈I von Morphismen existiert, so dass gilt:
· ιi ∈ MorC(Xi,X) für alle i ∈ I.
· 〈X, (ιi)i∈I〉 ist ein Koprodukt der (Xi)i∈I.
· für den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus ΛI mit (2.7) gilt

G = ΛI
′′

∏
i∈I

Gi. (2.9)

Wir zeigen zunächst, von welcher Gestalt direkte Produkte in A(Set) und
A(Graph) sind.

2.4.3 Beispiele: (i) Definiere für eine Familie (〈∆i,Gi〉)i∈I von Permutati-
onsgruppen einen Gruppenhomomorphismus

dI :
∏
i∈I

Sym(∆i) −→ Sym(
⊔
i∈I

∆i)

durch dI((σi)i∈I)〈x, i〉 := 〈σi(x), i〉. Für die Einbettungen ei gilt dann

(dI((σi)i∈I) ◦ ei) (x) = 〈σi(x), i〉 = (ei ◦ σi) (x)

für alle i ∈ I und x ∈ ∆i. Damit bildet∏
i∈I

〈∆i,Gi〉 := 〈
⊔
i∈I

∆i, dI
′′

∏
i∈I

Gi〉

ein direktes Produkt der (〈∆i,Gi〉)i∈I in A(Set).
(ii) Für eine Familie (〈Γi,Hi〉)i∈I von Objekten von A(Graph) definieren

wir wie oben
dI :

∏
i∈I

AutGraph(Γi) −→ AutGraph(
∐
i∈I

Γi)

durch dI((πi)i∈I)〈 p, i〉 := 〈 πi(p), i〉. Dann bildet auch∏
i∈I

〈Γi,Hi〉 := 〈
∐
i∈I

Γi, dI
′′

∏
i∈I

Gi〉

ein direktes Produkt der (〈Γi,Hi〉)i∈I in A(Graph).
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Wie im zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wir in den nächsten
drei Lemmata die Eindeutigkeit, Flexibilität und Aufwärts-Absolutheit die-
ser Konstruktion.

2.4.4 Lemma: Zwei direkte Produkte einer Familie (〈Xi,Gi〉)i∈I von Objek-
ten von A(C) sind isomorph in A(C).

Beweis. Seien 〈X,G〉 und 〈X′,G′〉 direkte Produkte der (〈Xi,Gi〉)i∈I und
(ιi)i∈I, ΛI und (ι′i)i∈I, Λ′

I Zeugen hierfür.
Sei Φ ∈ IsoC(X,X

′) der Isomorphismus mit (2.3). Für (πi)i∈I ∈
∏

i∈I AutC(Xi)
und alle i ∈ I kommutiert dann das Diagramm

X′ (kΦ◦ΛI)((πi)i∈I) // X′

X

Φ
``@@@@@@@

ΛI((πi)i∈I) // X

Φ
>>~~~~~~~

Xi

ι′i

OO

ιi

??~~~~~~~

πi

// Xi

ιi

__@@@@@@@

ι′i

OO

und es gilt

Λ′
I((πi)i∈I) ◦ ι′i

(2.7)
= ι′i ◦ πi = (kΦ ◦ ΛI)((πi)i∈I) ◦ ι′i.

Mit 2.2.2,(i) folgt Λ′
I = kΦ ◦ ΛI und damit

G′ = Λ′
I
′′ ∏

i∈I

AutC(Xi) = kΦ
′′ (ΛI

′′
∏
i∈I

AutC(Xi))
(2.9)
= kΦ

′′ G.

Nach (2.5) ist dann 〈Φ, kΦ � G〉 ∈ IsoA(C)(〈X,G〉, (X′,G′)).

2.4.5 Lemma: Seien I,J,K Indexmengen, σ : I −→ K eine Bijektion,

K =
�⋃

j∈J

Kj

eine Partition von K und (〈Xi,Gi〉)i∈I, (〈Yk,Hk〉)k∈K Familien von Objekten
von A(C). Für i ∈ I sei 〈ϕi, kϕi

� Gi〉 ein Isomorphismus von 〈Xi,Gi〉 nach
〈 Yσ(i),Hσ(i)〉.
Ist 〈Yj,Hj〉 für jedes j ∈ J ein direktes Produkt der (〈Yk,Hk〉)k∈Kj

und 〈Y,H〉
ein direktes Produkt der (〈Yj,Hj〉)j∈J, so ist 〈Y,H〉 auch ein direktes Produkt
der (〈Xi,Gi〉)i∈I.

23



KAPITEL 2. GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN

Beweis. Für j ∈ J und k ∈ Kj seien ιjk : Yk −→ Yj und ιj : Yj −→ Y
die Einbettungen in die entsprechenden Koprodukte und ΛKj

und ΛJ die
induzierten Gruppenhomomorphismen mit (2.7).
Nach 2.2.4 ist dann 〈Y, (ιj ◦ ιjσ(i) ◦ ϕi)i∈I〉 ein Koprodukt der (Xi)i∈I und

induziert einen Gruppenhomomorphismus ΛI mit (2.7).
Für (πi)i∈I ∈

∏
i∈I AutC(Xi) und alle i ∈ I mit σ(i) ∈ Kj kommutiert wegen

kϕi
(πi) ∈ Hσ(i) das Diagramm

Y
ΛJ((ΛKj

((kϕi (πi))σ(i)∈Kj
))j∈J)

// Y

Yj

ιj
bbEEEEEEEEE ΛKj

((kϕi (πi))σ(i)∈Kj
)
// Yj

ιj
<<yyyyyyyyy

Yσ(i)

ιj
σ(i)

OO

kϕi (πi)
// Yσ(i)

ιj
σ(i)

OO

ϕ−1
i

!!C
CC

CC
CC

C

Xi

ιJ◦ιjσ(i)
◦ϕi

OO

ϕi

=={{{{{{{{

πi

// Xi

ιJ◦ιjσ(i)
◦ϕi

OO

und es gilt

ΛI((πi)i∈I) ◦ ιj ◦ ιjσ(i) ◦ ϕi
(2.7)
= ιj ◦ ιjσ(i) ◦ ϕi ◦ πi

= ΛJ((ΛKj
((kϕi

(πi))σ(i)∈Kj
))j∈J) ◦ ιj ◦ ιjσ(i) ◦ ϕi.

Daraus folgt ΛI((πi)i∈I) = ΛJ((ΛKj
((kϕi

(πi))σ(i)∈Kj
))j∈J) und damit

ΛI
′′

∏
i∈I

Gi = ΛJ
′′

∏
j∈J

(ΛKj

′′
∏

σ(i)∈Kj

(kϕi

′′ Gi))

= ΛJ
′′

∏
j∈J

(ΛKj

′′
∏
k∈Kj

Hk) = ΛJ
′′

∏
j∈J

Hj = H

2.4.6 Lemma: Sei C eine Kategorie mit aufwärts-absoluten Koprodukten
und ZFC `

”
C ist lokal klein“, M ein transitives ZFC-Modell und (〈Xi,Gi〉)i∈I ∈

M eine Familie von Objekten von A(C)M.
Bezeugt (ιi)i∈I in M, dass 〈Y,H〉 ∈ Ob(A(C))M ein direktes Produkt der
(〈Xi,Gi〉)i∈I bildet, so gilt dies auch in jedem transitiven ZFC-Modell N mit
M ⊆ N und

(
IM

)
∩ N =

(
IM

)
∩M.
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2.4. DIREKTE PRODUKTE IN A(C)

Beweis. Sei ΛM
I :

∏
i∈I AutC(Xi)M −→ AutC(Y)M der in M durch das Kopro-

dukt 〈Y, (ιi)i∈I〉 induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.7).
Nach Voraussetzung ist 〈Y, (ιi)i∈I〉 auch in N ein Koprodukt der (Xi)i∈I und
induziert auch hier einen Gruppenhomomorphismus ΛN

I :
∏

i∈I AutC(Xi)N −→
AutC(Y)N mit (2.7).
Für (πi)i∈I ∈

∏
i∈I AutC(Xi)M und alle i ∈ I gilt dann

ΛN
I ((πi)i∈I) ◦ ιi = ιi ◦ πi = ΛM

I ((πi)i∈I) ◦ ιi

und damit ΛM
I = ΛN

I � (
∏

i∈I AutC(Xi))M.
Da M und N die gleichen I-Sequenzen besitzen, gilt (

∏
i∈I Gi)M = (

∏
i∈I Gi)N

und somit
ΛN

I

′′
(
∏
i∈I

Gi)N = ΛM
I

′′
(
∏
i∈I

Gi)M = H.

Damit bezeugt (ιi)i∈I, dass 〈Y,H〉 auch in N ein direktes Produkt der (Xi)i∈I

bildet.

Abschließend geben wir noch eine später nützliche Anwendung des Entwi-
ckelten in der Kategorie Graph. Wir bestimmen dabei Teilgraphen, die unter
den Automorphismen der gegebenen Gruppe invariant sind, und können so
die Struktur der Automorphismengruppen durch eine Zerlegung in Produkte
genauer bestimmen.
Das Resultat zeigt, warum die im Prinzip (?)

Graphcon
κ vorkommenden zusam-

menhängenden Graphen paarweise nicht-isomorph sein sollen.

Ist Γ = 〈P,K〉 ein Graph und X eine Teilmenge von P, so nennen wir

Γ � X := 〈X,K ∩ Pot(X)〉

den durch X induzierten Teilgraphen von Γ.

2.4.7 Lemma: Seien Γ,Γ′ Graphen und F ∈ IsoGraph(Γ,Γ
′). Für jede Zusam-

menhangskomponente X von Γ ist dann F ′′ X eine Zusammenhangskompo-
nente von Γ′ und F � X ∈ IsoGraphcon

(Γ � X,Γ′ � (F ′′ X)).

Beweis. Ist f ∈ MorGraph(Γ,Γ
′) und w ein Weg der Länge n durch Γ, so ist

f ◦w ein Weg der Länge n durch Γ′. Somit ist F ′′ X zusammenhängend und
in einer Zusammenhangskomponente Y von Γ′ enthalten.
Sei x ∈ X. Für jedes y ∈ Y existiert dann ein Weg w der Länge n von f(x)
nach y durch Γ′. Dann ist f−1 ◦ w ein Weg von x ∈ X nach f−1(y) durch Γ.
Aus der Maximalität von X folgt f−1(y) ∈ X und damit f ′′ X = Y.
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KAPITEL 2. GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN

Wir sagen, die Zusammenhangskomponenten einer Familie (Γi)i∈I von
Graphen sind paarweise nicht-isomorph, falls für alle i0, i1 ∈ i mit i0 6= i1
und Zusammenhangskomponenten X0 von Γi0 und X1 von Γi1 die Graphen
Γi0 � X0 und Γi1 � X1 nicht isomorph sind.

2.4.8 Lemma: Sei (Γi)i∈I eine Familie von Graphen, deren Zusammenhangs-
komponenten paarweise nicht-isomorph sind.
Dann ist der Gruppenhomomorphismus

dI :
∏
i∈I

AutGraph(Γi) −→ AutGraph(
∐
i∈I

Γi)

aus 2.4.3,(ii) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei Γi = 〈Pi,Ki〉 für alle i ∈ I.
Einbettungen in Koprodukte von Graph sind Monomorphismen, also ist

dI nach 2.4.1,(ii) injektiv.
Sei π ∈ AutGraph(

∐
i∈I Γi). Für alle i ∈ I und jede Zusammenhangskompo-

nente X von Γi existiert dann nach 2.2.3,(ii) und 2.4.7 ein j ∈ J und eine
Zusammenhangskomponente Y von Γj mit π ′′ (X × {i}) = Y × {j}. Dann
vermittelt π einen Isomorphismus der Graphen Γi � X und ΓJ � Y und aus
der Voraussetzung folgt i = j.
Damit gilt π ′′ Pi × {i} = Pi × {i} und für jedes i ∈ I existiert ein πi ∈
AutGraph(Γi) mit π〈 p, i〉 = 〈 πi(p), i〉 für alle p ∈ Pi, das heißt π = dI((πi)i∈I).

2.5 Umsetzungen von Permutationsgruppen

Die Motivation für die Konstruktion des direkten Produktes im letzten Ab-
schnitt war die Operation des Produktes

∏
i∈I Sym(∆I) der symmetrischen

Gruppen auf der ersten Komponente der Elemente der disjunkten Vereini-
gung

⊔
i∈I ∆i.

Sind alle Mengen der Familie (∆i)i∈I gleich der Menge ∆, so kann man
zusätzlich eine Operation der symmetrischen Gruppe Sym(I) auf der zwei-
ten Komponente der Elemente von

⊔
i∈I ∆ durch 〈x, i〉 7→ 〈x, σ(i)〉 definie-

ren. Wieder verallgemeinern wir diese Konstruktion mittels Koprodukten auf
beliebige lokal-kleine Kategorien.

2.5.1 Lemma: Sei X ein Objekt einer lokal-kleinen Kategorie C, I eine In-
dexmenge und 〈Y, (ιi)i∈I〉 ein Koprodukt der Familie (X)i∈I.
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2.5. UMSETZUNGEN VON PERMUTATIONSGRUPPEN

(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus
ΘI : Sym(I) −→ AutC(Y) mit

ΘI(σ) ◦ ιi = ισ(i) (2.10)

für alle σ ∈ Sym(I) und i ∈ I.
Für σ ∈ Sym(I) ist ΘI(σ) der eindeutig bestimmte Morphismus, für den das
Diagramm

Y
ΘI(σ) // Y

X

ιi

__@@@@@@@ ισ(i)

??�������

(2.11)

für alle i ∈ I kommutiert.
(ii) Folgt für alle i0, i1 ∈ I aus i0 6= i1 bereits ιi0 6= ιi1 , so ist ΘI ein

Monomorphismus.

Beweis. (i) Für σ ∈ Sym(I) existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
ΘI(σ) : Y −→ Y mit (2.11) für alle i ∈ I.
Dann gilt ΘI(σ) ◦ΘI(σ

′) ◦ ιi = ΘI(σ) ◦ ισ′(i) = ι(σ◦σ′)(i) für alle i ∈ I und somit
ΘI(σ)◦ΘI(σ

′) = ΘI(σ ◦σ′). Zusätzlich gilt wegen ΘI(idI)◦ ιi = ιi für alle i ∈ I
auch ΘI(idI) = idY. Damit ist ΘI(σ) ein Automorphismus von Y und ΘI ein
Gruppenhomomorphismus.
(ii) Für σ ∈ Ker(ΘI) gilt ισ(i) = ιi für alle i ∈ I und nach Voraussetzung
bedeutet das schon σ = idI.

2.5.2 Definition: Sei 〈∆,G〉 eine Permutationsgruppe und X ein Objekt
einer lokal-kleinen Kategorie C.
Ein Objekt 〈Y,H〉 von A(C) heißt Umsetzung von 〈∆,G〉 durch X, falls eine
Familie (ιx)x∈∆ von Morphismen existiert, so dass gilt:
· ιx ∈ MorC(X,Y) für alle x ∈ ∆.
· 〈Y, (ιx)x∈∆〉 ist ein Koprodukt der Familie (X)x∈∆.
· für den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus Θ∆ mit (2.10) gilt

H = Θ∆
′′ G.

In A(Set) und A(Graph) können Umsetzungen von Permutationsgruppen
wie folgt konstruiert werden.
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2.5.3 Beispiele: (i) Für eine Menge Ω und eine Indexmenge I definieren wir
einen Gruppenhomomorphismus

uI : Sym(I) −→ Sym(
⊔
i∈I

Ω)

durch uI(σ)〈x, i〉 = 〈x, σ(i)〉.
Für eine Permutationsgruppe 〈∆,G〉 bildet 〈

⊔
x∈∆ Ω, u∆

′′ G〉 dann eine Um-
setzung von 〈∆,G〉 durch Ω.

(ii) Für einen Graphen Γ definieren wir wie oben den Gruppenhomomor-
phismus

uI : Sym(I) −→ AutGraph(
∐
i∈I

Γ)

durch uI(σ)〈 p, i〉 = 〈 p, σ(i)〉.
Für eine Permutationsgruppe 〈∆,G〉 bildet dann

Γ〈∆,G〉 := 〈
∐
x∈∆

Γ, u∆
′′ G〉

eine Umsetzung von 〈∆,G〉 durch Γ.

Wie im vorigen Abschnitt leiten wir durch drei Lemmata grundlegende
Eigenschaften der Umsetzungen her.

2.5.4 Lemma: Zwei Umsetzungen einer Permutationsgruppe 〈∆,G〉 durch
ein Objekt X einer Kategorie C sind isomorph in A(C).

Beweis. Seien 〈Y,H〉, 〈Y′,H′〉Umsetzungen von 〈∆,G〉 durch X und (ιx)x∈∆,
Θ∆ sowie (ι′x)x∈∆, Θ′

∆ Zeugen hierfür.
Sei Φ ∈ IsoC(Y,Y

′) der Isomorphismus mit (2.3). Für σ ∈ Sym(∆) und alle
x ∈ ∆ kommutiert dann das Diagramm

Y
Θ∆(σ) //

Φ

��

Y

Φ

��

X

ιx

``AAAAAAA

ι′x

~~~~
~~

~~
~

ισ(x)

>>}}}}}}}

ι′
σ(x)

  @
@@

@@
@@

Y′
(kΦ◦Θ∆)(σ)

// Y′
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und es gilt

Θ′
∆(σ) ◦ ι′x

(2.10)
= ι′σ(x) = (kΦ ◦Θ∆)(σ) ◦ ι′x.

Daraus folgt Θ′
∆ = kΦ ◦Θ∆ und

H′ = Θ′
∆

′′
G = kΦ

′′ (Θ∆
′′ G) = kΦ

′′ H.

Mit (2.5) gilt dann 〈Φ, kΦ � H〉 ∈ IsoA(C)(〈Y,H〉, 〈Y′,H′〉).

2.5.5 Lemma: Seien 〈∆,G〉, 〈∆′,G′〉 Permutationsgruppen, X,X′ Objekte
einer lokal-kleinen Kategorie C und 〈 f, kf � G〉 ∈ IsoA(Set)(〈∆,G〉, 〈∆′,G′〉),
ϕ ∈ IsoC(X,X

′) Isomorphismen.
Jede Umsetzung 〈Y,H〉 von 〈∆′,G′〉 durch X′ ist dann auch eine Umsetzung
von 〈∆,G〉 durch X.

Beweis. Für y ∈ ∆′ sei ιy : X′ −→ Y die entsprechende Einbettung in das
Koprodukt und Θ∆′ : Sym(∆′) −→ AutC(Y) der induzierte Gruppenhomo-
morphismus mit (2.10).
Für x ∈ ∆ setze ι∗x := ιf(x)◦ϕ. Für σ ∈ Sym(∆) gilt dann ι∗σ(x) = ιf(σ(x))◦ϕ =

ιkf (σ)(f(x)) ◦ ϕ. Mit 2.2.4 ist dann 〈Y, (ι∗x)x∈∆〉 ein Koprodukt der Familie
(X)x∈∆. Sei Θ∆ der induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.10).
Für σ ∈ Sym(∆) und x ∈ ∆ kommutiert dann das Diagramm

Y
Θ∆′ (kf (σ))

// Y

X′

ιf(x)

ffMMMMMMMMMMMMM

ιkf (σ)(f(x))

88qqqqqqqqqqqqq

X

ϕ

OO
ι∗x

YY

ι∗
σ(x)

EE

und es gilt

Θ∆(σ) ◦ ι∗x
(2.10)
= ι∗σ(x) = (Θ∆′ ◦ kf )(σ) ◦ ι∗x.

Damit ist Θ∆ = Θ∆′ ◦ kf und somit

Θ∆
′′ G = Θ∆′

′′ (kf
′′ G) = Θ∆′

′′ G′ = H.
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2.5.6 Lemma: Sei C eine Kategorie mit aufwärts-absoluten Koprodukten
und ZFC `

”
C ist lokal klein“, M ein transitives ZFC-Modell, X ∈ Ob(C)M

und 〈∆,G〉 ∈ PGM eine Permutationsgruppe.
Bezeugt (ιx)x∈∆ in M, dass 〈Y,H〉 ∈ Ob(A(C))M eine Umsetzung von 〈∆,G〉
durch X bildet, so gilt dies auch in jedem transitiven ZFC-Modell N mit
M ⊆ N.

Beweis. Sei ΘM
∆ : Sym(∆)M −→ AutC(Y)M der durch das Koprodukt 〈Y, (ιx)x∈∆〉

in M induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.10).
Durch die Aufwärts-Absolutheit bildet 〈Y, (ιx)x∈∆〉 auch in N ein Kopro-
dukt der (X)x∈∆ und induziert auch hier einen Gruppenhomomorphismus
ΘN

∆ : Sym(∆)N −→ AutC(Y)N mit (2.10).
Für σ ∈ Sym(∆)M ≤ Sym(∆)N und alle x ∈ ∆ gilt dann

ΘN
∆(σ) ◦ ιx = ισ(x) = ΘM

∆(σ) ◦ ιx

und somit ΘM
∆ = ΘN

∆ � Sym(∆)M. Daraus folgt

ΘN
∆

′′
G = ΘM

∆

′′
G = H

und (ιx)x∈∆ bezeugt auch in N , dass 〈Y,H〉 eine Umsetzung von 〈∆,G〉
durch X ist.

Das folgende Lemma zeigt, wie direkte Produkte und Umsetzungen von
Permutationsgruppen kombiniert werden können.

2.5.7 Lemma: Sei (〈∆i,Gi〉)i∈I eine Familie von Permutationsgruppen und
X ein Objekt einer lokal-kleinen Kategorie C.
Ist für i ∈ I 〈Yi,Hi〉 eine Umsetzung von 〈∆i,Gi〉 durch X und 〈Y,H〉 ein
direktes Produkt der (〈Yi,Hi〉)i∈I, so ist 〈Y,H〉 auch eine Umsetzung von∏

i∈I〈∆i,Gi〉 durch X.

Beweis. Seien (ιix)x∈∆i
, Θ∆i

Zeugen für die Umsetzung von 〈∆i,Gi〉 durch X
und (ιi)i∈I, ΛI die Zeugen für die universelle Eigenschaft des direkten Pro-
duktes 〈Y,H〉.
Definiere ∆∗ :=

⊔
i∈I ∆i. Mit ι∗〈x,i〉 := ιi ◦ ιix bildet dann 〈Y, (ι∗〈x,i〉)〈x,i〉∈∆∗〉

nach 2.2.4 ein Koprodukt der (X)〈x,i〉∈∆∗ .
Sei Θ∆∗ : Sym(∆∗) −→ AutC(Y) der induzierte Gruppenhomomorphismus
mit (2.10) und dI :

∏
i∈I Sym(∆i) −→ Sym(∆∗) wie in 2.4.3,(i). Für (σi)i∈I ∈∏

i∈I Sym(∆i) gilt ι∗dI((σi)i∈I)〈x,i〉 = ιi ◦ ιiσi(x)
.
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Für alle (σi)i∈I ∈
∏

i∈I Sym(∆i) und 〈x, i〉 ∈ ∆∗ kommutiert dann wegen
Θ∆i

(σi) ∈ Hi das Diagramm

Y
ΛI((Θ∆i

(σi))i∈I) // Y

Yi

Θ∆i
(σi) //

ιi

ffMMMMMMMMMMMMM
Yi

ιi

88qqqqqqqqqqqqq

X
ιix

__@@@@@@@ ιi
σi(x)

??~~~~~~~ι∗〈 x,i〉

TT

ι∗
dI((σi)i∈I)〈 x,i〉

JJ

und es gilt

(Θ∆∗ ◦ dI)((σi)i∈I) ◦ ι∗〈x,i〉 = ι∗dI((σi)i∈I)〈x,i〉 = ΛI((Θ∆i
(σi))i∈I) ◦ ι∗〈x,i〉.

Das zeigt (Θ∆∗ ◦ dI)((σi)i∈I) = ΛI((Θ∆i
(σi))i∈I) und damit

Θ∆∗
′′ (dI

′′
∏
i∈I

Gi) = ΛI
′′

∏
i∈I

(Θ∆i

′′ Gi) = ΛI
′′

∏
i∈I

Hi = H.

Mit 2.5.4 gilt also für jeden Graphen Γ∏
i∈I

Γ〈∆i,Gi〉 ∼= Γ (
∏
i∈I

〈∆i,Gi〉). (2.12)

Anknüpfend an 2.4.8 zeigt das folgende Lemma, weshalb die zusam-
menhängenden Graphen des Prinzips (?)

Graphcon
κ rigide sein sollen.

2.5.8 Lemma: Sei Γ = 〈P,K〉 ein rigider, zusammenhängender Graph.
Für jede Menge I ist dann der Gruppenhomomorphismus

uI : Sym(I) −→ AutGraph(
∐
i∈I

Γ)

ein Isomorphismus.
Insbesondere sind 〈∆,G〉 und Γ〈∆,G〉 für jede Permutationsgruppe 〈∆,G〉
äquivalent.
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KAPITEL 2. GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN

Beweis. Weil für die Einbettungen ei : Γ −→
∐

i∈I Γ aus i0 6= i1 bereits
ei0 6= ei1 folgt, ist uI nach 2.5.1,(ii) injektiv.
Sei π ∈ AutGraph(

∐
i∈I Γ). Da die Zusammenhangskomponenten von

∐
i∈I Γ

genau von der Form P × {i} mit i ∈ I sind, existiert ein σ ∈ Sym(I) mit
π ′′ (P × {i}) = P × {σ(i)} für alle i ∈ I. Für jedes i ∈ I induziert π somit
einen Automorphismus πi von Γ mit π〈 p, i〉 = 〈 πi(p), σ(i)〉 für alle p ∈ P.
Da Γ rigide ist folgt πi = idΓ für alle i ∈ I und π = uI(σ).
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Kapitel 3

Normalisatortürme

Eine der Hauptaufgaben im Beweis von Satz A wird in der Analyse der
Automorphismentürme von Gruppen liegen. Dies ist im Allgemeinen ein sehr
schwieriges Unterfangen, da für manche Gruppen G allein die Berechnung
von Aut(G) extrem kompliziert ist.

Wir wollen dieses Problem umgehen und verwenden dazu eine von Simon
Thomas in [Tho85] entwickelte Technik. Dabei betrachten wir anstelle des
Automorphismenturms einer Gruppe eine ähnlich definierte aufsteigende Se-
quenz von Gruppen, den sogenannten Normalisatorturm einer Untergruppe
H von G. Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dass alle Gruppen der Se-
quenz Untergruppen der Gruppe G sind und diese Gruppe zu Beginn der
Konstruktion bekannt ist, im Gegensatz zu Hτ(H) im Automorphismenturm.

Im ersten Abschnitt definieren wir den Normalisatorturm einer Unter-
gruppe und leiten einige grundlegende Eigenschaften her. Anschließend führen
wir mehrere konkrete Berechnungen durch, die in späteren Beweisen benötigt
werden.

Im zweiten Abschnitt ordnen wir dann jeder Automorphismengruppe H
eines Graphen eine Gruppe GH mit trivialem Zentrum zu, so dass sich die
Höhe des Automorphismenturms von GH durch den Normalisatorturm von
H bestimmen lässt.
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KAPITEL 3. NORMALISATORTÜRME

3.1 Normalisatortürme von Untergruppen

3.1.1 Definition: Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Wir
definieren den Normalisator von H in G als die kleinste Untergruppe NG(H)
von G, die H als Normalteiler enthält, das heißt

NG(H) := { g ∈ G |hg = g ◦ h ◦ g−1 ∈ H für alle h ∈ H }.

Für eine Ordinalzahl α definieren wir rekursiv Nα
G(H), die α-te Stufe des

Normalisatorturms von H in G, durch:
· N 0

G(H) := H.
· Nα+1

G (H) := NG(Nα
G(H)).

· Nλ
G(H) :=

⋃
α<λ Nα

G(H) für λ ∈ Lim.
Für eine lokal-kleine Kategorie C und ein Objekt 〈X,G〉 von A(C) schreiben
wir Nα

X(G) := Nα
AutC(X)(G) und Nα〈X,G〉 := 〈X,Nα

X(G)〉.

Mit einem einfachen Argument lässt sich zeigen, dass der Normalisator-
turm jeder Untergruppe terminiert.

3.1.2 Proposition: Sei G eine Gruppe der Kardinalität κ.
Für jede Untergruppe H von G existiert eine Ordinalzahl α < κ+ mit

Nα
G(H) = Nβ

G(H) für alle β ≥ α. (3.1)

Beweis. Sonst würde für jedes α < κ+ ein gα ∈ Nα+1
G (H) \ Nα

G(H) existieren
und { gα |α < κ+ } wäre eine Teilmenge von G mit Kardinalität κ+.

Für eine Untergruppe H von G nennen wir die kleinste Ordinalzahl νG(H)
mit (3.1) die Höhe des Normalisatorturms von H in G.
Für 〈X,G〉 ∈ A(C) schreiben wir ν (〈X,G〉) für νAutC(X)(G).

Die nächsten Punkte zeigen, wie sich Normalisatoren von Untergruppen
und die Höhe von Normalisatortürmen bestimmen lassen.

3.1.3 Lemma: Seien G, G′ Gruppen und ϕ : G −→ G′ ein Isomorphismus
von Gruppen. Für jede Untergruppe H von G und jede Ordinalzahl α gilt
dann

Nα
G′(ϕ ′′ H) = ϕ ′′ Nα

G(H)

und insbesondere νG(H) = νG′(ϕ ′′ H).
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Beweis. Für g, h ∈ G gilt ϕ(g)ϕ(h) = ϕ(gh). Daraus folgt induktiv die Be-
hauptung.

3.1.4 Korollar: Seien C, D lokal-kleine Kategorien und 〈X,G〉 ∈ A(C),
〈Y,H〉 ∈ A(D) äquivalente Objekte.
Für alle α ∈ Ord sind dann auch Nα〈X,G〉 und Nα〈Y,H〉 äquivalent und es
gilt ν (〈X,G〉) = ν (〈Y,H〉).

3.1.5 Lemma: Sei I eine Indexmenge, (Gi)i∈I eine Familie von Gruppen und
Hi für jedes i ∈ I eine Untergruppe von Gi.

(i) Es gilt

N ∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi) =
∏
i∈I

NGi
(Hi).

(ii) Existiert für eine endliche Teilmenge J von I ein n < ω mit νGi
(Hi) ≤

n für alle i ∈ I \ J und νGi
(Hi) ≥ n für alle i ∈ J, so folgt

ν∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi) = max{ νGi
(Hi) | i ∈ J }.

Beweis. (i) Für alle (gi)i∈I, (hi)i∈I ∈
∏

i∈I Gi gilt (gi)
(hi)i∈I

i∈I = (ghi
i )i∈I.

(ii) Wir zeigen für α ≥ n induktiv

Nα∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi) =
∏
i∈J

Nα
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn
Gi

(Hi).

(α = n): Die Behauptung folgt aus der n-fachen Anwendung von (i).
(α→ α+ 1) : Im Nachfolgerfall gilt

Nα+1∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi) = N ∏
i∈I

Gi
(Nα∏

i∈I
Gi

(
∏
i∈I

Hi))
I.A.
= N ∏

i∈I
Gi

(
∏
i∈J

Nα
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn
Gi

(Hi))

(i)
=

∏
i∈J

Nα+1
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn+1
Gi

(Hi)
Vor.
=

∏
i∈J

Nα+1
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn
Gi

(Hi).

Lim(λ) : Für eine Limesordinalzahl λ gilt

Nλ∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi) =
⋃
α<λ

Nα∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi)
I.A.
=

⋃
α<λ

(
∏
i∈J

Nα
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn
Gi

(Hi))

⊆
∏
i∈J

Nλ
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn
Gi

(Hi).

Umgekehrt existiert für (gi)i∈I ∈
∏

i∈J Nλ
Gi

(Hi) ×
∏

i∈I\J Nn
Gi

(Hi) wegen
der Endlichkeit von J bereits ein n ≤ α < λ mit
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(gi)i∈I ∈
∏
i∈J

Nα
Gi

(Hi)×
∏
i∈I\J

Nn
Gi

(Hi)
I.A.
= Nα∏

i∈I
Gi

(
∏
i∈I

Hi) ⊆ Nλ∏
i∈I

Gi
(
∏
i∈I

Hi).

Durch den folgenden Satz erhalten wir die Möglichkeit, die Höhe des
Normalisatorturms von Automorphismengruppen spezieller Graphen zu be-
rechnen. Alle Graphen, die für den Beweis von Satz A wichtig sind, werden
diese spezielle Gestalt haben.

3.1.6 Satz: Sei (Γi)i∈I eine Familie von paarweise nicht-isomorphen rigiden,
zusammenhängenden Graphen und (〈∆i,Gi〉)i∈I eine Familie von Permuta-
tionsgruppen.
Existiert ein n < ω und i0 ∈ I mit ν (〈∆i,Gi〉) ≤ n für alle i ∈ I \ {i0} und
ν (〈∆i0 ,Gi0〉) ≥ n, so folgt

ν (
∏
i∈I

Γi〈∆i,Gi〉) = ν (〈∆i0 ,Gi0〉). (3.2)

Beweis. Nach Konstruktion sind die Zusammenhangskomponenten der Gra-
phen (

∐
x∈∆i

Γi)i∈I paarweise nicht-isomorph. Mit Lemma 2.4.8 ist dann der
Gruppenhomomorphismus

dI :
∏
i∈I

AutGraph(
∐
x∈∆i

Γi) −→ AutGraph(
∐
i∈I

(
∐
x∈∆i

Γi))

ein Isomorphismus. Da alle Γi rigide Graphen sind, folgt mit Lemma 2.5.8,
dass auch alle Gruppenhomomorphismen

u∆i
: Sym(∆i) −→ AutGraph(

∐
x∈∆i

Γi)

Isomorphismen sind und somit gilt für alle i ∈ I

ν (Γi〈∆i,Gi〉) = ν (〈
∐
x∈∆i

Γi, u∆i

′′ Gi〉) = ν (〈∆i,Gi〉).

Daraus folgt mit einer Anwendung von Lemma 3.1.5,(ii) mit u∆i
′′ Gi ≤
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AutGraph(
∐

x∈∆i
Γi) und J = {i0}

ν (
∏
i∈I

Γi〈∆i,Gi〉)
2.4.8
= ν dI ′′

∏
i∈I

AutGraph(
∐

x∈∆i

Γi)(dI
′′

∏
i∈I

u∆i

′′ Gi)

3.1.3
= ν∏

i∈I
AutGraph(

∐
x∈∆i

Γi)(
∏
i∈I

(u∆i

′′ Gi))

3.1.5
=
(ii)

νAutGraph(
∐

x∈∆i0

Γi0
)(u∆i0

′′ Gi0) = ν (Γi0〈∆i0 ,Gi0〉)

2.5.8
=

3.1.4
ν (〈∆i0 ,Gi0〉).

Um Normalisatoren von Permutationsgruppen genauer zu untersuchen,
müssen wir zunächst das passende Vokabular entwickeln.
Für eine Permutationsgruppe 〈∆,G〉 und x ∈ ∆ schreiben wir

Gx := {σ(x) |σ ∈ G }

für die G-Bahn von x und G \ ∆ für die Menge aller G-Bahnen von ∆. Ist
∆ 6= ∅, so sagen wir, G operiert transitiv auf ∆, falls G \∆ einelementig ist.
Wir schreiben

PGtrans := { 〈∆,G〉 ∈ PG |∆ 6= ∅, G operiert transitiv auf ∆ }

3.1.7 Proposition: Sei 〈ϕ, kϕ � G〉 : 〈∆,G〉 −→ 〈Ω,H〉 ein Isomorphismus.
Ist 〈∆,G〉 ein Element von PGtrans, so auch 〈Ω,H〉.

Beweis. Für ϕ(x), ϕ(y) ∈ Ω existiert ein g ∈ G mit g(x) = y. Damit gilt
kϕ(g)(ϕ(x)) = ϕ(g(x)) = ϕ(y) und H = kϕ

′′ G operiert transitiv auf Ω =
ϕ ′′ ∆.

Ist 〈∆,G〉 eine Permutationsgruppe und x ∈ ∆, so erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus

ρx : G −→ Sym(Gx), σ 7−→ σ � Gx

und eine neue Permutationsgruppe 〈∆,G〉x := 〈Gx, ρx ′′ G〉.
Für uns sind die Bahnen von Elementen in direkten Produkten von Permu-
tationsgruppen von besonderem Interesse.
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3.1.8 Lemma: Sei (〈∆i,Gi〉)i∈I eine Familie von Permutationsgruppen.
Für jedes i ∈ I und jedes x ∈ ∆i gilt dann

〈∆i,Gi〉x ∼= (
∏
i∈I

〈∆i,Gi〉)〈x,i〉

Beweis. Setze 〈∆∗,G∗〉 :=
∏

i∈I〈∆i,Gi〉. Fixiere ein 〈x, i〉 ∈ ∆∗.
Sei pi :

∏
i∈I Gi −→ Gi die kanonische Projektion und t〈x,i〉 ∈ IsoSet(Gix,G

∗〈x, i〉)
definiert durch t〈x,i〉(g(x)) := 〈 g(x), i〉.
Für (gi)i∈I ∈

∏
i∈I Gi und 〈h(x), i〉 ∈ G∗〈x, i〉 gilt dann

(kt〈 x,i〉 ◦ ρx)(gi)〈h(x), i〉 = 〈 (gi ◦ h)(x), i〉 = (ρ〈x,i〉 ◦ dI)((gi)i∈I)〈h(x), i〉,

das heißt folgendes Diagramm kommutiert

Gi

ρx

��

∏
i∈I Gipi

oo

dI
��

G∗

ρ〈 x,i〉
��

Sym(Gix) kt〈 x,i〉

// Sym(G∗〈x, i〉)

und es gilt kt〈 x,i〉
′′ (ρx

′′ Gi) = ρ〈x,i〉
′′ (dI

′′ ∏
i∈I Gi) = ρ〈x,i〉

′′ G∗. Damit ist
〈 t〈x,i〉, kt〈 x,i〉 � ρx ′′ Gi〉 ∈ IsoA(Set)(〈∆i,Gi〉x, (

∏
i∈I〈∆i,Gi〉)〈x,i〉).

Wir sind nun an Bijektionen von ∆ interessiert, die die G-Bahnen bild-
weise permutieren. Dafür definieren wir die Gruppe

P〈∆,G〉 := {σ ∈ Sym(∆) |σ ′′ Gx = Gσ(x) für alle x ∈ ∆ }.

Jedes Element σ von P〈∆,G〉 induziert durch Gx 7→ Gσ(x) eine Bijektion von
G \ ∆. Gilt nämlich Gσ(x) = Gσ(y) für x, y ∈ ∆, so folgt σ(x) ∈ Gσ(y) =
σ ′′ Gy und somit gilt wegen x ∈ Gy schon Gx = Gy.

3.1.9 Lemma: Sei 〈ϕ, kϕ � G〉 : 〈∆,G〉 −→ 〈Ω,H〉 ein Isomorphismus.
(i) Für x ∈ ∆ gilt ϕ ′′ Gx = Hϕ(x). Damit induziert ϕ eine wohldefinierte

Bijektion
ϕ∗ : G \∆ −→ H \ Ω, Gx 7−→ Hϕ(x).

(ii) Es gilt kϕ
′′ P〈∆,G〉 = P〈Ω,H〉.
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Beweis. (i) Die erste Behauptung und die Wohldefiniertheit der Abbildung
folgt direkt aus ϕ(g(x)) = kϕ(g)(ϕ(x)) für alle x ∈ ∆ und g ∈ G. Gilt
ϕ ′′ Gx = ϕ ′′ Gy für x, y ∈ ∆, so folgt aus der Injektivität von ϕ, dass
x ∈ Gy und damit Gx = Gy gilt. Die Surjektivität der Abbildung folgt aus
der Surjektivität von ϕ.
(ii) Für σ ∈ P〈∆,G〉 gilt mit (i)

kϕ(σ) ′′ Hϕ(x) = (kϕ(σ) ◦ ϕ) ′′ Gx = (ϕ ◦ σ) ′′ Gx = ϕ ′′ Gσ(x) = Hkϕ(σ)(ϕ(x))

für alle ϕ(x) ∈ Ω. Es folgt kϕ(σ) ∈ P〈Ω,H〉 und die entsprechende Argumen-
tations mit ϕ−1 liefert die Behauptung.

Das folgende Lemma zeigt, warum die Gruppe P〈∆,G〉 in unserem Zusam-
menhang interessant ist.

3.1.10 Lemma: N 1
∆(G) ≤ P〈∆,G〉 und jedes σ ∈ N 1

∆(G) induziert für x ∈ ∆
einen Isomorphismus von 〈∆,G〉x und 〈∆,G〉σ(x) in A(Set).

Beweis. Nach Lemma 2.3.4 ist 〈 π, kπ � G〉 ∈ AutA(Set)(〈∆,G〉) für alle π ∈
N 1

∆(G). Aus dem ersten Punkt des vorigen Lemmas. folgt dann π ′′ Gx =
Gπ(x) für alle x ∈ ∆ und damit π � Gx ∈ IsoSet(Gx,Gπ(x)).
Für alle x ∈ ∆ und g, h ∈ G gilt dann

(kπ�Gx ◦ ρx)(g)(h(π(x))) = (gπ ◦ h)(π(x)) = (ρπ(x) ◦ (kπ � G))(g)(h(π(x)))

und damit kπ�Gx
′′ (ρx

′′ G) = ρπ(x)
′′ (kπ

′′ G) = ρπ(x)
′′ G. Daraus folgt

〈 π � Gx, kπ�Gx � ρx ′′ G〉 ∈ IsoA(Set)(〈∆,G〉x, 〈∆,G〉σ(x)).

Wir können nun ein Analogon zu Satz 3.1.6 für direkte Produkte von
speziellen Familien von Permutationsgruppen beweisen.

3.1.11 Satz: Sei (〈∆i,Gi〉)i∈I eine Familie von Permutationsgruppen, 〈∆, (ιi)i∈I〉
ein Koprodukt der (∆i)i∈I und ΛI der induzierte Gruppenhomomorphismus
mit (2.7).
Gilt dann für alle i, j ∈ I mit i 6= j bereits

〈∆i,Gi〉x 6∼= 〈∆j,Gj〉y

für alle x ∈ ∆i und y ∈ ∆j, so folgt

N 1
∆(ΛI

′′
∏
i∈I

Gi) = ΛI
′′

∏
i∈I

N 1
∆i

(Gi).
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Beweis. Wir betrachten zunächst das direkte Produkt 〈∆∗,G∗〉 =
∏

i∈I〈∆i,Gi〉.
Ist π ∈ N 1

∆∗(G∗) = N Sym(∆∗)(dI
′′ ∏

i∈I Gi), i ∈ I, x ∈ ∆i und 〈 y, j〉 = π〈x, i〉,
so gilt mit 3.1.8 und 3.1.10

〈∆i,Gi〉x
3.1.8∼= 〈∆∗,G∗〉〈x,i〉

3.1.10∼= 〈∆∗,G∗〉〈 y,j〉
3.1.8∼= 〈∆j,Gj〉y

Aus der Voraussetzung folgt dann i=j. Damit gilt π ′′ (∆i × {i}) = ∆i × {i}
für alle i ∈ I und π ∈ dI

′′ ∏
i∈I Sym(∆i). Wie in 3.1.6 folgt

N 1
∆∗(G∗) = N dI

′′ ∏
i∈I Sym(∆i)

(G∗) = N dI
′′ ∏

i∈I Sym(∆i)
(dI

′′
∏
i∈I

Gi)

3.1.3
= dI

′′ N∏
i∈I Sym(∆i)

(
∏
i∈I

Gi)
3.1.5
=
(i)

dI
′′

∏
i∈I

N 1
∆i

(Gi).
(3.3)

Sei nun 〈∆, (ιi)i∈I〉 ein beliebiges Koprodukt und ΛI der induzierte Gruppen-
homomorphismus. Wie im Beweis von 2.4.4 existiert dann ein Isomorphismus
Φ : ∆∗ −→ ∆ mit ΛI = kΦ ◦ dI und damit

N 1
∆(ΛI

′′
∏
i∈I

Gi)
3.1.3
= kΦ

′′ N 1
∆∗(G∗)

(3.3)
= (kΦ ◦ dI)

′′
∏
i∈I

N 1
∆i

(Gi) = ΛI
′′

∏
i∈I

N 1
∆i

(Gi).

Wir wollen nun die Normalisatoren einer weiteren Familie von Permuta-
tionsgruppen konkret bestimmen. Dazu sei im Weiteren 〈∆,G〉 ∈ PGtrans
und I eine Indexmenge.
Für ∆∗ :=

⊔
i∈I ∆ sei dI :

∏
i∈I Sym(∆) −→ Sym(∆∗) die Abbildung aus 2.4.3

und uI : Sym(I) −→ Sym(∆∗) die Abbildung aus 2.5.3.
Für G∗ := dI

′′ ∏
i∈I G gilt dann 〈∆∗,G∗〉 =

∏
i∈I〈∆,G〉.

Unser nächstes Ziel ist es, N 1
∆∗(G∗) vollständig zu bestimmen. Dazu brau-

chen wir noch den gruppentheoretischen Begriff des semi-direkten Produktes.
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3.1.12 Definition: Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen von G.
Wir schreiben G = H n N, falls gilt:
· G = {hn |h ∈ H, n ∈ N }.
· N E G.
· H ∩ N = {1lG}.

Jedes Element g von G besitzt dann eine eindeutige Darstellung g = hn
mit h ∈ H und n ∈ N.

3.1.13 Lemma: Für 〈∆∗,G∗〉 wie oben definiert gilt:
(i) ∆∗ \G∗ = {∆× {i} | i ∈ I }.
(ii) (uI

′′ Sym(I)) ∩ (dI
′′ ∏

i∈I Sym(∆)) = {id∆∗}.
(iii) uI

′′ Sym(I) ≤ N 1
∆∗(dI

′′ ∏
i∈I H) für jede Untergruppe H von Sym(∆).

(iv) P〈∆∗,G∗〉 = uI
′′ Sym(I) n dI

′′ ∏
i∈I Sym(∆).

Beweis. (i) Aus dI((σi)i∈I)〈x, i〉 = 〈σi(x), i〉 folgt G∗〈x, i〉 ⊆ ∆×{i} und, da
G transitiv auf ∆ operiert, gilt auch ∆× {i} ⊆ G∗〈x, i〉.
(ii) Für (σi)i∈I ∈

∏
i∈I Sym(∆) gilt

dI((σi)i∈I)
′′ G∗〈x, i〉 = dI((σi)i∈I)

′′ (∆× {i}) = ∆× {i} = G∗dI((σi)i∈I)〈x, i〉.

Damit ist dI
′′ ∏

i∈I Sym(∆) ≤ P〈∆∗,G∗〉 und jedes Element induziert die tri-
viale Bijektion auf ∆∗ \G∗. Für σ ∈ Sym(I) ist

uI(σ) ′′ G∗〈x, i〉 = uI(σ) ′′ (∆× {i}) = ∆× {σ(i)} = G∗uI(σ)〈x, i〉

und somit uI
′′ Sym(I) ≤ P〈∆∗,G∗〉. Weil jedes nicht-triviale Element von

Sym(I) eine nicht-triviale Permutation von ∆∗ \ G∗ induziert, folgt die Be-
hauptung.
(iii) Für σ ∈ Sym(I) und (πi)i∈I ∈

∏
i∈I H gilt

dI((πi)i∈I)
uI(σ)〈x, i〉 = (uI(σ) ◦ dI((πi)i∈I))〈x, σ−1(i)〉 = 〈πσ−1(i)(x), i〉

und damit dI((πi)i∈I)
uI(σ) = (πσ−1(i))i∈I ∈

∏
i∈I H.

(iv) Für jedes π ∈ P〈∆∗,G∗〉 existiert ein σ ∈ Sym(I) mit π ′′ (∆ × {i}) =

∆ × σ(i) für alle i ∈ I. Wegen (uI(σ
−1) ◦ π)

′′
(∆ × {i}) = ∆ × {i} existiert

dann für jedes i ∈ I ein σi ∈ Sym(∆) mit (uI(σ
−1) ◦ π)〈x, i〉 = 〈σi(x), i〉 und

es gilt π = uI(σ) ◦ dI((σi)i∈I).
Mit (iii) für H = Sym(∆) gilt dann dI

′′ ∏
i∈I Sym(∆) E P〈∆∗,G∗〉 und mit (ii)

folgt die Behauptung.
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Jetzt können wir die Struktur von N 1
∆∗(G∗) vollständig angeben.

3.1.14 Satz: N 1
∆∗(G∗) = uI

′′ Sym(I) n dI
′′ ∏

i∈I N
1
∆(G).

Beweis. Aus der Injektivität von dI folgt

dI
′′

∏
i∈I

N Sym(∆)(G)
3.1.5
= dI

′′ N ∏
i∈I

Sym(∆)(
∏
i∈I

G)

3.1.3
= N dI

′′ ∏
i∈I

Sym(∆)(G
∗) ≤ N 1

∆∗(G∗).
(3.4)

Nach Lemma 3.1.13,(iii) gilt auch uI
′′ Sym(I) ≤ N 1

∆∗(G∗).
Für jedes π ∈ N 1

∆∗(G∗) existiert nach Lemma 3.1.13,(iv) ein σ ∈ Sym(I)
und (πi)i∈I ∈

∏
i∈I Sym(∆) mit π = uI(σ) ◦ dI((πi)i∈I). Mit 3.1.13,(iii) folgt

dI((πi)i∈I) = uI(σ
−1) ◦ π ∈ N 1

∆∗(G∗). Aus (3.4) folgt

dI((πi)i∈I) ∈ N dI
′′ ∏

i∈I Sym(∆)(G
∗) = dI

′′
∏
i∈I

N 1
∆(G)

und damit erzeugen uI
′′ Sym(I) und dI

′′ ∏
I N

1
∆(G) bereits N 1

∆∗(G∗).
Aus 3.1.13,(ii)+(iii) folgt dann die Behauptung.

Zusätzlich können wir noch die Gestalt derjenigen Elemente in der nächsten
Stufe des Normalisatorturms von 〈∆∗,G∗〉 bestimmen, die die G∗-Bahnen
von ∆∗ permutieren.

3.1.15 Satz: N 2
∆∗(G∗) ∩ P〈∆∗,G∗〉 ≤ uI

′′ Sym(I) n dI
′′ ∏

i∈I N
2
∆(G)

Beweis. Sei π ∈ N 2
∆∗(G∗) ∩ P〈∆∗,G∗〉. Nach Lemma 3.1.13,(iv) ist dann π =

uI(σ) ◦ dI((πi)i∈I) mit σ ∈ Sym(I) und (πi)i∈I ∈
∏

i∈I Sym(∆). Wegen uI(σ) ∈
N 1

∆∗(G∗) ≤ N 2
∆∗(G∗) folgt dI((πi)i∈I) ∈ N 2

∆∗(G∗).
Wir wollen nun (πi)i∈I ∈

∏
i∈I N

2
∆(G) zeigen.

Für g ∈ N 1
∆(G) ist dI((g)i∈I)

dI((πi)i∈I) ∈ N 1
∆∗(G∗) und nach Satz 3.1.14 existiert

ein σg ∈ Sym(I) und (gi)i∈I ∈
∏

i∈I N
1
∆(G) mit

dI((g)
(πi)i∈I

i∈I ) = dI((g)i∈I)
dI((πi)i∈I) = uI(σg) ◦ dI((gi)i∈I).

Mit 3.1.13,(ii) folgt σg = idI und (g)
(πi)i∈I

i∈I = (gi)i∈I ∈
∏

i∈I N
1
∆(G), weil dI in-

jektiv ist. Damit gilt πi ∈ N 2
∆(G) für alle i ∈ I und π ist von der gewünschten

Gestalt.
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3.2 Die Normalisatorturmtechnik

Als erstes Ziel dieses Abschnittes wollen wir Gruppen bestimmen, deren
Automorphismen- und Normalisatorturm gleich hoch sind.

Zunächst einige gruppentheoretische Vorbereitungen.
Für Untergruppen A, B einer Gruppe G definieren wir den Kommutator von
A und B als

[A,B] := 〈 aba−1b−1 | a ∈ A, b ∈ B 〉 ≤ G.

3.2.1 Lemma: Seien A,B Untergruppen einer Gruppe G.
(i) [A,B] = {1lG} ⇐⇒ A ≤ CG(B).
(ii) [A,B] ≤ A ⇐⇒ B ≤ NG(A).
(iii) Ist G eine Gruppe mit trivialem Zentrum und N ein Normalteiler

von Aut(G) mit N ∩ Inn(G) = {idG}, so gilt bereits N = {idG}.

Beweis. (i) aba−1b−1 = 1lG ⇔ ab = ba.
(ii) Die Behauptung folgt direkt aus aba−1b−1 = a(a−1)b.
(iii) Es gilt N, Inn(G) ≤ Aut(G) = NAut(G)(N) = NAut(G)(Inn(G)) und mit (ii)

folgt [N, Inn(G)] ≤ N ∩ Inn(G) = {idG}. Wegen (i) und (1.2) gilt dann schon
N ≤ CAut(G)(Inn(G)) = {idG}.

Wir interessieren uns im Weiteren für einfache Gruppen, das heißt Grup-
pen, deren einziger nicht-trivialer Normalteiler die ganze Gruppe ist.

3.2.2 Satz: Sei S eine einfache, nicht-abelsche Gruppe und G eine Unter-
gruppe von Aut(S) mit Inn(S) ≤ G. Dann ist Inn(S) der eindeutig bestimmte
minimale nicht-triviale Normalteiler von G.

Beweis. Ist S einfach und nicht-abelsch, so folgt aus C(S) E S und C(S) 6= S
schon C(S) = {1lS}.
Wegen (1.1) ist Inn(S) ein Normalteiler von G. Für jeden nicht-trivialen Nor-
malteiler N von G mit N ⊆ Inn(S) ist i−1

S

′′
N als nicht-trivialer Normalteiler

von S schon die ganze Gruppe S und somit auch N = Inn(S). Daraus folgt
die Minimalität von Inn(S).
Angenommen, N ist ein weiterer minimaler nicht-trivialer Normalteiler von
G. Dann gilt

N, Inn(S) ≤ G = NG(N) = NG(Inn(S))

und mit Lemma 3.2.1,(ii) folgt [N, Inn(S)] ≤ N ∩ Inn(S). Da N und Inn(S)
verschiedene minimale Normalteiler von G sind, folgt {idS} = N ∩ Inn(S) =
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[N, Inn(S)]. Mit 3.2.1,(i) und 1.2 gilt dann N ≤ CAut(S)(Inn(S)) = {idS} im
Widerspruch zur Annahme.

3.2.3 Satz: Sei S eine einfache, nicht-abelsche Gruppe und G, H Untergrup-
pen von Aut(S) mit Inn(S) ≤ G, H. Ist ϕ : G −→ H ein Gruppenisomorphis-
mus, so existiert ein eindeutiges π ∈ Aut(S) mit ϕ = iπ � G.

Beweis. Mit Inn(S) ist auch ϕ ′′ Inn(S) ein minimaler nicht-trivialer Normal-
teiler von H und aus 3.2.2 folgt ϕ ′′ Inn(S) = Inn(S). Damit existiert ein
π ∈ Aut(S) mit ϕ(is) = iπ(s) = π ◦ is ◦ π−1 für alle s ∈ S.
Für jeden weiteren Automorphimus π′, der dies erfüllt, gilt dann π−1◦π′◦is =
is ◦π−1 ◦π′ für alle s ∈ S und somit π−1 ◦π′ ∈ CAut(S)(Inn(S)) = {idS}. Damit
ist π eindeutig bestimmt.
Für alle g ∈ G und s ∈ S gilt

is
(π◦g) = (is

g)π = ϕ(is
g) = ϕ(g) ◦ ϕ(is) ◦ ϕ(g)−1 = ϕ(g) ◦ iπ(s) ◦ ϕ(g)−1

= ϕ(g) ◦ π ◦ is ◦ π−1 ◦ ϕ(g)−1 = is
(ϕ(g)◦π).

Es gilt also

π−1 ◦ ϕ(g)−1 ◦ π ◦ g ∈ CAut(S)(Inn(S)) = {idS}

und somit ϕ(g) = gπ = iπ(g).

Der folgende Satz zeigt, dass bei einer Gruppe von Automorphismen einer
einfachen Gruppe S, die die inneren Automorphismen enthält, der Normali-
satorturm der Gruppe in Aut(S) und der Automorphismenturm der Gruppe
isomorph sind.

3.2.4 Satz: Sei S eine einfache, nicht-abelsche Gruppe, G eine Untergruppe
von Aut(S) mit Inn(S) ≤ G und 〈 (Gα)α∈Ord, (ξ

α
β )β≤α∈Ord〉 der Automorphis-

menturm von G.
Dann ist G eine Gruppe mit trivialem Zentrum und für jede Ordinalzahl α
existiert ein Gruppenisomorphismus nα : Gα −→ Nα

Aut(S)(G) mit nα◦ξαβ = nβ
für alle β ≤ α.
Insbesondere gilt τ(G) = νAut(S)(G).

Beweis. Sei zunächst H eine beliebige Gruppe mit Inn(S) ≤ H ≤ Aut(S).
Mit (1.2) ist dann C(H) ≤ CAut(S)(Inn(S)) = {idS}, weil S eine Gruppe mit
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trivialem Zentrum ist.
Für ϕ ∈ Aut(H) existiert mit 3.2.3 ein eindeutiges πϕ ∈ Aut(S) mit

ϕ = iπϕ � H (3.5)

und somit πϕ ∈ NAut(S)(H). Die Abbildung

n : Aut(H) −→ NAut(S)(H), ϕ 7−→ πϕ (3.6)

ist dann ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.
Aus der Eindeutigkeit von πϕ mit (3.5) folgt n(ih) = h für alle h ∈ H. Damit
ist n ′′ Inn(H) = H und n ist injektiv auf H. Für Ker(n) E Aut(H) gilt also
Ker(n) ∩ Inn(H) = {idH} und aus 3.2.1,(iii) folgt die Injektivität von n.
Für g ∈ NAut(S)(H) ist ig � H ∈ Aut(H). Aus der Eindeutigkeit in (3.5) folgt

n(ig � H) = g und die Surjektivität von n.
Wir definieren nun rekursiv die Isomorphismen nα:
(α = 0) : Wir setzen n0 := idG.
(α→ α+ 1) : Mit nα ist nach 2.1.3,(iii) auch knα : Gα+1 −→ Aut(Nα

Aut(S)(G))
ein Isomorphismus von Gruppen. Nach oben Gezeigtem existiert dann
ein Isomorphismus n : Aut(Nα

Aut(S)(G)) −→ Nα+1
Aut(S)(G) mit n(ih) = h

für alle h ∈ Nα
Aut(S)(G). Wir setzen nα+1 := n ◦ knα .

Für β ≤ α und h ∈ Gβ gilt dann (nα+1 ◦ ξα+1
β )(h) = (n ◦ knα ◦

ξα+1
α )(ξαβ (h)) = (n ◦ knα)(iξα

β (h)) = n(i(nα◦ξα
β )(h)) = (nα ◦ ξαβ )(h) = nβ(h).

Lim(λ) : Nach 1.1.2,(iii) gilt Gλ =
⋃
α<λ ξ

λ
α
′′

Gα. Durch die bisherige Kon-

struktion definiert nλ(ξ
λ
α(h)) := nα(h) einen Isomorphismus von Gλ und

Nλ
Aut(S)(G) =

⋃
α<λ Nα

Aut(S)(G) mit den gewünschten Eigenschaften.

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir zu einer gegebenen Automorphis-
mengruppe H eines Graphen eine einfache Gruppe S und eine Untergruppe
G von Aut(S) konstruieren, für die wir mit den oben hergeleiteten Techniken
zeigen können, dass die Höhe des Automorphismenturms von G gleich der
Höhe des Normalisatorturms von G in Aut(S) ist. Dafür benutzen wir zwei
klassische Resultate aus der Theorie der projektiven Gruppen. Zu diesem
Zweck geben wir eine kleine Einführung in die Begriffe dieser Theorie.
Sei K ein beliebiger Körper und V ein K-Vektorraum. Wir nennen

PV := {U ⊆ V |U ist ein 1-dimensionaler K-Untervektorraum von V }
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den projektiven Raum von V. Ist U ∈ PV und v ∈ U\{0V}, so schreiben wir
auch U = Kv.
Für n < ω heißt PnK := PKn+1 der n-dimensionale projektive Raum über K.
Wir schreiben GL(n,K) für die Gruppe der invertierbaren n × n-Matrizen
über K und SL(n,K) für die Untergruppe der Elemente von GL(n,K) mit
Determinante 1. Da das Bild eines 1-dimensionalen Untervektorraumes un-
ter einem Element von GL(n+ 1,K) wieder ein 1-dimensionaler Untervektor-
raum ist, induziert jedes A ∈ GL(n+ 1,K) eine Bijektion A∗ von PnK durch
A∗(Kv) := K(A(v)) und wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

pn : GL(n+ 1,K) −→ Sym(PnK), A 7−→ A∗.

Dann heißt PGL(n+ 1,K) := pn
′′ GL(n+ 1,K) die allgemeine projektive li-

neare Gruppe vom Grad n+1 über K und PSL(n+ 1,K) := pn
′′ SL(n+ 1,K)

die spezielle projektive lineare Gruppe vom Grad n+1 über K.

Der folgende Satz fasst die für unsere Anwendung wichtigsten Eigenschaf-
ten der projektiven Gruppen zusammen. Beweise für die Aussagen finden sich
zum Beispiel in [Rob96], Seite 73.

3.2.5 Satz (Struktur projektiver Gruppen): Sei K ein Körper und n < ω.
(i) Ker(pn) = C(GL(n+ 1,K)) = { a · 1lGL(n+1,K) | a ∈ Kx }.
(ii) Ker(pn � SL(n+ 1,K)) = C(SL(n+ 1,K)) = CGL(n+1,K)(SL(n+ 1,K)) =

{ a · 1lGL(n+1,K) | an+1 = 1 }.
(iii) PSL(n+ 1,K) E PGL(n+ 1,K).
(iv) (Jordan, Dickson) Ist n = 1 und |K| > 3 oder n > 1, so ist PSL(n+ 1,K)

eine einfache Gruppe.

Für α ∈ AutField(K) sei αn ∈ Sym(Kn) durch die komponentenweise An-
wendung von α definiert. Dann induziert α wegen αn(k · v) = α(k) · αn(v)
eine Bijektion α∗n von PnK durch α∗n(Kv) := K(αn+1(v)). Die Abbildung

an : AutField(K) −→ Sym(PnK), α 7−→ α∗n

ist ein Monomorphismus von Gruppen, da für α ∈ AutField(K) und k ∈ K
mit α(k) 6= k schon α∗n(K〈k, 1, . . . , 1〉) = K〈α(k), 1, . . . , 1〉 6= K〈k, 1, . . . , 1〉
gilt, weil 〈k, 1, . . . , 1〉 und 〈α(k), 1, . . . , 1〉 linear unabhängig über K sind. Wir
schreiben An := an

′′ AutField(K).
Durch komponentenweise Anwendung induziert α ∈ AutField(K) auch eine
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Bijektion αn×n von GL(n,K) mit αn×n
′′ SL(n,K) = SL(n,K) und für alle

A ∈ GL(n+ 1,K) gilt

pn(A)an(α) = pn(α(n+1)×(n+1)(A)). (3.7)

Damit gilt An ≤ N Sym(Pn
K)(PGL(n+ 1,K)),N Sym(Pn

K)(PSL(n+ 1,K)).

Mit PΓL(n+ 1,K) bezeichnen wir die von PGL(n+ 1,K) und An erzeugte
Untergruppe von Sym(PnK).
Für 0 ≤ k ≤ n sei ek das Element von Kn+1, das eine 1 in der k -ten Kom-
ponente und Nullen in allen anderen Komponenten besitzt. Sei nun σ =
pn(A) = an(α) ∈ PGL(n+ 1,K)∩An mit A = (ci,j)0≤i,j≤n und α ∈ AutField(K).
Für alle k gilt dann Kek = α∗n(Kek) = A∗(Kek) = K〈c0,k, . . . , cn,k〉 und damit
cl,k = 0 für l 6= k. Wegen K〈1, . . . , 1〉 = α∗n(K〈1, . . . , 1〉) = A∗(K〈1, . . . , 1〉) =
K〈c0,0, . . . , cn,n〉 existiert dann ein k ∈ K mit k = c0,0 = · · · = cn,n und aus
3.2.5,(i) folgt A ∈ Ker(pn).
Damit gilt PGL(n+ 1,K) ∩ An = {idPn

K
} und mit oben Gezeigtem folgt

PΓL(n+ 1,K) = An n PGL(n+ 1,K).

Wegen 3.2.5,(iii) und (3.7) ist PSL(n+ 1,K) ein Normalteiler von PΓL(n+ 1,K)
und wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

tn : PΓL(n+ 1,K) −→ Aut(PSL(n+ 1,K)), σ 7−→ iσ � PSL(n+ 1,K).

mit tn
′′ PSL(n+ 1,K) = Inn(PSL(n+ 1,K)).

Wir interessieren uns im Weiteren nur für die Gruppe PΓL(2,K) und
zitieren das folgende, klassische Resultat:

3.2.6 Satz (O. Schreier, B.L. van der Waerden, [Wae28]):
Für |K| > 3 ist t1 ein Isomorphismus von Gruppen.

Wir wollen nun Untergruppen von PΓL(2,K) untersuchen, die die Form
(a1

′′ H) n PGL(2,K) besitzen, wobei H eine Untergruppe AutField(K) ist.

3.2.7 Lemma: Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen von G mit G =
H n N. Existiert zu einer Untergruppe D von G eine Untergruppe E von H
mit D = E n N, so gilt für alle α ∈ Ord

Nα
G(D) = Nα

H(E) n N. (3.8)

Insbesondere gilt νG(D) = νH(E).
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Beweis. Wir zeigen induktiv, dass für jede Ordinalzahl α jedes Element g
von Nα

G(D) eine Darstellung e ◦ n mit e ∈ Nα
H(E) und n ∈ N besitzt und

Nα
H(E) ≤ Nα

G(D) gilt. Mit den gegebenen Voraussetzungen folgt damit schon
die Behauptung.

(α = 0) : Gilt nach Voraussetzungen.
(α→ α+ 1) : Sei h ∈ Nα+1

H (E) und g ∈ Nα
G(D). Nach Induktionsannah-

me existiert dann ein e ∈ Nα
H(E) und n ∈ N mit g = e ◦ n. Wegen

eh ∈ Nα
H(E) und nh ∈ N gilt dann gh = eh ◦ nh ∈ Nα

G(D). Somit gilt
Nα+1

H (E) ≤ Nα+1
G (D).

Ist h ◦ n ∈ Nα+1
G (D) ≤ G = H n N mit h ∈ H und n ∈ N, so gilt wegen

n ∈ N 0
G(D) ≤ Nα+1

G (D) auch h ∈ Nα+1
G (D). Für e ∈ Nα

H(E) ≤ Nα
G(D)

existiert also e′ ∈ Nα
H(E) und n′ ∈ N mit eh = e′ ◦ n′. Dann ist

(e′)−1 ◦ eh = n′ ∈ H ∩ N = {1lG}, eh = e′ ∈ Nα
H(E) und h ∈ Nα+1

H (E).
Damit besitzten die Elemente von Nα+1

G (D) die gewünschte Gestalt.
Lim(λ) : Für α < λ ist nach Induktionsannahme Nα

H(E) ≤ Nα
G(D) ≤ Nλ

G(D)
und damit auch Nλ

H(E) ≤ Nλ
G(D).

Für h ∈ Nλ
G(D) existiert ein α < λ mit h ∈ Nα

G(D). Es gilt somit mit
der Induktionsannahme h = e ◦ n mit e ∈ Nα

H(E) ≤ Nλ
H(E) und n ∈ N.

Mit diesen Vorbereitungen können wir nun den angestrebten Satz von
Simon Thomas beweisen.

3.2.8 Satz (S. Thomas, [Tho85]): Sei M ein transitives ZFC-Modell, K ∈
Ob(Field)M mit |K| > 3 und H ∈ M eine Untergruppe von AutField(K)M.
Dann existiert eine Gruppe G ∈ M mit trivialem Zentrum, so dass für jedes
transitive ZFC-Modell N mit M ⊆ N gilt

τ(G)N = ν (〈K,H〉)N. (3.9)

Beweis. Definiere in M

G := t1
′′ ((a1

′′ H) n PGL(2,K)).

Sei nun N ein transitives ZFC-Modell mit M ⊆ N. Dann ist K ∈ Ob(Field)N,
PGL(2,K)M = PGL(2,K)N und PSL(2,K)M = PSL(2,K)N. Außerdem gilt
H ≤ AutField(K)M ≤ AutField(K)N, PΓL(2,K)M ≤ PΓL(2,K)N,
Aut(PSL(2,K)M)M ≤ Aut(PSL(2,K)N)N, (a1)N ist eine Fortsetzung von (a1)M
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und (t1)N setzt (t1)M fort.
In N gilt damit G := t1

′′ ((a1
′′ H) n PGL(2,K)) und

Inn(PSL(2,K)) = t1
′′ PSL(2,K) ≤ G ≤ Aut(PSL(2,K)).

Daraus folgt

τ(G)
3.2.4
= νAut(PSL(2,K))(G)

3.2.6
=

3.1.3
νPΓL(2,K)((a1

′′ H) n PGL(2,K))

3.2.7
= νA1(a1

′′ H)
3.1.3
= ν (〈K,H〉).

3.2.9 Korollar: Sei κ eine Kardinalzahl, α < κ, 〈Γ,H〉 ∈ Ob(A(Graph)) und
(Pβ)0<β<κ ein Familie von partiellen Ordnungen mit:
· ν (〈Γ,H〉) = α.
·

”
1lPβ


 ν (〈 Γ̌, Ȟ〉) = β̌“ für alle 0 < β < κ.
Dann existiert eine Gruppe G mit trivialem Zentrum, für die gilt:
· τ(G) = α.
·

”
1lPβ


 τ(Ǧ) = β̌“ für alle 0 < β < κ.

Beweis. Sei 〈KΓ,AΓ〉 ∈ Ob(A(Field)) das zu 〈Γ,H〉 äquivalente Objekt aus
2.3.8 mit |KΓ| ≥ ω > 3. Mit 3.1.4 folgt dann ν (〈Γ,H〉) = ν (〈KΓ,AΓ〉).
Sei G die Gruppe aus 3.2.8 die (3.9) für 〈KΓ,AΓ〉 erfüllt. Dann gilt τ(G) =
ν (〈Γ,H〉) = α.
Sei nun V [F] eine Pβ-generische Erweiterung von V. Nach Voraussetzung
gilt dann ν (〈Γ,H〉)V [F] = β. Außerdem sind nach 2.3.8 〈Γ,H〉 und 〈KΓ,AΓ〉
auch in V [F] äquivalent. Mit (3.9) folgt dann

τ(G)V [F] = ν (〈KΓ,AΓ〉)V [F] = ν (〈Γ,H〉)V [F] = β.

Mit Hilfe von (?)
Graphcon
κ werden wir zu Beginn des nächsten Kapitels

Graphen und Forcings konstruieren, die die Voraussetzungen des vorange-
gangenen Korollars erfüllen, und so Satz A beweisen.
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Kapitel 4

Stark manipulierbare
Normalisatortürme

In diesem Kapitel beweisen wir Satz A mit den in den letzten beiden Kapi-
teln eingeführten Techniken. Wir konstruieren dazu mit Hilfe des kombina-
torischen Prinzips (?)

Graphcon
κ Automorphismengruppen von Graphen, deren

Normalisatortürme wir durch Hinzufügen der entsprechenden Isomorphis-
men wie gewollt manipulieren können. Die Normalisatorturmtechnik liefert
uns dann Gruppen mit entsprechend stark manipulierbaren Automorphis-
mentürmen. Die konstruierten Automorphismengruppen werden direkte Pro-
dukte von Umsetzungen spezieller Permutationsgruppen durch die rigiden
Graphen des Prinzips (?)

Graphcon
κ sein.

Im ersten Abschnitt benennen wir die Eigenschaften, die diese Permu-
tationsgruppen haben sollen, und zeigen, wie sich die Normalisatortürme
der Gruppen von Graphenautomorphismen mit ihrer Hilfe manipulieren las-
sen. Um Permutationsgruppen mit den gewünschten Eigenschaften zu finden,
entwickeln wir im zweiten Abschnitt Techniken zur Analyse von Permutati-
onsgruppen 〈∆,G〉 und ihrer Normalisatoren N 1

∆(G) durch Betrachtung von
G-invarianten Äquivalenzrelationen auf ∆. Im dritten Abschnitt weisen wir
auf diese Weise die geforderten Eigenschaften bei den von uns definierten
Permutationsgruppen nach.

4.1 (?)
Graphcon
κ und Normalisatortürme

In den nächsten zwei Abschnitten wird der folgende Satz bewiesen werden.
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4.1.1 Satz: Sei κ eine Kardinalzahl.
Dann existiert eine Sequenz (〈∆α,Hα〉)α<κ von Permutationsgruppen, so
dass mit Fα := Nα

∆α
(Hα) für alle α < κ gilt:

(a) |∆α| ≤ max{ω, |α|}.
(b) 〈∆α,Hα〉 ∼= 〈∆β,Hβ〉 ×

∏
β≤γ<α〈∆γ,Fγ〉 für alle β < α.

(c) ν (〈∆α,Hα〉) = α und somit ν (〈∆α,Fα〉) = 0.
(d) ν (〈∆α,Fα〉 × 〈∆α,Fα〉) = 1.
(e) ν (〈∆α,Hα〉 × 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉) = β für alle β < α.

Umsetzungen dieser Permutationsgruppen 〈∆α,Hα〉 und 〈∆α,Fα〉 durch
rigide Graphen bilden die Bausteine, um entsprechend manipulierbare Auto-
morphismengruppen von Graphen zu konstruieren.

Beweis von Satz A durch Satz 4.1.1. Seien (Γα)α<κ und (Pαβ)0<β≤α<κ Zeugen

für (?)
Graphcon
κ und 〈∆α,Hα〉 und 〈∆α,Fα〉 für α < κ die Permutationsgrup-

pen aus 4.1.1.
Definiere für α < κ Objekte von A(Graph) durch

〈Ωα,Eα〉 := Γ0〈∆α,Hα〉 ×
∏

0<γ<α

Γγ(〈∆γ,Fγ〉×〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

α≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉.

Nach Voraussetzung sind alle verwendeten Graphen zusammenhängend, ri-
gide und paarweise nicht-isomorph. Für α > 0 kann man wegen 4.1.1(c)+(d)
Satz 3.1.6 mit i0 = 0 und n = 1 anwenden und

ν (〈Ωα,Eα〉) = ν (〈∆α,Hα〉)
4.1.1
=
(c)

α (4.1)

folgern. Für α = 0 folgert man (4.1) analog mit 3.1.6 für i0 = 0 und n = 0.
Sei P zunächst eine beliebige partielle Ordnung, die Kardinalitäten und

Kofinalitäten erhält und keine neuen κ-Folgen von Elementen des Grund-
modells hinzufügt, und V [G] eine P-generische Erweiterung von V . Wegen
(κV )∩V = (κV )∩V [G], gilt Sym(∆)V = Sym(∆)V [G] für alle Mengen ∆ ∈ V
mit |∆|V ≤ κ. Außerdem haben wir in Lemma 2.4.6 gezeigt, dass für je-
de Sequenz (〈∆i,Hi〉)i∈I ∈ V von Permutationsgruppen mit |I|V ≤ κ auch
(
∏

i∈I〈∆i,Hi〉)V = (
∏

i∈I〈∆i,Hi〉)V [G] gilt. Für α < κ gilt dann wegen 4.1.1(a)
Sym(∆α)V = Sym(∆α)V [G], N γ

∆α
(Hα)V = N γ

∆α
(Hα)V [G] für alle γ ∈ Ord und

damit (Fα)V = (Fα)V [G]. Da auch die auftretenden disjunkten Vereinigungen
der ∆α in V und V [G] die gleichen Bijektionen besitzen, gelten alle Aussagen
von Satz 4.1.1 auch in V [G].
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Nach Lemma 2.5.6 ist für jeden Graph Γ und jede Permutationsgruppe
〈∆,E〉 aus V schon Γ〈∆,E〉V = Γ〈∆,E〉V [G]. Mit einer weiteren Anwen-
dung von 2.4.6 auf das direkte Produkt 〈Ωα,Eα〉 mit κ Faktoren ergibt sich

〈Ωα,Eα〉V = 〈Ωα,Eα〉V [G]

für alle α < κ.
Fixiere nun ein α < κ und setze 〈Ω,E〉 := 〈Ωα,Eα〉V . Wir definieren

partielle Ordnungen (Qβ)0<β<κ, die den in Satz A geforderten Bedingungen

genügen, durch Qβ := Pββ für β < α und Qβ := Pαβ für α ≤ β. Nach Vor-
aussetzung erfüllen alle Qβ die oben gemachten Anforderungen an partielle
Ordnungen und wir müssen nicht mehr unterscheiden, ob die auftauchenden
Objekte aus A(Set) und A(Graph) im Grundmodell oder in der generischen
Erweiterung konstruiert wurden.

Sei zunächst 1 ≤ β < α und V [G] eine Qβ-generische Erweiterung von

V . Weil Rβ
β durch Qβ mit (Γα)α<κ realisiert wird, gilt für γ, δ < κ mit γ 6= δ

( Γγ ∼= Γδ)V [G] ⇐⇒ {γ, δ} = {0, β}.

Mit den in Kapitel 2 hergeleiteten Umformungsregeln für direkte Produk-
te und Umsetzungen von Permutationsgruppen und der Eindeutigkeit der
Konstruktionen bis auf Isomorphie gilt dann in V [G]

〈Ω,E〉
2.4.5∼= Γ0〈∆α,Hα〉 × Γβ(〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉)

×
∏

0<γ<α

γ 6=β

Γγ(〈∆γ,Fγ〉 × 〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

α≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉

2.4.5∼=
2.5.5

Γ0〈∆α,Hα〉 × Γ0(〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉)

×
∏

0<γ<α

γ 6=β

Γγ(〈∆γ,Fγ〉 × 〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

α≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉

2.4.5∼=
2.5.7

Γ0(〈∆α,Hα〉 × 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉)

×
∏

0<γ<α

γ 6=β

Γγ(〈∆γ,Fγ〉 × 〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

α≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉.

Alle hier verwendeten Graphen sind nach Voraussetzung rigide, paarweise
nicht-isomorph und zusammenhängend in V [G]. Wegen 4.1.1(c)+(d) können
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wir Satz 3.1.6 mit i0 = 0 und n = 1 anwenden und folgern

ν (〈Ω,E〉) = ν (〈∆α,Hα〉 × 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉)
4.1.1
=
(e)

β.

Sei nun α ≤ β und V [G] eine Qβ-generische Erweiterung von V . Da in
diesem Fall Rα

β durch Qβ mit (Γα)α<κ realisiert wird, gilt jetzt für γ, δ < κ
mit γ 6= δ

( Γγ ∼= Γδ)V [G] ⇐⇒ {γ, δ} ⊆ {0} ∪ [α, β] .

Mit den Hilfsmitteln aus Kapitel 2 kann man auch in diesem Fall folgern,
dass in V [G] gilt

〈Ω,E〉
2.4.5∼= Γ0〈∆α,Hα〉 ×

∏
α≤γ<β

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉

×
∏

0<γ<α

Γγ(〈∆γ,Fγ〉 × 〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

β≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉

2.4.5∼=
2.5.5

Γ0〈∆α,Hα〉 ×
∏

α≤γ<β

Γ0〈∆γ,Fγ〉

×
∏

0<γ<α

Γγ(〈∆γ,Fγ〉 × 〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

β≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉

2.4.5∼=
2.5.7

Γ0(〈∆α,Hα〉 ×
∏

α≤γ<β

〈∆γ,Fγ〉)

×
∏

0<γ<α

Γγ(〈∆γ,Fγ〉 × 〈∆γ,Fγ〉) ×
∏

β≤γ<κ

Γγ+1〈∆γ,Fγ〉

Wieder sind alle verwendeten Graphen rigide, paarweise nicht-isomorph und
zusammenhängend in V [G]. Eine weitere Anwendung von Satz 3.1.6 mit
i0 = 0 und n = 1 liefert

ν (〈Ω,E〉) = ν (〈∆α,Hα〉 ×
∏

α≤γ<β

〈∆γ,Fγ〉)
4.1.1
=
(b)

ν (〈∆β,Hβ〉)
4.1.1
=
(c)

β.

Zusammengefasst gilt also

1lQβ

 ν (〈 Ω̌, Ě〉) = β̌

für alle 1 ≤ β < κ. Korollar 3.2.9 liefert dann die Existenz einer Gruppe G
mit trivialem Zentrum und den in Satz A geforderten Eigenschaften.
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4.2 Imprimitive Blöcke und Sequenzen

Die folgende Definition ist unser Ansatzpunkt zur Untersuchung von Permu-
tationsgruppen und ihrer Normalisatoren.

4.2.1 Definition: Sei 〈∆,G〉 ∈ PGtrans.
Eine nicht-leere Teilmenge Z von ∆ heißt imprimitiver Block von 〈∆,G〉,
falls für alle g ∈ G gilt

g ′′ Z = Z ∨ (g ′′ Z) ∩ Z = ∅.

Für x ∈ ∆ definieren wir

B〈∆,G〉(x) := {Z ⊆ ∆ |x ∈ Z, Z ist ein imprimitiver Block von 〈∆,G〉 }.

Den Zusammenhang zwischen imprimitiven Blöcken und G-invarianten
Äquivalenzrelationen auf ∆ erläutert das folgende Lemma.

4.2.2 Proposition: Sei 〈∆,G〉 ∈ PGtrans.
(i) Ist Z ein imprimitiver Block von 〈∆,G〉, so definiert

x E∆,G
Z y :⇔ (∃g ∈ G) x, y ∈ g ′′ Z

eine G-invariante Äquivalenzrelation auf ∆.
(ii) Ist E eine G-invariante Äquivalenzrelation auf ∆, so ist jede Äquivalenz-

klasse von E ein imprimitiver Block von 〈∆,G〉.

Beweis. (i) Nach Definition ist E∆,G
Z symmetrisch und aus der Transitivität

der G-Operation folgt die Reflexivität von E∆,G
Z , weil für jedes x ∈ ∆ ein g ∈

G mit g(x) ∈ Z existiert. Seien nun g, h ∈ G und x, y, z ∈ ∆ mit x, y ∈ g ′′ Z
und y, z ∈ h ′′ Z. Aus y ∈ (g ′′ Z)∩(h ′′ Z) folgt h−1(y) ∈ ((h−1 ◦ g) ′′ Z)∩Z 6= ∅
und somit (h−1 ◦ g) ′′ Z = Z, weil Z ein imprimitiver Block ist. Daraus folgt
g ′′ Z = h ′′ Z und x E∆,G

Z z.
(ii) Sei Z eine Äquivalenzklasse von E, g ∈ G und y ∈ (g ′′ Z) ∩ Z. Dann
existiert ein x ∈ Z mit g(x) = y. Für alle z ∈ Z gilt xE z und wegen der
G-Invarianz von E auch y E g(z). Somit ist g(z) ∈ Z und g ′′ Z = Z.

Wir zeigen zunächst die Verträglichkeit unserer Definition mit Isomor-
phismen zwischen Permutationsgruppen.
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4.2.3 Lemma: Sind 〈∆,G〉, 〈Ω,H〉 ∈ PGtrans und 〈ϕ, kϕ � G〉 : 〈∆,G〉 −→
〈Ω,H〉 ein Isomorphismus, so ist für jedes x ∈ ∆

bϕx : B〈∆,G〉(x) −→ B〈Ω,H〉(ϕ(x)), Z 7−→ ϕ ′′ Z

eine wohldefinierte Bijektion. Außerdem gilt

x E∆,G
Z y ⇐⇒ ϕ(x) EΩ,H

ϕ ′′ Z ϕ(y) (4.2)

für alle Z ∈ B〈∆,G〉(x).

Beweis. Sei Z ∈ B〈∆,G〉(x) und h ∈ H mit y ∈ ((h ◦ ϕ) ′′ Z) ∩ (ϕ ′′ Z). Nach
Lemma 2.3.4 existiert dann ein z ∈ ∆ mit y = ϕ(z) und g ∈ G mit h = kϕ(g).
Damit gilt ϕ(z) ∈ ((kϕ(g) ◦ ϕ) ′′ Z) ∩ (ϕ ′′ Z) = ϕ ′′ ((g ′′ Z) ∩ Z) und wegen
z ∈ (g ′′ Z) ∩ Z gilt g ′′ Z = Z. Mit (h ◦ ϕ) ′′ Z = (ϕ ◦ g) ′′ Z = ϕ ′′ Z und
ϕ(x) ∈ ϕ ′′ Z ist dann (ϕ ′′ Z) ∈ B〈Ω,H〉(ϕ(x)). Damit ist die Abbildung bϕx
wohldefiniert.
Nach 2.3.4 ist 〈ϕ−1, kϕ−1 � H〉 : 〈Ω,H〉 −→ 〈∆,G〉 ein Isomorphismus und
für alle Z′ ∈ B〈Ω,H〉(ϕ(x)) ist auch ϕ−1 ′′

Z′ ∈ B〈∆,G〉(x). bϕx besitzt somit eine
Umkehrabbildung.

Existiert für x, y ∈ ∆ ein g ∈ G mit x, y ∈ g ′′ Z, so folgt ϕ(x), ϕ(y) ∈
(ϕ ◦ g) ′′ Z = kϕ(g)

′′ (ϕ ′′ Z) und somit ϕ(x) EΩ,H
ϕ ′′ Z ϕ(y). Die gleiche Argu-

mentation mit ϕ−1 liefert die zweite Behauptung.

Das nächste Lemma gibt uns in speziellen Fällen Auskunft über die Ge-
stalt der Bijektionen im Normalisator einer transitiven Permutationsgruppe.
Mit seiner Hilfe werden wir die Höhe der Normalisatortürme in Satz 4.1.1
bestimmen.

4.2.4 Lemma: Ist 〈∆,G〉 ∈ PGtrans und x ∈ ∆, so dass 〈 B〈∆,G〉(x),(〉 eine
Wohlordnung ist.
Dann ist E∆,G

Z für jedes Z ∈ B〈∆,G〉(x) N 1
∆(G)-invariant.

Beweis. Sei π ∈ N 1
∆(G) und g ∈ G mit (g ◦ π)(x) = x. Dann ist auch

g◦π ∈ N 1
∆(G) und nach Lemma 2.3.4 ist 〈 g◦π, kg◦π � G〉 ∈ AutA(Set)(〈∆,G〉).

Mit 4.2.3 ist bg◦πx eine Bijektion von B〈∆,G〉(x), die nach Definition ordnungs-
erhaltend bezüglich

”
(“ ist. bg◦πx ist also ein Automorphismus der Wohlord-

nung 〈 B〈∆,G〉(x),(〉 und somit die Identität. Das heißt (g ◦ π) ′′ Z = Z und

(π−1 ◦ g−1)
′′

Z = Z für alle Z ∈ B〈∆,G〉(x).
Ist nun Z ∈ B〈∆,G〉(x) und h ∈ G mit x, y ∈ h ′′ Z = (h ◦ π−1 ◦ g−1)

′′
Z, so

folgt π(x), π(y) ∈ (hπ ◦ g−1)
′′

Z und damit π(x) E∆,G
Z π(y).
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Die folgende Definition bildet das Herzstück der Konstruktion im nächsten
Abschnitt. Wir wollen die Sequenz (〈∆α,Hα〉)α<κ in 4.1.1 so konstruieren,
dass die folgenden Bedingungen für alle α < κ von (〈Fβ,∆β〉)β≤α mit Fβ :=

Nβ
∆β

(Hβ) erfüllt werden.
Im Anschluss leiten wir die für uns wichtigen Folgerungen aus der Definition
her.

4.2.5 Definition: Sei α eine Ordinalzahl.
Eine Sequenz (〈∆α,Gα〉)β≤α von Elementen von PGtrans heißt imprimitive
Sequenz der Länge α, falls gilt
· ∆0 = {x0}.
· ∆γ ( ∆β für alle γ < β ≤ α.
· B〈∆β ,Gβ〉(x0) = {∆γ | γ ≤ β } für alle β ≤ α.

4.2.6 Lemma: Sei (〈∆β,Gβ〉)β≤α eine imprimitive Sequenz der Länge α.
(i) Ist ∆0 = {x0}, so ist 〈B〈x0,∆α〉(Gα),(〉 eine Wohlordnung vom Ord-

nungstyp α+ 1.
(ii) Ist (〈Ωδ,Hδ〉)δ≤γ eine weitere imprimitive Sequenz und 〈ϕ, kϕ � G〉 :

〈∆α,Gα〉 −→ 〈Ωγ,Hγ〉 ein Isomorphismus, so gilt bereits α = γ.
(iii) Für alle γ < β ≤ α sind 〈∆β,Gβ〉 und 〈∆γ,Gγ〉 nicht-isomorph in

A(Set).

Beweis. (i) Die Abbildung B〈x0,∆α〉(Gα)→ α+ 1,∆β 7→ β erfüllt die eindeu-
tigen Eigenschaften des transitiven Kollaps.
(ii) Ist Ω0 = {y0}, so existiert nach Voraussetzung ein h ∈ Hγ mit (h ◦
ϕ)(x0) = y0 und mit 2.3.4 ist 〈h ◦ ϕ, kh◦ϕ � Gα〉 ein Isomorphismus von
〈∆α,Gα〉 und 〈Ωγ,Hγ〉, der x0 auf y0 abbildet.
Nach Konstruktion ist die Abbildung bh◦ϕx0

aus Lemma 4.2.3 ein Isomor-
phismus der Wohlordnungen 〈 B〈∆α,Gα〉(x0),(〉 vom Ordnungstyp α+ 1 und
〈 B〈Ωγ,Hγ〉(y0),(〉 vom Ordnungstyp γ + 1. Daraus folgt α = γ.
(iii) Seien 〈∆β,Gβ〉 und 〈∆γ,Gγ〉 isomorph für β, γ ≤ α. Nach Definiti-
on ist dann auch (〈∆δ,Gδ〉)δ≤β eine imprimitive Sequenz der Länge β und
(〈∆δ,Gδ〉)δ≤γ eine der Länge γ. Mit (ii) folgt dann β = γ.

4.2.7 Lemma: Ist (〈∆α,Gα〉)β≤α eine imprimitive Sequenz und γ ≤ β < α.

Dann ist ∆β+1 \∆β die Vereinigung von E∆α,Gα

∆γ
-Äquivalenzklassen.

Beweis. Fixiere für jedes y ∈ ∆β+1 \∆β ein gy ∈ Gα mit gy(x0) = y.
Dann gilt y ∈ (gy

′′ ∆β+1) ∩ ∆β+1 und mit ∆β+1 ∈ B〈∆α,Gα〉(x0) folgt
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gy
′′ ∆β+1 = ∆β+1. Außerdem gilt y ∈ (gy

′′ ∆β) \ ∆β und da auch ∆β

ein imprimitiver Block von 〈∆α,Gα〉 ist, folgt (gy
′′ ∆β) ∩ ∆β = ∅ und

gy
′′ ∆β ⊆ ∆β+1 \∆β.

Für γ ≤ β gilt dann y ∈ gy ′′ ∆γ ⊆ gy
′′ ∆β ⊆ ∆β+1 \∆β und damit

∆β+1 \∆β =
⋃

y∈∆β+1\∆β

gy
′′ ∆γ.

Alle gy
′′ ∆γ sind Äquivalenzklassen von E∆α,Gα

∆γ
. Deshalb folgt für y, y′ ∈

∆β+1 \ ∆β aus (gy
′′ ∆γ) ∩ (gy′

′′ ∆γ) 6= ∅ schon gy
′′ ∆γ = gy′

′′ ∆γ und es
existiert eine Teilmenge I ⊆ ∆β+1 \∆β mit

∆β+1 \∆β =
�⋃
y∈I

gy
′′ ∆γ.

Zuletzt wollen wir eine Möglichkeit angeben, eine imprimitive Sequenz um
eine Permutationsgruppe zu verlängern. Im Beweis von Satz 4.1.1 werden wir
dies an zwei Stellen anwenden.

4.2.8 Lemma: Sei (〈∆β,Gβ〉)β≤α eine imprimitive Sequenz der Länge α mit
ν (〈∆α,Gα〉) = 0, 〈∆α+1,Gα+1〉 eine Permutationsgruppe mit ∆α ( ∆α+1

und
〈ϕ, kϕ � Gα+1〉 : 〈∆α+1,Gα+1〉 −→ N 1(

∏
i∈I

〈∆α,Gα〉)

ein Isomorphismus für den ein i0 ∈ I existiert mit ϕ(x) = 〈x, i0〉 für alle
x ∈ ∆α.
Dann ist (〈∆β,Gβ〉)β≤α+1 eine imprimitive Sequenz der Länge α+ 1.

Beweis. Setze ∆∗ =
∐

i∈I ∆α und G∗ = (uI
′′ Sym(I)) n dI

′′ ∏
i∈I Gα. Wegen

Satz 3.1.14 und der Voraussetzung gilt dann 〈∆∗,G∗〉 = N 1(
∏

i∈I〈∆α,Gα〉).
Da Gα transitiv auf ∆α operiert, operiert G∗ damit auch tranistiv auf ∆∗

und mit 3.1.7 folgt 〈∆α+1,Gα+1〉 ∈ PGtrans.
Für ∆0 = {x0} zeigen wir

B〈∆∗,G∗〉(〈x0, i0〉) = {∆β × {i0} | β ≤ α } ∪ {∆∗}. (4.3)

Sei β ≤ α und π = uI(σ) ◦ dI((gi)i∈I) ∈ G∗ mit (∆β × {i0}) ∩ π ′′ (∆β ×
{i0}) 6= ∅. Dann gilt σ(i0) = i0 und π ′′ (∆β × {i0}) = (gi0

′′ ∆β) × {i0}. Da

58



4.3. DIE GRUPPEN Hα UND Fα

∆β ein imprimitiver Block von 〈∆α,Gα〉 ist, folgt aus (gi0
′′ ∆β) ∩ ∆β 6= ∅

schon gi0
′′ ∆β = ∆β und damit π ′′ (∆β × {i0}) = ∆β × {i0}.

Sei nun Z ein imprimitiver Block von 〈∆∗,G∗〉 mit 〈x0, i0〉 ∈ Z.
Sei zunächst Z = Z′×{i0} mit Z′ ⊆ ∆α. Ist gi0 ∈ Gα mit (gi0

′′ Z′)∩Z′ 6= ∅, so
gilt für dI((gi)i∈I) ∈ G∗ mit gi = id∆α für i 6= i0 bereits (dI((gi)i∈I)

′′ Z)∩Z 6= ∅.
Aus Z = dI((gi)i∈I)

′′ Z = (gi0
′′ Z′)×{i0} folgt dann gi0

′′ Z′ = Z′ und Z′ = ∆β

für ein β ≤ α.
Existiere nun ein z ∈ ∆α und ein i1 ∈ I \ {i0} mit 〈 z, i1〉 ∈ Z. Für jedes

y ∈ ∆α existiert nach Voraussetzung ein gyi0 ∈ Gα mit gyi0(x0) = y. Setze
gyi = id∆α für i 6= i0 und πy := dI((g

y
i )i∈I) ∈ G∗.

Nach Konstruktion gilt dann 〈 z, i1〉 ∈ Z∩πy ′′ Z und damit 〈 y, i0〉 ∈ πy ′′ Z =
Z für alle y ∈ ∆α, das heißt ∆α × {i0} ⊆ Z.
Definiere für i ∈ I \ {i0} und beliebiges y ∈ ∆α

πi
y := uI((i, i1)) ◦ (πy ◦ π−1

z )uI((i0,i1)) ∈ G∗,

wobei (i0, i1) die Permutation von I ist, die i0 und i1 vertauscht und die
Identität auf I \ {i0, i1} ist. Es gilt dann πi

y〈x0, i0〉 = 〈x0, i0〉 ∈ Z∩πi
y
′′

Z und

πi
y〈 z, i1〉 = 〈 y, i〉. Damit ist 〈 y, i〉 ∈ πi

y
′′

Z = Z und Z = ∆∗.
Die Behauptung folgt dann aus (4.3) mit Hilfe von Lemma 4.2.3 und der

Voraussetzung an ϕ.

4.3 Die Gruppen Hα und Fα

Wir können nun die Permutationsgruppen aus Satz 4.1.1 konstruieren und
mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts die geforderten Eigenschaften
herleiten.

4.3.1 Definition: Für α ∈ Ord definieren wir rekursiv Permutationsgruppen
〈∆α,Hα〉 und 〈∆α,Fα〉 durch
· 〈∆α,Hα〉 := 〈 1, id1〉 × (

∏
β<α〈∆β,Fβ〉),

· 〈∆α,Fα〉 := Nα〈∆α,Hα〉.

Dann ist ∆0 = {x0} mit x0 := 〈 0, 0〉 und für α ∈ Ord gilt

∆α = {0} t (
⊔
β<α

∆β) = {〈 0, 0〉} ∪ { 〈 〈 x, β〉, 1〉 | β < α, x ∈ ∆β }.

Nach Konstruktion der disjunkten Vereinigung gilt ∆β ( ∆α für β < α und
mit iα,β : ∆β −→ ∆α bezeichnen wir die Einbettung der Teilmenge.
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Rekursiv folgt |∆α| ≤ max{|α| , ω} für alle α ∈ Ord und ∆λ =
⋃
α<λ ∆α für

alle λ ∈ Lim.
Ist β < α und

iαβ : ∆β −→ ∆α, y 7−→ 〈 〈 y, β〉, 1〉
die Einbettung von ∆β in das Produkt im zweiten Faktor von ∆α, so bildet
〈∆α, (i

α,0, (iαβ)β<α)〉 ein Koprodukt der Familie (∆0, (∆β)β<α). i
α,β ist dann

für jedes β < α der eindeutig bestimmte Morphismus mit

iα,β ◦ iβγ = iαγ (4.4)

für alle γ < β. Wie im Beweis zu Lemma 2.2.4 bildet dann 〈∆α, (i
α,β, (iαγ )β≤γ<α)〉

ein Koprodukt der Familie (∆β, (∆γ)β≤γ<α) und induziert nach Lemma 2.4.1
einen Monomorphismus von Gruppen

dαβ : Sym(∆β)×
∏

β≤γ<α

Sym(∆γ) −→ Sym(∆α)

mit (2.7). Nach Definition der Permutationsgruppen gilt F0 = H0 = {id∆0}
und damit

Hα = dα0
′′ (F0 ×

∏
β<α

Fβ). (4.5)

Wie im Beweis von Lemma 2.4.5 folgt aus (4.4) für γ < β < α

dαγ 〈 g, (gδ)γ≤δ<α〉 = dαβ〈 dβγ〈 g, (gδ)γ≤δ<β〉, (gδ)β≤δ<α〉 (4.6)

für alle 〈 g, (gδ)γ≤δ<α〉 ∈ Sym(∆γ) ×
∏

γ≤δ<α Sym(∆δ) und zusammen mit
(4.5) ergibt sich

Hα = dαβ
′′ (Hβ ×

∏
β≤γ<α

Fγ)

für alle β < α. Damit bezeugt (iα,β, (iαγ )β≤γ<α), dass 〈∆α,Hα〉 ein direk-
tes Produkt der Familie (〈∆β,Hβ〉, (〈∆γ,Fγ〉)β≤γ<α) bildet und wegen der
Eindeutigkeit des direkten Produktes bis auf Isomorphie gilt dann

〈∆α,Hα〉 ∼= 〈∆β,Hβ〉 ×
∏

β≤γ<α

〈∆γ,Fγ〉.

Wir setzen ∆1
α := iα+1

α
′′

∆α = ∆α+1 \ ∆α = { 〈 〈 x, α〉, 1〉 |x ∈ ∆α } und
x1 := iα+1

α (x) für alle x ∈ ∆α. Für alle β < α gilt dann

∆α = ∆β

�
∪

�⋃
β≤γ<α

∆1
γ.
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Außerdem existiert eine eindeutige Involution σ∗ ∈ Sym(∆α+1) mit σ∗(x) =
x1 und σ∗(x

1) = x für alle x ∈ ∆α.

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass die konstruierten Gruppen die Eigen-
schaften (a) und (b) aus Satz 4.1.1 besitzen. Der folgende Satz gibt we-
sentliche Einblicke in die Struktur der Permutationsgruppen und liefert die
Eigenschaften (c) und (d).

4.3.2 Satz: Für alle α ∈ Ord gilt

(a)α Für alle β < α ist

Nβ
∆α

(Hα) = dαβ
′′ (Fβ ×

∏
β≤γ<α

Fγ)

und somit bezeugt (iα,β, (iαγ )β≤γ<α), dass Nβ〈∆α,Hα〉 ein direktes Pro-
dukt der Familie (〈∆β,Fβ〉, (〈∆γ,Fγ〉)β≤γ<α) bildet.

(b)α (〈∆β,Fβ〉)β≤α ist eine imprimitive Sequenz.

(c)α Für β < α besteht Nβ
∆α

(Hα) genau aus den Elementen π von Fα, die

π ′′ ∆β = ∆β ∧ π ′′ ∆1
γ = ∆1

γ

für alle β ≤ γ < α erfüllen.
(d)α ν∆α(Hα) = α.

Wir beweisen den Satz induktiv, wobei im Induktionsanfang nichts zu
zeigen ist.

Beweis von (a)α+1. Wir beweisen die Aussage induktiv für β < α + 1.

(β = 0) : Der Induktionsanfang gilt nach (4.5).
(β → β + 1) : Nach Induktionsvoraussetzung (a)β+1 bezeugen (iβ+1,β, iβ+1

β ),

dass 〈∆β+1,N
β
∆β+1

(Hβ+1)〉 = 〈∆β+1, d
β+1
β

′′
(Fβ×Fβ)〉 ein direktes Pro-

dukt von 〈∆β,Fβ〉 und 〈∆β,Fβ〉 bildet. Fβ operiert nach (b)β transitiv
auf ∆β und mit 3.1.8 und 3.1.9 folgt

〈∆β+1,N
β
∆β+1

(Hβ+1)〉x ∼= 〈∆β,Fβ〉 (4.7)
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für alle x ∈ ∆β+1. Mit der Induktionsannahme gilt

Nβ
∆α+1

(Hα+1)
I.A
= dα+1

β

′′
(Fβ ×

∏
β≤γ<α+1

Fγ)

(4.6)
= dα+1

β+1

′′
(dβ+1
β

′′
(Fβ × Fβ)×

∏
β<γ≤α

Fγ)

(a)β+1
= dα+1

β+1

′′
(Nβ

∆β+1
(Hβ+1)×

∏
β+1≤γ<α+1

Fγ)

(4.8)

und (iα+1,β+1, (iα+1
γ )β<γ≤α) bezeugen, dass 〈∆α+1,N

β
∆α+1

(Hα+1)〉 ein

direktes Produkt der Familie (〈∆β+1,N
β
∆β+1

(Hβ+1)〉, (〈∆γ,Fγ〉)β<γ≤α)
bildet. Für β < γ ≤ α operiert Fγ nach (b)γ transitiv auf ∆γ und für
jedes x ∈ ∆γ gilt

〈∆γ,Fγ〉x ∼= 〈∆γ,Fγ〉. (4.9)

Nach (b)α ist (〈∆γ,Fγ〉)γ≤α eine imprimitive Sequenz und aus (4.7) und
(4.9) folgt, dass die durch Bahnen induzierten Permutationsgruppen
in den verschiedenen Faktoren des direkten Produkts (4.8) paarweise
nicht-isomorph sind. Damit kann Satz 3.1.11 auf das direkte Produkt
angewendet werden und liefert

Nβ+1
∆α+1

(Hα+1) = N 1
∆α+1

(Nβ
∆α+1

(Hα+1))

= N 1
∆α+1

(dα+1
β+1

′′
(Nβ

∆β+1
(Hβ+1)×

∏
β<γ≤α

Fγ))

3.1.11
= dα+1

β+1

′′
(Nβ+1

∆β+1
(Hβ+1)×

∏
β<γ≤α

N 1
∆γ

(Fγ))

(d)γ
= dα+1

β+1

′′
(Fβ+1 ×

∏
β+1≤γ<α+1

Fγ).
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Lim(λ) : Für alle β < λ gilt

Nβ
∆α+1

(Hα+1)
I.A.
= dα+1

β

′′
(Fβ ×

∏
β≤γ<α+1

Fγ)

(4.6)
= dα+1

λ

′′
(dλβ

′′
(Fβ ×

∏
β≤γ<λ

Fγ)×
∏

λ≤γ<α+1

Fγ)

(a)λ
= dα+1

λ

′′
(Nβ

∆λ
(Hλ)×

∏
λ≤γ<α+1

Fγ)

⊆ dα+1
λ

′′
(Fλ ×

∏
λ≤γ<α+1

Fγ)

und somit Nλ
∆α+1

(Hα+1) ⊆ dα+1
λ

′′
(Fλ ×

∏
λ≤γ<α+1 Fγ).

Umgekehrt existiert wegen Fλ = Nλ
∆λ

(Hλ) =
⋃
β<λ Nβ

∆λ
(Hλ) für jedes

π ∈ dα+1
λ

′′
(Fλ ×

∏
λ≤γ<α+1 Fγ) ein β < λ mit

π ∈ dα+1
λ

′′
(Nβ

∆λ
(Hλ)×

∏
λ≤γ<α+1

Fγ) = dα+1
λ

′′
(dλβ

′′
(Fβ ×

∏
β≤γ<λ

Fγ)×
∏

λ≤γ≤α

Fγ)

= dα+1
β

′′
(Fβ ×

∏
β≤γ≤α

Fγ) = Nβ
∆α+1

(Hα+1) ⊆ Nλ
∆α+1

(Hα+1).

Beweis von (b)α+1. Nach (a)α+1 bezeugen (iα+1,α, iα+1
α ), dass Nα〈∆α+1,Hα+1〉

ein direktes Produkt von 〈∆α,Fα〉 und 〈∆α,Fα〉 bildet. Seien e0, e1 : ∆α −→
∆α t ∆α die kanonischen Einbettungen und ϕ : ∆α+1 −→ ∆α t ∆α die Bi-
jektion aus 2.2.2 mit e0 = ϕ ◦ iα+1,α und e1 = ϕ ◦ iα+1

α . Dann ist 〈ϕ, kϕ �
Nα

∆α+1
(Hα+1)〉 ∈ IsoA(Set)(N

α〈∆α+1,Hα+1〉, 〈∆α,Fα〉×〈∆α,Fα〉). Mit Lemma
3.1.3 und (2.5) folgt dann

〈ϕ, kϕ � Fα+1〉 ∈ IsoA(Set)(〈∆α+1,Fα+1〉,N 1(〈∆α,Fα〉 × 〈∆α,Fα〉)).

Nach Satz 3.1.14 gilt

N 1
∆αt∆α

(d2
′′ (Fα × Fα)) = u2

′′ Sym(2) n d2
′′ (N 1

∆α
(Fα)× N 1

∆α
(Fα))

= 〈u2(σ)〉n d2
′′ (Fα × Fα),

wobei σ das nicht-triviale Element von Sym(2) ist.
Für x ∈ ∆α gilt dann kϕ−1(u2(σ))(x) = (ϕ−1 ◦ u2(σ) ◦ ϕ)(iα+1,α(x)) =
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ϕ−1〈x, 1〉 = (ϕ−1 ◦ e1)(x) = iα+1
α (x) = x1 und ebenso kϕ−1(u2(σ))(x1) = x.

Damit gilt kϕ−1(u2(σ)) = σ∗ und

Fα+1 = 〈σ∗〉n dα+1
α

′′
(Fα × Fα).

Wegen ϕ ′′ ∆α = (ϕ ◦ iα+1,α)
′′

∆α = e0
′′ ∆α = ∆α × {0} können wir aus

Lemma 4.2.8 die Behauptung folgern.

Beweis von (c)α+1. Sei β ≤ α und π ∈ Nβ
∆α+1

(Hα+1) ≤ Fα+1. Nach (a)α+1

existieren dann g ∈ Fβ und gγ ∈ Fγ für β ≤ γ ≤ αmit π = dα+1
β (g, (gγ)β≤γ≤α).

Für y ∈ ∆β gilt dann π(y) = (π ◦ iα+1,β)(y) = (iα+1,β ◦ g)(y) ∈ ∆β. Ist
β ≤ γ ≤ α und y ∈ ∆1

γ, so existiert ein z ∈ ∆γ mit y = iα+1
γ (z) und damit

π(y) = (π ◦ iα+1
γ )(z) = (iα+1

γ ◦ gγ)(z) ∈ ∆1
γ.

Ist umgekehrt π = σi
∗ ◦ dα+1

α (g0, g1) ∈ Fα+1 mit diesen Eigenschaften
gegeben, so existieren nach Konstruktion σ ∈ Sym(∆β) und für β ≤ γ ≤ α
σγ ∈ Sym(∆γ) mit π = dα+1

β (σ, (σγ)β≤γ≤α) = dα+1
α (dαβ(σ, (σγ)β≤γ<α), σα).

Damit ist i = 0 und aus der Injektivität von dα+1
α folgt σα = g1 ∈ Fα und

g0 = dαβ(σ, (σγ)β≤γ<α) ∈ Fα.
Es gilt g0

′′ ∆β = π ′′ ∆β = ∆β und g0
′′ ∆1

γ = π ′′ ∆1
γ = ∆1

γ für alle β ≤ γ < α.

Mit der Induktionsannahme (c)α folgt dann g0 ∈ Nβ
∆α

(Hα) = dαβ
′′ (Fβ ×∏

β≤γ<α Fγ). Aus der Injektivität von dαβ folgt σ ∈ Fβ und σγ ∈ Fγ für alle

β ≤ γ < α. Insgesamt gilt π ∈ dα+1
β

′′
(Fβ ×

∏
β≤γ≤α Fγ) = Nβ

∆α+1
(Hα+1).

Beweis von (d)α+1. Sie π ∈ Nα+2
∆α+1

(Hα+1) = N 1
∆α+1

(Fα+1). Nach (b)α+1 ist

(〈∆β,Fβ〉)β≤α+1 eine imprimitive Sequenz und mit Lemma 4.2.4 ist E
∆α+1,Fα+1

∆α

π-invariant. Somit permutiert π die Menge {∆α,∆
1
α} der E

∆α+1,Fα+1

∆α
-Äqui-

valenzklassen bildweise. Nach (a)α+1 für β = α ist dies aber auch die Menge
der Nα

∆α+1
(Hα+1)-Bahnen auf ∆α+1 und es gilt

π ∈ N 2
∆α+1

(Nα
∆α+1

(Hα+1)) ∩ PNα〈∆α+1,Hα+1〉.

Für die Bijektion ϕ aus dem Beweis von (b)α+1 gilt dann auch

〈ϕ, kϕ � N 1
∆α+1

(Fα+1)〉 ∈ IsoA(Set)(N
1〈∆α+1,Fα+1〉,N 2(〈∆α,Fα〉 × 〈∆α,Fα〉))

Mit (d)α, Lemma 3.1.9,(ii) und Satz 3.1.15 folgert man dann

kϕ(π) ∈ N 2
∆αt∆α

(d2
′′ (Fα × Fα)) ∩ P〈∆α,Fα〉×〈∆α,Fα〉

≤ 〈u2(σ)〉n d2
′′ (N 2

∆α
(Fα)× N 2

∆α
(Fα))

= 〈u2(σ)〉n d2
′′ (Fα × Fα) = N 1

∆αt∆α
(d2

′′ (Fα × Fα)) = kϕ
′′ Fα+1.
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Es folgt π ∈ Fα+1 und die Behauptung.

Sei nun λ eine Limesordinalzahl.

Beweis von (a)λ. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion nach
α < λ.
(α = 0) : Die Behauptung haben wir schon in (4.5) gezeigt.
(α→ α+ 1) : Mit den gleichen Begründungen wie im Nachfolgerfall erhalten

wir aus der Induktionsannahme

Nα+1
∆λ

(Hλ) = N 1
∆λ

(dλα+1

′′
(dα+1
α

′′
(Fα × Fα)×

∏
α<β<λ

Fβ))

= N 1
∆λ

(dλα+1

′′
(Nα

∆α+1
(Hα+1)×

∏
α<β<λ

Fβ)).

Wie dort folgert man für jedes Element von ∆α+1, dass die von ihm
induzierte Permutationsgruppe im ersten Faktor isomorph zu 〈∆α,Fα〉
ist. Für α < β < λ induziert jedes Element von ∆1

β eine zu 〈∆β,Fβ〉
isomorphe Permutationsgruppe. Da für alle α < λ schon (b)α gilt, sind
alle (〈∆α,Fα〉)α<λ paarweise nicht-isomorph. Die Voraussetzungen für
Satz 3.1.11 sind damit erfüllt und wir können folgern

Nα+1
∆λ

(Hλ)
3.1.11
= dλα+1

′′
(Nα+1

∆α+1
(Hα)×

∏
α<β<λ

N 1
∆β

(Fβ)) = dλα+1

′′
(Fα+1×

∏
α+1≤β<λ

Fβ).

Lim(µ) : Wie im Nachfolgerfall schließt man aus der Induktionsannahme und
(a)α+1, dass Nα

∆λ
(Hλ) ⊆ dλµ

′′
(Fµ×

∏
µ≤α<λ Fα) für alle α < µ und damit

Nµ
∆λ

(Hλ) ⊆ dλµ
′′

(Fµ ×
∏

µ≤α<λ Fα) gilt.

Für π ∈ dλµ
′′

(Fµ ×
∏

µ≤α<λ Fα) existiert wie oben ein α < µ mit

π ∈ dλµ
′′

(Nα
∆µ

(Hµ)×
∏

µ≤β<β

Fα) = dλµ
′′

(dµα
′′ (Fα ×

∏
α≤β<µ

Fβ)×
∏

µ≤β<λ

Fβ)

= dλα
′′

(Fα ×
∏

α≤β<λ

Fβ)
I.A
= Nα

∆λ
(Hλ) ⊆ Nµ

∆λ
(Hλ).

Beweis von (b)λ. Für x, y ∈ ∆λ existiert ein α < λ mit x, y ∈ ∆α und nach
(b)α ein g ∈ Fα mit g(x) = y. Dann gilt für π := dλα(g, (id∆β

)α≤β<λ) ∈
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dλα
′′

(Fα ×
∏

α≤β<λ Fβ) = Nα
∆λ

(Hλ) ≤ Fλ bereits π(x) = (π ◦ iλ,α)(x) =

(iλ,α ◦ g)(x) = y und Fλ operiert transitiv auf ∆λ.
Sei nun π ∈ Fλ und α < λ mit ∆α ∩ π ′′ ∆α 6= ∅. Dann existiert ein

β < λ mit π ∈ Nβ
∆λ

(Hλ). Sei nun α, β < δ < λ. Nach (a)λ gilt auch π ∈
N δ

∆λ
(Hλ) = dλδ

′′
(Fδ ×

∏
δ≤γ<λ Fγ) und damit existieren g ∈ Fδ und gγ ∈

Fγ für δ ≤ γ < λ mit π = dλδ (g, (gγ)δ≤γ<λ). Nach Konstruktion gilt dann
π ′′ ∆α = g ′′ ∆α und da wegen (b)δ ∆α ein imprimitiver Block von 〈∆δ,Fδ〉
ist, gilt ∆α = g ′′ ∆α = π ′′ ∆α.
Somit ist ∆γ für γ ≤ λ ein imprimitiver Block von 〈∆λ,Fλ〉.

Sei Z ein imprimitiver Block von 〈∆λ,Fλ〉 mit x0 ∈ Z. Ist die Menge

IZ := { γ < λ |Z ∩∆1
γ 6= ∅ }

durch ein α < λ beschränkt, so gilt Z ⊆ ∆α+1 und wegen (a)λ ist Z auch ein
imprimitiver Block von 〈∆α+1,Fα+1〉. Wegen (b)α+1 gilt dann Z = ∆β für
ein β ≤ α+ 1.
Im Weiteren sei IZ kofinal in λ. Ist γ ∈ IZ, so existiert für alle y ∈ ∆γ nach
(b)γ ein gy ∈ Fγ mit gy(x0) = y. Setze

πy := dλγ(gy, (id∆α)γ≤α<λ) ∈ dλγ
′′

(Fγ ×
∏

γ≤α<λ

Fα) = N γ
∆λ

(Hλ) ≤ Fλ.

Für z ∈ ∆1
γ ∩ Z gilt dann πy(z) = z und z ∈ Z ∩ (πy

′′ Z) für alle y ∈ ∆γ. Da
Z ein imprimitiver Block ist, gilt y ∈ πy ′′ Z = Z für alle y ∈ ∆γ. Es gilt also
∆γ ⊆ Z für unbeschränkt viele γ < λ und damit Z = ∆λ.

Beweis von (c)λ. Wie im Nachfolgerschritt zeigt man, dass für α < λ jedes

π ∈ Nα
∆λ

(Hλ) = dλα
′′

Fα ×
∏

α≤β<λ Fβ die gewünschte Eigenschaft besitzt.
Besitzt umgekehrt π ∈ Fλ die gegebene Eigenschaft für α < λ, so existiert

ein α < β < λ mit π ∈ Nβ
∆λ

(Hλ). Wegen (a)λ gilt dann π = dλβ(g, (gγ)β≤γ<λ).
Für alle Teilmengen Z von ∆β gilt dann π ′′ Z = g ′′ Z und damit g ′′ ∆α = ∆α

sowie g ′′ ∆1
γ = ∆1

γ für alle γ < β. Aus (c)β folgt dann g ∈ Nα
∆β

(Hβ) =

dβα
′′

(Fα×
∏

α≤γ<β Fγ). Mit (4.6) folgt dann wieder π ∈ dλα
′′

(Fα×
∏

α≤γ<λ Fγ) =
Nα

∆λ
(Hλ).

Beweis von (d)λ. Sei π ∈ Nλ+1
∆λ

(Hλ) = N 1
∆λ

(Hλ). Aus (b)λ folgt dann mit

Lemma 4.2.4, dass E∆λ,Fλ

∆α
für alle α < λ π-invariant ist.

Wir wollen nun zeigen, dass ein α < λ existiert mit π ′′ ∆1
β = ∆1

β für alle

α ≤ β < λ und somit π ∈ dλα
′′

(Sym(∆α ×
∏

α≤β<λ Sym(∆β))) gilt.
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Ist das nicht der Fall, so ist

Iπ := { γ < λ |π ′′ ∆1
γ 6= ∆1

γ }

kofinal in λ.
Sei γ ∈ Iπ. Da ∆1

γ eine E∆λ,Fλ

∆γ
-Äquivalenzklasse ist und die Relation π-

invariant ist, ist auch π ′′ ∆1
γ eine E∆λ,Fλ

∆γ
-Äquivalenzklasse. Da π ′′ ∆1

γ 6= ∆1
γ

gilt, muss einer der folgenden zwei Fälle eintreten:
(1) π ′′ ∆1

γ = ∆γ.
(2) π ′′ ∆1

γ ⊆ ∆λ \∆γ+1.
Für γ, δ ∈ Iπ mit γ 6= δ gilt wegen ∆1

γ ∩∆1
δ = ∅ schon π ′′ ∆1

γ ∩ π ′′ ∆1
δ = ∅

und Fall (1) kann somit höchstens für ein γ0 ∈ Iπ eintreten. Für alle anderen
existiert ein f(γ) > γ mit π ′′ ∆1

γ ∩ ∆1
f(γ) 6= ∅. Nach (b)λ und Lemma 4.2.7

ist ∆1
f(γ) die disjunkte Vereinigung gewisser E∆λ,Fλ

∆γ
-Äquivalenzklassen. Da

auch π ′′ ∆γ eine E∆λ,Fλ

∆γ
-Äquivalenzklasse ist, gilt π ′′ ∆γ ⊆ ∆1

f(γ). Weil auch

E∆λ,Fλ

∆f(γ) π-invariant ist, gilt dann π ′′ ∆f(γ) = ∆1
f(γ) und π ′′ ∆1

γ ( ∆1
f(γ).

Dann existiert eine in λ unbeschränkte Teilmenge I0 von Iπ und eine
Injektion f : I0 −→ λ mit π ′′ ∆1

γ ( ∆1
f(γ) für alle γ ∈ I0.

Es gilt Hλ = dλ0
′′

(F0 ×
∏

µ<λ Fµ) und nach (b)µ operiert Fµ transitiv

auf ∆µ für alle µ < λ. Somit existiert ein ψ ∈ Hλ ≤ Fλ mit (ψ ◦ π) ′′ ∆1
γ 6=

π ′′ ∆1
γ für alle γ ∈ I0. Damit ist ψπ

−1 ∈ Fλ und es existiert ein β < λ mit

ψπ
−1 ∈ Nβ

∆λ
(Hλ). Dann existiert ein γ ∈ I0 mit β < γ und für dieses gilt

ψπ
−1 ′′

∆1
γ 6= ∆1

γ im Widerspruch zu (c)λ.

Es existiert also ein α < λ mit π ∈ dλα
′′

(Sym(∆α) ×
∏

α≤β<λ Sym(∆β)).
Für g ∈ Nα

∆λ
(Hλ) ist dann gπ ∈ Fλ und nach Voraussetzung gilt gπ ′′ ∆α =

∆α, sowie gπ ′′ ∆1
β = ∆1

β für alle α ≤ β < λ.
Aus (c)λ folgt dann gπ ∈ Nα

∆λ
(Hλ) für alle g ∈ Nα

∆λ
(Hλ) und damit π ∈

Nα+1
∆λ

(Hλ) ≤ Fλ. Damit ist Fλ selbstnormalisierend in Sym(∆λ).

Wir müssen jetzt nur noch zeigen, dass die konstruierten Gruppen die
Eigenschaft (e) aus Satz 4.1.1 besitzen.

4.3.3 Lemma: Für β < α gilt ν (〈∆α,Hα〉 × 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉) = β.

Beweis. Nach Definition und den in Kapitel 2 gezeigten Umformungen gilt
mit 〈∆∗,F∗〉 := 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉

〈∆α,Hα〉 × 〈∆β,Fβ〉 × 〈∆β,Fβ〉 ∼= 〈Ω,G〉 := Hβ × 〈∆∗,F∗〉 ×
∏

β<γ<α

Fγ
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Zunächst bestimmen wir den Normalisatorturm von 〈∆∗,F∗〉. Mit Satz 3.1.14
und 4.3.2,(d)β gilt

N 1
∆∗(F∗) = (u3

′′ Sym(3)) n d3
′′ (Fβ × Fβ × Fβ).

Sei ∆∗
β+1 eine Menge mit ∆∗

β+1 ∩ ∆β = ∆β für die eine Bijektion
ϕ : ∆∗

β+1 −→ ∆∗ existiert, die ϕ(x) = 〈x, 0〉 für alle x ∈ ∆β erfüllt. Setze

F∗
β+1 := k−1

ϕ
′′

N 1
∆∗(F∗).

Dann kann wegen ν∆β
(Fβ) = 0 Lemma 4.2.8 mit (〈∆γ,Fγ〉)γ≤β, 〈ϕ, kϕ �

F∗
β+1〉 und i0 = 0 angewendet werden. ((〈∆γ,Fγ〉)γ≤β, 〈∆∗

β+1,F
∗
β+1〉) ist da-

mit eine imprimitive Sequenz der Länge β + 1.
Da für jedes γ < α (〈∆δ,Fδ〉)δ≤γ eine imprimitive Sequenz der Länge γ ist,
folgt aus Lemma 4.2.6,(ii)

N 1(〈∆∗,F∗〉) ∼= 〈∆∗
β+1,F

∗
β+1〉 6∼= 〈∆γ,Fγ〉

für γ 6= β + 1. Wir zeigen nun auch noch

N 1(〈∆∗,F∗〉) 6∼= 〈∆β+1,Fβ+1〉. (4.10)

Angenommen, 〈ϕ, kϕ � N 1
∆∗(F∗)〉 ist ein solcher Isomorphismus. Da Fβ+1

transitiv auf ∆β+1 operiert, kann wie im Beweis von 4.2.4 angenommen wer-
den, dass ϕ〈x0, 0〉 = x0 gilt.
Die Abbildung bϕ〈x0,0〉 aus 4.2.3 ist dann ein Isomorphismus der Wohlordnun-
gen

〈 B〈∆∗,N 1
∆∗ (F∗)〉(〈x0, 0〉),(〉

(4.3)
= 〈 {∆γ × {0} | γ ≤ β } ∪ {∆∗},(〉

und
〈 B〈∆β+1,Fβ+1〉(x0),(〉 = 〈 {∆γ | γ ≤ β + 1 },(〉

vom Ordnungstyp β + 2. Aus Ordnungsgründen muss dann schon
ϕ ′′ (∆β × {0}) = ∆β gelten.
Mit (4.2) folgt dann für alle y, z ∈ ∆∗

y E
∆∗,N 1

∆∗ (F∗)

∆β×{0} z ⇐⇒ ϕ(y) E
∆β+1,Fβ+1

∆β
ϕ(z).

Die linke Äquivalenzrelation besitzt die drei Äquivalenzklassen ∆β × {0},
∆β × {1} und ∆β × {2}, die Rechte besitzt die Äquivalenzklassen ∆β und
∆1
β. Dies führt die Annahme zum Widerspruch und es gilt (4.10).
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Jetzt können wir induktiv zeigen, dass für alle γ ≤ β gilt

N γ(〈Ω,G〉) = N γ
∆β

(Hβ)× N 1(〈∆∗
β,F

∗
β〉)×

∏
β<γ<α

Fα.

(γ = 1) : Sei 〈 y, i〉 ∈ Ω für i ∈ 3. Ist i = 0, so ist die durch 〈 y, i〉 indu-
zierte Permutationsgruppe 〈Ω,G〉〈 y,i〉 isomorph zu 〈∆γ,Fγ〉 für ein
γ < β. Für i = 1 gilt 〈Ω,G〉〈 y,i〉 ∼= 〈∆β,Fβ〉 und für i = 2 gilt
〈Ω,G〉〈 y,i〉 ∼= 〈∆γ,Fγ〉 für ein γ > β. Damit sind die induzierten
Permutationsgruppen in den verschiedenen Faktoren paarweise nicht-
isomorph und die Voraussetzungen für Satz 3.1.11 werden erfüllt. Dieser
liefert zusammen mit ν∆γ (Fγ) = 0 die Behauptung.

(γ → γ + 1) : Sei wieder 〈 y, i〉 ∈ Ω. Für i = 0 gilt nach (a)β und Induk-
tionsannahme N γ

G(Ω)〈 y,0〉
∼= N γ(〈∆β,Hβ〉)y ∼= 〈∆δ,Fδ〉 für ein γ ≤

δ < β. Weil N 1
∆∗(F∗) transitiv auf ∆∗ operiert, gilt 〈Ω,G〉〈 y,1〉 ∼=

N 1(〈∆∗,F∗〉)y = N 1(〈∆∗,F∗〉) und wie oben ist 〈Ω,G〉〈 y,2〉 ∼= 〈∆δ,Fδ〉
für ein δ > β.
Damit sind die induzierten Permutationsgruppen in den verschiedenen
Faktoren wieder paarweise nicht-isomorph und Satz 3.1.11 liefert

N γ+1(〈Ω,G〉) = N γ+1(〈∆β,Hβ〉)× N 2(〈∆∗,F∗〉)×
∏

β<δ<α

〈∆δ,Fδ〉.

Es bleibt also nur noch ν∆∗(F∗) = 1 zu zeigen. Mit oben Gezeigtem
können wir wie im Beweis von (d)α+1 folgern, dass N 2

∆∗(F∗) ≤ P〈∆∗,F∗〉
gilt. Satz 3.1.15 und ν∆β

(Fβ) = 0 liefern dann die Behauptung.
Lim(λ) : Für π ∈ Nλ

Ω(G) existiert ein γ < λmit π ∈ N γ
Ω(G) = d3

′′ (N γ
∆β

(Hβ)×
N 1

∆∗(F∗)×
∏

β<δ<α Fα) ≤ d3
′′ (Nλ

∆β
(Hβ)× N 1

∆∗(F∗)×
∏

β<δ<α Fα).

Umgekehrt existiert für π ∈ d3
′′ (Nλ

∆β
(Hβ) × N 1

∆∗(F∗) ×
∏

β<δ<α Fα)

ein γ < λ mit π ∈ d3
′′ (N γ

∆β
(Hβ) × N 1

∆∗(F∗) ×
∏

β<δ<α Fα) ≤ Nλ
Ω(G).

Daraus folgt Nλ
Ω(G) = d3

′′ (Nλ
∆β

(Hβ)×N 1
∆∗(F∗)×

∏
β<δ<α Fα) und die

Behauptung.
Es gilt also Nβ(〈Ω,G〉) = 〈∆β,Fβ〉 × N 1(〈∆∗,F∗〉) ×

∏
β<γ<α Fγ. Alle drei

Faktoren sind transitive, selbstnormalisierende Permutationsgruppen und nach
den obigen Herleitungen induzieren Elemente aus verschiedenen Faktoren
paarweise nicht-isomorphe Permutationsgruppen. Eine letzte Anwendung von
Satz 3.1.11 zeigt, dass dann auch Nβ(〈Ω,G〉) selbstnormalisierend in Sym(Ω)
ist.
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Kapitel 5

Die Konsistenz von
ZFC + (?)

Graphcon
κ

In diesem Kapitel zeigen wir, dass aus der Konsistenz von ZFC die Existenz
eines ZFC-Modells folgt, in dem das kombinatorische Prinzip (?)

Graphcon
κ für

unbeschränkt viele Kardinalzahlen κ gilt und in dem somit Gruppen mit
stark manipulierbaren Automorphismentürmen existieren.

Im ersten Abschnitt beweisen wir durch Kodierung erststufiger Struktu-
ren in zusammenhängenden Graphen Satz B und reduzieren das Problem auf
die Konstruktion von Bäumen mit den geforderten Eigenschaften.
Abschließend stellen wir ein Verfahren von Gunter Fuchs und Joel Ham-
kins vor, das für eine reguläre Kardinalzahl κ mit <κ2 = κ mit Hilfe einer
♦κ+(Cofκ)-Sequenz die Bäume und partiellen Ordnungen für (?)Tree

κ definiert.

5.1 Kodierung von Strukturen in Graphen

Der Beweis von Satz B wird im Wesentlichen durch folgenden Satz geschehen,
der eine leichte Abwandlung von Satz 5.5.1. aus [Hod93] ist.

5.1.1 Satz (W. Hodges, [Hod93]): Sei L eine Sprache der Logik 1. Stufe und
κ ≥ max{ω, |L|} eine Kardinalzahl.
Dann existiert eine Abbildung

hκ : Ob(SL)≤κ −→ Ob(Graphcon),

so dass für alle S, T ∈ Ob(SL)≤κ gilt:
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(a) AutSL
(S) ∼= AutGraph(hκ(S)).

(b) S ∼= T ⇐⇒ hκ(S) ∼= hκ(T ).

Zusätzlich sind diese Eigenschaften aufwärts-absolut bezüglich transitiver
ZFC-Modelle.

Wir zeigen zunächst, wie man mit Hilfe dieses Satzes den Beweis von Satz
B führt.

5.1.2 Lemma: Seien C,D Kategorien mit

ZFC `
”
D ist eine volle Unterkategorie von C“.

Dann gilt für jede Kardinalzahl κ ≥ ω

(?)Dκ −→ (?)Cκ.

Beweis. Ist D eine volle Unterkategorie von C, so gilt für alle Objekte X,Y ∈
Ob(D) bereits IsoC(X,Y) = IsoD(X,Y) und AutC(X) = AutD(X).
Sind (Xα)α<κ und (Pαβ)0<α≤β<κ Zeugen für (?)Dκ , so folgt aus der Vorausset-
zung, dass sie auch (?)Cκ bezeugen.

Beweis von Satz B durch 5.1.1. Es gelte (?)Tree
κ . Aus dem vorigen Lemma

und den Bemerkungen in 2.1.5,(vi)+(vii) folgt dann, dass auch (?)
SL≤
κ gilt.

Seien (Sα)α<κ und (Pαβ)0<α≤β<κ Zeugen hierfür. Setze λ := supα<κ |Sα|.
Wir zeigen, dass dann (hλ(Sα))α<κ und (Pαβ)0<α≤β<κ Zeugen für (?)

Graphcon
κ

sind.
Aus 5.1.1 und den gegebenen Eigenschaften der Sα folgt, dass (hλ(Sα))α<κ
eine Sequenz von rigiden, paarweise nicht-isomorphen, zusammenhängenden
Graphen ist.
Ist V [G] eine Pαβ -generische Erweiterung von V , so folgt aus der Aufwärts-
Absolutheit in 5.1.1 die Rigidität aller hλ(Sγ). Genauso gilt in V [G]

hλ(Sγ) ∼= hλ(Sδ) ⇐⇒ Sγ ∼= Sδ ⇐⇒ γ Rα
β δ

für alle γ, δ < κ.

Für den Beweis von Satz 5.1.1 benötigen wir noch einige graphentheore-
tische Begriffe.
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5.1.3 Definition: Sei Γ = 〈P,K〉 ein Graph, x ∈ P und n < ω. Wir setzen

Un
Γ(x) := {y ∈ P |Es existiert ein Weg w der Länge m ≤ n

mit w(0) = x und w(m) = y}.

Außerdem sei vn+1
Γ (x) :=

∣∣Un+1
Γ (x) \ Un

Γ(x)
∣∣.

5.1.4 Lemma: Ist ϕ : Γ −→ Γ′ ein Isomorphismus von Graphen, so gilt für
jeden Punkt x von Γ und n < ω

ϕ ′′ Un
Γ(x) = Un

Γ′(ϕ(x)).

Damit gilt auch vn+1
Γ (x) = vn+1

Γ′ (ϕ(x)).

Beweis. Für einen Weg f der Länge m ≤ n von x nach y ist (ϕ ◦ f) ein Weg
der Länge m von ϕ(x) nach ϕ(y). Damit ist ϕ ′′ Un

Γ(x) ⊆ Un
Γ′(ϕ(x)) und die

gleiche Argumentation mit ϕ−1 liefert die Behauptung.

Als nächstes definieren wir für einen Graphen Γ = 〈P,K〉

Pinf := {x ∈ P | v1
Γ(x) ≥ ω } und Γfin := Γ � (P \ Pinf ).

5.1.5 Lemma: Sei ϕ : Γ −→ Γ′ ein Isomorphismus von Graphen.
Für jede Zusammenhangskomponente X von Γfin ist ϕ ′′ X dann eine Zusam-
menhangskomponente von Γ′

fin.

Beweis. Sei Γ = 〈P,K〉 und Γ′ = 〈P′,K′〉. Nach dem vorigen Lemma gilt
ϕ ′′ Pinf = P′

inf und damit ist ϕ � (P \Pinf ) ein Isomorphismus von Γfin und
Γ′
fin. In 2.4.7 haben wir schon gezeigt, dass Isomorphismen von Graphen Zu-

sammenhangskomponenten auf Zusammenhangskomponenten abbilden.

Wir wollen nun eine Familie (Γi)i∈I = (〈Pi,Ki〉)i∈I von Graphen zu einem
Graphen zusammenfügen. Dazu definieren wir⋃

i∈I

Γi := 〈
⋃
i∈I

Pi,
⋃
i∈I

Ki〉.

Dies ist wieder ein Graph.

5.1.6 Lemma: Ist A ⊆
⋃

i∈I Pi mit Pi ∩ Pj ⊆ A für alle i, j ∈ I mit i 6= j, so
gilt für alle i ∈ I und x ∈ Pi \ A

U1⋃
i∈I

Γi
(x) = U1

Γi
(x).
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Beweis. Ist x ∈ Pi \A und y ∈ U1⋃
i∈I Γi

(x) \ {x}, so gilt {x, y} ∈
⋃

i∈I Ki und

es existiert ein j ∈ I mit {x, y} ∈ Kj. Dann gilt x ∈ Pi ∩ Pj und aus der
Voraussetzung folgt i = j. Damit ist y ∈ U1

Γi
(x). Die Umkehrung gilt nach

Definition.

Die folgenden drei Begriffe werden wir zur Kodierung von Strukturen in
Graphen verwenden, indem wir die dort definierten Graphen zu größeren
Graphen zusammensetzen, in denen alle Informationen der Strukturen ko-
diert sind.

5.1.7 Definition: Sei 1 ≤ n < ω und f : n −→ V eine Injektion.

(i) Der durch f induzierten Pfad von f(0) nach f(n− 1) ist definiert als
der Graph

Path(f) := 〈 f ′′ n, { {f(k), f(k + 1)} | k < n− 1 }〉.

(ii) Für n ≥ 6 definieren wir das durch f induzierte n-Etikett von f(0)
als den Graphen

Tag(f) := Path(f) ∪ 〈 f ′′ n, {{f(2), f(n− 2)}}〉.

• • • •

• •

f(0) f(1) f(2) f(3)

f(n− 2)f(n− 1)

(iii) Ein Graph Γ = 〈P,K〉 heißt m-n-Pass von 〈d, a1, . . . , an〉 für 6 ≤
m < ω, falls Injektionen f0 : m −→ P und fk : k + 2 −→ P für 1 ≤ k ≤ n
existieren, so dass für P0 := f0

′′ m und Pk := fk
′′ (k + 2) gilt:

· Γ = Tag(f0) ∪
⋃

1≤i≤n Path(fi).
· Pi ∩ Pj = {d} für alle i 6= j.
· fk(k + 1) = ak für alle 1 ≤ k ≤ n.
· fi(0) = d für alle 0 ≤ i ≤ n.
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••••

• • •

•
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�
�
�

•

�
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�

•
����� •((((( •

•

@
@

@

•
aaaa

•
`̀ `̀ ` •

Ein Beispiel für einen 7-3-Pass

f0(6)f0(5)f0(4)

f0(3) f0(2) f0(1)

d

f1(1)

a1

f2(1)
f2(2) a2

f3(1)
f3(2)

f3(3) a3

5.1.8 Lemma: (i) Ist n ≥ 6 und f : n −→ V eine Injektion, so ist Tag(f)
ein rigider Graph.

(ii) Jeder m-n-Pass ist ein rigider Graph.

Beweis. (i) Sei π ∈ AutGraph(Tag(f)). Da f(0) der eindeutige Punkt x von
Tag(f) mit v1

Tag(f)(x) = v2
Tag(f)(x) = 1 ist, gilt mit Lemma 5.1.4 π(f(0)) =

f(0). Weil f ein Isomorphismus ist, gilt auch π(f(1)) = f(1) und π(f(2)) =
f(2). Nach Konstruktion ist {f(2), f(n − 2)} die Menge der Punkte x von
Tag(f) mit v1

Tag(f)(x) = 3. Da diese Eigenschaft invariant unter Automor-

phismen ist, permutiert π die Menge bildweise und aus π(f(2)) = f(2)
folgt π(f(n − 2)) = f(n − 2). Die gleiche Argumentation für die Men-
ge {f(0), f(n − 1)} der Punkte x von Tag(f) mit v1

Tag(f)(x) = 1 liefert

π(f(n − 1)) = f(n − 1). Induktiv folgt dann auch π(f(k) = f(k) für alle
2 < k < n− 2.
(ii) Sei Γ ein Graph und (fk)0≤k≤n Zeugen dafür, dass Γ ein m-n-Pass von
〈d, a1, . . . , an〉 ist. Für 1 ≤ k ≤ n ist ak der eindeutige Punkt x von Γ mit
vk+2

Γ (x) = n und vlΓ(x) = 1 für alle l ≤ k + 1. Für alle 1 ≤ k ≤ n gilt
dann π(ak) = π(fk(k + 1)) = ak und induktiv folgt π(fk(l)) = fk(l) für alle
0 ≤ l ≤ k + 1.
Damit gilt π �

⋃
1≤i≤k Pi = id⋃

1≤i≤kPi
und somit π ′′ P0 = P0. π induziert

also einen Automorphismus von Tag(f0) und mit (i) folgt π � P0 = idP0 .

Mit Hilfe der folgenden Charakterisierung von Rigidität werden wir die
Isomorphismen der kodierenden Graphen kontrollieren können.

5.1.9 Lemma: Ein Objekt X einer Kategorie C ist genau dann rigide, wenn
für alle Y ∈ Ob(C) gilt

|IsoC(X,Y)| ≤ 1. (5.1)
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Beweis. Die Rigidität von X folgt aus (5.1) mit X=Y und idX ∈ AutC(X).
Sind umgekehrt ϕ, ψ ∈ IsoC(X,Y), so gilt nach 2.1.3,(i) ϕ−1 ◦ψ ∈ AutC(X) =
{idX} und somit ϕ = ϕ ◦ idX = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ ψ = ψ.

Das folgende Lemma ermöglicht es uns, beim Beweis von Satz 5.1.1 nur
Strukturen mit bestimmten Eigenschaften betrachten zu müssen.

5.1.10 Lemma: Sei κ ≥ ω eine Kardinalzahl. Es existiert eine abzählbare,
relationale Sprache Lκ = 〈∅, ∅, {Pn |n < ω }〉 der Logik 1. Stufe, so dass für
jede erststufige Sprache L mit |L| ≤ κ eine Abbildung

gκ : Ob(SL)≤κ −→ Ob(SLκ)
κ,

existiert und für alle S, T ∈ Ob(SL)≤κ gilt:
(a) AutSL

(S) ∼= AutSL0 (gκ(S)).
(b) S ∼= T ⇐⇒ gκ(S) ∼= gκ(T ).
(c) Ist gκ(S) = 〈T, . . . 〉, so gilt

(P0)gκ(S) = { 〈x, y〉 ∈ T× T |x 6= y }.

Zusätzlich sind diese Eigenschaften aufwärts-absolut bezüglich transitiver
ZFC-Modelle.

Beweis. Definiere Lκ := 〈∅, ∅, {<κ, <3, Pκ, P3} ∪ {Sn |n < ω }〉 mit:
· einstelligen Prädikatensymbolen Pκ, P3.
· zweistelligen Prädikatensymbolen <κ, <3.
· n+2-stelligen Prädikatensymbolen Sn für n < ω.
Sei nun L = 〈C,F,P〉 eine Sprache der Logik 1. Stufe mit |L| ≤ κ, wobei:
· C = { cα |α < λ0 } für ein λ0 ≤ κ.
· F =

⋃
1≤n<ω Fn und für λn1 ≤ κ ist Fn = { fnα |α < λn1 } die Menge der

n-stelligen Funktionssymbole von L.
· P =

⋃
1≤n<ω Pn und für λn2 ≤ κ ist Pn = {P n

α |α < λn2 } die Menge der
n-stelligen Prädikatensymbole von L.

Für S = 〈S,C,F,P〉 ∈ Ob(SL)≤κ definiere S∗ := 〈S∗, . . . 〉 durch:
· S∗ := S t κ t 3.
· (Pκ)S∗ := κ× {1}, (P3)S∗ := 3× {2}.
· (<κ)S∗ := { 〈 〈α, 1〉, 〈 β, 1〉〉 |α < β < κ }.
· (<3)S∗ := { 〈 〈m, 2〉, 〈 k, 2〉〉 |m < k < 3 }.
· (S0)S∗ = {x, y ∈ S∗ |x 6= y }
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· Ist n ≥ 1, so soll genau dann 〈x1, . . . , xn, y, z〉 ∈ (Sn)S∗ gelten, wenn einer
der drei folgenden Fälle eintritt:
(1) n = 1, y = 〈α, 1〉 für ein α < λ0, z = 〈 0, 2〉 und x1 = 〈 (cα)S , 0〉.
(2) n > 1, y = 〈α, 1〉 für ein α < λn−1

1 , z = 〈 1, 2〉, xk = 〈 sk, 0〉 für
1 ≤ k ≤ n und (fn−1

α )S(s1, . . . , sn−1) = sn.
(3) y = 〈α, 1〉 für ein α < λn2 , z = 〈 2, 2〉, xk = 〈 sk, 0〉 für 1 ≤ k ≤ n und
〈s1, . . . , sn〉 ∈ (P n

α )S .
Setze dann gκ(S) := S∗.

Seien nun M und N transitive ZFC-Modelle mit M ⊆ N.
Wir zeigen, dass in N für alle S, T ∈ Ob(SL)≤κM eine Bijektion

ϕ : IsoSLκ
(gκ(S)M, gκ(T )M)N −→ IsoSL

(S, T )N

existiert, die für S = T ein Automorphismus von Gruppen ist.
Da die oben verwendeten Definitionen aufwärts-absolut bezüglich transi-

tiver ZFC-Modelle sind, gilt gκ(S)M = S∗N. In N gilt dann für π ∈ IsoSLκ
(S∗, T ∗)

schon π ′′ (κ × {1}) = π ′′ (Pκ)S∗ = (Pκ)T ∗ = κ × {1} und π ′′ (3 × {2}) =
π ′′ (P3)S∗ = (P3)T ∗ = 3 × {2}. Dann induziert π einen Automorphismus
der Wohlordnungen 〈κ × {1}, (<κ)S∗〉 und 〈 3 × {2}, (<3)S∗〉 und es gilt
π � (κ × {1}) = idκ×{1} sowie π � (3 × {2}) = id3×{2}. Somit existiert ei-
ne Bijektion π0 : S −→ T mit π〈 s, 0〉 = 〈 π0(s), 0〉 für alle s ∈ S.
Es ist nun leicht zu sehen, dass auch π0 ∈ IsoSL

(S, T ) gilt. Ist zum Beispiel
(fn−1
α )S(s1, . . . , sn−1) = sn für s1, . . . , sn ∈ S, so gilt

〈〈 s0, 0〉, . . . , 〈 sn, 0〉, 〈α, 1〉, 〈 1, 2〉〉 ∈ (Sn)S∗

und damit auch

〈〈π0(s1), 0〉, . . ., 〈 π0(sn), 0〉, 〈α, 1〉, 〈 1, 2〉〉
= 〈π〈 s1, 0〉, . . . , π〈 sn, 0〉, π〈α, 1〉, π〈 1, 2〉〉 ∈ (Sn)T ∗ .

Nach Definition gilt dann (fn−1
α )T (π0(s1), . . . , π0(sn−1)) = π0(sn). Die ande-

ren beiden Fälle zeigt man auf die gleiche Art. Definiere ϕ(π) = π0.
Umgekehrt definieren wir für π0 ∈ IsoSL

(S, T ) eine Bijektion π∗0 : S∗ −→
T∗ durch π∗0〈 s, 0〉 := 〈 π0(s), 0〉 für s ∈ S, π∗0〈α, 1〉 := 〈α, 1〉 für alle α < κ
und π∗0〈m, 2〉 := 〈m, 2〉 für m < 3.
Ist 〈〈 s1, 0〉, . . . , 〈 sn, 0〉, 〈α, 1〉, 〈 2, 2〉〉 ∈ (Sn)S∗ , so gilt nach Definition schon
〈s1, . . . , sn〉 ∈ (P n

α )S und damit 〈π0(s1), . . . , π0(sn)〉 ∈ (P n
α )T . Dann gilt aber

auch schon

〈〈π0(s1), 0〉, . . ., 〈π0(sn), 0〉, 〈α, 2〉, 〈 2, 2〉〉
= 〈π∗0〈 s0, 0〉, . . . , π∗0〈 sn, 0〉, π∗0〈α, 1〉, π∗0〈 2, 2〉〉 ∈ (Sn)T ∗ .
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Damit gilt π∗0 ∈ IsoSLκ
(S∗, T ∗). Wegen ϕ(π)∗ = π und ϕ(π∗0) = π0 ist ϕ eine

Bijektion und nach Definition ein Automorphismus, falls S = T .

Wir haben nun alle Hilfsmittel entwickelt, um den Satz beweisen zu
können.

Beweis von 5.1.1. Durch Lemma 5.1.10 können wir annehmen, dass die be-
trachtete Sprache von der Form L = 〈∅, ∅, {Pn |n < ω }〉 mit cn-stelligen
Prädikatensymbolen Pn ist, und uns auf Strukturen S = 〈S, . . . 〉 mit |S| = κ
und (P0)S = { 〈x, y〉 ∈ S× S |x 6= y } beschränken.

Für solche Strukturen S definieren wir nun einen zusammenhängenden
Graphen ΓS = 〈PS ,KS〉.
Für ~s = 〈s1, . . . , scn〉 ∈ (Pn)S setze d~sn := 〈1, n, ~s〉.
Definiere Funktion f~sn,0 : n + 5 −→ V durch f~sn,0(0) := d~sn und f~sn,0(l) :=

p~sn,l := 〈2, n, ~s, l〉 für 1 ≤ l ≤ n+ 4.

Für 1 ≤ k ≤ cn definiere f~sn,k : k+2 −→ V durch f~sn,k(0) := d~sn, f
~s
n,k(k+1) :=

s∗k := 〈 0, sk〉 und f~sn,k(l) := w~sn,k,l := 〈3, n, ~s, k, l〉 für 1 ≤ l ≤ k. Setze

Γn~s := 〈Pn
~s ,K

n
~s 〉 := Tag(f~sn,0) ∪

⋃
1≤k≤cn

Path(f~sn,k).

Γn~s ist dann ein (n+ 5)-cn-Pass und damit zusammenhängend. Definiere

ΓS :=
⋃
n<ω

(
⋃

~s∈(Pn)S

Γn~s ).

Seien nun p, q Punkte von ΓS mit p ∈ Pn
~s und q ∈ Pm

~t
. Gilt dann ~s 6= ~t,

so existiert ein k ≤ cn und ein l ≤ cm mit sk 6= tl und damit 〈 sk, tl〉 ∈ (P0)S .
s∗k und t∗l sind also Punkte des zusammenhängenden Graphen Γ0

〈 sk,tl〉. Damit
existiert ein Weg von p nach s∗k, von s∗k nach t∗l und von t∗l nach q.
Somit ist ΓS ein zusammenhängender Graph und wir setzen hκ(S) := ΓS .

Seien nun M und N transitive ZFC-Modelle mit M ⊆ N.
Wir zeigen, dass in N für alle S, T ∈ Ob(SL)κM eine Bijektion

ϕ : IsoGraph(hκ(S)M, hκ(T )M)N −→ IsoSL
(S, T )N

existiert, die für S = T ein Automorphismus von Gruppen ist.
Die Definition von ΓS ist aufwärts-absolut bezüglich transitiver ZFC-

Modelle sind, also gilt hκ(S)M = (ΓS)N.
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Sei nun π ∈ IsoGraph(ΓS ,ΓT )N mit L-Strukturen S = 〈S, . . . 〉, T = 〈T, . . . 〉
aus M. Für s ∈ S gilt nach Konstruktion

{w〈 s,s0〉
0,1,1 | s0 ∈ S \ {s} } ⊆ U1

ΓS
(s∗) \ U0

ΓS
(s∗) = U1

ΓS
(s∗) \ {s∗}

und aus |S| = κ ≥ ω folgt v1
ΓS

(s∗) ≥ ω.
Ist umgekehrt p ∈ Pn

~s \ {0} × S, so folgt aus Lemma 5.1.6 mit A = {0} × S
schon v1

ΓS
(p) = v1

Γn
~s
(p) ≤ |Pn

~s | < ω.
Zusammengefasst gilt also für alle p ∈ PS

p ∈ {0} × S ⇐⇒ v1
ΓS

(p) ≥ ω. (5.2)

Die gleiche Argumentation für T liefert die Existenz einer Bijektion
π0 : S −→ T mit π(s∗) = (π0(s))

∗ für alle s ∈ S.
Wir zeigen, dass gilt π0 ∈ IsoSL

(S, T ). Nach Konstruktion und (5.2) sind
alle Zusammenhangskomponenten von (ΓS)fin von der Form

Γ∗
n,~s = 〈P∗

n,~s,K
∗
n,~s〉 := ΓS � (Pn

~s \ {s∗1, . . . , s∗cn}) = Γn~s � (Pn
~s \ {s∗1, . . . , s∗cn}).

Nach Lemma 5.1.5 existiert also für n < ω und ~s = 〈s1, . . . , scn〉 ∈ (Pn)S ein
m < ω und ~t = 〈t1, . . . , tcm〉 ∈ (Pm)T mit π ′′ P∗

n,~s = P∗
m,~t

und π � P∗
n,~s ∈

IsoGraph(P
∗
n,~s,P

∗
m,~t

).

Nach Konstruktion besitzt Γ∗
n,~s genau cn+1 Punkte p mit v1

(ΓS)fin
(p) = 1 und

somit gilt cn = cm. Aus
∣∣P∗

n,~s

∣∣ = (
∑cn

k=1 k) + n+ 5 folgt dann auch n = m.

Wir definieren einen Isomorphismus ψ~s~t : Γn~s −→ Γn~t durch:

· ψ~s~t (s
∗
k) := t∗k für alle 1 ≤ k ≤ cn.

· ψ~s~t (d
~s
n) := d~tn.

· ψ~s~t (p
~s
n,l) := p~tn,l für alle 1 ≤ l ≤ n+ 4.

· ψ~s~t (w
~s
n,k,l) := w~tn,k,l für alle 1 ≤ k ≤ cn und 1 ≤ l ≤ k.

Aus den Eigenschaften eines Isomorphismus und der Konstruktion der Gra-
phen folgt dann auch π ′′ Pn

~s = Pn
~t

und π � Pn
~s ∈ IsoGraph(Γ

n
~s ,Γ

n
~t
). Weil Γn~s

ein rigider Graph ist, folgt aus (5.1) π � Pn
~s = ψ~s~t und π0(sk) = tk für alle

1 ≤ k ≤ cn. Damit gilt 〈π0(s1), . . . , π0(scn)〉 ∈ (Pn)T und π0 ist ein Isomor-
phismus von Strukturen.
Definiere ϕ(π) := π0.

Für π0 ∈ IsoSL
(S, T ) definiere Bijektion π∗0 : PS −→ PT durch:

· π∗0(s∗) := (π0(s))
∗ für alle s ∈ S.

· π∗0(d
〈s1,...,scn 〉
n ) := d

〈π0(s1),...,π0(scn )〉
n für alle n < ω und 〈s1, . . . , scn〉 ∈ (Pn)S .
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· π∗0(p
〈s1,...,scn 〉
n,l ) := p

〈π0(s1),...,π0(scn )〉
n,l für n < ω, 1 ≤ l ≤ n+4 und 〈s1, . . . , scn〉 ∈

(Pn)S .

· π∗0(w
〈s1,...,scn 〉
n,k,l ) := w

〈π0(s1),...,π0(scn )〉
n,k,l für n < ω, 1 ≤ k ≤ cn, 1 ≤ l ≤ k und

〈s1, . . . , scn〉 ∈ (Pn)S .
Nach Konstruktion der Graphen gilt dann π∗0 ∈ IsoGraph(ΓS ,ΓT ).
Zunächst gilt ϕ(π∗0) = π0 nach Definition von ϕ für π0 ∈ IsoSL

(S, T ).
Für π ∈ IsoGraph(ΓS ,ΓT ) mit ϕ(π) = π0 und p ∈ Pn

〈s1,...,scn 〉 gilt dann, wie

oben gezeigt, π(p) = ψ
〈s1,...,scn 〉
〈π0(s1),...,π0(scn )〉(p) = π∗0(p) und damit gilt ϕ(π)∗ = π.

ϕ ist also eine Bijektion und nach Definition ein Gruppenautomorphismus,
falls S = T gilt.

5.2 (♦κ+(Cofκ) ∧ 2<κ = κ)→ (?)Tree
κ

Bevor wir mit der Konstruktion der Objekte des kombinatorischen Prinzips
beginnen, erläutern wir die verwendete Terminologie.

Sei T ein Baum und p ∈ T. Wir schreiben |p|T := otp〈 predT(p),≤T〉 für
die Höhe des Baumelements, T(α) = { q ∈ T | |q|T = α } für den α-ten Level
des Baumes, height(T) := min{α ∈ Ord |T(α) = ∅ } für die Höhe von T und
T � α := { q ∈ T | |q|T < α } für die Einschränkung auf die Höhe α.

Ist κ eine Kardinalzahl und α < κ, so sagen wir, T ist ein κ-normaler
α-Baum, falls gilt:
· height(T) = α und |T(β)| < κ für alle β < α.
· T besitzt ein eindeutiges ≤T-minimales Element 〈〉.
· Jedes p ∈ T mit |p|T + 1 < α besitzt mindestens zwei unmittelbare Nach-

folger.
· Für alle γ < β < α und p ∈ T(γ) existiert ein q ∈ T(β) mit p ≤T q.
· Für λ ∈ Lim ist jedes Element von T(λ) eindeutig durch seine Vorgänger

bestimmt.
Wir sagen, T ist 2-spaltend, falls jedes p ∈ T mit |p|T + 1 < height(T)

genau zwei unmittelbare Nachfolger besitzt.
T heißt < κ-abgeschlossen, falls für alle λ ∈ Lim mit λ < height(T) und

cof(λ) < κ alle kofinalen Zweige von T � λ in T(λ) fortgesetzt werden.
Für eine partielle Ordnung P = 〈P,≤P〉 defininieren wir Pop := 〈P,≥P〉.

T ist ein κ-Suslin-Baum, falls height(T) = κ gilt, jeder Zweig Mächtigkeit
kleiner κ besitzt und Top die < κ-C.C. besitzt.

Eine Teilmenge S von T heißt Teilbaum von T, falls sie ≤T-abgeschlossen
ist.
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Die von uns konstruierten Bäume werden alle Teilbäume von <κ+
2 für eine

Kardinalzahl κ sein. Wir zeigen zunächst, auf welche Art wir neue Isomor-
phismen zwischen diesen Bäumen erzwingen wollen. Die folgende Definition
zeigt, von welcher Gestalt diese Isomorphismen in den generischen Erweite-
rungen sein werden.

5.2.1 Definition: Sei µ eine Ordinalzahl und s ∈ µ2. Wir definieren einen
Automorphismus πs von ≤µ2 durch

πs(p)(γ) = p(γ) :⇐⇒ s(γ) = 0

für p ∈ ≤µ2 und γ ∈ dom(p).
Für s0, . . . , sn ∈ µ2 definiere π〈s0,...,sn〉 := πs1 ◦ · · · ◦ πsn .

Diese Automorphismen haben einige praktische Eigenschaften.

5.2.2 Lemma: Seien s, t ∈ µ2 und p ∈ ≤µ2.
(i) πs(p)(γ) = p(γ) + s(γ)mod 2 für alle γ ∈ dom(p).
(ii) π2

s = id≤µ2.
(iii) πs ◦ πt = ππs(t).
(iv) πs ◦ πt = πt ◦ πs.

Beweis. (i) Ist γ ∈ dom(p) und s(γ) = 0, so folgt aus der Definition πs(p)(γ) =
p(γ)+0 = p(γ)+s(γ)mod 2. Ist andererseits s(γ) = 1, so gilt πs(p)(γ) 6= p(γ)
und damit πs(p)(γ) = p(γ) + 1mod 2 = p(γ) + s(γ)mod 2.
(ii) Sei γ ∈ dom(p). Mit (i) gilt π2

s(p)(γ) = πs(p)(γ) + s(γ)mod 2 = p(γ) + 2 ·
s(γ)mod 2 = p(γ).
(iii) Sei γ ∈ dom(p). ππs(t)(p)(γ) = p(γ) + πs(t)(p)mod 2 = p(γ) + s(γ) +
t(γ)mod 2 = πt(p)(γ) + s(γ)mod 2 = (πs ◦ πt)(p)(γ).
(iv) Mit (ii) und (iii) gilt (πs ◦ πt)2 = π2

πs(t)
= id≤µ2 und damit πs ◦ πt =

π−1
t ◦ π−1

s = πt ◦ πs.

Für λ ∈ Lim können wir jeden kofinalen Zweig b von <λ2 durch die Abbil-
dung b 7→

⋃
b eindeutig mit einem Element von λ2 identifizieren. Für einen

Teilbaum T von <λ2 sei

[T]λ := { s ∈ λ2 | s � α ∈ T für alle α < λ }

die Menge der eindeutigen Fortsetzungen von kofinalen Zweigen von T. Wir
sagen, A ⊆ [T]λ überdeckt T, falls für jedes p ∈ T ein s ∈ A mit p ⊆ s
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existiert.

Ist T ein Teilbaum von <α2 für eine Ordinalzahl α < κ, so erfüllt T die
zweite und die letzte Bedingung für κ-normale α-Bäume. Sind für jedes s ∈ T
mit |s|T + 1 < α auch die beiden unmittelbaren Nachfolger von s aus <α2
Elemente von T, so erfüllt T die dritte Bedingung für κ-normale α-Bäume
und ist 2-spaltend.

Wir werden für γ < κ induktiv Objektbäume Tγ und für 1 ≤ δ < κ
Kontrollbäume Cδ der Höhe κ+ konstruieren. Die Objektbäume werden ri-
gide und paarweise nicht-isomorph sein und die Sequenz von Objekten in
(?)Tree

κ bilden. Die Kontrollbäume werden κ+-Suslin-Bäume sein und in je-
der Copδ -generischen Erweiterung gilt T0

∼= Tδ. Teilordnungen von Produkten
der Copδ bilden dann die partiellen Ordnungen mit den in (?)Tree

κ geforderten
Eigenschaften.

Der Isomorphismus zwischen T0 und Tδ soll dabei von der Form πb sein,
wobei b ein kofinaler Zweig von Cδ ist, der in der Copδ -generischen Erweiterung
hinzugefügt wurde. Um dies zu erreichen, sollen die Einschränkungen 〈 (Tγ �
α)γ<κ, (Cδ � α)1≤δ<κ〉 der konstruierten Bäume auf jede Stufe α < κ+ die
folgende Eigenschaft erfüllen.

5.2.3 Definition: Sei κ eine Kardinalzahl.
Wir sagen, ein Paar 〈 (Tα

γ )γ<κ, (C
α
δ )1≤δ<κ〉 von Sequenzen von Bäumen erfüllt

die Bedingung (×)κα für α < κ+, falls für alle γ < κ und 1 ≤ δ < κ gilt:
(1) Tα

γ , Cαδ sind 2-spaltende κ+-normale α-Teilbäume von <α2.
(2) Tα

γ , Cαδ sind < κ-abgeschlossen.
(3) Ist µ < α und s ∈ Cαδ (µ), so ist

πs � (Tα
0 � (µ+ 1)) ∈ IsoTree(T

α
0 � (µ+ 1),Tα

δ � (µ+ 1)).

Aus dieser Eigenschaft gewinnen wir dann die gewünschten Isomorphis-
men zwischen den Objektbäumen.

5.2.4 Lemma: Sei κ eine Kardinalzahl und 〈 (Tγ)γ<κ, (Cδ)1≤δ<κ〉 ein Paar
von Sequenzen von Bäumen der Höhe κ+, so dass 〈 (Tγ � α)γ<κ, (Cδ � α)1≤δ<κ〉
für jedes α < κ+ die Bedingung (×)κα erfüllt.
Ist dann 1 ≤ δ < κ und s ∈ [Cδ]κ+ , so gilt

πs � T0 ∈ IsoTree(T0,Tδ).
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Beweis. Wegen πs ∈ AutTree(
≤κ+

2) ist nur πs
′′ T0 = Tδ zu zeigen. Für p ∈ T

existiert dann ein µ < κ+ mit p ∈ T � (µ + 1). Dann ist s � µ ∈ Cδ(µ)
und aus der Voraussetzung folgt πs(p) = πs�µ(p) ∈ Tδ � (µ + 1) ⊆ Tδ.
Umgekehrt existiert für jedes q ∈ Tδ � (µ + 1) ein p ∈ T0 � (µ + 1) mit
q = πs�µ(p) = πs(p).

Wir wollen nun induktiv Sequenzen von Bäumen mit dieser Eigenschaft
konstruieren. Das folgende Lemma zeigt, wie die Konstruktion in den einfa-
chen Fällen durchgeführt wird.

5.2.5 Lemma: Sei κ eine reguläre Kardinalzahl mit 2<κ = κ.
(i) 〈 ( 〈〉 )γ<κ, ( 〈〉 )1≤δ<κ〉 erfüllt die Bedingung (×)κ1 .
(ii) Erfüllt 〈 (Tα+1

γ )γ<κ, (C
α+1
δ )1≤δ<κ〉 die Begingung (×)κα+1 und sind T∗

γ :=

{ p ∈ α+12 | p � α ∈ Tα+1
γ } und C∗

δ := { p ∈ α+12 | p � α ∈ Cα+1
δ } die Mengen

der unmittelbaren Nachfolger in α+12, so erfüllt

〈 (Tα+1
γ ∪ T∗

γ)γ<κ, (C
α+1
δ ∪ C∗

δ)1≤δ<κ〉

die Bedingung (×)κα+2.
(iii) Ist λ ∈ Lim ∩ κ+ und (Tα

γ )α<λ,γ<κ, (Cαδ )α<λ,1≤δ<κ Familien von
Bäumen, so dass 〈 (Tα

γ )γ<κ, (C
α
δ )1≤δ<κ〉 für jedes α < λ die Bedingung (×)κα

erfüllt und für β < α < λ schon Tβ
γ ⊆ Tα

γ und Cβδ ⊆ Cαδ gilt. Dann erfüllt

〈 (
⋃
α<λ

Tα
γ )γ<κ, (

⋃
α<λ

Cαδ )1≤δ<κ〉

die Bedingung (×)κλ.
(iv) Ist λ ∈ Lim ∩ κ+ mit cof(λ) < κ und erfüllt 〈 (Tλ

γ)γ<κ, (C
λ
δ )1≤δ<κ〉 die

Bedingung (×)κλ, so erfüllt

〈 (Tλ
γ ∪

[
Tλ
γ

]
λ
)γ<κ, (C

λ
δ ∪

[
Cλδ

]
λ
)1≤δ<κ〉

die Bedingung (×)κλ+1.

Beweis. (i) Alle drei Bedingungen sind hier trivialerweise erfüllt.
(ii) Der (α+ 1)-Level der neu konstruierten Bäume besteht aus den zwei un-
mittelbaren Nachfolgern der Elemente aus Tα+1

γ (α) und Cα+1
δ (α) in α+12.

Nach Voraussetzung gilt dann
∣∣T∗

γ

∣∣ , |C∗
δ| ≤ κ und die neu konstruierten

Bäume sind 2-spaltende κ+-normale (α + 2)-Bäume. Nach Voraussetzung
sind sie auch < κ-abgeschlossen. Die Bedingung (3) ist erfüllt, weil πs�α für
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s ∈ C∗
δ schon ein Isomorphismus von Tα+1

0 und Tα+1
δ ist und πs die zwei un-

mittelbaren Nachfolger eines p ∈ Tα+1
0 (α) in T∗

0 auf die zwei unmittelbaren
Nachfolger von πs�α(p) in T∗

δ abbildet.
(iii) Da sich alle Bedingungen nur auf Level < λ beziehen, sind sie durch die
Voraussetzungen erfüllt.
(iv) Sei θ = cof(λ) < κ und (aµ)µ<θ eine kofinale Folge in λ. Jedes Element
s von

[
Tλ
γ

]
λ

oder [Cδ]λ ist dann eindeutig durch die Sequenz (s � aµ)µ<θ be-

stimmt. Da κ regulär ist und 2<κ = κ gilt, folgt aus
∣∣Tλ

γ(aµ)
∣∣ , ∣∣Cλδ (aµ)∣∣ ≤ κ

für µ < θ, dass es höchstens κ-viele solche Sequenzen gibt. Es gilt also∣∣∣[Tλ
γ

]
λ

∣∣∣ , ∣∣[Cλδ ]λ∣∣ ≤ κ.

Da jeder kofinale Zweig durch die gegebenen Bäume auf dem λ-ten Le-
vel fortgesetzt wird, sind die neu konstruierten Bäume 2-spaltende, < κ-
abgeschlossene κ+-normale (λ+ 1)-Bäume.
Für s ∈

[
Cλδ

]
λ

ist πs�λ nach Voraussetzung ein Isomorphismus von Tλ
0 und

Tλ
δ . Für jeden kofinalen Zweig b durch Tλ

0 , der durch p ∈
[
Tλ

0

]
λ

fortgesetzt

wird, ist πs�λ
′′ b ein kofinaler Zweig durch Cλδ , der durch q ∈

[
Tλ
δ

]
λ

fortgesetzt
wird, und es gilt πs(p) = q. Damit ist auch die dritte Bedingung erfüllt.

Es fehlt also noch der Fall (×)κλ+1 mit λ ∈ Cofκ. Hier liegt das Herzstück
unserer Konstruktion, da wir durch die Wahl der Fortsetzungen in diesen
Schritten den konstruierten Bäumen bestimmte Eigenschaften verleihen können.
So werden wir die Fortsetzungen so wählen können, dass sie ungewollte Iso-
morphismen und große Antiketten ausschließen.

Wir zeigen zunächst, nach welchem Muster wir bei der Konstruktion vor-
gehen wollen.

5.2.6 Definition: Sei κ eine Kardinalzahl und (Cδ)1≤δ<κ eine Sequenz von
Bäumen der Höhe λ+1 für λ ∈ Lim. Für γ0, γ1 < κ nennen wir eine endliche
Sequenz ~s = 〈s0, . . . , sn〉 von Elementen von λ2 eine Fährte von γ0 nach
γ1 durch (Cδ(λ))1≤δ<κ, falls eine Sequenz 〈ζ0, . . . , ζn+1〉 von Ordinalzahlen
existiert, für die gilt:
· ζ0 = γ0, ζn+1 = γ1.
· ζk = 0 ⇔ ζk+1 6= 0 für alle k ≤ n.
· sk ∈ Cmax{ζk,ζk+1} für alle k ≤ n.
Ist ~s = 〈s0, . . . , sn〉 eine Fährte von γ0 nach γ1 durch (Cδ(λ))1≤δ<κ, so schrei-
ben wir π~s := πs0 ◦ · · · ◦ πsn für den induzierten Automorphismus von ≤λ2.

Aus gegebenen Überdeckungen (C∗
δ)1≤δ<κ der Kontrollbäume (Cλδ )1≤δ<κ

und Γγ0 des γ0-ten Objektbaumes Tλ
γ0

wollen wir Überdeckungen (T∗
γ)γ<κ der

84



5.2. (♦κ+(COFκ) ∧ 2<κ = κ)→ (?)TREE
κ

Objektbäume (Tλ
γ)γ<κ mit Γγ0 ⊆ T∗

γ0
defininieren, so dass 〈 (Tλ

γ∪T∗
γ)γ<κ, (C

λ
δ∪

C∗
δ)1≤δ<κ〉 die Bedingung (×)κλ+1 erfüllt.

Existieren solche Überdeckungen, so muss für jedes γ < κ, jedes p ∈ Γγ0
und jede Fährte ~s von γ0 nach γ durch (C∗

δ)1≤δ<κ das Element π~s(p) wegen
der letzten Bedingung von (×)κλ+1 und der Definition der Fährte bereits in
T∗
γ liegen.

Diese Überlegung motiviert die nachfolgende Konstruktion der Überdeckungen.

5.2.7 Lemma: Sei κ eine reguläre Kardinalzahl mit 2<κ = κ, λ ∈ Cofκ und
〈 (Tλ

γ)γ<κ, (C
λ
δ )1≤δ<κ〉 erfülle die Bedingung (×)κλ.

Sei γ0 < κ, Γγ0 eine Überdeckung von Tλ
γ0

mit |Γγ0| ≤ κ und für 1 ≤ δ < κ

sei C∗
δ eine Überdeckung von Cλδ mit |C∗

δ| ≤ κ. Definiere für γ < κ

T∗
γ := { π~s(q) | q ∈ Γγ0 und ~s ist eine Fährte von γ0 nach γ durch (C∗

δ)1≤δ<κ }.

Dann erfüllt 〈 (Tλ
γ ∪ T∗

γ)γ<κ, (C
λ
δ ∪ C∗

δ)1≤δ<κ〉 die Bedingung (×)κλ+1.

Beweis. Für alle 1 ≤ δ < κ gilt nach Voraussetzung |C∗
δ| ≤ κ und nach

Konstruktion ist Cλδ ∪ C∗
δ wieder ein < κ-abgeschlossener 2-spaltender κ+-

normaler (λ + 1)-Baum. Außerdem existieren für alle γ < κ wegen 2<κ = κ
höchstens κ viele Fährten von γ0 nach γ. Mit |Γγ0| ≤ κ folgt dann

∣∣T∗
γ

∣∣ ≤ κ.
Für p ∈ Tλ

γ(α) mit α < λ und γ < κ seien s0 ∈ C∗
γ0

und s1 ∈ C∗
γ beliebig

gewählt. Da 〈 (Tλ
γ)γ<κ, (C

λ
δ )1≤δ<κ〉 die Bedingung (×)κλ erfüllt, ist π〈 s1,s0〉(p) =

(πs1�(α+1) ◦ πs0�(α+1))(p) = (πs1�(α+1) ◦ π−1
s0�(α+1))(p) ∈ Tγ0 und es existiert ein

q ∈ Γγ0 mit π〈 s1,s0〉(p) ≤ q. 〈 s0, s1〉 ist eine Fährte von γ0 nach γ durch
(C∗

δ)1≤κ und somit gilt p ≤ π〈 s0,s1〉(q) ∈ T∗
γ. Damit ist auch Tλ

γ ∪ T∗
γ ein < κ-

abgeschlossener 2-spaltender κ+-normaler (λ+ 1)-Baum.
Sei nun t ∈ C∗

δ und π~s(q) ∈ T∗
0, wobei q ∈ Γγ0 gilt und ~s = 〈s0, . . . , sn〉 eine

Fährte von γ0 nach 0 ist. Dann ist 〈s0, . . . , sn, t〉 eine Fährte von γ0 nach γ und
mit Lemma 5.2.2,(iv) gilt πt(π~s(q)) = (πt ◦πs0 ◦ · · · ◦πsn)(q) = π〈s0,...,sn,t〉(q) ∈
T∗
δ . Analog folgert man π−1

t
′′

T∗
δ = Tδ

0 und 〈 (Tλ
γ ∪ T∗

γ)γ<κ, (C
λ
δ ∪ C∗

δ)1≤δ<κ〉
erfüllt auch die dritte Bedingung von (×)κλ+1.

Wir geben zunächst die partiellen Ordnungen an, die im kombinatorischen
Prinzip (?)Tree

κ verwendet werden sollen.
Für eine Familie(Pi)i∈I von partiellen Ordnungen schreiben wir

∏
i∈I Pi für

die Produktordnung mit vollem Support.
Ist (Ci)i∈I eine Familie von Bäumen und ∅ 6= J ⊆ I, so schreiben wir

CJ := { (si)i∈J ∈
∏
i∈J

Ci | (∀i0, i1 ∈ J) |si0|Ci0
= |si1 |Ci1

}.

85



KAPITEL 5. DIE KONSISTENZ VON ZFC + (?)GRAPHCON
κ

Für ~s ∈ CJ setze |~s|CJ
:= |si|Ci

für ein beliebiges i ∈ I.
Für ~p, ~q, ~s ∈ CJ mit ~p 6= ~q und ~p, ~q ≤ ~s existiert ein i0 ∈ I mit pi0 6= qi0 . Wegen
pi0 , qi0 ≤ si0 gilt dann ohne Einschränkung pi0 < qi0 . Dann ist |~p|CJ

< |~q|CJ

und aus pi, qi ≤ si folgt pi < qi ≤ si für alle i ∈ I. Damit gilt ~p < ~q und CJ ist
linear unterhalb von ~s.
Sei X ⊆ predCJ

(~s). Dann besitzt die Menge { |~p|CJ
| ~p ∈ X } ein ∈-minimales

Element |~p|CJ
und ~p ist ein minimales Element von X.

CJ ist damit wieder ein Baum und |~s|CJ
ist die Höhe eines Elements in CJ.

Sind alle Ci Teilbäume von <λ2 für λ ∈ Lim und C∗
i für i ∈ I eine Überdeckung

von Ci, so schreiben wir C∗
J :=

∏
i∈J C∗

i für das Produkt der Überdeckungen
mit vollem Support.

Wir zeigen nun, wie wir erreichen wollen, dass C[ν,µ] für alle 1 ≤ ν ≤ µ < κ
ein κ+-Suslin-Baum ist.

5.2.8 Definition: Sei λ ∈ Lim, (Ci)i∈I eine Familie von Teilbäumen von <λ2
und für jedes i ∈ I sei C∗

i eine Überdeckung von Ci.
Wir sagen, (C∗

i )i∈I versiegelt eine Antikette A in (CI)
op, falls für jedes ~s ∈ C∗

I

ein Element ~a ∈ A mit ~a ≤ ~s existiert.

5.2.9 Lemma: Sei κ ein reguläre Kardinalzahl und (Ci)i∈I eine Familie von
Teilbäumen von <κ+

2 mit κ|I| = κ, so dass Ci � α für alle α < κ+ und i ∈ I
ein κ+-normaler α-Baum ist.
Für eine maximale Antikette A von (CI)

op definiere

BA := {λ ∈ Lim∩κ+ |A∩(CI � λ) ist eine maximale Antikette von (CI � λ)op }.

Dann gilt
(i) Existiert für jede Antikette A von (CI)

op ein λA ∈ BA, so dass
A∩ (CI � λA) durch (Ci(λA))i∈I versiegelt wird, so ist CI ein κ+-Suslin-Baum.

(ii) BA ist eine club-Teilmenge von κ+.

Beweis. (i) Sei A eine maximale Antikette von (CI)
op und λA das gegebene

Element von BA. Für jedes ~a0 ∈ A existiert nach Voraussetzung ein kompa-
tibles Element ~p~a0 ∈ CI(λA). Da A ∩ (CI � λA) durch (Ci(λA))i∈I versiegelt
wird, existiert ein ~a1 ∈ A ∩ (CI � λA) mit ~a1 ≤ ~p~a0 . Damit sind ~a0 und ~a1

kompatibel und es gilt ~a0 = ~a1 ∈ CI � λA. Die Abbildung ~a 7→ ~p~a ist eine
Injektion von A nach CI(λA). Nach Voraussetzung gilt |Ci(λA)| ≤ κ für alle
i ∈ I und damit |A| ≤ |CI(λA)| ≤ κ|I| = κ.
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Nach Voraussetzung besitzt jedes Element von CI mehr als einen unmittel-
baren Nachfolger und mit jeder Antikette von (CI)

op besitzt somit auch jeder
Zweig von CI eine Kardinalität von höchstens κ.
(ii) Für ~p ∈ CI definiere

β~p := min{µ < κ+ | (∃~a ∈ A ∩ CI(µ)) [~a ≤ ~p ∨ ~p ≤ ~a] } < κ+.

Sei α0 < κ+. Definiere rekursiv

αn+1 := max{αn + 1, sup{ β~p | ~p ∈ CI(αn) }}.

Wegen κ|I| = κ, gilt dann |CI(αn)| ≤ κ und damit αn+1 < κ+. Setze α∗ :=
sup{αn |n < ω } ∈ Lim ∩ κ+.
Sei ~p ∈ CI � α∗. Dann existiert ein n < ω und ein ~q ∈ CI(αn) mit ~p ≤ ~q.
Damit existiert ein mit ~q kompatibles ~a ∈ A ∩ (CI � αn+1) und dieses ~a ist
dann auch mit ~p kompatibel. Damit ist jedes Element von CI � α∗ kompatibel
mit einem Element von A ∩ (CI � α∗) und es gilt α0 < α∗ ∈ BA.

Sei λ ∈ Lim(BA) ⊆ Lim und ~p ∈ CI � λ. Dann existiert ein ν < λ mit
~p ∈ CI(ν) und ein ν < µ < λ mit µ ∈ BA. Damit existiert ein ~s ∈ CI � µ und
~a ∈ A mit ~a, ~p ≤ ~s. Wie oben gilt dann λ ∈ BA.

Unser Ziel ist es also, mit Hilfe der ♦κ+(Cofκ)-Sequenz die Bäume so
zu konstruieren, dass für jede maximale Antikette A von (C[ν,µ])

op bereits
ein λ ∈ Cofκ ∩ BA existiert, für das im (λ + 1)-Schritt der Konstruktion
die (C∗

δ)1≤δ<κ so gewählt wurden, dass A ∩ Cλ[ν,µ] durch (Cδ∗)ν≤δ≤µ versiegelt

wird. Die ♦κ+(Cofκ)-Sequenz wird dabei benutzt, um die Antiketten der noch
nicht vollständig konstruierten Bäumen C[ν,µ] zu antizipieren, indem sie die
Anfangsstücke A ∩ Cλ[ν,µ] dieser Antiketten aufzählt.

Um ungewollte Isomorphismen zwischen den Objektbäumen zu verhin-
dern, wollen wir zunächst den Namen für Isomorphismen in generischen Er-
weiterungen eine konkrete Gestalt geben. Die folgende Definition erweitert
den Begriff des Isomorphismus zum Begriff des potentiellen Isomorphismus.

5.2.10 Definition: Seien T0 und T1 Bäume. Wir definieren

IsoTree(T0,T1)
par :=

⋃
{ IsoTree(S0, S1) | Si ist Teilbaum von Ti für i ∈ 2 }.

Ist P eine partielle Ordnung und p ∈ P, so heißt

f ∈ MorPO(〈 predP(p),≤P〉, 〈 IsoTree(T0,T1)
par,⊇〉)
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ein P-potentieller T0-T1-Isomorphismus von p, falls für alle s ∈ T0 und t ∈ T1

die Mengen

D0
s := { r ∈ P | p⊥r ∨ s ∈ dom(f(r)) }

D1
t := { r ∈ P | p⊥r ∨ t ∈ ran(f(r)) }

dicht in P sind.
Wir sagen, ein P-potentieller T-Automorphismus f von p ist nicht-trivial,
falls die Menge { q ≤P p | f(q) 6= iddom(f(q)) } dicht unter p ist.

Den Zusammenhang zu P-Namen für Isomorphismen in generischen Er-
weiterungen erläutert das nächste Lemma.

5.2.11 Lemma: Sei P eine partielle Ordnung, T0, T1 Bäume, τ ein P-Name
und

p 
 τ ∈ IsoTree(Ť0, Ť1).

für ein p ∈ P.
(i) Dann definiert

fτ (q) := { 〈 t, s〉 | q 
 τ(š) = ť }

einen P-potentiellen T0-T1-Isomorphismus von p.
(ii) Gilt T0 = T1 und p 
 τ 6= idŤ0

, so ist fτ nicht-trivial.
(iii) Ist f ein P-potentieller T0-T1-Isomorphismus von p und H ein (D0

s)s∈T0 ,
(D1

t )t∈T1-generischer Filter in P mit p ∈ H, so ist

fH :=
⋃

f ′′ (H ∩ predP(p)) ∈ IsoTree(T0,T1). (5.3)

Beweis. (i) Ist r ≤P q ≤P p und 〈 t, s〉 ∈ fτ (q), so gilt auch r 
 τ(š) = ť und
damit fτ (q) ⊆ fτ (r). Wegen p 
 τ ∈ IsoTree(Ť0, Ť1) ist fτ wohldefiniert und
injektiv. Somit ist fτ (q) ∈ IsoTree(dom(fτ (q)), ran(fτ (q))) für alle q ≤P p.
Ist q ≤P p, so gilt für alle s ∈ T0 und t ∈ T1

q 
 (∃x ∈ Ť1) τ(š) = x ∧ (∃y ∈ Ť0) τ(y) = ť.

Damit existiert ein r ≤P q mit s ∈ dom(fτ (r)) und t ∈ ran(fτ(r)).

(ii) Nach Voraussetzung gilt p 
 (∃s ∈ Ť0) τ(s) 6= s und deswegen ist die
Menge { q ≤P p | (∃s ∈ T0) fτ (q)(s) 6= s } dicht unter p.
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(iii) Sei s ∈ T0 und t, t′ ∈ T1 mit 〈 t, s〉, 〈 t′, s〉 ∈
⋃

(f ′′ H). Dann exis-
tieren q, q′ ∈ H ∩ predP(p) mit 〈 t, s〉 ∈ f(q) und 〈 s, t′〉 ∈ f(q′). Wegen
q, q′ ∈ H existiert ein r ≤P p mit r ≤P q, q

′. Dann sind f(q), f(q′) ⊆ f(r) ∈
IsoTree(T0,T1)

par, es gilt t = t′ und fH ist eine wohldefinierte Abbildung. Ana-
log zeigt man die Injektivität von fH. Da H (D0

s)s∈T0 , (D1
t )t∈T1-generisch ist

und p ∈ H gilt, folgt dom(fH) = T0 und ran(fH) = T1.

Die folgende Definition zeigt, mit welchen Mitteln wir ungewollte Isomor-
phismen der Objektbäume verhindern wollen. Dies soll durch Versiegelung
von Isomorphismen zwischen den Anfangsstücken der Bäume erreicht werden.

5.2.12 Definition: Sei λ ∈ Lim, T0, T1 Teilbäume von <λ2 der Höhe λ,
P eine partielle Ordnung und f ein P-potentieller T0-T1-Isomorphismus von
p ∈ P.
Ist T∗

0 eine Überdeckung von T0, T∗
1 eine Überdeckung von T1 und H ein

Filter in P, so sagen wir, dass f durch T∗
0, T∗

1 und H versiegelt wird, falls H
(D0

s)s∈T, (D
1
t )t∈T′-generisch ist, p ∈ H gilt und ein kofinaler Zweig b von T0

existiert, so dass für den induzierten Isomorphismus fH : T0 −→ T1 aus (5.3)
gilt ⋃

b ∈ T∗
0 ∧

⋃
(fH

′′ b) /∈ T∗
1.

5.2.13 Lemma: Sei κ eine reguläre Kardinalzahl und T0, T1 und (Ci)i∈I

Teilbäume von <κ+
2 mit κ|I| = κ, so dass T0 � α, T1 � α und Ci � α für alle

α < κ+ und i ∈ I κ+-normale α-Bäume sind.
Ist f dann ein (CI)

op-potentieller T0-T1-Isomorphismus von ~s ∈ CI(α), so
definiere für alle α < λ < κ+

f � λ : pred(CI�λ)op(~s) −→ IsoTree(T0 � λ,T1 � λ)par;

~q 7−→ f(~q) � (dom(f(~q))∩(T0 � λ))

und

Bf := {λ ∈ Lim ∩ κ+ |λ > α und f � λ ist ein (CI � λ)op-potentieller

(T0 � λ)-(T1 � λ)-Isomorphismus von ~s }

Dann gilt
(i) Für λ ∈ Bf und alle ~s ∈ CI(λ) wird f � λ nicht durch T0(λ), T1(λ)

und predCI
(~s) versiegelt.

(ii) Bf ist eine club-Teilmenge von κ+.
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Beweis. (i) Angenommen, es existiert ein λ ∈ Bf und ~s ∈ CI(λ), so dass f � λ
durch T0(λ), T1(λ) und predCI

(~s) versiegelt wird. Sei b ein kofinaler Zweig
durch T0 � λ, der dies bezeugt. Aus der Definition potentieller Isomorphismen
folgt die Existenz eines ~t ≥ ~s mit

⋃
b ∈ dom(f(~t)). Für alle ~p ∈ predCI

(~s)
gilt dann f(~p) ⊆ f(~t) und damit bildet f(~t) eine Fortsetzung von fpredCI

(~s),
für die gilt

f(~t)(
⋃

b) =
⋃

(f(~t)
′′
b) =

⋃
(fpredCI

(~s)
′′ b) /∈ T1(λ).

Da f(~t) ein partieller Isomorphismus von T0 und T1 ist und
⋃
b ∈ T0(λ) gilt,

ist dies ein Widerspruch.
(ii) Für α < κ+, p ∈ T0(α), q ∈ T1(α) und ~t ∈ CI(α) definiere

β
~t
p,q := min{ γ < κ+ | (∃~u ∈ CI(γ))

[
~u ≥ ~t ∧ p ∈ dom(f(u)) ∧ q ∈ ran(f(u))

]
}.

Dann gilt β~tp,q < κ+. Sei nun α0 < κ+. Definiere rekursiv

αn+1 := max{αn + 1, sup{ β~tp,q | p ∈ T0(αn), q ∈ T1(αn),~t ∈ CI(αn) }.

Wie im Beweis von 5.2.9 gilt dann wegen |T0(αn)|, |T1(αn)|, |CI(αn)| ≤ κ
wieder αn+1 < κ+. Setze α∗ := sup{αn |n < ω } ∈ Lim ∩ κ+.
Sei nun ~t ∈ CI � α∗, p ∈ T0 � α∗ und q ∈ T1 � α∗. Es existieren n < ω,
~u ∈ CI(αn), p

′ ∈ T0(αn) und q′ ∈ T1(αn) mit ~t ≤ ~u, p ≤ p′ und q ≤ q′. Nach
Konstruktion existiert dann ein ~v ∈ CI � αn+1 ⊆ CI � α∗ mit p′ ∈ dom(f(~v)),
q′ ∈ ran(f(~v)) und ~v ≥ ~u. Dann gilt auch p ∈ dom(f(~v)) sowie q ∈ ran(f(~v))
und (D0

p)p∈T0�α∗ , (D1
q)q∈T1�α∗ sind dichte Teilmengen von CI � α∗. Damit gilt

α0 < α∗ ∈ Bf .
Sei λ ∈ Lim(Bf ) ⊆ Lim, ~t ∈ CI � λ, p ∈ T0 � λ und q ∈ T1 � λ. Dann

existiert ein ν < λ mit ~t ∈ CI � ν, p ∈ T0 � ν und q ∈ T1 � ν. Sei µ ∈ Bf mit
ν < µ < λ. Für ein ~u ∈ CI � µ ⊆ CI � λ mit ~t ≤ ~u gilt dann p ∈ dom(f(~u))
sowie q ∈ ran(f(~u)). Damit ist λ ∈ Bf .

5.2.14 Lemma: Sei κ eine reguläre Kardinalzahl und T, (Ci)i∈I Teilbäume
von <κ+

2 mit κ|I| = κ, so dass T � α und Ci � α für alle α < κ+ und i ∈ I
κ+-normale α-Bäume sind.
Für einen nicht-trivialen CopI -potentiellen T-Automorphismus f von ~s ∈ CI(α)
ist

B∗
f := {λ ∈ Bf | f � λ ist nicht-trivial }.

eine club-Teilmenge von κ+.
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Beweis. Für α < κ+, p, q ∈ T und ~t ∈ CI(α) definiere

β̃
~t
p,q := min{ γ < κ+ | γ ≥ β

~t
p,q ∧ (∃~u ∈ CI(γ))

[
~u ≥ ~t ∧ f(~u) 6= iddom(f(~u))

]
}

und führe für α0 < κ+ die gleiche Konstruktion von α∗ wie im Beweis von
5.2.13,(ii) mit β̃~tp,q anstelle von β~tp,q durch. Dann gilt auch hier α0 < α∗ ∈ B∗

f .

Sei λ ∈ Lim(B∗
f ) ⊆ Lim(Bf ) ⊆ Bf und ~t ∈ CI � λ. Dann existiert ein ν < λ

mit ~t ∈ CI(ν) und ein µ ∈ B∗
f mit ν < µ < λ. Für ein ~u ∈ CI � µ ⊆ CI � λ mit

~t ≤ ~u gilt dann f(~u) 6= iddom(f(~u)) und f � λ ist nicht-trivial.

Wieder soll die ♦κ+(Cofκ)-Sequenz die Anfangsstücke ungewollter poten-
tieller Isomorphismen aufzählen und die Bäume so konstruiert werden, dass
jedes solche Anfangsstück bei der Konstruktion versiegelt wurde.

Das folgende Siegel-Lemma stellt sicher, dass in den entsprechenden Schrit-
ten der Konstruktion die Überdeckungen Γγ0 und (C∗

δ)1≤δ<κ so gewählt wer-
den können, dass die daraus resultierenden Überdeckungen die aufgezählten
Objekte versiegeln. Wir beweisen das Siegel-Lemma am Ende dieses Ab-
schnittes.

5.2.15 Siegel-Lemma: Sei κ eine reguläre Kardinalzahl mit 2<κ = κ, λ ∈
Cofκ und 〈 (Tλ

γ)γ<κ, (C
λ
δ )1≤δ<κ〉 erfülle die Bedingung (×)κλ.

(i) Für alle γ0 < κ existiert eine Übereckung Γγ0 von Tλ
γ0

mit |Γγ0| ≤ κ.

Für alle 1 ≤ δ < κ existiert eine Überdeckung C∗
δ von Cλδ mit |C∗

δ| ≤ κ.
(ii) Sind 1 ≤ ν ≤ µ < κ und A eine maximale Antikette in (Cλ[ν,µ])

op,

so können die Überdeckungen (C∗
δ)1≤δ<κ aus (i) so gewählt werden, dass A

durch (C∗
δ)ν≤δ≤µ versiegelt wird.

(iii) Ist 1 ≤ µ < κ und f ein nicht-trivialer (Cλ[1,µ])
op-potentieller Tλ

γ0
-

Automorphismus von ~p ∈ Cλ[1,µ], so können Γγ0 und (C∗
δ)1≤δ<κ aus (i) so

gewählt werden, dass f für ein ~s ∈ C∗
[1,µ] und T∗

γ0
wie in Lemma 5.2.7 durch

T∗
γ0

, T∗
γ0

und predCλ
[1,µ]

(~s) versiegelt wird.

(iv) Sind γ0, γ1 < κ mit γ0 6= γ1, 1 ≤ ν ≤ µ < κ mit γ1 /∈ {0}∪ [ν, µ] und
f ein (Cλ[ν,µ])

op-potentieller Tλ
γ0

-Tλ
γ1

-Isomorphismus von ~p ∈ Cλ[ν,µ], so können

Γγ0 und (C∗
δ)1≤δ<κ aus (i) so gewählt werden, dass f für ein ~s ∈ C∗

[ν,µ] und

T∗
γ0
,T∗

γ1
wie in Lemma 5.2.7 durch T∗

γ0
, T∗

γ1
und predCλ

[ν,µ]
(~s) versiegelt wird.

Bevor wir Satz C mit Hilfe des Siegel-Lemmas beweisen, leiten wir noch
zwei Lemmata her.

91



KAPITEL 5. DIE KONSISTENZ VON ZFC + (?)GRAPHCON
κ

Um sicherzustellen, dass die verwendeten partiellen Ordnungen keine neu-
en κ-Folgen von Elementen des Grundmodells hinzufügen, zeigen wir ihre
κ-Distributivität, das heißt, jede Familie von κ-vielen dichten, offenen Teil-
mengen besitzt einen nicht-leeren Schnitt.

5.2.16 Lemma: Sei κ eine Kardinalzahl und C ein κ+-Suslin-Baum. Dann
ist Cop κ-distributiv.

Beweis. Sei (Dα)α<κ eine Familie von dichten, offenen Teilmengen von Cop.
Für α < κ setze Aα := { s ∈ Dα | s ist ≤C -minimal in Dα }. Dann ist Aα

eine maximale Antikette von Cop, denn für kompatible s, t ∈ Aα folgt aus
der Minimalität beider Elemente s = t. Für ein p ∈ C existiert ein s ∈ Dα

mit p ≤ s und ein t ∈ Aα mit t ≤ s. Jedes p ∈ C ist also zu einem t ∈ Aα

kompatibel.
Damit gilt |Aα| ≤ κ für α < κ und es existiert ein g(α) < κ+ mit Aα ⊆ C �
g(α). Für p ∈ C mit |p|C > g(α) existiert dann ein kompatibles s ∈ Aα ⊆ C �
g(α). Es folgt s ≤ p ∈ Dα. Für alle α < κ gilt dann⋃

g(α)<µ<κ+

C(µ) ⊆ Dα.

Für β∗ := sup{ g(α) |α < κ } < κ+ ist⋂
α<κ

Dα ⊇
⋃

β∗<µ<κ+

C(µ) 6= ∅.

Im Beweis von Satz C wollen wir eine leicht abgewandelte Version der
♦κ+(Cofκ)-Hypothese verwenden. Für α < κ+ sei dazu

Hκ+(α) := Hκ+ ∩ Vα.

Da rank(x) absolut bezüglich transitiver ZF−-Modelle ist und Hκ+ wegen der
Regularität von κ ein solches transitives ZF−-Modell ist, folgt

Hκ+(α) = Hκ+ ∩ Vα = (Vα)Hκ+ ∈ Hκ+

und damit |Hκ+(α)| ≤ κ für alle α < κ+.
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5.2.17 Lemma: Es gelte ♦κ+(Cofκ) und 2<κ = κ für eine Kardinalzahl κ.
Dann existiert eine Sequenz (Eα)α∈Cofκ mit Eα ⊆ Hκ+(α) für alle α ∈ Cofκ,
so dass für alle A ⊆ Hκ+ die Menge

{α ∈ Cofκ |A ∩Hκ+(α) = Eα }

stationär in κ+ ist.

Beweis. Fixiere eine ♦κ+(Cofκ)-Sequenz (Dα)α∈Cofκ . Für jede Teilmenge X
von κ existiert dann ein α ∈ Cofκ ∩ (κ, κ+) mit X = Dα und es folgt 2κ =
κ+. Damit gilt |Hκ+| = 2<κ

+
= 2κ = κ+ und es existiert eine Bijektion

g : Hκ+ −→ κ+.
Wir zeigen zunächst, dass G := {α < κ+ | g ′′ Hκ+(α) = α } eine club-

Teilmenge von κ+ ist. Für x ∈ Hκ+ ⊆ Vκ+ und α < κ+ definiere

βαx := min{ γ < κ+ | γ > α, g(x) ∈ γ, g−1 ′′
α ⊆ Hκ+(γ) } < κ+.

Für α0 < κ+ definiere rekursiv

αn+1 := sup{ βαn
x |x ∈ Hκ+(αn) }

und α∗ := sup{αn |n < ω } ∈ Lim. Wegen |Hκ+(α)| ≤ κ gilt dann αn < κ+

für alle n < ω und damit auch α∗ < κ+.
Für x ∈ Hκ+(α∗) existiert ein n < ω mit x ∈ Hκ+(αn). Dann gilt g(x) ∈
βαn
x ⊆ αn+1 ⊆ α∗ und damit g ′′ Hκ+(α∗) ⊆ α∗. Umgekehrt gilt für alle
n < ω bereits g−1 ′′

αn ⊆ Hκ+(βαn

∅ ) ⊆ Hκ+(αn+1) und somit g−1 ′′
α∗ =⋃

n<ω g
−1 ′′

αn ⊆
⋃
n<ωHκ+(αn+1) = Hκ+(α∗). Damit gilt α0 < α∗ ∈ G und

G ist unbeschränkt in κ+.
Ist λ ∈ Lim(G) ∩ κ+ ⊆ Lim, so folgt g ′′ Hκ+(λ) =

⋃
α∈G∩λ g

′′ Hκ+(α) =⋃
α∈G∩λ α = λ und damit ist G abgeschlossen.

Setze Eα := g−1 ′′
Dα. Sei A eine Teilmenge von Hκ+ . Dann ist mit {α ∈

Cofκ | (g ′′ A) ∩ α = Eα } auch G∗ := {α ∈ Cofκ ∩ G | (g ′′ A) ∩ α = Eα }
stationär in κ+ und für jedes α ∈ G∗ gilt

Eα = g−1 ′′
Dα = g−1 ′′

((g ′′ A) ∩ α) = A ∩Hκ+(α).

Beweis von Satz C mit Lemma 5.2.15. Fixiere eine Sequenz (Eα)α∈Cofκ aus
Lemma 5.2.17.
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Wir definieren zunächst für alle γ < κ und 1 ≤ δ < κ rekursiv aufsteigende
Folgen (Tα

γ )α<κ+ und (Cαδ )α<κ+ von Teilbäumen von <κ+
2, so dass durch 5.2.5

und 5.2.7 gewährleistet ist, dass 〈 (Tα
γ )γ<κ, (C

α
δ )1≤δ<κ〉 für alle α < κ+ die

Bedingung (×)κα erfüllt.
(α = 1): Setze T0

γ := 〈〉 für alle γ < κ und C0
δ := 〈〉 für alle 1 ≤ δ < κ.

(α+ 1→ α+ 2): Seien T∗
γ beziehungsweise C∗

δ die Mengen der unmittelbaren

Nachfolger der Elemente von Tα+1
γ (α) beziehungsweise Cα+1

δ (α) in α+12.

Setze Tα+2
γ := Tα+1

γ ∪ T∗
γ und Cα+2

δ := Cα+1
δ ∪ C∗

δ .
Lim(λ): Setze Tλ

γ :=
⋃
α<λ Tα

γ und Cλδ :=
⋃
α<λ Cαδ .

λ+ 1 mit cof(λ) < κ: Setze Tλ+1
γ := Tλ

γ ∪
[
Tλ
δ

]
λ

und Cλ+1
δ := Cλδ ∪

[
Cλδ

]
λ
.

λ+ 1 mit cof(λ) = κ: In diesem Schritt führen wir die Konstruktion mit Hil-
fe von Lemma 5.2.7 durch. Dabei unterscheiden wir vier Fälle, abhängig
davon, welchen Wert die ♦κ+(Cofκ)-Sequenz (Eα)α∈Cofκ an der Stelle λ
annimmt.
1.Fall: Es existieren 1 ≤ ν ≤ µ < λ und eine maximale Antikette A

von (Cλ[ν,µ])
op mit

Eλ = { 〈1, ν, µ,~a〉 |~a ∈ A }.

Konstruiere Tλ+1
γ und Cλ+1

δ wie in der zweiten Aussage des Siegel-
Lemmas.

2.Fall: Es existiert γ0 < λ, 1 ≤ µ < λ, ~s ∈ Cλ[1,µ] und ein nicht-trivialer

(Cλ[1,µ])
op-potentieller Tλ

γ0
-Automorphismus f von ~s mit

Eλ = { 〈2, γ0, µ, ~s,~t, p, q〉 |~t ∈ Cλ[1,µ], f(~t)(p) = q }.

Konstruiere Tλ+1
γ und Cλ+1

δ wie in der dritten Aussage des Siegel-
Lemmas.

3.Fall: Es existieren γ0, γ1 < λ mit γ0 6= γ1, 1 ≤ ν ≤ µ < λ mit
γ1 /∈ {0} ∪ [ν, µ], ~s ∈ Cλ[ν,µ] und ein (Cλ[ν,µ])

op-potentieller Tλ
γ0

-Tλ
γ1

-
Isomorphismus f von ~s mit

Eλ = { 〈3, γ0, γ1, ν, µ, ~s,~t, p, q〉 |~t ∈ Cλ[ν,µ], f(~t)(p) = q }.

Konstruiere Tλ+1
γ und Cλ+1

δ wie in der vierten Aussage des Siegel-
Lemmas.

4.Fall: Tritt keiner der ersten drei Fälle ein, so konstruiere Tλ+1
γ und

Cλ+1
δ wie in der ersten Aussage des Siegel-Lemmas.
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Abschließend definieren wir Tγ :=
⋃
α<κ+ Tα

γ für γ < κ, Cδ :=
⋃
α<κ+ Cαδ

für 1 ≤ δ < κ und Pνµ := (C[ν,µ])
op für 1 ≤ ν ≤ µ < κ.

Wir werden nun schrittweise zeigen, dass (Tγ)γ<κ und (Pνµ)1≤ν≤µ<κ Zeugen
für (?)Tree

κ sind.

1. Schritt: Für alle 1 ≤ ν ≤ µ < κ fügt Pνµ keine neuen κ-Sequenzen von
Elementen des Grundmodells hinzu und erhält Kardinalitäten und Kofina-
litäten.
Es genügt, mit Hilfe von Lemma 5.2.9,(i) zu zeigen, dass C[ν,µ] ein κ+-Suslin-
Baum ist, denn dann besitzt Pνµ die < κ+-C.C. und ist κ-distributiv.

Sei A eine maximale Antikette von (C[ν,µ])
op. Setze

A′ := { 〈1, ν, µ,~a〉 |~a ∈ A } ⊆ Hκ+ .

Nach Lemma 5.2.9,(ii) ist BA ∩ (µ, κ+) eine club-Teilmenge von κ+. Es exis-
tiert also ein

λA ∈ BA ∩ (µ, κ+) ∩ { η ∈ Cofκ |A′ ∩Hκ+(η) = Eη }.

Für dieses λA gilt dann

EλA
= { 〈1, ν, µ,~a〉 |~a ∈ A ∩Hκ+(λA) } = { 〈1, ν, µ,~a〉 |~a ∈ A ∩ CλA

[ν,µ] },

weil für alle η ∈ Lim∩κ+ mit ν, µ < η schon <κ+
2∩Hκ+(η) = <η2 und damit

C[ν,µ] ∩ Hκ+(η) = Cη[ν,µ] gilt. Wegen λA ∈ BA ist A ∩ CλA

[ν,µ] eine maximale

Antikette von CλA

[ν,µ], die nach Konstruktion durch (Cδ(λA))ν≤δ≤µ versiegelt
wird.

2. Schritt: Für γ0 < κ ist Tγ0 ein rigider Baum und für alle 1 ≤ ν ≤ µ < κ
gilt 1lPν

µ

 AutTree(Ťγ0) = {idŤγ0

}.
Wir zeigen zunächst die zweite Behauptung für ν = 1.
Angenommen, es existiert ein ~s ∈ C[1,µ](α) und ein P1

µ-Name τ mit

~s 
 τ ∈ AutTree(Ťγ0) ∧ τ 6= idŤγ0
.

Sei fτ der zugehörige nicht-triviale P1
µ-potentielle Tγ0-Automorphismus von

~s aus Lemma 5.2.11,(i). Setze

F′ := { 〈2, γ0, µ, ~s,~t, p, q〉 |~t ∈ C[1,µ], fτ (~t)(p) = q } ⊆ Hκ+ .
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Nach Lemma 5.2.14 ist B∗
fτ
∩ (max{γ0, µ}, κ+) eine club-Teilmenge von κ+.

Damit existiert ein

λ ∈ B∗
fτ
∩ (max{γ0, µ}, κ+) ∩ { η ∈ Cofκ |F′ ∩Hκ+(η) = Eη }.

Für dieses λ gilt dann wie oben

Eλ = { 〈2, γ0, µ, ~s,~t, p, q〉 |~t ∈ Cλ[1,µ], (fτ � λ)(~t)(p) = q }

und wegen λ ∈ B∗
fτ

ist fτ � λ ein nicht-trivialer (Cλ[1,µ])
op-potentieller (Tλ

γ0
)-

Automorphismus von ~s. Nach Konstruktion existiert dann ~u ∈ C[1,µ](λ), so
dass fτ � λ durch Tγ0(λ), Tγ0(λ) und predC[1,µ]

(~u) versiegelt wird. Dies ist ein
Widerspruch zu Lemma 5.2.13,(i).

Sei nun 1 ≤ ν ≤ µ beliebig und V [G0] eine Pνµ-generische Erweiterung von
V . Dann existiert eine P1

µ-generische Erweiterung V [G] von V mit V [G0] ⊆
V [G]. In V [G] sind dann alle Tγ rigide Bäume und diese Eigenschaft ist
abwärts-absolut bezüglich transitiver ZFC-Modelle.

3. Schritt: Für alle 1 ≤ ν ≤ µ < κ gilt

1lPν
µ


 (∀γ0, γ1 < κ)
[
γ0R

ν
µ γ1 → Ťγ0

∼= Ťγ1

]
.

Sei V [G] eine Pνµ-generische Erweiterung von V . In V [G] existiert dann für
jedes γ ∈ [ν, µ] ein kofinaler Zweig durch Cγ und somit auch ein s ∈ [Cγ]κ+ .
Mit Lemma 5.2.4 gilt dann πs ∈ IsoTree(T0,Tγ) und damit die Behauptung.

4. Schritt: Für alle 1 ≤ ν ≤ µ < κ gilt

1lPν
µ


 (∀γ0, γ1 < κ)
[
Ťγ0
∼= Ťγ1 → γ0R

ν
µ γ1

]
.

Angenommen, es existiert ein ~s ∈ C[ν,µ](α), ein Pνµ-Name τ und γ0, γ1 < κ,

die nicht in der gleichen Rν
µ-Äquivalenzklasse liegen, so dass gilt

~s 
 τ ∈ IsoTree(Ťγ0 , Ťγ1).

Dann gilt γ0 6= γ1 und ohne Einschränkung kann γ1 /∈ {0} ∪ [ν, µ] angenom-
men werden. Sei fτ der induzierte Pνµ-potentielle Tγ0-Tγ1-Isomorphismus von
~s aus Lemma 5.2.11,(i). Setze

F′ := { 〈3, γ0, γ1, ν, µ, ~s,~t, p, q〉 |~t ∈ C[ν,µ], fτ (~t)(p) = q } ⊆ Hκ+ .
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Nach Lemma 5.2.13 ist Bfτ ∩(max{γ0, γ1, µ}, κ+) ein club-Teilmenge von κ+.
Damit existiert ein

λ ∈ Bfτ ∩ (max{γ0, γ1, µ}, κ+) ∩ { η ∈ Cofκ |F′ ∩Hκ+(η) = Eη }

und wegen λ ∈ Bfτ ist fτ � λ ein (Cλ[ν,µ])
op-potentieller Tλ

γ0
-Tλ

γ1
-Isomorphismus

von ~s. Außerdem gilt wie oben

Eλ = { 〈3, γ0, γ1, ν, µ, ~s,~t, p, q〉 |~t ∈ Cλ[ν,µ], (fτ � λ)(~t)(p) = q }.

Nach Konstruktion existiert dann ein ~u ∈ C[ν,µ](λ), so dass fτ � λ durch
Tγ0(λ), Tγ1(λ) und predC[ν,µ]

(~u) versiegelt wird. Wieder ergibt dies einen Wi-
derspruch zu Lemma 5.2.13,(i).

Damit wurde Satz C vollständig aus dem Siegel-Lemma hergeleitet.

Gegeben sei nun die Situation des Siegel-Lemmas, das heißt für ein λ ∈
Cofκ haben wir Bäume 〈 (Tλ

γ)γ<κ, (C
λ
δ )1≤δ<κ〉 konstruiert, die die Bedingung

(×)κλ erfüllen. Wir beschreiben zunächst, von welcher Gestalt die Überdeckungen
Γγ0 und (C∗

δ)1≤δ<κ sein sollen. Fixiere eine kofinale Folge (kβ)β<κ in λ.
Definiere eine partielle Ordnung

Q :=
∏
γ<κ

(Tλ
γ0

)op ×
∏

1≤δ<κ

(
∏
γ<κ

(Cλδ )
op),

wobei die Produkte im ersten und zweiten Faktor < κ-Support besitzen
sollen. Elemente von Q können als Paare 〈 v, ~w〉 aufgefasst werden, wobei
v : κ −→ Tλ

γ0
eine Abbildung und ~w = (wδ)1≤δ<κ mit wδ : κ −→ Cλδ eine

Sequenz von Abbildung ist, so dass die Menge

K〈 v, ~w〉 := { 〈α, δ〉 ∈ κ2 | [δ = 0 ∧ v(α) 6= 0] ∨ [1 ≤ δ < κ ∧ wδ(α) 6= 0] }

Mächtigkeit kleiner κ besitzt.
Für 〈 v, ~w〉 ∈ Q und α < κ soll v(α) ein mögliches Anfangsstück des α-
ten Elements der Überdeckung Γγ0 von Tλ

γ0
sein und wδ(α) ein mögliches

Anfangsstück des α-ten Elements der Überdeckung C∗
δ von Cλδ . Ein ausrei-

chend generischer Filter in Q soll festlegen, aus welchen Bedingungen die
Überdeckungen konstruiert werden.

Sei H ein Filter in Q. Definiere Zweige von Tλ
γ0

durch

bHα := { v(α) | (∃~w) 〈 v, ~w〉 ∈ H }
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für α < κ, sowie Zweige von Cλδ durch

cHα,δ := {wδ(α) | (∃v) 〈 v, ~w〉 ∈ H }

für 1 ≤ δ < κ und α < κ.
Um aus diesen Zweigen Überdeckungen zu erhalten, muss der Filter H

gewisse dichte Mengen schneiden.
Für β < κ und p ∈ Tλ

γ0
(kβ) setze

DI
β,p := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | (∃α < κ) p ≤ v(α) }

und für 1 ≤ δ < κ, β < κ und q ∈ Cλδ (kβ)

DII
β,δ,q := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | (∃α < κ) q ≤ wδ(α) }.

Für α, β < κ setze

DIII
α,β := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | |v(α)|Tλ

γ0
> kβ }

und für 1 ≤ δ < κ

DIV
α,β,δ := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | |wδ(α)|Cλ

δ
> kβ }.

Diese Mengen sind dichte Teilmengen von Q, weil alle auftretenden Bäume
κ+-normale λ-Bäume sind und die Produkte in Q mit < κ-Support gebildet
wurden.

Das folgende Lemma stellt sicher, dass ein ausreichend generischer Filter
H in Q existiert.

5.2.18 Lemma: Sei κ eine reguläre Kardinalzahl, P eine < κ-abgeschlossene
partielle Ordnung und D eine Menge von dichten Teilmengen von P mit
|D| = κ. Dann existiert für alle p ∈ P ein D-generischer Filter H in P mit
p ∈ H.

Beweis. Sei D = {Dα |α < κ }. Definiere rekursiv eine absteigende Sequenz
(pα)α<κ von Bedingungen aus P mit p0 := p. Für α < κ sei pα+1 ∈ Dα mit
pα+1 ≤ pα. Für η ∈ Lim existiert nach Voraussetzung ein pη ∈ P mit pη ≤ pα
für alle α < η.
Dann ist H := { q ∈ P | (∃α < κ) pα ≤ q } ein D-generischer Filter in P mit
p ∈ H.
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Sei η < κ und (〈 vγ, ~wγ〉)γ<η eine absteigende Sequenz von Bedingungen
aus Q. Da alle auftretenden Bäume nach Voraussetzung < κ-abgeschlossen
sind, existiert für jedes α < κ ein ≤Tλ

γ0
-minimales v∗(α) ∈ Tλ

γ0
mit vγ(α) ≤

v∗(α) für alle γ < η. Ebenso existiert für 1 ≤ δ < κ und α < κ ein ≤Cλ
δ
-

minimales w∗
δ(α) ∈ Cλδ mit (wγ)δ(α) ≤ w∗

δ(α) für alle γ < η. Dann gilt

K〈 v∗, ~w∗〉 =
⋃
γ<η

K〈 vγ , ~wγ〉

und damit
∣∣K〈 v∗, ~w∗〉

∣∣ < κ, weil κ eine reguläre Kardinalzahl ist. Es gilt also
〈 v∗, ~w∗〉 ∈ Q und 〈 v∗, ~w∗〉 ≤ 〈 vγ, ~wγ〉 für alle γ < η. Damit ist Q eine
< κ-abgeschlossene partielle Ordnung.

Beweis von (i) in 5.2.15. Definiere

D0 := {DI
β,p | β < κ, p ∈ Tλ

γ0
(kβ) } ∪ {DII

β,δ,q | β < κ, 1 ≤ δ < κ, q ∈ Cλδ (kβ) }
∪ {DIII

α,β |α, β < κ } ∪ {DIV
α,β,δ |α, β < κ, 1 ≤ δ < κ }.

Da alle vorkommenden Bäume κ+-normale λ-Bäume sind, haben alle Level
eine Kardinalität von höchstens κ und es folgt |D0| ≤ κ. Sei H ein D0-
generischer Filter in Q.

Für alle α < κ ist dann bHα ein kofinaler Zweig durch Tλ
γ0

. Für µ < λ

existiert ein β < κ mit µ < kβ und ein 〈 v, ~w〉 ∈ H∩DIII
α,β. Dann ist v(α) ∈ bHα

und |v(α)|Tγ0
> µ. Genauso sieht man, dass cHα,δ für jedes 1 ≤ δ < κ und

α < κ ein kofinaler Zweig durch Cλδ ist.
Definiere

Γγ0 := {
⋃

bHα |α < κ } ⊆
[
Tλ
γ0

]
λ

und für 1 ≤ δ < κ

C∗
δ := {

⋃
cHα,δ |α < κ } ⊆

[
Cλδ

]
λ
.

Für p ∈ Tγ0 existiert ein β < κ und q ∈ Tλ
γ0

(kβ) mit p ≤ q. Dann existiert

ein 〈 v, ~w〉 ∈ H ∩DI
β,q bezeugt durch α < κ. Es folgt

p ≤ q ≤ v(α) ≤
⋃

bHα ∈ Γγ0

und Γγ0 ist eine Überdeckung von Tλ
γ0

mit |Γγ0| ≤ κ. Genauso sieht man,

dass C∗
δ für 1 ≤ δ < κ eine Überdeckung von Cλδ mit |C∗

δ| ≤ κ bildet.
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Beweis von (ii) in 5.2.15. Sei A eine maximale Antikette in Cλ[ν,µ]. Für eine

Abbildung f : [ν, µ] −→ κ definiere

DV
f := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | (∃~a ∈ A)~a ≤ (wδ(f(δ)))1≤δ<κ }.

Sei 〈 v, ~w〉 eine Bedingung von Q. Dann existiert wegen cof(λ) = κ ein η < λ
mit |wδ(f(δ))|Cλ

δ
< η für alle ν ≤ δ ≤ µ. Sei ~p = (w′

δ)ν≤δ≤µ ∈ Cλ[ν,µ](η)

mit wδ(f(δ)) ≤ w′
δ für alle ν ≤ δ ≤ µ. Zu ~p existiert ein ~a ∈ A und ~q =

(w′′
δ )ν≤δ≤µ ∈ Cλ[ν,µ] mit ~a, ~p ≤ ~q. Durch Ersetzen der Komponente wδ(f(δ))

durch w′′
δ erhält man eine Bedingung aus DV

f , die 〈 v, ~w〉 verstärkt. Damit ist

DV
f dicht in Q.

Setze D1 := D0 ∪ {DV
f | f ∈ [ν,µ]κ }. Wegen 2<κ = κ gilt dann |D1| ≤ κ

und es existiert ein D1-generischer Filter H in Q. Definiere Γγ0 und (C∗
δ)1≤δ<κ

wie oben.
Für ~s = (sδ)ν≤δ≤µ ∈ C∗

[ν,µ] existiert ein f ∈ [ν,µ]2 mit sδ =
⋃
cHf(δ),δ.

Sei 〈 v, ~w〉 ∈ H ∩DV
f bezeugt durch ~a ∈ A. Dann gilt

~a ≤ (wδ(f(δ)))ν≤δ≤µ ≤ (
⋃

cHf(δ),δ)ν≤δ≤µ = ~s

und A wird durch (C∗
δ)1≤δ<κ versiegelt.

Vor dem Beweis der letzten beiden Punkte des Siegel-Lemmas müssen
wir noch Vokabular entwickeln, um gewisse Eigenschaften von Fährten durch
(C∗

δ)1≤δ<κ vor ihrer vollständigen Festlegung durch den Filter H zu approxi-
mieren.

Wir nennen ein Paar t = 〈 〈α0, . . . , αn〉, 〈ζ0, . . . , ζn+1〉〉 endlicher Sequen-
zen von Ordinalzahlen kleiner als κ eine Anleitung für eine Fährte von γ0

nach γ1, falls gilt
· ζ0 = γ0, ζn+1 = γ1.
· ζk = 0 ⇔ ζk+1 6= 0 für alle k ≤ n.

Konstruiert man wie oben die Überdeckungen (C∗
δ)1≤δ<κ, so soll t ein

Repräsentant für die Fährte

tH := 〈
⋃

cHα0,max{ζ0,ζ1}, . . . ,
⋃

cHαn,max{ζn,ζn+1} 〉

von γ0 nach γ1 durch (C∗
δ)1≤δ<κ sein.

Jede Bedingung 〈 v, ~w〉 von Q liefert partielle Informationen über die spätere

100



5.2. (♦κ+(COFκ) ∧ 2<κ = κ)→ (?)TREE
κ

Gestalt von tH. Definiere

ϑt
~w := min{

∣∣wmax{ζ0,ζ1}(α0)
∣∣
Cλ

max{ζ0,ζ1}
, . . . ,

∣∣wmax{ζn,ζn+1}(αn)
∣∣
Cλ

max{ζn,ζn+1}
}

und
t〈 v, ~w〉 := 〈wmax{ζ0,ζ1}(α0) � ϑt

~w, . . . , wmax{ζn,ζn+1}(αn) � ϑt
~w〉.

Ist 〈 v, ~w〉 ∈ H, so gilt für alle α < κ mit |v(α)|Tγ0
≤ ϑt

~w bereits

πtH(v(α)) = πt〈 v,~w〉(v(α)). (5.4)

Wir nennen 〈 ζk, ζk+1〉 den k-ten Schritt von ζk nach ζk+1 in t,
〈max{ζk, ζk+1}, αk〉 das Koordinatenpaar des k-ten Schrittes in t und max{ζk, ζk+1}
den Wegpunkt des k-ten Schrittes in t.
Für ein Paar 〈 ρ, α〉 von Ordinalzahlen definieren wir

yt(ρ, α) := |{ k ≤ n | 〈 ρ, α〉 = 〈max{ζk, ζk+1}, αk〉 }| < ω

als die Anzahl der Schritte in t mit Koordinatenpaar 〈 ρ, α〉 und

y∗t (ρ) :=
∑
α<κ

y(ρ, α) < ω (5.5)

als die Anzahl der Schritte mit Wegpunkt ρ. Mit Lemma 5.2.2,(ii)+(iv) lässt
sich πt〈 v,~w〉 dann als das folgende formale Produkt schreiben

πt〈 v,~w〉 =
∏

〈 ρ,α〉∈κ2

(πwρ(α)�ϑt
~w
)yt(ρ,α)mod 2. (5.6)

Beweis von (iii) in 5.2.15. Sei 1 ≤ µ < κ und f ein nicht-trivialer (Cλ[1,µ])
op-

potentieller Tγ0-Automorphismus von ~p = (pδ)1≤δ≤µ ∈ Cλ[1,µ,].

Wir wollen zunächst sicherstellen, dass sich f wie in Lemma 5.2.11,(iii) zu
einem nicht-trivialen Automorphismus von Tγ0 fortsetzen lässt.
Sei g : [1, µ] −→ κ eine Abbildung. Für 〈 v, ~w〉 ∈ Q mit |wδ(g(δ))| =
|wδ′(g(δ′))| für alle 1 ≤ δ, δ′ ≤ µ definiere f g〈 v, ~w〉 := f((wδ(g(δ)))1≤δ≤µ). Setze

DVI
β,p,q,g := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | p ∈ dom(f g〈 v, ~w〉), q ∈ ran(f g〈 v, ~w〉) }

für β < κ und p, q ∈ Tλ
γ0

(kβ) sowie

DVII
g := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | (∃α < κ) f g〈 v, ~w〉(v(α)) 6= v(α) }.
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Diese Mengen sind dicht in Q, weil f ein nicht-trivialer potentieller Auto-
morphismus ist und Q mit < κ-Support konstruiert wurde.

Um f zu versiegeln, definiere für jede Anleitung t für eine Fährte von γ0

nach γ0 und α, α′ < κ

DVIII
α,α′,g,t := {〈 v, ~w〉 ∈ Q | [ |v(α)|Tλ

γ0
= |v(α′)|Tλ

γ0
≤ ϑt

~w ∧ f
g
〈 v, ~w〉(v(α))⊥πt〈 v,~w〉(v(α

′))]

∨ (∀〈 v′, ~w′〉 ≤ 〈 v, ~w〉) [ v′(α) ∈ dom(f g〈 v′,~q′〉)→ f g〈 v′,~q′〉(v
′(α)) = v′(α)]}.

Wir zeigen nun, dass diese Menge dicht in Q ist.
Sei zunächst α 6= α′. Für 〈 v, ~w〉 ∈ Q sei η < λ mit |v(α)|Tλ

γ0
, |v(α′)|Tλ

γ0
,

|wδ(g(δ))|Cλ
δ
< η für alle 1 ≤ δ ≤ µ. Wähle v′ ∈ Tλ

γ0
(η) mit v(α) ≤ v′ und

~q = (w′
δ)1≤δ≤µ ∈ Cλ[1,µ] mit |~q|Cλ

[1,µ]
≥ η, wδ(g(δ)) ≤ w′

δ für 1 ≤ δ ≤ µ und

v′ ∈ dom(f((w′
δ)1≤δ≤µ)). Für s ∈ Tγ0(η) mit v(α′) ≤ s definiere Verstärkung

u(s) von 〈 v, ~w〉 durch Ersetzen von v(α) durch v′, v(α′) durch s und wδ(g(δ))
durch w′

δ .
Dann ist f gu(s)(v

′) für alle passenden s ∈ Tγ0(η) das gleiche Element von

Tλ
γ0

(η). Für verschiedene s ∈ Tγ0(η) sind die Werte πtu(s)
(s) jedoch paarweise

inkompatibel. Damit existiert ein passendes s ∈ Tγ0(η) mit f gu(s)(v
′)⊥πtu(s)

(s).

Dann gilt u(s) ∈ DVIII
α,α′ und u(s) ≤ 〈 v, ~w〉.

Sei ab jetzt α = α′. Ist 〈 v, ~w〉 ∈ Q \ DVIII
α,α eine Bedingung mit πt〈 v′, ~w′〉

=

id≤ϑt
~w′ 2

für alle Bedingungen 〈 v′, ~w′〉 unterhalb von 〈 v, ~w〉, so existiert ein

solches 〈 v′, ~w′〉 mit |v′(α)|Tλ
γ0
≤ ϑt

~w′ , v
′(α) ∈ dom(f g〈 v′, ~w′〉) und

f g〈 v′, ~w′〉(v
′(α)) 6= v′(α) = πt〈 v′, ~w′〉

(v′(α)),

weil f nicht-trivial ist. Damit gilt 〈 v′, ~w′〉 ∈ DVIII
α,α .

Wir können somit zusätzlich noch annehmen, dass πt〈 v,~w〉 nicht der triviale
Automorphismus ist. Wegen (5.6) muss dann ein Koordinatenpaar 〈 ρ0, β0〉
existieren, für das yt(ρ0, β0) nicht durch 2 teilbar ist, das heißt 〈 ρ0, β0〉 ist
das Koordinatenpaar einer ungeraden Anzahl von Schritten in t. Weil t eine
Anleitung für eine Fährte von γ0 nach γ0 ist, gehört nach Definition für
ρ ∈ Ord zu jedem Schritt von ρ nach 0 ein Schritt von 0 nach ρ und somit
ist y∗t (ρ) eine gerade Zahl. Wegen (5.5) existiert dann ein weiteres β1 ∈ Ord
für das yt(ρ0, β1) ungerade ist. Ohne Einschränkung sei β0 6= g(ρ0).
Sei η < λ, so dass alle Koordinaten von 〈u, ~w〉 eine Höhe kleiner η haben.
Wähle v′ ∈ Tλ

γ0
(η) mit v(α) ≤ v′, ~q = (w′

δ)1≤µ ∈ Cλ[1,µ] mit |~q| ≥ η, wδ(g(δ)) ≤
w′
δ für 1 ≤ δ ≤ µ und v′ ∈ dom(f(~q)) sowie w′

δ(β) ∈ Cλδ (η) mit wδ(β) ≤ w′
δ(β)
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für jedes Koordinatenpaar 〈 ρ, β〉 6= 〈 ρ0, β0〉 mit yt(ρ, β) > 0 und β 6= g(ρ).
Für t ∈ Cλρ0(η) mit t ≤ wρ0(β0) definiere eine Verstärkung u(t) von 〈 v, ~w〉
durch Ersetzen von v(α) durch v′, wδ(g(δ)) durch w′

δ, wρ(β) durch wρ(β)
durch w′

ρ(α) und wρ0(β0) durch t.
Wegen β0 6= g(ρ0) ist f gu(t) für alle passenden t ∈ Cλρ0 die gleiche Abbildung.

Aus der Wahl von 〈 ρ0, β0〉 und der Formel (5.6) folgt die Existenz einer
endlichen Sequenz ~r von Elementen aus η2 mit

πtu(t)
= πt ◦ π~r

für alle t ∈ Cλρ0(η) mit t ≥ wρ0(β0). Damit liefern verschiedene Wahlen von t
inkompatible Werte von πtu(t)

(v′). Es existiert ein solches tmit f gu(t)(v
′)⊥πtu(t)

(v′)

und 〈 v, ~w〉 ≥ u(t) ∈ DVIII
α,α .

Setze

D2 := D0 ∪ {DVI
β,p,q,g | β < κ, p, q ∈ Tγ0(kβ), g ∈ [1,µ]κ } ∪ {DVII

g | g ∈ [1,µ]κ }
∪ {DVIII

α,α′ |α, α′ < κ, g ∈ [1,µ]κ, t ist Anleitung für eine Fährte von γ0 nach γ0 }

Da κ regulär ist und 2<κ = κ gilt, ist κµ = κ und es existieren höchstens
κ-viele Anleitungen für Fährten von γ0 nach γ0. Damit gilt |D2| ≤ κ und es
existiert ein D2-generischer Filter H in Q. Definiere Γγ0 und (C∗

δ)1≤δ<κ wie
oben.

Wie im Beweis von 5.2.15,(i) existiert für jedes 1 ≤ δ ≤ µ ein g(δ) mit
pδ ≤

⋃
bHg(δ),δ. Setze ~s := (

⋃
cHg(δ),δ)1≤δ≤µ ≥ ~p. Wir zeigen, dass f durch Tγ0 ,

Tγ0 und predCλ
[1,µ]

(~s) versiegelt wird.

Für p, q ∈ Tλ
γ0

existieren β < κ und p′, q′ ∈ Tλ
γ0

(kβ) mit p ≤ p′ und q ≤ q′.

Sei 〈 v, ~w〉 ∈ H ∩DVI
β,p′,q′,g. Dann gilt ~t := (wδ(g(δ)))1≤δ≤µ ≤ ~s, p ∈ dom(f(~t))

und q ∈ ran(f(~t)). predCλ
[1,µ]

(~s) ist also (D0
p)p∈Tλ

γ0
, (D1

q)q∈Tλ
γ0

-generisch.

Sei 〈 v, ~w〉 ∈ H ∩DVII
g bezeugt durch α < κ. Dann ist bHα ein Zeuge dafür,

dass f durch Tγ0 , Tγ0 und predCλ
[1,µ]

(~s) versiegelt wird.

Angenommen, es gilt
⋃

(fpred
Cλ
[1,µ]

(~s)
′′ bHα ) ∈ T∗

γ0
. Dann existiert nach Kon-

struktion von T∗
γ0

eine Fährte ~c = 〈
⋃
cHα0,δ0

, . . . ,
⋃
cHαn,δn

〉 von γ0 nach γ0

durch (C∗
δ)1≤δ<κ und α′ < κ mit⋃

(fpred
Cλ
[1,µ]

(~s)
′′ bHα ) =

⋃
(π~c

′′ bHα′).
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Ist 〈ζ0, . . . , ζn+1〉 die zu ~c gehörige Sequenz von Ordinalzahlen, so erhält man
durch t := 〈 〈α0, . . . , αn〉, 〈ζ0, . . . , ζn+1〉〉 eine Anleitung für eine Fährte von
γ0 nach γ0 mit tH = ~c.
Sei 〈 v′, ~w′〉 ∈ H ∩ DVIII

α,α′,g,t. Dann existiert ein 〈 v′′, ~w′′〉 ≤ 〈 v, ~w〉, 〈 v′, ~w′〉 mit
v′′(α) ∈ dom(f g〈 v′′, ~w′′〉). Wegen v′′(α) ≥ v(α) gilt

f g〈 v′′, ~w′′〉(v
′′(α)) ≥ f g〈 v′′, ~w′′〉(v(α)) = f g〈 v, ~w〉(v(α)) 6= v(α)

und damit auch f g〈 v′′, ~w′′〉(v
′′(α)) 6= v′′(α).

Nach Definition von DVIII
α,α′,g,t gilt dann

|v′(α)|Tλ
γ0

= |v′(α′)|Tλ
γ0
≤ ϑt

~w′ ∧ f
g
〈 v′, ~w′〉(v

′(α))⊥πt〈 v′, ~w′〉
(v′(α′)).

Aus (5.4) folgt

πt〈 v′, ~w′〉
(v′(α′)) = πtH(v′(α′)) = π~c(v

′(α′)) ≤
⋃

(π~c
′′ bHα′)

und nach Konstruktion des Automorphismus fpred
Cλ
[1,µ]

(~s) gilt

f g〈 v′, ~w′〉(v
′(α)) = fpred

Cλ
[1,µ]

(~s)(v
′(α)) ≤

⋃
(fpred

Cλ
[1,µ]

(~s)
′′ bHα ) =

⋃
(π~c

′′ bHα′).

Damit liegen unter einem Element von T∗
γ0

zwei inkompatible Elemente von
Tλ
γ0

und man erhält einen Widerspruch. Es gilt also⋃
(fpred

Cλ
[1,µ]

(~s)
′′ bHα ) /∈ T∗

γ0

und f wird wie gewünscht versiegelt.

Mit den gleichen Mitteln können wir auch den letzten Punkt des Siegel-
Lemmas beweisen.

Beweis von (iv) in 5.2.15. Seien γ0, γ1 < κ mit γ0 6= γ1, 1 ≤ ν ≤ µ < κ mit
γ1 /∈ {0} ∪ [ν, µ] und f ein (Cλ[ν,µ])

op-potentieller Tλ
γ0

-Tλ
γ1

-Isomorphismus von

~p ∈ Cλ[ν,µ].

Wie im vorigen Schritt definiere für g ∈ [ν,µ]2, β < κ, p ∈ Tλ
γ0

(kβ) und
q ∈ Tλ

γ1
(kβ)

DVI
β,p,q,g := { 〈 v, ~w〉 ∈ Q | p ∈ dom(f g〈 v, ~w〉), q ∈ ran(f g〈 v, ~w〉) }.
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Wieder ist DVI
β,p,q,g dicht in Q.

Um f zu versiegeln definieren wir

DIX
α,g,t := { 〈 v, ~w ∈ Q〉 | |v(0)|T

γλ
0

= |v(α)|Tλ
γ0
≤ ϑt

~w∧f
g
〈 v, ~w〉(v(0))⊥πt〈 v,~w〉(v(α)) }

für α < κ, g ∈ [ν,µ]2 und eine Anleitung t für eine Fährte von γ0 nach γ1.
Wir zeigen nun, dass auch DIX

α,g,t dicht in Q ist. Für α 6= 0 zeigt man dies wie
im letzten Beweis durch Erweiterung aller Komponenten einer Bedingung bis
auf die Komponente v(α). Verschiedene Wahlen von Erweiterungen von v(α)
führen dann wieder zu inkompatiblen Werten von πt〈 v′, ~w′〉

(v′(α)).

Sei im Weiteren α = 0. Weil t = 〈 〈α0, . . . , αn〉, 〈ζ0, . . . , ζn+1〉〉 eine Anlei-
tung für eine Fährte von γ0 nach γ1 mit γ1 /∈ {0}∪[ν, µ] ist, gilt ζ0 = γ0, ζn = 0
und ζn+1 = γ1. Vor dem n-ten Schritt von 0 nach γ1 muss der Wegpunkt γ1

dann wegen ζ0 6= γ1 in einer geraden Anzahl von Schritten auftreten, da zu
jedem Schritt von γ1 nach 0 ein Schritt von 0 nach γ1 gehört. Damit tritt γ1

insgesamt als der Wegpunkt von einer ungeraden Anzahl von Schritten auf,
das heißt y∗t (γ1) ist ungerade. Wegen (5.5) existiert dann auch ein β < κ für
das yt(γ1, β) ungerade ist.
Für 〈 v, ~w〉 ∈ Q kann dann ein η < λ wie im vorigen Beweis gefunden werden,
so dass für alle t ∈ Cλγ1(η) oberhalb von wγ1(β) Verstärkungen u(t) = 〈 vt, ~wt〉
von 〈 v, ~w〉 existieren, die wtγ1(β) = t, vt(0) ∈ dom(f gu(t)) und wtδ(α) = wt

′

δ (α)

für alle t, t′ ∈ Cλγ1(η) und 〈 δ, α〉 6= 〈 γ0, β〉 erfüllen.
Wegen γ1 /∈ [ν, µ] ist f gu(t) für alle passenden t die gleiche Abbildung.

Außerdem existiert mit Lemma 5.2.2 und (5.6) wieder eine endliche Sequenz
~r von Elementen aus η2 mit πtu(t)

= πt ◦π~r für alle passenden t ∈ Cλγ1(η). Wie

oben findet man dann ein u(t) ∈ DIX
0,g,t und die Menge ist dicht in Q.

Setze

D3 := D0 ∪ {DVI
β,p,q,g | β < κ, p ∈ Tλ

γ0
(kβ), q ∈ Tλ

γ1
(kβ), g ∈ [ν,µ]κ }

∪ {DIX
α,g,t |α < κ, g ∈ [ν,µ]κ, t ist Anleitung für eine Fährte von γ0 nach γ1 }.

Wieder gilt |D3| ≤ κ und es existiert ein D3-generischer Filter H in Q.
Sei g ∈ [ν,µ]κ mit ~s := (

⋃
cHg(δ),δ)ν≤δ≤µ ≥ ~p. Wie im letzten Beweis ist

predCλ
[ν,µ]

(~s) dann (D0
p)p∈Tλ

γ0
, (D1

q)q∈Tλ
γ0

-generisch. Wir zeigen nun abschlie-

ßend, dass bH0 ein Zeuge für die Versiegelung von f durch T∗
γ0

, T∗
γ1

und
predCλ

[ν,µ]
(~s) ist.
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Angenommen
⋃

(fpred
Cλ
[ν,µ]

(~s)
′′ bH0 ) ∈ T∗

γ1
. Dann existiert eine Fährte ~c =

〈
⋃
cHα0,δ0

, . . . ,
⋃
cHαn,δn

〉 von γ0 nach γ1 durch (C∗
δ)1≤δ<κ und α < κ mit⋃

(fpred
Cλ
[ν,µ]

(~s)
′′ bH0 ) =

⋃
(π~c

′′ bHα ).

Ist 〈ζ0, . . . , ζn+1〉 die zu ~c gehörige Sequenz von Ordinalzahlen, so erhält man
durch t := 〈 〈α0, . . . , αn〉, 〈ζ0, . . . , ζn+1〉〉 eine Anleitung für eine Fährte von
γ0 nach γ1 mit tH = ~c.
Sei 〈 v, ~w〉 ∈ H ∩DIX

α,g,t. Dann gilt wie oben

f g〈 v, ~w〉(v(0))⊥πt〈 v,~w〉(v(α)) = πtH(v(α)) = π~c(v(α)) ≤
⋃

(π~c
′′ bHα )

sowie

f g〈 v, ~w〉(v(0)) = fpred
Cλ
[ν,µ]

(~s)(v(0)) ≤
⋃

(fpred
Cλ
[ν,µ]

(~s)
′′ bH0 ) =

⋃
(π~c

′′ bHα ).

und wir erhalten wieder einen Widerspruch.

Damit ist das Siegel-Lemma vollständig bewiesen.
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