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Aufgabe 17: Eigenschaften des Dirac’schen Spinoperators  (schriftlich, 12 Punkte)

a) [3P] Zeigen Sie, dass der Dirac’sche Spinoperator S mit den Komponenten
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und den Pauli’schen Spinmatrizen o; die Eigenschaften eines Drehimpulses besitzt, d. h. dass
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ist.
b) [6P] Berechnen Sie folgende Kommutatoren mit dem Dirac-Hamiltonoperator
Hp = cafpp + Bmoc® .
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ii) [E, Hp], mit dem Drehimpulsoperator L = 7 x § und dem Orts- und Impuls-
operator ¥ und p,

i) [ + L, Hp)] ,
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¢) [3P] Beweisen Sie fiir beliebige dreikomponentige Vektoren @ und b die Relation
(7-@)(7-5) = (a-8)1+i5 - (axb).

Hinweis: Die Pauli’schen Spinmatrizen haben folgende Eigenschaften:

o2 =0, =0, =1, o3, 05] = 20> cijpon {oi, 05} = 20451,
k
Oroy0o, = i1, Sp (o) = 0, det (o;) = —1.



Aufgabe 18: Endliche Ausdehnung des Atomkerns (miindlich, 8 Punkte)

Das elektrostatische Potential eines Atomkerns kann durch das Potential einer homogen geladenen
Kugel angenihert werden. Dann bewegt sich ein Elektron in einem wasserstoffartigen Atom im
Potential
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Die Abweichung vom Coulombpotential ist eine kleine Stérung H; des ungestorten Wasserstoff-
problems Hy.

a) [2P] Skizzieren Sie das Potential.

b) [4P] Berechnen Sie die Energiewerte in 1. Ordnung Stérungstheorie. Verwenden Sie als
ungestorte Zustinde die exakten Wellenfunktionen ), (7') des wasserstoffihnlichen Atoms
(ohne Abschirmeffekte durch die elektronische Ladungsdichteverteilung).

c) [2P] Geben Sie speziell die Energieverschiebung der 1 s-Zusténde fiir die Isotope A = 203 und
A = 205 von Thallium (Z = 81) an.

Hinweise: Die Kernradien R ~ A'/3 1y mit rg = 1.2 fm sind viel kleiner als der Bohr’sche Radius
ap/Z mit ap = 0.53 A. Daher kénnen in den auftretenden Integralen die Wellenfunktionen
néherungsweise durch ihren Wert an der Stelle r = 0 approximiert werden.



