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Aufgabe 5: Stirling’sche Formel [8 Punkte]

Im Rahmen der Statistischen Physik werden wir hidufig von der N&herung fiir die Fakultdt einer sehr

groflen Zahl N Gebrauch machen:
N!' ~ NV .V . V272N (Stirling’sche Formel) .

a) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Stirling’schen Formel, indem Sie von der Darstellung
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ausgehen und das Integral ndherungsweise 16sen.

Substituieren Sie dazu z = N + \/Ny =N (1 + L), zeichnen Sie den resultierenden

VN

Integranden e/ ) und bestimmen Sie sein Maximum. Entwickeln Sie f (y) in der Umgebung
des Maximums bis zur zweiten Ordnung. Berechnen Sie dann das Integral in dieser Ndherung,
indem Sie zusétzlich beachten, dass die Stirling’sche Formel fiir sehr grofie N gelten soll.

b) Wenden Sie die Stirling’sche Formel zur Berechnung von In N! fiir N = 1,2, ..., 20 an und
vergleichen Sie Thre Resultate mit den exakten Ergebnissen. Zeichnen Sie den absoluten und den
relativen Fehler als Funktion von N.

Aufgabe 6: Binomialverteilung [9 Punkte]

Nach einer ldngeren Spielpause bereitet sich ein Fulballspieler auf ein grofies Turnier vor und {iibt
jeden Tag N-mal das Schielen von Elfmetern. In den ersten Tagen erzielt er bei jedem Versuch mit
der Wahrscheinlichkeit a einen Treffer und mit der Wahrscheinlichkeit b verfehlt er das Tor oder der
Torwart hélt den Ball.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit wy (7) bzw. wy (j) dafiir an, dass bei N Schiissen j zu einem
bzw. keinem Treffer fithren. Wie grof ist die mittlere Zahl (j) von erzielten Treffern bzw.

Fehlversuchen bei N Schiissen auf das Tor?

Wie grof ist jeweils die Schwankung Aj = /(j2) — (4)27
) o .
Hinweis: Nutzen Sie j - o/ = a 9a a’ und die Binomische Formel aus.
a

b) Fiir groe N kann die in a) gefundene Verteilung wy (j) durch eine kontinuierliche Funktion
einer kontinuierlichen Variablen approximiert werden:
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Zeichnen Sie die Verteilung wy (j) aus a) fir N = 8 und @ = 1/2 und zeichnen Sie wy () in

das gleiche Diagramm.

c¢) Nach einigen Wochen hat der Spieler sein Koénnen perfektioniert, so dass schliefllich gilt: b < 1
mit b - N = X = const. Fehlschiisse werden sehr selten. Zeigen Sie, dass die in a) gefundene
Verteilung Wy (j), dass bei N Schiissen auf das Tor j nicht zum Erfolg fithren, im Grenzfall fiir
sehr grofie NV in die Poisson-Verteilung iibergeht.



Aufgabe 7: Poisson-Verteilung

Gegeben sei die Poisson-Verteilung

w(j) = —e mit A positiv, reell .

a) Verifizieren Sie, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung vorliegt.

[3 Punkte]

b) Berechnen Sie den Mittelwert, die Varianz, die Streuung und die relative Abweichung vom

Mittelwert.

c) Skizzieren Sie w (j) fiir A = 3.



