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Aufgabe 23: Fermionengas bei 7' = 0K [7 Punkte]

Ein Gas von wechselwirkungsfreien Elektronen (Spin S = 1/2) lisst sich infolge des Pauli-Prinzips bei
der Temperatur 7' = 0K nicht beliebig komprimieren. Berechnen Sie fiir dieses Gas den Nullpunkts-
druck und die isotherme Kompressibilitit bei T = 0 K. Gehen Sie dabei folgendermaflen vor:

a) Bestimmen Sie zunéchst allgemein fiir ein System von wechselwirkungsfreien Fermionen mit
den Einteilchenenergien e; den Grenzwert T — 0 des groflkanonischen Potentials ¢ und der
mittleren Teilchenzahl n;. Der Grenzwert u (T = 0K) wird als Fermienergie e bezeichnet.

b) Betrachten Sie jetzt ein dreidimensionales Elektronengas mit den Einteilchenenergien
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&%= 5 Bestimmen Sie fiir T = 0K den grofiten Wellenvektor kp eines besetzten Ein-
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teilchenzustandes und die zugehérige Einteilchenenergie ep.

c¢) Berechnen Sie ¢ (T' = 0K) fiir das Elektronengas und bestimmen Sie damit den Nullpunktsdruck

1 N
und die isotherme Kompressibilitit K = —— 8—‘/ als Funktion der Dichte —.
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Aufgabe 24: 2-dimensionales Fermionengas [5 Punkte]

Gegeben sei ein ideales 2-dimensionales Fermionengas (mittlere Teilchenzahl N, ,,Volumen* = Fléche
(Area) = A, Spin S = 1/2) mit den Einteilchenenergien
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und k= (kg, ky) .
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Die zugehorige groflkanonische Zustandssumme lautet:
Y (T, A, p) = H {1 + 675(557“)} )
ok
a) Wie lautet das groSkanonische Potential ¢ (T, A, p)?

b) Berechnen Sie aus ¢ (7, A, ) die mittlere Teilchenzahl N (7, A, u), indem Sie die diskrete
Summe iiber k = (kg, k,) mit Hilfe von
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durch ein kontinuierliches Integral ersetzen.

c) Berechnen Sie aus N (T, A, u) das chemische Potential u (T, A, N). Wie verhélt sich p fiir

T — 07 Skizzieren Sie p als Funktion von T fiir verschiedene Teilchendichten —.
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Aufgabe 25: Photonengas [8 Punkte]

Photonen sind als Gas wechselwirkungsfreier Bosonen mit verschwindendem chemischen Potential
(Pseudobosonen) beschreibbar.

a) Der Logarithmus der Zustandssumme dieses Systems hat die Form
nY = —QZln(l — e Pex) mit eg = hek .
k

Der Faktor 2 beriicksichtigt dabei die zwei Polarisationsrichtungen der elektromagnetischen
Wellen. Berechnen Sie In Y, indem Sie die Summe iiber k durch ein (dreidimensionales) Integral
ersetzen und anschliefend partiell integrieren.

b) Berechnen Sie die freie Energie F', die Entropie S und die innere Energie E des Photonengases.
c¢) Bestimmen Sie den Druck p (7, V') und die Wéarmekapazitit Cy des Gases.

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Temperatur 7" und dem Volumen V' bei einer
adiabatischen Zustandsénderung des Photonengases?

e) Berechnen Sie die mittlere Photonenzahl in einem Volumen von 1 cm?® bei T = 2,73K und
T = 300K.

Hinweis: Bei der statistischen Beschreibung von Pseudobosonen treten haufig Integrale der Form
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auf. Die Riemann’sche Zetafunktion hat die folgenden Werte:
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¢(1) = oo, ¢ (5) = 2,612, C@2) = —, ¢ <—> = 1,341 ,

¢(3) = 1,202, ¢ (Z) = 1,127, ) = ™



