
Nützliche Relationen für Differentialoperatoren 

Skalare Funktionen: ( ), ( )r rφ ψ
� �

 Vektorfunktionen: ( ), ( )a r b r
�

� � �

       konstanter Vektor: c
�

 

 

Spezialfälle:  

( ) ( )div 3 , rot 0 , rot 2 , ( ) , grad 
r

r r c r c a r a r
r r

φ
φ

∂
= = × = ⋅∇ = =

∂
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Produktregeln: 

grad ( ) grad gradφψ φ ψ ψ φ= +  

grad ( ) ( ) ( ) rot rota b a b b a a b b a⋅ = ⋅∇ + ⋅∇ + × + ×
� � � � �

� � � � �

 

div ( ) div grada a aφ φ φ= +
� � �

 

div ( ) rot rota b b a a b× = ⋅ − ⋅
� � �

� � �

 

rot ( ) rot grada a aφ φ φ= − ×
� � �

 

rot ( ) ( ) ( ) div diva b b a a b a b b a× = ⋅∇ − ⋅∇ + −
� � � � �
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Darstellung in krummlinigen, orthogonalen Koordinaten ( , , )u v w  

Vektorfeld ( ) ( ) ( ) ( )
u u v v w w

a r a r e a r e a r e= + +
� � � � � � � �

 

 metrische Koeffizienten: , ,
u v w

r r r
g g g

u v w

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
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1 1 1
grad ( )

u v w

u v w

r e e e
g u g v g w

φ φ φ
φ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
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( ) ( ) ( )
1

div ( )
v w u w u v u v w

u v w

a r g g a g g a g g a
g g g u v w

∂ ∂ ∂ 
= + + 

∂ ∂ ∂ 

� �

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rot ( ) u v w

w w v v u u w w v v u u

v w w u u v

e e e
a r g a g a g a g a g a g a

g g v w g g w u g g u v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
= − + − + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

� � �
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( ) ( )2 1 v w w u u v

u v w u v w

g g g g g g
r r

g g g u g u v g v w g w

φ φ φ
φ φ

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = ∇ = + +      

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten ( ), ,r ϑ ϕ  

Basisvektoren in kartesischer Darstellung: 

sin cos cos cos sin

sin sin cos sin cos

cos sin 0

r
e e eϑ ϕ

ϑ ϕ ϑ ϕ ϕ

ϑ ϕ ϑ ϕ ϕ

ϑ ϑ

−     
     

= = =     
     −     
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metrische Koeffizienten:    1 sinrg g r g rϑ ϕ ϑ= = =  

1 1
grad ( )

sin
r

r e e e
r r r

ϑ ϕ

φ φ φ
φ

ϑ ϑ ϕ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
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( ) ( )2

2

1 1 1
div ( ) sin

sin sin
r

a
a r r a a

r r r r

ϕ

ϑϑ
ϑ ϑ ϑ ϕ

∂∂ ∂
= + +
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( ) ( ) ( )rot ( ) sin sin
sin sin

r r r
ea ee a a

a r a ra ra
r r r r r

ϕϑ ϑ
ϕ ϕ ϑϑ ϑ

ϑ ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ

 ∂   ∂ ∂∂ ∂ ∂ 
= − + − + −    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
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( )

( )

2
2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin

sin sin

1 1 1 1
          

tan sin

r r
r r r r

r
r r r

φ φ φ
φ ϑ

ϑ ϑ ϑ ϑ ϕ

φ φ φ
φ

ϑ ϑ ϑ ϑ ϕ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∆ = + +    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + 

∂ ∂ ∂ ∂ 
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Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten ( ), ,r zϕ  

Basisvektoren in kartesischer Darstellung: 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

r z
e e eϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−     
     

= = =     
     
     
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metrische Koeffizienten:    1 1r zg g r gϕ= = =  

grad ( )
r z

e
r e e

r r z

ϕφ φ φ
φ

ϕ

∂ ∂ ∂
= + +
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( )
1 1

div ( ) z
r

a a
a r ra

r r r z

ϕ

ϕ

∂ ∂∂
= + +
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( )1
rot ( ) z r z z r

r

aa a a e a
a r e e ra

r z z r r r

ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

∂   ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
= − + − + −     
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( )
2 2

2 2 2

1 1
r r

r r r r z

φ φ φ
φ

ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ 
∆ = + + 
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