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Aufgabe 5: Nicht-Eindeutigkeit der Lagrange-Funktion (schriftlich, 5 Punkte)

a) Zeigen Sie allgemein: Falls L (¢, cj’, t) die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems ist, so

fiihrt die Funktion J
L@ a0 =L@at+ A1,

bei der die totale Zeitableitung einer Funktion A (¢, t) addiert ist, auf dieselben Bewegungs-
gleichungen (,,Eichfreiheit* von L).

b) Verifizieren Sie dies am Spezialfall des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit
m k

L = —j? ,
2 2

L = L + axi mit a = const. Wodurch ist hierbei A (¢, t) gegeben?

Aufgabe 6: Wirkungsintegral (schriftlich, 5 Punkte)

Betrachten Sie eine Massenpunkt, der unter dem Einfluss der Gravitation aus der Héhe z (t = 0) = h
bis auf z (t = T') = 0 herabfillt. Wie Sie wissen, gilt 7' = /2h / g. Nehmen Sie an, dass

) = h — h - <%>a

gilt (a > 0), und bestimmen Sie . Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:

a) Uberpriifen Sie, dass z, () fiir jedes o mit den angegebenen Randbedingungen vertriglich ist.
b) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion L (z, 2).

¢) Bestimmen Sie fiir das angegebene z, (t) das Wirkungsintegral
T
S(@) = [ L. 2a)dr .
0

d) Zeigen Sie, dass S («) fir « = 2 extremal wird.

e) Uberpriifen Sie (der Vollstindigkeit halber), dass z, (t) nur fir @ = 2 die Euler-Lagrange-
Gleichung erfiillt.



Aufgabe 7: Héangendes Seil (miindlich, 10 Punkte)

Betrachten Sie ein Seil der Linge [y mit Langenmassendichte py (= Masse pro Linge), das unter

Einfluss der Gravitation zwischen zwei Aufhdngepunkten héngt.

a)

N

Z

Begriinden Sie, warum seine Linge durch

l:2/\/1+(z’(:c))2dx:2/f(z, Zdx
0 0

gegeben ist.

Begriinden Sie, warum seine potentielle Energie durch

E = 2/\/1+(z’(x))22(x)dx = Q/h(z, Zdx
0 0

gegeben ist.

Das ruhig hingende Seil minimiert seine potentielle Energie unter der Nebenbedingungen [ = I,
indem es die Euler-Lagrange-Gleichung

oh _d 0h A.(ﬂ_iﬁ>

0z dr 0z

16st (mit einem Lagrange-Multiplikator A, der aus der Nebenbedingung [ = [ resultiert). Zeigen
Sie, dass daraus die Differentialgleichung

A
1+ 22 — (z——)z":O
g po
folgt.

Zeigen Sie, dass die in ¢) angegebene Differentialgleichung durch

z(z) = ﬁ + a - cosh (g)

erfiillt wird.
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