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Aufgabe 1: Vertauschungsrelationen für Fermionen (3 Punkte)

a) Der Antikommutator der Operatoren Â und B̂ ist durch

[Â, B̂]+ = Â B̂ + B̂ Â

gegeben. Zeigen Sie, dass für einen weiteren Operator D̂ folgende Relation gilt:

[Â, B̂ D̂]− = [Â, B̂]+ D̂ − B̂ [Â, D̂]+ .

b) In der Vorlesung haben Sie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ĉ+
j und ĉj für

Fermionen kennengelernt. Verwenden Sie Antikommutator-Relationen dieser Operatoren, um
folgende Kommutatoren [Â, B̂]− = Â B̂ − B̂ Â zu berechnen.

i)
[n̂j, ĉk]− und [n̂j, ĉ+

k ]− mit n̂j = ĉ+
j ĉj .

ii)
[ĉ+

i ĉj , ĉ+
l ĉm]− = α · ĉ+

i ĉm + β ĉ+
l ĉj .

Berechnen Sie α und β.

iii)

[ĉ+
i ĉj ĉ+

l ĉm, ĉ+
n ĉp]− = (α · ĉ+

i ĉp + β · ĉ+
n ĉj) ĉ+

l ĉm

+ ĉ+
i ĉj (γ · ĉ+

l ĉp + ζ · ĉ+
n ĉm) .

Berechnen Sie α, β, γ und ζ.

Nützliche Relation:
[Â B̂, D̂]− = [Â, D̂]− B̂ + Â [B̂, D̂]− .

Aufgabe 2: Erwartungswerte für Fermionen (2 Punkte)

Die Eigenzustände des Hamiltonoperators

Ĥ =
∞∑

j = 1

εj ĉ+
j ĉj

haben die Form

|φ〉 =
∞∏

j =1

(ĉ+
j )nj |0〉 .

a) Berechnen Sie
n̂l |φ〉 mit n̂l = ĉ+

l ĉl .

b) Bestimmen Sie die Erwartungswerte

a) 〈φ|ĉ+
l ĉm|φ〉 ,

b) 〈φ|ĉ+
i ĉ+

l ĉk ĉm|φ〉 .

Drücken Sie Ihr Ergebnis durch die Besetzungszahlen nk und nm aus.
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Aufgabe 3: Teilchendichteoperator (2 Punkte)

Der Operator der Teilchendichte hat in der Ortsdarstellung die Form

ρ̂ (	r ) =
N∑

i= 1

δ (	r − 	ri) .

a) Transformieren Sie diesen Operator in die Besetzungszahldarstellung ρ̂F (	r ) mit den Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren ĉ+

�k σ
und ĉ�k ′ σ′ .

Verwenden Sie als Einteilchenbasis ebene Wellen der Form

ψ�k σ
(	r ) =

1√
Ω

· ei�k �r · χσ .

Dabei ist Ω das Normierungsvolumen.

b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von ρ̂F (	r )

˜̂ρF (	q ) =
1
Ω

∫

Ω

e−i �q �r ρ̂F (	r ) d3 r .

Aufgabe 4: Zwei-Niveau-System (3 Punkte)

Der Hamiltonoperator eines Systems mit zwei jeweils spinentarteten Energieniveaus εa und εb hat die
Form

Ĥ = εa

(
ĉ+
a↑ ĉa↑ + ĉ+

a↓ ĉa↓
)

+ εb

(
ĉ+
b↑ ĉb↑ + ĉ+

b↓ ĉb↓
)

.

a) Zeigen Sie, dass der Zustand
|φ1〉 = ĉ+

a↑ ĉ+
b↑ |0〉

ein Eigenzustand des Systems ist. Welche Energie besitzt das System in diesem Zustand?

b) Zeigen Sie, dass der Zustand

|φ2〉 =
1√
2

(
ĉ+
a↑ + ĉ+

a↓

)
ĉ+
b↑ |0〉

normiert ist. Ist |φ2〉 auch ein Eigenzustand des Systems?

c) Berechnen Sie für |φ1〉 und |φ2〉 jeweils die Erwartungswerte der Spinoperatoren

Ŝz =
h̄

2

∑
j

(
ĉ+
j↑ cj↑ − ĉ+

j↓ ĉj↓
)

und Ŝx =
h̄

2

∑
j

(
ĉ+
j↑ ĉj↓ + ĉ+

j↓ cj↑
)

mit j = a, b.
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