Ubungen zur Atom- und Quantenphysik Blatt 6
SS 2015 Abgabe: 13.05.2015

Aufgabe 19 (miindlich): Dirac-Notation (4 Punkte)
Es seien |¢,,) die Eigenzustidnde eines hermiteschen Operators H (dies kann z.B. der Hamilton-Operator
eines physikalischen Systems sein) und es werde vorausgesetzt, dass diese Zusténde eine diskrete, ortho-

normierte Basis bilden. Der Operator U(m,n) sei definiert durch

A

U(m,n) = |em) (enl -
a) Bestimmen Sie den zu U(m,n) adjungierten Operator Ut(m, n).
b) Bestimmen Sie den Kommutator [H, U (m,n)].

c) Beweisen Sie die Beziehung
U(m,n)UT(p,q) = 6nqU(m, p).

d) Berechnen Sie die Spur Sp{U(m,n)}.

e) Essei A ein Operator mit den Matrixelementen A, = (o] A |@,). Beweisen Sie die Beziehung

A= Z Amn(j(m, n).

m,n

f) Zeigen Sie, dass Apq = Sp{AUT(Z% q)}

Aufgabe 20 (miindlich): Vertauschende Observable, v. S. k. O. (5 Punkte)
Ein physikalisches System mit einem dreidimensionalen Zustandsraum werde in einer aus den drei Kets
lu1), |us) und |us) gebildeten orthonormierten Basis beschrieben. Die beiden Operatoren H und B werden
in dieser Basis (mit der angegebenen Reihenfolge) durch die Matrizen

1 0 0 1 00
H=hw|0 -1 0 |, B=bl0o 0 1
0 0 -1 010

definiert; wo und b sind reelle Konstanten.
a) Sind H und B hermitesch?

b) Zeigen Sie, dass H und B vertauschen. Geben Sie eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren von
H und B an.

c) Welche Operatorenmenge {H}, {B}, {H, B}, {{?, B} bildet einen vollstéindigen Satz kommutie-
render Observabler (v. S. k. O.)?



Aufgabe 21 (schriftlich): Zwei-Niveau-System (3 Punkte)
Der Hamiltonoperator eines Zwei-Niveau-Systems kann geschrieben werden als

H = By |¢1) (1] + Ea [v2) (2] + V |th1) (2] + V' [iba) (¥
mit (11| 12) = 0, sowie E1, Es € Rund V, V' € C.
a) Welche Beziehung muss zwischen V und V' bestehen, damit H hermitesch ist.
b) Untersuchen Sie die Wirkung von H auf |¢;) und [¢,). Sind sie Eigenzusténde zu H?

c) Berechnen Sie fiir den Fall V! = V* = const. die Eigenwerte zu H. Untersuchen Sie den Grenzfall
|V| < |E1 — Egl

Aufgabe 22 (schriftlich): Potential&inderung beim harmonischen Oszillator (7 Punkte)

Gegeben sei ein harmonischer Oszillator der Frequenz wgy. Im
Zeitraum ¢t < 0 befinde sich der Oszillator im Grundzustand
Yo (). Zur Zeit t = 0 wird durch einen dufieren Eingriff die Ei-
genfrequenz des Oszillators von wy instantan auf w; verdndert.
Dabei sei Aw = w1 — wg < wi. Der Zustand unmittelbar nach
der Storung ¢’(x,t = 0) ist nun kein Eigenzustand des Systems

mehr.

a) Wie lauten die neuen Eigenfunktionen ¢ (z), ¢ (x) und 94(x) zum HO mit wy in Ortsdarstellung?

b) Entwickeln Sie ¥/(x,0) = to(z) bis zur ersten Ordnung in 2£. Dadurch kann +(z,t = 0) durch

wy
die neuen Eigenfunktionen ausgedriickt werden:

P (,0) = cop(a) + catfs () -
Bestimmen Sie ¢y und cs.

¢) Wie lauten die Wellenfunktion ¢ (x,¢) und die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t) = |¢(z,t)|*> zu
einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0?7 (Beschrinken Sie sich wieder auf die erste Ordnung.) Nach

welcher Zeit ¢t = 7 wird die Anfangswahrscheinlichkeitsdichte p(x,0) gerade wieder erreicht?

d) Berechnen Sie den Ortserwartungswert (&) und die mittlere quadratische Unschérfe
(Az)* = (22) — (2)* als Funktion der Zeit. Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit der quadratischen
Unschirfe (Ax)3 des Grundzustands 1} (x). Fiir die quadratische Unschérfe des Impulses ergibt
sich

(Ap)? =

Was ergibt sich fiir das Unschéirfeprodukt AzAp?

_ ey [1 _Aw cos(2w1t)]
2 w1

Hinwets: Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators der Frequenz w lauten:
am2 1 1
V() = dpe FH, (Var) mit A= (2) e und 0= T2

Ho(§) =1, Hy (&) =2¢, Hy(§) = 46* -2



