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Aufgabe 13 (miindlich): Eigenschaften der Spur (5 Punkte)
Es seien F', G, H quantenmechanische Operatoren und «, § komplexe Zahlen. Beweisen Sie folgende
niitzliche Eigenschaften der Spur:

a) Sp(FT) = [Sp(F)]*

b) Sp(al + fG) = aSp(F) + BSp(G) ,

c) Sp(F'F) >

d) Sp(FGH) = Sp(HFG) = Sp(GHF) (zyklische Invarianz der Spur),
(

e) Sp(UTFU) = Sp(F), falls U unitér ist.

Aufgabe 14 (miidlich): Thermodynamik relativistischer Teilchen (8 Punkte)
Geméf den Gesetzen der Relativitdtstheorie kann die Lichtgeschwindigkeit ¢ fiir Teilchen mit endlicher

Ruhemasse mg nie erreicht oder iiberschritten werden. Fiir diese Teilchen gilt die relativistische Energie-

E = \/m3c* + p2c? .

Im Folgenden soll ein zweidimensionales Gas aus N nicht-wechselwirkenden relativistischen Teilchen

Impuls-Beziehung

betrachtet werden, die sich in einem Gebiet der Flache A bewegen.

a) Berechnen Sie die klassische kanonische Zustandssumme Z (7T, A, N) und daraus die freie Energie
F(T, A, N) dieses Systems.
Hinweis: Substituieren Sie bei der Berechnung der Zustandssumme p durch E und verwenden Sie
zur Berechnung von F die Stirling-Formel.

b) Bestimmen Sie die innere Energie U, die Entropie S und den Druck p als Funktion von T, A, N.

c) Bestimmen Sie die spezifische Wirme bei konstanter Fliche C4 in den Grenzfillen kT < mgc?
und kgT > moc?.

d) Berechnen Sie die Impulsverteilung

N
= <Z§(ﬁ—ﬁ7)> = N{(6(p'—p1))

des zweidimensionalen relativistischen Gases.



Aufgabe 15 (schriftlich): Gleichverteilungssatz im mikrokanonischen Ensemble (12 Punkte)
Anhand des Beispiels eines verallgemeinerten Gleichverteilungssatzes soll demonstriert werden, wie einige
wichtige thermodynamische Folgerungen abgeleitet werden kdnnen.

a) Berechnen Sie fiir ein klassisches System mit der Hamiltonfunktion H({, ) den statistischen Mit-
telwert in der mikrokanonischen Gesamtheit
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mit m;, 7 € {q1,...,93n,P1,...,p3n} und D(E) = Wf&[E — H(q,p)]d*Nqd®*Np. Zeigen Sie,

dass gilt:
OH

Hinweise: Ersetzen Sie dazu im Integranden % durch 8%(H — FE) (da E = const.) und fihren Sie
J J
eine partielle Integration durch. Verwenden Sie

1 0
S(E) = kpln[e(E d —=—5(F).
(B)=hphlp(E)]  wd = SS(E)
b) Berechnen Sie nun den selben statistischen Mittelwert im kanonischen Ensemble aus N Teilchen,
dessen Dynamik durch die Hamiltonfunktion Hy beschrieben wird, mit Hilfe der Wahrscheinlich-

keitsdichte 1
T,V,N

Leiten Sie auch hier den verallgemeinerten Gleichverteilungssatz her.

pn(gispi) = Z( ) exp[—BHN (i, pi)] -

¢) Bestimmen Sie mit dem Ergebnis (p;¢;), (¢:p:), (g:¢;) und (p;p;).

d) Berechnen Sie fiir ein N-Teilchen-System in kartesischen Koordinaten, d.h. ¢; = z, p; = mi;,

t=1,...,3N, in Gegenwart eines Potentials V' (x1,...,23x) den statistischen Mittelwert des Virials

der Kréfte,
= O

e) Bestimmen Sie fiir das System aus Teilaufgabe d) den Mittelwert der kinetischen Energie,
3N y
(T) = <; 2xi> )
und vergleichen Sie diesen mit dem in d) erhaltenen Ergebnis.
f) Berechnen Sie die innere Energie als Funktion der Temperatur T fiir

(i) freie Teilchen: V = 0;
(ii) harmonische Oszillatoren: V = 1mw? Zfivl x2;

iii) Teilchen im Schwerefeld: V = m N Zi
( ) g =1 ?

indem Sie die statistischen Mittelwerte der potentiellen Energie (V') mit Hilfe des Virials der Kréfte

auswerten.



