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Aufgabe 32: Random Walk/Diffusion (schriftlich 10, miindlich 5 Punkte)

Ein reichlich angetrunkener Zeitgenosse versucht, von einer Gastwirtschaft, in der er gezecht
hat, zu seiner Wohnung zu gelangen. Beide liegen an einer streng eindimensionalen Strafle. Die
Wahrscheinlichkeiten fiir einen Schritt (der Lénge a) in die positive oder negative Richtung seien
gleich, und sie hdngen nicht von den vorherigen Schritten ab. Die Zeit fiir einen Schritt sei tg.

a) [4P] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er nach n Schritten (fiir n sehr grof) den
Weg N - a in der gewiinschten Richtung zuriickgelegt hat.

b) [3P] Berechnen Sie daraus die Wahrscheinlichkeit P (z, t) dafiir, dass er sich zur Zeit ¢ zwischen
z und x + dx befindet. Skizzieren Sie P (x, t) fiir ¢ = 0 und zu zwei spéteren Zeiten. Bestimmen
Sie (x) und (x?) als Funktion von ¢.

c¢) [3P] Definieren Sie eine zu P (z, t) passende (Wahrscheinlichkeits-)Stromdichte (mit zugehoriger
Kontinuitédtsgleichung) und zeigen Sie, dass ihre Ergebnisse zu P (x, t) als Losung einer
(eindimensionalen) Diffusionsgleichung dargestellt werden konnen, d. h.

0 0?

Bestimmen Sie die Diffusionskonstante D.
ab hier miindlich

d) [3P] Wie #ndern sich die Ergebnisse in a) und b), wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schritt
in positive Richung ein wenig grofier als in negative Richtung ist (z. B. weil die Strafie ein Gefélle
in diese Richtung hat)?

e) [2P] Zeigen Sie, dass die Ergebnisse aus d) durch Uberlagerung eines Diffusionsstroms und eines
Driftstroms beschrieben werden kénnen

<j(:c, t) = —D%P(m, t) + aP(z, t)> .

Erweitern Sie die Diffusionsgleichung um einen entsprechenden Term.

Hinweis: Fiir grole Zahlen geht die Binomial-Verteilung in eine Normalverteilung iiber:

(Z) U 27Tn;(1 —p P C%) ’

solange nicht p ~ 0 oder p ~ 1.




Aufgabe 33: Brown’sche Bewegung in der (miindlich, 5 Punkte)
barometrischen Héhenformel

Bekanntlich geniigt die Luftdichte der barometrischen Hohenformel, die (vereinfachend fiir konstante
Temperatur) durch

p(z) = poexp(—mgz/kpT)
gegeben ist.

Zeigen Sie, dass diese Dichteverteilung mit folgenden Annahmen konsistent ist:

e Aufgrund des Dichtegradienten gibt es einen (nach oben gerichteten) Diffusionsstrom, der durch
eine Diffusionskonstante D kontrolliert wird.

e Aufgrund der Gravitation gibt es einen (nach unten gerichteten) Driftstrom, der dadurch
entsteht, dass jedes Luftteilchen mit mittlerer Geschwindigkeit ¥ nach unten sinken mochte
(durch Reibung gebremst, mit Reibungskraft |[Fr| = 7 - 7).

e Im stationdren Zustand addieren sich beide Strome zu Null.

Bestimmen Sie aus diesen Annahmen den Zusammenhang zwischen D und 7 (,, Einstein-Beziehung*).



