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Um das Problem lösen zu können:
”
Born-Oppenheimer-Näherung“
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Ĥ = ˜̂H − 2
R = −∆~r − 2

r1
− 2

r2

Jona Dreier Seminar zur Theorie der Atome, Kerne und kondensierten Materie

H+
2 -Molekülion
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Grenzfälle

1. R → 0:

r1 = r2 = r (in geeignetem Koordinatensystem)

Ĥ = −∆~r − 4
r (Wasserstoffatom mit Kernladung Z = +2)

ER=0 = −Z2

n2 ERyd = − 4
n2ERyd

2. R →∞:

r1 = r , r2 →∞ (in geeignetem Koordinatensystem)

Ĥ = −∆~r − 2
r (Wasserstoffatom mit Kernladung Z = +1)

ER→∞ = −Z2

n2 ERyd = − 1
n2ERyd
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Grenzfälle

1. R → 0:

r1 = r2 = r (in geeignetem Koordinatensystem)
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Ĥ = −∆~r − 4
r (Wasserstoffatom mit Kernladung Z = +2)

ER=0 = −Z2

n2 ERyd = − 4
n2ERyd

2. R →∞:

r1 = r , r2 →∞ (in geeignetem Koordinatensystem)
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Elliptische Koordinaten

µ = (r1− r2)/R

∈ [−1, 1]

; λ = (r1 + r2)/R

∈ [1,∞[

; θ

∈ [0, 2π[

[Slater, 1963]
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Elliptische Koordinaten

∆~r =
4

R2(λ2−µ2)

(
∂
∂λ [(λ2 − 1) ∂

∂λ ] + ∂
∂µ [(1− µ2) ∂

∂µ ] + [ 1
λ2−1

+ 1
1−µ2 ] ∂

2

∂θ2

)
Schrödingergleichung:
Ĥψ = [−∆~r − 2

r1
− 2

r2
]ψ = Eψ

−4
R2(λ2−µ2)

(
∂
∂λ [(λ2 − 1)∂ψ∂λ ] + ∂

∂µ [(1− µ2)∂ψ∂µ ] + [ 1
λ2−1

+ 1
1−µ2 ]∂

2ψ
∂θ2

)
−2ψ

r1
− 2ψ

r2
= Eψ

⇔ ∂
∂λ [(λ2 − 1)∂ψ∂λ ] + ∂

∂µ [(1− µ2)∂ψ∂µ ] + [ 1
λ2−1

+ 1
1−µ2 ]∂

2ψ
∂θ2

+

R2E(λ2−µ2)
4 + 2Rλ︸︷︷︸

e−−Kern−WW

ψ = 0
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Schrödingergleichung:
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Separation in unabhängige DGL

∂
∂λ [(λ2 − 1)∂ψ∂λ ] + ∂

∂µ [(1− µ2)∂ψ∂µ ] + [ 1
λ2−1

+ 1
1−µ2 ]∂

2ψ
∂θ2

+
[
R2E(λ2−µ2)

4 + 2Rλ
]
ψ = 0

Produktansatz: ψ = L(λ)M(µ)Θ(θ)

aλ,µ ·Θ(θ) + bλ,µ · d
2Θ(θ)
dθ2 = 0

→ Θ(θ) = Θ0e
imθ

Oszillatorgleichung mit m ganzzahlig

Außerdem, mit p2 = −R2E/4:
d
dλ [(λ2 − 1) dL

dλ ] +
(
A + 2Rλ− p2λ2 − m2

λ2−1

)
L = 0

d
dµ [(1− µ2)dMdµ ] +

(
−A + p2µ2 − m2

1−µ2

)
M = 0
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aλ,µ ·Θ(θ) + bλ,µ · d
2Θ(θ)
dθ2 = 0

→ Θ(θ) = Θ0e
imθ

Oszillatorgleichung

mit m ganzzahlig

Außerdem, mit p2 = −R2E/4:
d
dλ [(λ2 − 1) dL

dλ ] +
(
A + 2Rλ− p2λ2 − m2

λ2−1

)
L = 0

d
dµ [(1− µ2)dMdµ ] +

(
−A + p2µ2 − m2

1−µ2

)
M = 0
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Lösungsfunktionen

Der weitere Lösungsweg ist recht aufwändig. Die wesentlichen
Schritte sind ähnlich wie beim H-Atom.

Lösungen:
M(l ,m, p, µ) =

∑
s fs(l ,m, p)Pm

m+s(µ)

L(λ) = (λ2 − 1)m/2(1 + λ)R/p−m−1e−pλ
∑

t gt
(
λ−1
λ+1

)t
Θ(θ) = e imθ
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Lösungsfunktionen

Der weitere Lösungsweg ist recht aufwändig. Die wesentlichen
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Lösungen:
M(l ,m, p, µ) =

∑
s fs(l ,m, p)Pm

m+s(µ)

L(λ) = (λ2 − 1)m/2(1 + λ)R/p−m−1e−pλ
∑

t gt
(
λ−1
λ+1

)t
Θ(θ) = e imθ

Jona Dreier Seminar zur Theorie der Atome, Kerne und kondensierten Materie

H+
2 -Molekülion



Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Nomenklatur

Die Lösungen werden näher klassifiziert.

1. Nach der Anzahl der Symmetrien bei Rotation um die
Kernverbindungslinie:

|m| = 0↔ σ

|m| = 1↔ π

|m| = 2↔ δ

2. Nach der Parität bei Spiegelung am Mittelpunkt der
Kernverbindungslinie in ungerade (Parität (-1)) und gerade
(Parität (+1)) Zustände.
3. Analog nach der Parität bei Spiegelung an der
Mittelpunktsebene der Kernverbindungslinie. Bei Parität (-1) wird
der Zustand mit einem

”
*“ gekennzeichnet.
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Energiespektrum ohne Kern-Kern-Wechselwirkung

[Slater, 1963]
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Energiespektrum mit Kern-Kern-Wechselwirkung

[Slater, 1963]
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Wellenfunktion

normierte H+
2 -Wellenfunktion 1σg und 1σu [Slater, 1963]
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Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems

Fazit

Das elektronische Problem des H+
2 -Molekülion ist im Rahmen der

Born-Oppenheimer-Näherung exakt lösbar.

Anhand dieser Lösung lässt sich nachvollziehen, wie stabile
Bindungszustände (energetisch) begründet sein können.
Die exakte Lösung kann zur Überprüfung von Näherungsverfahren
verwendet werden, die für kompliziertere Moleküle nötig sind.
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Born-Oppenheimer-Näherung exakt lösbar.
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Jona Dreier Seminar zur Theorie der Atome, Kerne und kondensierten Materie

H+
2 -Molekülion



Einleitung Exakte Lösung der Schrödingergleichung Lösungen des elektronischen Problems
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Danke!

An dieser Stelle bedanke ich mich für Ihre Aufmerksamkeit.
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