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Aufgabe 4: Impuls eines Blochelektrons (3 Punkte)

Die Lösungen der Schrödinger-Gleichung

Ĥ ψ
n,~k

(~r ) = E
n,~k

ψ
n,~k

(~r )

mit

Ĥ =
~̂p 2

2m
+ V (~r ) und V (~r ) = V (~r + ~R)

lassen sich in der Form

ψ
n,~k

(~r ) = ei~k ~r u
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(~r )

darstellen. Dabei ist u
n,~k

(~r ) eine gitterperiodische Funktion.

a) Zeigen Sie, dass

~̂p ψ
n,~k

(~r ) = ei~k ~r
(

h̄~k + ~̂p
)

u
n,~k

(~r )

gilt und dass un,~k (~r ) die Eigenwertgleichung

ˆ̃
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n,~k
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n,~k
u

n,~k
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mit
ˆ̃
H (~k) =

1

2m

(

h̄~k + ~̂p
)2

+ V (~r )

erfüllt.

b) Zeigen Sie, dass sich ˆ̃
H (~k) in folgender Form darstellen lässt:

ˆ̃
H (~k) = e−i~k ~r Ĥ (~r ) ei~k ~r .

Wenden Sie dazu ˆ̃
H (~k) auf eine Funktion f (~r ) an.

c) Stellen Sie den Erwartungswert des Impulsoperators

〈~̂p 〉 =

∫

ψ∗

n,~k
(~r ) ~̂p ψn,~k (~r ) d3 r

durch ein Integral über u∗
n,~k

(~r ) und u
n,~k

(~r ) dar.

Aufgabe 5: Punktgruppe von Graphen (3 Punkte)

Graphen besteht aus einer Schicht von Kohlenstoffatomen, die in einer hexagonalen Struktur ange-

ordnet sind.

a) Fassen Sie zunächst Graphen als rein zweidimensionale Struktur auf. Welche Symmetrie-

operationen lassen diese Struktur invariant? Geben Sie diese gemäß der Schönflies-Notation

(siehe Materialien zur Vorlesung) an und beschreiben Sie diese kurz (z. B. C2: Drehung um 180◦

um z-Achse). Markieren Sie die entsprechenden Drehachsen und Spiegelebenen in der Abbildung.

Welche Punktgruppe bilden diese Operationen?
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b) Betrachten Sie jetzt Graphen als eine Schicht von Kohlenstoffatomen, die sich im drei-

dimensionalen Raum in der x-y-Ebene bei z = 0 befinden. Welche zusätzlichen Symmetrie-

operationen lassen diese Struktur invariant? Welche Punktgruppe bilden alle Symmetrieopera-

tionen?

Aufgabe 6: Bandstruktur von Na (4 Punkte)

Natrium kristallisiert in einer bcc-Struktur mit einer Gitterkonstanten von a = 4, 23 Å. Das Fest-

körperpotential sei eine Überlagerung von atomaren Potentialen, die durch Gaußfunktionen dargestellt

werden:

V (~r ) = V0

(

(

π

γ

)3/2 1

Ω0
−
∑

l

e−γ (~r − ~Rl)
2

)

.

Dabei ist Ω0 das Volumen der Elementarzelle. Die Summe der Gittervektoren ~Rl erstreckt sich über

den gesamten lR3.
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Die Bandstruktur des Kristalls soll entlang der Hochsymmetrielinien Λ, Σ und D (siehe Abbildung)

von

P
(

~k =
π

a
(1, 1, 1)

)

über

Γ
(

~k = (0, 0, 0)
)

nach

N
(

~k =
π

a
(0, 1, 1)

)

und wieder nach P berechnet werden. Dabei soll eine Entwicklung der Wellenfunktion nach ebenen

Wellen verwendet werden.

a) Bestimmen Sie die reziproken Gittervektoren ~bj des bcc-Kristalls.

b) Benutzen Sie zwei ebene Wellen mit ~G1 = (0, 0, 0) und ~G2 =
2π

a
(0, −1, −1), um die Band-

struktur zu berechnen.

Geben Sie die resultierende Hamiltonmatrix H ~Gj , ~Gj′
an. Zeichnen Sie zunächst die Bandstruktur

für V0 = 0 eV. Zeichnen Sie dann die Bandstruktur für V0 = 30 eV und γ = 0, 2
1

Å
2 . Wie groß

ist die Aufspaltung ∆E der Bänder am N -Punkt?

c) Für alle, die noch nicht genug haben: Falls Sie eine genauere Berechnung der Bandstruktur

durchführen möchten, so müssen Sie alle Gittervektoren mit | ~Gj | ≤
2π

a

√
2 bei der Entwicklung

der Wellenfunktion benutzen.

Diagonalisieren Sie die zugehörige Hamiltonmatrix numerisch und zeichnen Sie die entsprechende

Bandstruktur.

Hinweise:
∫

lR3

e−γ r2

ei ~G~r d3 r =

(

π

γ

)3/2

e−
|~G|2

4 γ

h̄2

2m
= 3,80998 eV · A2 .
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