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Aufgabe 4 (miindlich): Kommutatoren und Erwartungswerte im Heisenbergbild (4 Punkte)
Geht man in der Darstellung vom Schrédingerbild ins Heisenbergbild iiber, so werden die Operatoren

zeitabhéngig. Diese Zeitabhangigkeit wird bestimmt durch die Bewegungsgleichung
dA 1
dt i

wobei A einen beliebigen, nicht explizit zeitabhéngigen Operator darstellt und H den Hamiltonoperator.

(A, H]

Im Schrédingerbild gilt bekanntlich fiir Ortsoperator R und Impulsoperator P
[Ri,Pj] = ihéij und [R“R]} = [Pi,Pj] =0 s

was im Heisenbergbild i.A. nur dann zutrifft, wenn beide Operatoren zum selben Zeitpunkt genommen
werden. In dieser Aufgabe soll am Beispiel freier Teilchen untersucht werden, wie sich diese Kommutatoren

dndern, wenn die Operatoren zu verschiedenen Zeiten genommen werden.

a) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir den Orts- und den Impulsoperator eines freien Teilchens im
Heisenbergbild auf. Wie lautet deren Lésung?
Hinweis: Sie konnen die Operatorrelationen aus Aufgabe 14 aus dem letzten Semester verwenden.

b) Berechnen Sie die Kommutatoren [R;(t), R;(0)], [Ri(t), P;(0)], [Pi(t), R;(0)] und [P;(t), P;(0)].

c) Berechnen Sie die quadratischen Unschirfen (AR;)* = (R?) — (R)? und (AP;)? = (P?) — (P;)?

7

als Funktion der Zeit in Abhéngigkeit der Erwartungswerte zum Zeitpunkt ¢t = 0.



Aufgabe 5 (a) —c) schriftlich): Getriebener harmonischer Oszillator (10 Punkte)
Wir betrachten ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢, das sich im Potential eines harmonischen
Oszillators bewegt. Zusétzlich befinde sich das Teilchen in einem rdumlich homogenen, zeitabhdngigen
elektrischen Feld E(t). Der Hamiltonoperator fir dieses System lautet

p* 1
H= om + gmwsz —qE(t)x .

Fiir t < 0 sei E(t) = 0 und das Teilchen befinde sich im Grundzustand |0) des harmonischen Oszillators.

a) Gesucht ist die Losung der Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren z(t) und

p(t). Fithren Sie dazu die Operatoren a und a' ein mit

a= " 4 i ot = ™ i
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Driicken Sie den Hamiltonoperator durch a und af aus und stellen Sie die Heisenbergschen Be-

wegungsgleichungen fiir diese Operatoren auf. Losen Sie diese Bewegungsgleichungen mit der An-
fangsbedingung, dass die Operatoren zur Zeit ¢ = 0 mit den Schrédinger-Operatoren ay und aE;
iibereinstimmen und bestimmen Sie damit z(¢) und p(¢) in Abhangigkeit von den Schrédinger-
Operatoren x(0) = ¢ und p(0) = po.
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Hinweis: Verwenden Sie fir die spezielle Losung der BWG den Ansatz: a(t) = a(t)e

b) Berechnen Sie den Orts- und Impulserwartungswert als Funktion der Zeit und zeigen Sie explizit,
dass das Ehrenfestsche Theorem erfillt ist.
Hinweis:

t dF taf
Mit F(t) = t,t')dt i1t — = f(t,t —dt’ .
i Py = [ fena g Gereo+ [ g

c) Berechnen Sie die zeitabhingigen Erwartungswerte der Operatoren a und a' und zeigen Sie, dass

diese schwankungsfrei sind, in dem Sinne, dass gilt

(0](at ~ (a")) (a - (@))]0) =0
Ab hier miindlich! (6 Punkte)

d) Gesucht ist im Folgenden der zeitabhéngige Schrodinger-Zustand |4 (t)) = U(t,0)|0). Zeigen Sie,
dass aus der Schwankungsfreiheit im Sinne von Teilaufgaben c¢) gefolgert werden kann, dass |1 (t)) =
|a(t)) ein kohdrenter Zustand ist, welcher durch die Eigenwertgleichung

ala(t)) = aft) [a(t)

mit a(t) = (0] «(t) |0) definiert ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Norm des Zustands

lp(t)) = (a0 — a(t)) [3(t))
verschwindet.

e) Bestimmen Sie |a(t)) als Linearkombination der Energie-Eigenzustinde |n) des harmonischen
Oszillators und zeigen Sie durch Einsetzen, dass die zeitabhidngige Schrodingergleichung fiir die-
sen Zustand erfillt ist.



