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Aufgabe 39: Kugelkoordinaten (7 Punkte, miindlich)

In kartesischen Komponenten lautet ein beliebiger Vektor 7 im R?, ausgedriickt durch die Kugelko-
ordinaten r, 6, ¢,
7(r,0,p) = r(cosp sinf, siny sinf, cosd) .

Halt man jeweils zwei der Kugelkoordinaten fest, so erhalt man die Koordinatenlinie der dritten
Koordinate als parametrisierte Kurve mit der jeweils dritten Koordinate als Parameter, z.B. fiir
die r-Koordinatenlinien

7(r) = 7(r, § = const, ¢ = const).

An jedem Punkt 7 gibt es nun drei Koordinatenrichtungen €, €y, €,, die durch die Tangentialvek-
toren der Koordinatenlinien gegeben sind.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Vektoren €., € und €,.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass €, €p, €, ein Orthonormalsystem bilden.
(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass €, €p, €, ein Rechtssystem bilden.
)

(d) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass sich in den Kugelkoordinaten, in denen der Ortsvektor als 7 = 7 €,
geschrieben werden kann, die Geschwindigkeit als

— dF . = . . — N —
U=— =76 +rpsinde, +roep

dt
und die Beschleunigung als
d*r
dt?

a= i —r6? — r¢? sin’ 9} €,

4+ |r@sind + 27psind + 2rfp cos 0} €,

v o[- r¢? sin @ cos O + 27'”9} €y

darstellen lassen.

Aufgabe 40: Schwerpunkt und Tragheitsmoment eines diinnen Stabs
(10 Punkte, schriftlich)

Die Masse eines diinnen Stabs der Lange L sei folgendermafien verteilt
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(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Masse des Stabs M ist.

p(x) ze(0,L).



(b) (2 Punkte) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Stabs.

(¢) (2 Punkte) Berechnen Sie das Trégheitsmoment des Stabs beziiglich einer Achse, die durch
die Mitte des Stabs und senkrecht zum Stab verlauft.

(d) (4 Punkte) Berechnen Sie die Tragheitsmomente des Stabs beziiglich der Achsen, die durch
die Endpunkte des Stabs und senkrecht zum Stab verlaufen.

Aufgabe 41: Ein Hund auf einem Schlitten (7 Punkte, miindlich)

Ein 120 kg schwerer Schlitten ruht auf der Oberflache eines zugefrorenen Sees. Ein grofler Hund
(50kg) steht auf einem Ende des Schlittens, wobei er 20m vom Ufer entfernt ist. Danach lduft
der Hund 3m auf dem Schlitten in Richtung Ufer (Distanz relativ zum Schlitten) und hélt an.
Bestimmen Sie, wie weit der Hund am Ende vom Ufer entfernt ist. Nehmen Sie an, dass sich der
Schlitten auf dem See ohne Reibung bewegt.
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Aufgabe 42: Offene Flugbahn im Gravitationsfeld (10 Punkte, schriftlich)
Ein Korper mit der Masse m bewegt sich unter dem Einfluss der Gravitationskraft

o mMG

F(7)=— e

im Schwerefeld einer Masse M, die im Ursprung des Koordinatensystems ruht. G ist die Gravi-
tationskonstante. Zur Zeit ¢ = 0 befindet er sich bei 75 = (rg, 0, 0) und hat die Geschwindigkeit
170 == (0, Vo, 0)

(a) (4 Punkte) Geben Sie die Bahnparameter k& und € in Abhéngigkeit von o und vy an. Wie
grofl muss vy bei vorgegebenem 7y mindestens sein, damit die Flugbahn nicht geschlossen ist?
Welche Form hat die Bahnkurve in diesem Fall?

(b) (6 Punkte) Nun betriagt die Anfangsgeschwindigkeit
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Welche Form hat die Bahnkurve? Geben Sie r (¢) an. In welchem Abstand vom Kraftzen-
trum schneidet die Flugbahn des Korpers die y-Achse? Unter welchem Winkel ¢ relativ zur
positiven x-Achse bewegt sich der Korper fiir r — o0o? Skizzieren Sie die Bahnkurve.

Hinweis: Bei einer Kepler-Bahn gilt:
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wobei L der Drehimpuls, E die Energie, ¢ die relative Exzentrizitat und G die Gravitationskon-
stante ist. Die Groflen a und e kénnen fiir verschiedene Falle der nachfolgenden Skizze entnommen
werden.
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Aufgabe 43: Elastischer Stof

Ein Teilchen (Masse m) mit der Anfangsgeschwindigkeit 7 kol-
lidiert mit einem Teilchen einer unbekannten Masse M, das in
die entgegengesetzte Richtung fliegt. Nach einem elastischen
Stol bewegt sich das Teilchen der Masse m orthogonal zu der
urspriinglichen Bewegungsrichtung mit einer Geschwindigkeit
|t ] = |v|/2. Das andere Teilchen bewegt sich nach dem
StoB unter einem Winkel § = 45° zu der urspriinglichen Be-
wegungsrichtung (siehe Abbildung).

(a) (4 Punkte) Bestimmen Sie zuerst das Massenverhéltnis

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Masse
M vor und nach dem Stof8 (als Funktion von vy = |7]).

(6 Punkte, miindlich)

Nachher

Bemerkung: Setzen Sie den Wert fiir den Winkel 6 erst ganz am Ende der Rechnung ein.

Nachricht von der Fachschaft

Bald ist Nikolaus! Mach deinen Lieblingskommilitonen eine kleine Freude und schenke ihnen einen

Schokonikolaus mit Grufkdrtchen. (In der Fachschaft Physik bis zum 3.12.)



