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Aufgabe 1 (4 Punkte): Betrachten Sie die folgenden Vektoren in Q3:

2 0 2 1
vi:=[6],v:=12],v3:=1 2 und vg := [ 1
1 2 -3 1

i) Zeigen Sie, dass E := {v1, v, v3,v4} ein Erzeugendensystem von Q3 ist.
(i) Zeig : , V2, U3, g y

(ii) Sei n die Briefkastennummer Ihres Tutors. Bestimmen Sie k := (n mod 3) + 1*. Stellen Sie
vy als Linearkombination der Elemente von E \ {vg,vs4} dar.

(iii) Bestimmen Sie alle maximalen linear unabhéngigen Teilmengen von E; nach (i) sind das
alle Basen von Q3, die in E enthalten sind.

Hinweis: Nach (ii) ist £\ {v4} linear abhéngig. Wenn Sie geschickt argumentieren, konnen Sie
(iii) bearbeiten ohne fiir jede Menge lineare Unabhéngigkeit priifen zu miissen.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Betrachten Sie im R-Vektorraum R? die Untervektorriume U und V
gegeben durch

2

o= () ()0 == () D

Bestimmen Sie eine Basis von U NV und ergénzen Sie diese zu einer Basis von U + V.

Aufgabe 3 (3 Punkte): Es seien V,1W C R? zwei 2-dimensionale R-Untervektorriume (Ebe-
nen). Begriinden Sie mithilfe der Dimensionsformel, dass sich V' und W nicht trivial schneiden,
d.h. VNW # {0}. Erkldren Sie aukerdem, wieso hier die beiden Ebenen V' und W nicht parallel

sein konnen.

Aufgabe 4 (5 Punkte): Es sei K ein Korper, V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und
n > 1 eine natiirliche Zahl. Betrachten Sie folgende Aussage:
Fiir jede Familie von Untervektorrdumen Uy, ..., U, von V gilt

gdim(Ui) = dim(é@) +§dm<(§@> N Um).

(i) Beweisen Sie die Aussage fiir n = 1 und n = 2. (1 Punkt)
(ii) Beweisen Sie die Aussage mit Induktion nach n fir alle n > 1. (8 Punkte)
(iii) Folgern Sie, dass V' genau dann die direkte Summe der Unterrdume Uy, ..., U, ist, wenn

V=Ui+...4+Uygilt und (U; +...4+U;)NU;41 =0 fir allei € {1,...,n—1}. (1 Punkt)

Aufgabe 5 (2 Punkte): Welche Zusammenhénge, Details, Inhalte oder Fragen sollen in der
nichsten Ubung besprochen werden?

*(n mod 3) ist der Rest der Division n geteilt durch 3, also eine Zahl zwischen 0 und 2.



