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Aufgabe 1:

Sei k ein Körper und A eine k-Algebra.

(a) Sei A eine endliche k-Algebra. Zeigen Sie, dass A reduziert ist, genau dann wenn A
isomorph zu einem direkten Produkt von endlichen Körpererweiterungen von k ist.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass A keine nicht-trivialen idempotente Elemente besitzt.
(Erinnerung: 0, 1 6= e ∈ A ist ein nicht-triviales idempotentes Element, falls e2 = e.)
Zeigen Sie dann, dass A ein Körper ist, indem Sie für ein beliebiges x ∈ A die Kette
(x) ⊃ (x2) ⊃ (x3) ⊃ . . . betrachten.

(b) Sei nun A eine k-Algebra vom endlichen Typ. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
äquivalent sind.
(i) dim(A) = 0;
(ii) A ist ein endlich dimensionaler k-Vektorraum;
(iii) Spec(A) ist endlich;
(iv) Specmax(A) ist endlich.

Aufgabe 2:

(i) Bestimmen Sie SpecZ[X].
Hinweis: Betrachten Sie die Faser der Projektion SpecZ[X] −→ SpecZ.

(ii) Bestimmen Sie die Dimension von Z[X], in dem Sie alle Primidealketten angeben.

Aufgabe 3:

Sei k ein Körper und R,S zwei k-Algebren vom endlichen Typ, und sei T = R ⊗k S ihr
Tensorprodukt. Zeigen Sie, dass für die Krulldimension die Gleichung

dim(T ) = dim(R) + dim(S)

gilt.

Aufgabe 4:

Sei k ein Körper. Bestimmen Sie die Dimension der folgenden Ringe.

(i) R = k[X]/X2

(ii) R = k[X,Y ]/(Y 2 −X3 −X2)
(iii) R = k[X,Y, Z]/(Y − Z2, XZ − Y 2)
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