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Aufgabe 1:

Sei (R,m) ein lokaler Integritätsbereich, K = Quot(R) der Quotientenkörper und k = R/m
der Restklassenkörper von R. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Zeigen Sie, dass

dimK M ⊗R K ≤ dimk M ⊗R k

und Gleichheit, genau dann wenn M frei ist.

Aufgabe 2:

(i) Sei k ein Körper, R = k[X1, X2]/(X2
2 ) und S = {f(X1)+X2 ·g(X1) | f(X1) 6= 0} eine

multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Zeigen Sie den folgenden Isomorphismus:

S−1R ∼= k(X1)[X2]/(X2
2 ).

(ii) Sei k ein Körper. Letztes Semester haben wir gesehen, dass der Ringhomomorphismus

k[X,Y ] −→ k[T ]

X 7−→ T 3

Y 7−→ T 2

einen injektiven Ringhomomorphismus ϕ : R = k[X,Y ]/(X2−Y 3) −→ k[T ] induziert.
Zeigen Sie, dass ϕ Isomorphismen RX

∼= k[T ]T und RY
∼= k[T ]T induziert.

Aufgabe 3:

Sei ϕ : A −→ B ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Ker(ϕ) = a. Zeigen Sie, dass die
induzierte Abbildung f : SpecB −→ SpecA einen Homöomorphismus auf V (a) induziert.

Aufgabe 4:

Seien S ⊂ T zwei multiplikativ abgeschlossene Teilmengen eines Ringes A.

(i) Sei T ′ das Bild von T in S−1A. Zeigen Sie, dass

T−1A = T ′
−1 (

S−1A
)
.

(ii) Sei p ein Primideal mit p ∩ S = ∅, und sei A′ = S−1A. Zeigen Sie, dass gilt:

A′pA′ = Ap.

Insbesondere gilt für zwei Primideale p ⊂ q die Identität (Aq)pAq
= Ap.

(iii) Sei a ein Ideal in A und S̄ das Bild von S unter der Projektion A −→ A/a.
Zeigen Sie, dass S̄ eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A/a ist, sowie den
Isomorphismus

S̄−1 (A/a) ∼=
(
S−1A

)
/
(
S−1a

)
.
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