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Es sei im Folgenden k ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 1:

Es sei R := k[T0, . . . , Tn] und R+ := (T0, . . . , Tn) ⊆ R. Man betrachte die kanonische
Projektion

p : An+1 \ {(0, . . . , 0)} → Pn, (x0, . . . , xn) 7→ (x0 : . . . : xn).

Für eine abgeschlossene Teilmenge Z ⊆ Pn nennen wir C(Z) := p−1(Z) den affinen Kegel
von Z und

I+(Z) := {f ∈ R | f(x) = 0 für alle x ∈ (x0 : . . . : xn) ∈ Z}
das projektive Verschwindungsideal von Z.

(i) Es sei a ⊆ R ein homogenes Ideal. Man zeige, dass auch
√
a ein homogenes Ideal ist.

(ii) Man zeige, dass I(C(Z)) = I+(Z) gilt und dies ein homogenes Ideal ist für alle
abgeschlossenen Teilmengen Z ⊆ Pn.

(iii) Man zeige, dass C(V+(a)) = V (a) für alle homogenen Ideale a ⊆ R mit a 6= R+ gilt.
(iv) Man zeige, dass V+(a) = p(V (a)) für alle homogenen Ideale a ⊆ R mit a 6= R+ gilt.
(v) Man folgere, dass die Zuordnungen

{a ⊆ R homogenes Radikalideal | a 6= R+} ↔ {Z ⊆ Pn abgeschlossen }
gegeben durch

a 7→ V+(a) und Z 7→ I+(Z)

invers zueinander sind.

Aufgabe 2:

Wir definieren die Standard-Überdeckung des Pn durch

Ui := {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn | xi 6= 0}
für alle 0 ≤ i ≤ n. Es sei t : P1 → P3 gegeben durch

[x0 : x1] 7→ [x30 : x20x1 : x0x
2
1 : x31].

(i) Man zeige, dass t eine wohldefinierte injektive Abbildung ist.
(ii) Man zeige, dass im(t) eine (Zariski-)abgeschlossene Teilmenge des P3 ist.

(iii) Man zeige, dass im(t) ∩U0 homöomorph zu C aus Aufgabe 3 von Übungsblatt 1 ist.
(iv) Man folgere, dass im(t) irreduzibel ist.

Aufgabe 3:

Es sei Y ⊆ Pn eine quasi-projektive Varietät.

(i) Es sei F = {f0, . . . , fm} ⊆ k[T0, . . . , Tn] eine Familie homogener Polynome vom
selben Grad, sodass es für alle y = (y0 : . . . : yn) ∈ Y ein j ∈ {1, . . . ,m} mit
fj(y) 6= 0 gibt. Man zeige, dass die Abbildung

hF : Y → Pm gegeben durch y 7→ (f0(y) : . . . : fm(y))

ein Morphismus von Varietäten ist.
(ii) Es sei G = {g0, . . . , gm} ⊆ k[T0, . . . , Tn] eine weitere Familie homogener Polynome

wie in (i). Man zeige, dass genau dann hF = hG gilt, wenn fi(y)gj(y) = fj(y)gi(y)
für alle y ∈ Y und i, j ∈ {1, . . . ,m}.
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(iii) Es sei h : Y → Pn ein Morphismus von Prävarietäten. Man zeige, dass es zu jedem
y ∈ Y eine offene Umgebung U ⊆ Y von y gibt, sodass h|U = hF gilt für eine Familie
homogener Polynome F ⊆ k[T0, . . . , Tn] wie in (i).

Aufgabe 4:

Es seien 1 ≤ d ≤ r natürliche Zahlen. Wir bezeichnen mit Gr(r, d) die Menge aller d-
dimensionalen Untervektorräume des kr. Für eine d-elementige Teilmenge I ⊆ {1, . . . , r}
und M = (xi,j)i,j ∈ Matd×r(k) definieren wir MI := (xi,j)1≤i≤d,j∈I ∈ Matd×d(k) und damit

UI :=

V ⊆ kr Untervektorraum | kr = V ⊕
⊕

j∈{1,...,r}\I

k · ej

 ⊆ Gr(r, d).

(i) Man zeige, dass

Gr(r, d) =
⋃

I⊆{1,...,r},#I=d

UI

gilt und dass die Abbildung

ϕI : {M ∈ Matd×r(k) |MI = Ed} → UI ,

die eine Matrix M auf den von den Spaltenvektoren erzeugten Unterraum abbildet,
eine Bijektion ist.

(ii) Es seien I, J ⊆ {1, . . . , r} zwei d-elementige Teilmengen. Betrachte

{M ∈ Matd×r(k) |MI = Ed}
als affinen Raum Ad(r−d) der Dimension d(r − d). Man zeige, dass das Urbild
ϕ−1I (UI ∩ UJ) ⊆ Ad(r−d) offen ist und dass es einen kanonischen Isomorphimus θI,J
von Varietäten gibt, der das Diagramm

ϕ−1I (UI ∩ UJ)
θI,J //

ϕI
''

ϕ−1J (UI ∩ UJ)

ϕJ
ww

UI ∩ UJ
kommutativ macht.

(iii) Man konstruiere die Struktur einer (Prä-)Varietät auf Gr(r, d), sodass UI ⊆ Gr(r, d)
offen ist und ϕI : Ad(r−d) → UI ein Isomorphismus von Varietäten ist.
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