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Es sei im Folgenden k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Aufgabe 1:
Es sei R := k[Ty,...,T,] und Ry := (Tp,...,T,) € R. Man betrachte die kanonische
Projektion

p: AP {(0,...,0)} = P (20, ..y xn) o (To t e ).
Fiir eine abgeschlossene Teilmenge Z C P" nennen wir C(Z) := p~1(Z) den affinen Kegel
von Z und

I.(Z)={feR|f(x)=0firallex € (xg:...:2,) € Z}
das projektive Verschwindungsideal von Z.

(i) Es sei a C R ein homogenes Ideal. Man zeige, dass auch v/a ein homogenes Ideal ist.

(ii) Man zeige, dass I(C(Z)) = I.(Z) gilt und dies ein homogenes Ideal ist fiir alle
abgeschlossenen Teilmengen Z C P™.

(iii) Man zeige, dass C'(Vy(a)) = V(a) fiir alle homogenen Ideale a C R mit a # Ry gilt.

) Man zeige, dass Vy (a) = p(V(a)) fiir alle homogenen Ideale a C R mit a # R, gilt.

v) Man folgere, dass die Zuordnungen

{a € R homogenes Radikalideal |a # R, } <> {Z C P" abgeschlossen }

gegeben durch
a— Vi(a)und Z — I, (2)

invers zueinander sind.

Aufgabe 2:
Wir definieren die Standard-Uberdeckung des P durch

Ui={[zo:...:x,) €P" | x; # 0}
fiir alle 0 < i < n. Es sei t: P! — P3 gegeben durch
(2o : x1] > [xd @ 232y s wox? @ 23]
(i) Man zeige, dass t eine wohldefinierte injektive Abbildung ist.
(ii) Man zeige, dass im(t) eine (Zariski-)abgeschlossene Teilmenge des ]P"3 ist.
(iii) Man zeige, dass im(¢) N Uy homdomorph zu C' aus Aufgabe 3 von Ubungsblatt 1 ist.
(iv) Man folgere, dass im(t) irreduzibel ist.

Aufgabe 3:

Es sei Y C P" eine quasi-projektive Varietét.

(i) Es sei F = {fo,...,fm} C k[To,...,T,] cine Familie homogener Polynome vom
selben Grad, sodass es fiir alle y = (yo : ... : yn) € Y ein j € {1,...,m} mit
fi(y) # 0 gibt. Man zeige, dass die Abbildung

hr:Y — P™ gegeben durch y — (fo(y) : ... : fin(y))
ein Morphismus von Varietaten ist.
(ii) Es sei G = {g0,---,9m} C k[To,...,T,] eine weitere Familie homogener Polynome

wie in (i). Man zeige, dass genau dann hr = hg gilt, wenn f;(y)g;(y) = f;(y)g:(y)
fir alley € Y und 4,5 € {1,...,m}.



(iii) Es sei h: Y — P™ ein Morphismus von Prévarietdten. Man zeige, dass es zu jedem
y € Y eine offene Umgebung U C Y von y gibt, sodass h|y = hz gilt fiir eine Familie
homogener Polynome F C k[T, ..., T,] wie in (i).

Aufgabe 4:

Es seien 1 < d < r natiirliche Zahlen. Wir bezeichnen mit Gr(r,d) die Menge aller d-
dimensionalen Untervektorrdume des k”. Fiir eine d-elementige Teilmenge I C {1,...,r}
und M = (xi,j)w' € MathT(k‘) definieren wir My := (xi,j)lgigd,jel € Matdxd(k) und damit

Ur := ¢V C k" Untervektorraum | k" =V & ED k-e; » C Gr(r,d).
GE{L,r N\
(i) Man zeige, dass
Gr(r,d) = U Ur
IC{1,er} #I=d
gilt und dass die Abbildung
¢r: {M € Mataxr(k) | M; = Ea} — U,

die eine Matrix M auf den von den Spaltenvektoren erzeugten Unterraum abbildet,
eine Bijektion ist.
(ii) Esseien I,J C {1,...,r} zwei d-elementige Teilmengen. Betrachte
{M € Matgx,(k) | M; = Eq}

als affinen Raum AY"~9 der Dimension d(r — d). Man zeige, dass das Urbild
<p;1(UI NUy) C Adr=d) offen ist und dass es einen kanonischen Isomorphimus 6y ;
von Varietdten gibt, der das Diagramm

01,5

er'(UrnUy) e, (UrnUy)
UrnU;y

kommutativ macht.
(iii) Man konstruiere die Struktur einer (Pré-)Varietit auf Gr(r,d), sodass Uy C Gr(r,d)
offen ist und ;g : AUr=d) 5 [} ein Isomorphismus von Varietéten ist.
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