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Es sei im Folgenden k ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 1: Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, G eine affine algebraische

Gruppe und Φ: G→ GL(V ) ein Morphismus von Varietäten. Wir definieren den Morphismus

Λh(Φ): G→ GL(ΛhV )

durch Λh(Φ)(g)(v1 ∧ · · · ∧ vh) := Φ(g)v1 ∧ · · · ∧ Φ(g)vh für alle v1, . . . , vh ∈ V und g ∈ G.
Man zeige, dass der induzierte Homomorphismus

d(Λh(Φ)) : Lie(G)→ Lie(GL(ΛhV )) ∼= End(ΛhV )

von Lie-Algebren gegeben ist durch

d(Λh(Φ))(X)(v1 ∧ · · · ∧ vh) =

h∑
i=1

v1 ∧ · · · ∧ (dΦ)(X)(vi) ∧ · · · ∧ vh

für alle v1, . . . , vh ∈ V und X ∈ Lie(G).

Aufgabe 2: Es sei G eine affine algebraische Gruppe und g := Lie(G) die zugehörige

Lie-Algebra. Wir nennen

Ad: G→ GL(g), g 7→ Adg := dψg

die adjungierte Darstellung, wobei ψg : G → Aut(G) gegeben ist durhc ψg(h) = ghg−1 für
alle h ∈ G. Man zeige, dass dAd(X)(Y ) = [X,Y ] gilt für alle X,Y ∈ g.

Aufgabe 3: Es sei K ein Körper und K(x)/K eine Körpererweiterung, die von einem

Element erzeugt wird.

(i) Man zeige, dass dim(ΩK(x)/K) ≤ 1 gilt.
(ii) Man zeige, dass genau dann dim(ΩK(x)/K) = 0 gilt, wenn K(x)/K endlich und

separabel ist.

Aufgabe 4:

(i) Es gelte char(k) 6= 2 und es sei f ∈ k[T1, . . . , Tn] nicht konstant und quadratfrei, d.h.
dass in der Primfaktorzerlegung von f jeder Primfaktor maximal einmal auftritt.
Man zeige, dass der Ring

A := k[T1, . . . , Tn, X]/(X2 − f)

ein ganzabgeschlossener Integritätsbereich ist.
[Hinweis: Man betrachte die Körpererweiterung k(T1, . . . , Tn)[X]/(X2− f) und gebe
das Minimalpolynome eines beliebigen Elementes über k(T1, . . . , Tn) an.]

(ii) Man geben eine affine Varietät der Dimension 2 an, die normal aber nicht glatt ist.
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